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 The ratio of orbital period of Hilda asteroids to Jupiter is  2/3. The orbital of Hilda 
asteroids is systematically perturbed by Jupiter. We have calculated the orbital  
elements at each epoch time for 20,000 days or approximately 54.76 years. The  
perturbation effect of Saturn is also included. The result shows that the variation of the 
orbital elements of Hilda asteroids is equal to the concidental period between Jupiter  
and Hilda asteroids, which is 23.7 years. The character of the perturbation can be 
observed from the variation of semimajor axis (a) which is related to the distance  
between Hilda asteroids and Jupiter (P). If the perturbation is increased then a will be 
reduced and if the perturbation is reduced then a will be increased. The maximum 
perturbation occurs just after point where Hilda asteroids is closest to Jupiter, while the 
minimum is just after point where Hilda asteroids is farthest to Jupiter. 
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บทที่ 1 

 
บทนํา 

 
ดาวเคราะหนอยเปนวัตถุขนาดเล็กที่เคลือ่นที่เปนรูปวงรีรอบๆ ดวงอาทิตย  ดาวเคราะห

นอยโดยสวนใหญมีวงโคจรอยูระหวางดาวอังคารและดาวพฤหัสบดี โดยมีระยะทางเฉลี่ยจากดวง
อาทิตยหรือครึ่งแกนเอก (a) อยูในชวง 1.7 ถึง 4.0 หนวยดาราศาสตร (เอยู) และมีระนาบวงโคจร
ใกลเคียงกับระนาบวงโคจรของโลกรอบดวงอาทิตยหรือระนาบสุริยะวถิี (ecliptic plane) ซึ่งเราจะ
เรียกบริเวณทีม่ีดาวเคราะหนอยสวนใหญโคจรอยูนี้วาแถบดาวเคราะหนอย (asteroid belt) [1] 
โดยในแถบดาวเคราะหนอยจะมีชองวางเปนชวงๆ เรียกวาชองวางเคิรกวูด (Kirkwood gaps) ดาว
เคราะหนอยทีโ่คจรอยูในชองวางเคิรกวูดนีจ้ะมีคาบการโคจรเปนอัตราสวนอยางงายกับคาบการ
โคจรของดาวพฤหัสบดี เชน 1/4, 1/3, 1/2, 2/3 เปนตน  ซึ่งจะทําใหดาวเคราะหนอยเหลานีถู้ก
รบกวนจากแรงดึงดูดของดาวพฤหัสบดีอยางเปนรูปแบบโดยสม่ําเสมอ 

 

 
 

รูปที่ 1.1  ชองวางเคิรกวูด [2] 
 



  
2

รูปที่1.1แสดงถึงการแจกแจงปริมาณของดาวเคราะหนอยที่ระยะทางเฉลี่ยตางๆจากดวง
อาทิตย ซึ่งแถบดาวเคราะหนอยจะอยูในชวงระยะทางเฉลี่ยจากดวงอาทิตยตัง้แต 1.7 ถึง 4.0 เอยู  
โดยมีชองวางเคิรกวูดอยูเปนชวงๆ ซึง่ดาวเคราะหนอยทีโ่คจรอยูในชองวางเคิรกวูดนีจ้ะมีคาบการ
โคจรเปนอัตราสวนอยางงายกับคาบการโคจรของดาวพฤหัสบดีแตกตางกนัไปในแตละชอง เชน 
1/4, 2/7, 1/3, 2/5, 3/7 เปนตน      
 ในงานวิจัยนี้เราจะศึกษาดาวเคราะหนอยชื่อฮิลดา (Hilda)     ซึ่งถูกคนพบโดยโยฮันน  
พาลิสา (Johann Palisa) [3] เมื่อวันที่ 2 พฤศจิกายน ค.ศ.1875 สมบัติโดยทั่วไปของดาวเคราะห
นอยฮิลดา คอื มีขนาดเสนผาศูนยกลางประมาณ 180 กิโลเมตร มรีะยะทางเฉลีย่จากดวงอาทติย
ประมาณ 4.0 เอยู และมีคาบการโคจรประมาณ 7.90 ป  ลักษณะพิเศษที่สาํคัญของดาวเคราะห
นอยฮิลดาคือ จะมีคาบการโคจรเปนอัตราสวนอยางงายกับคาบการโคจรของดาวพฤหัสบด ี  โดย
จะเทากับ  2/3  ซึ่งตําแหนงของดาวเคราะหนอยฮลิดาจะอยูในบริเวณขอบของแถบดาวเคราะห
นอยคอนไปทางดาวพฤหัสบดีดังแสดงในรูปที่1.1  สวนลกัษณะพิเศษอีกประการหนึ่งก็คือ 
ตําแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุดนั้นจะอยูในบริเวณจุดใกล
ดวงอาทิตยของตัวมนัเอง  และตําแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดี
มากที่สุดก็จะอยูในบริเวณจดุไกลดวงอาทติยของตัวมนัเองดวย 
 การที่ดาวเคราะหนอยฮิลดามีคาบการโคจรเปนอัตราสวน 2/3 ของคาบการโคจรของดาว
พฤหัสบดีนัน้ จะทําใหดาวเคราะหนอยฮิลดาไดรับการรบกวนจากแรงดึงดูดของดาวพฤหัสบดี
อยางเปนรูปแบบโดยสม่ําเสมอ ซึ่งทําใหเราสนใจที่จะศึกษาและวิจยัดาวเคราะหนอยดวงนี้ ในการ
วิจัยเราจะคํานวณหาหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ โดยคํานงึถึงการ
รบกวนที่เกิดขึน้ทัง้จากดาวพฤหัสบดี และจากดาวเสาร เพิ่มเขาไปดวย โดยใชขอมูลหลักมูลทาง
โคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดา ณ วนัที ่13 กันยายน ค.ศ. 2000 เวลา 24.00 น. ตามเวลาสากล 
ซึ่งเปนขอมูลทีไ่ดจากการสงัเกตการณจากประเทศญี่ปุน [4] เนื่องจากเปนขอมูลลาสุดที่เรามีอยู
เปนคาเริ่มตนในการคํานวณ โดยจะคํานวณไปจนถงึวนัที ่17 มิถุนายน ค.ศ. 2055 เวลา 24.00 น. 
ตามเวลาสากล เปนเวลารวมทั้งสิน้ 20,000 วัน หรือประมาณ 54.76 ป  แลวนาํผลการคํานวณ
หลักมูลทางโคจรที่ไดไปศึกษาถึงการเปลี่ยนแปลงหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยทีเ่กิดขึ้น
จากการรบกวนโดยดาวพฤหัสบดีและดาวเสาร ซึง่เปนวัตถุประสงคของการทําวิจัยนี ้
 ข้ันตอนในการทํางานวิจยันี้เราจะเริ่มจากการแปลงหลักมูลทางโคจรเริม่ตนของดาว
เคราะหนอยฮลิดาไปเปนเวกเตอรตําแหนงและความเร็วที่เวลาเริ่มตน แลวใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(numerical method) แกสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยฮิลดาซึ่งเปนสมการเชงิอนพุนัธ
สามัญอันดับสองเพื่อหาเวกเตอรตําแหนงและความเร็วที่เวลาตางๆจนครบ 20,000 วัน แลวจึง
แปลงเวกเตอรตําแหนงและความเร็วตางๆที่ไดนี้กลับไปเปนหลักมูลทางโคจรอีกครั้งหนึง่ ซึง่ในทาย 
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ที่สุดเราก็จะไดผลการคํานวณหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดาที่เวลาตางๆ เพื่อนําไป
วิเคราะหผลการรบกวนที่เกดิจากดาวพฤหัสบดีและดาวเสารตอไป  โดยประโยชนทีค่าดวาจะไดรับ
จากการวิจัยนีค้ือ 

1. ทําใหเขาใจถงึกลไกของการรบกวนดาวเคราะหนอยที่เกดิจากดาวพฤหัสบดีและดาว
เสารไดเปนอยางด ี

2. สามารถนําขอมูลที่ไดจากการวิจัยนี้ไปใชอางอิงในการกาํหนดวงโคจรของดาว
เคราะหนอยได 

เนื่องจากงานวิจัยนี้เปนการคํานวณการเคลื่อนที่ของวตัถุที่โคจรอยูในระบบสุริยะ  ดังนั้น
เราจะใชระบบพิกัดสุริยะวิถสีุริยะมัธยม (heliocentric ecliptic coordinate system) ในการอาง 
อิงตําแหนงตางๆ ซึ่งในระบบพิกัดนีจ้ะมีดวงอาทิตยเปนจุดศูนยกลาง มีระนาบวงโคจรของโลกเปน
ระนาบอางองิ และทิศทางของแกน +X คือทิศทางที่ชี้ออกจากดวงอาทิตยตรงไปยังจุดวสันตวษิุวตั
(vernal equinox) สวนหนวยตางๆ ที่ใชในการคํานวณจะเปนหนวยทางดาราศาสตร  คือ ระยะ 
ทางวัดเปนหนวยของครึ่งแกนเอกของวงโคจรโลก เรียกวา 1 หนวยดาราศาสตร (เอยู)   มวลวัด
เปนหนวยมวลของดวงอาทติย  เวลาวัดเปนหนวย 1 วันตามปฏทิินสากล  และคาคงที่แรงโนมถวง
จะใชคาคงที่แรงโนมถวงแบบเกาส (Gaussian gravitational constant ) 
 เนื้อหาสวนตอไปในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปนบทตางๆ ดังนี้คือ บทที ่ 2 จะเปนสวนของ
ทฤษฎพีื้นฐานตางๆ และแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับงานวิจยันี ้ [5]  ในบทที่ 3 จะ
นําเสนอขั้นตอนในการคํานวณหาหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ และ
ระเบียบวิธเีชิงตัวเลขที่จะนํามาใช  บทที ่4 จะเปนสวนทีแ่สดงผลการคํานวณที่ไดและการวิเคราะห
ผลในแงมุมตางๆ  และในบทที่ 5 จะเปนการสรุปผลและขอเสนอแนะที่เปนประโยชนตอการวิจัย 



 
บทที่ 2 

 
ทฤษฎีพื้นฐาน 

 
2.1 สมการการเคลื่อนที ่

 
การเคลื่อนที่เปนวงโคจรของวัตถุในระบบสุริยะ สามารถทีจ่ะอธบิายไดโดยสมการการ

เคลื่อนที ่ ซึง่จะแสดงถึงความเรงชั่วขณะในเทอมของแรงทัง้หมด  เราสามารถทีจ่ะลดปญหาลงได
โดยการไมคิดผลกระทบใดๆ นอกจากแรงโนมถวงเทานัน้  การประยกุตหลักการพืน้ฐานนี้ทาํใหเรา
ไดสมการการเคลื่อนที ่ ซึง่สามารถที่จะนําไปใชคํานวณการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหตางๆ และจะ
อธิบายผลกระทบที่เกิดจากวตัถุใดๆ ที่มารบกวนพวกมนั  ซึ่งทฤษฎพีืน้ฐานตางๆในบทนี้ไดนาํมา
จากรายการอางอิงที ่5 โดยจะแสดงเฉพาะในสวนทีเ่กี่ยวของกับงานวจิัยของเราเทานั้น 
 
2.1.1 สมการการเคลื่อนทีเ่ฉ่ือย 

 
 
 

 
 
 

รูปที่ 2.1 แรงโนมถวงที่มวลหลัก 1m  กระทําตอวัตถุอ่ืน 
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รูปที่ 2.1 แสดงใหเห็นถึงแรงโนมถวงทีว่ตัถุขนาดใหญมวล 1m  กระทําตอวัตถุอ่ืนๆ ที่มี
มวล N32 ,m,,mm L   จํานวน N ชิ้น กําหนดให 1R

r  เปนเวกเตอรตําแหนงของ 1m  เมื่อเทียบกับ
จุดกําเนิดเฉื่อย O  และกําหนดให qr

r  เปนเวกเตอรตําแหนงของมวลอนัดับที่ q  เมื่อเทียบกับจดุ
ศูนยกลางมวลของ 1m  เราสามารถเขียนเวกเตอรของแรงโนมถวงที่ 1m  กระทํากับวัตถุใดๆ ไดคือ 

q3
q

q12
q r

r
mm

kF
rr

=       (2.1) 

เมื่อ k คือคาคงที่แรงโนมถวงแบบเกาส    
ดังนัน้แรงสุทธ ิF

r  ที่กระทําตอ 1m  คือ 

∑
=

=
N

2q
qFF
rr       (2.2) 

จากกฎขอที่สองของนวิตัน ความเรงเฉื่อย 1A
r ของมวล 1m  คือ 

1
1 m

FA
r

r
=  

ดังนัน้ 

∑
=

=
N

2q
q3

q

q
2

1 r
r
mk

A
rr        (2.3) 

สมการ (2.3) เรียกวาสมการการเคลื่อนที่เฉื่อยของมวล 1m  เมื่อเทียบกับกรอบอางอิงเฉือ่ย 
 
2.1.2 สมการการเคลื่อนทีส่ัมพัทธ 

 

 
 

รูปที่ 2.2  ปญหาความโนมถวงของวัตถุหลายชิน้ 
 



  
6

รูปที่ 2.2 แสดงถึงปญหาความโนมถวงทีเ่ราตองแกเพื่อที่จะคํานวณวงโคจรของมวล 2m   
ซึ่งมวลตางๆ N21 ,m,,mm L  เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของแรงดึงดูดรวมระหวางกนั  เวกเตอร 

1R
r  และ 2R

r  แสดงถึงตําแหนงของ 1m  และ 2m   เมื่อเทียบกับจุดกําเนิดเฉื่อย O ตามลําดับ qr
r

และ qp
r  คือเวกเตอรตําแหนงของ qm   สัมพัทธกับ  1m  และ 2m   ตามลําดับ  ดงันัน้จากรูปที่ 

2.2 เราจะได 
122 RRr
rrr

−=       (2.4) 
จากกฎขอที่สองของนวิตัน จะพบวาแรงดงึดูดรวมระหวาง 1m และ 2m  จะทาํให 1m  และ 2m  
ถูกเรงเมื่อเทยีบกับจุดกําเนดิเฉื่อย  ความเรง 2a

r ของ 2m  เทียบกับ 1m  สามารถหาไดโดยการหา
อนุพนัธของสมการ (2.4) เทยีบกับเวลาสองครั้ง เราก็จะได 

1 AAa 22

rrr
−=     (2.5) 

เมื่อ 1A
r  และ 2A

r  คือความเรงเฉื่อยของมวล 1m  และ 2m  ตามลาํดับ 
จากสมการ(2.3) เมื่อนํามาเขียนใหมจะได 

∑
=

+=
N

3q
3

q

qq
2

3
2

22
2

1 r
rmk

r
rmk

A
rrr               (2.6) 

โดยการอุปมาเปรียบเทียบกบัสมการ (2.6) เราสามารถที่จะเขียน 2A
r  ในเทอมของ qm,r,m 21

r   
และ qp

r  ไดคือ 

∑
=

+−=
N

3q
3
q

qq
2

3
2

21
2

2 p
pmk

r
rmk

A
rrr     (2.7) 

โดยที่    2rrp qq

rrr
−=     และ    qq pp

r
=  

เทอมแรกทางขวามือของสมการ (2.7) เปนลบเพราะความเรงของ 2m  เนื่องจาก 1m  มีทิศ
ทางตรงขามกบั 2r

r  เมื่อนําสมการ (2.6) และ (2.7) ไปแทนลงในสมการ (2.5)  จะได 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

+
−=

N

q q

q

q

q
q r

r
p
p

mkr
r

)mm(ka
3

33
2

23
2

21
2

2

rr
rr        (2.8) 

สมการ(2.8) เรียกวาสมการการเคลื่อนที่สมัพัทธของมวล 2m  เมื่อเทียบกบัจุดกําเนิดทีอ่ยูที่จุด
ศูนยกลางมวล 1m  
 
2.1.3 สมการการเคลื่อนทีท่ี่นําไปใชงาน 

กลับไปพิจารณาสมการ (2.8) อีกครั้ง  เราสามารถเขียนสมการนี้ใหอยูในรูปทีง่ายขึ้น โดย
ให 1m เปนมวลศนูยกลาง คืออยูที่จุดกาํเนิด O และ 2m  เปนมวลของวัตถทุี่โคจร  นอกจากนัน้ใน
ระบบพิกัดสุริยะมัธยม(heliocentric coordinate system) และ ระบบพกิัดโลกามธัยม  
(geocentric coordinate system) คามวล 1m  จะทําใหเปนหนึง่หนวย [5] ดังนัน้เราสามารถ
นิยามคามวลรวมระหวางมวลศูนยกลางกับมวลของวตัถุที่โคจรไดคือ 
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2m1µ +≡         (2.9) 
เราจะเลิกใชสญัลักษณ 2a

r  และ 2r
r  และปรับคาดัชนีใหเหมาะสมโดยจะใหเร่ิมตนที่ 1=q  จนถงึ 

n  ซึ่งเทากับจํานวนของวัตถทุี่มารบกวน ดงันัน้สมการ(2.8) ก็จะกลายเปน 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

n

1q
3

q

q
3
q

q
q

2
3

2

r
r

p
p

mkr
r

µka
rr

rr              (2.10) 

เราสามารถทาํสมการนี้ใหอยูในรูปทีง่ายขึ้น  โดยการนิยามเวลาดัดแปลง (τ )  คือ 
)tt(k 0−≡τ     (2.11) 

ดังนัน้ 
kdtd =τ      (2.12) 

โดย      t  คือเวลาใดๆ 
           0t  คือเวลาเริ่มตน (epoch) 
เมื่อเราหาอนพุันธของ rr  เทียบกับ τ เราจะไดวา 

v
k

r
r&r ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
1      (2.13) 

a
k

r r&&r ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 2

1       (2.14) 

ดังนัน้เมื่อเราคูณสมการ(2.10) ดวย 
2

1
k

 ทั้งสองขางเราจะได 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

n

1q
3

q

q
3
q

q
q3 r

r
p
p

mr
r
µr

rr
r&&r     (2.15) 

 
สมการ(2.15) นี้เปนสมการการเคลื่อนที่ทีเ่ราจะนาํไปใชในการคํานวณ  จากสมการนี้ถาเราทราบ
ตําแหนงและความเร็วของวตัถุที่เวลาเริ่มตน เราก็จะสามารถหาตาํแหนงและความเร็วที่เวลาตางๆ 
ได โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเขามาชวย 
    เพื่อความสะดวก เราจะนิยามสัญลักษณ   vr   และ ar  ใหมดงันี ้

                            vr  r&
r

≡                 (2.16) 
                            ra &&rr ≡        (2.17) 

 เนื้อหาตั้งแตนีไ้ป  ทกุการเคลื่อนที่เราจะกาํหนดโดยคิดอนุพนัธเทียบกับเวลาτ  
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2.1.4 สมการการเคลื่อนทีข่องดาวเคราะหนอย 
 เราจะสรางสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยโดยคํานึงถึงการรบกวนจากดาว
พฤหัสดีและดาวเสารเพียงสองดวง  โดยใหดวงอาทิตยอยูที่จุดกาํเนิดและมวลของดวงอาทิตยเปน
หนึง่หนวย  ดงันัน้จากสมการ (2.15) เราจะเขียนใหมไดเปน 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

3
2

2
3
2

2
23

1

1
3
1

1
13 r

r
p
p

m
r
r

p
p

mr
r

r
rrrr

r&&r µ         (2.18) 

โดยที่   rr   คือเวกเตอรตําแหนงของดาวเคราะหนอยเทียบกับดวงอาทิตย 
          1r

r  และ 2r
r คือเวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดีและดาวเสารเทียบกบัดวงอาทิตย

ตามลําดับ 
         1m  และ 2m  คือมวลของดาวพฤหัสบดีและดาวเสารในหนวยมวลของดวงอาทิตย                 
         1p

r คือเวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดีสัมพัทธกับดาวเคราะหนอย 
         2p

r คือเวกเตอรตําแหนงของดาวเสารสมัพัทธกับดาวเคราะหนอย 
เนื่องจาก 
                         rrp

rrr
−= 11  

                        rrp
rrr

−= 22  
ดังนัน้สมการ(2.18) จะสามารถเขียนไดวา 

                     
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

−
+−=

3
2

2
3

2

2
23

1

1
3

1

1
13 r

r

rr

)rr(
m

r
r

rr

)rr(
mr

r
r

r

rr

rrr

rr

rr
r&&r µ   (2.19) 

ซึ่งเปนสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยที่เราจะนําไปใชในการคํานวณ 
 
 
2.2 ปญหาวัตถสุองชิ้นและหลักมลูทางโคจร 

 
ในหวัขอนี้จะกลาวถงึการคํานวณวงโคจรของวัตถุสองช้ินโดยการใชแบบจําลองทาง

คณิตศาสตรอยางงาย  ซึ่งจะไมคิดการรบกวนทุกชนิด และจะพจิารณาเฉพาะแรงดึงดูดระหวาง
วัตถุที่โคจรกบัมวลที่ศนูยกลาง  การเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ินเชนนีจ้ะเปนวงโคจรพื้นฐานซึ่งเรา
สามารถที่จะนาํไปประยุกตใชกับปญหาทีซ่ับซอนขึ้นได 
 
2.2.1 สมการการเคลื่อนทีข่องวัตถุสองชิ้น                                                                      

ปญหาวัตถุสองช้ินนัน้เปนกรณีเฉพาะของปญหาวัตถุหลายชิน้(many-body problem)  
ซึ่งแสดงโดยสมการ(2.15)คือ 
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∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

n

1q
3

q

q
3
q

q
q3 r

r
p
p

mr
r
µr

rr
r&&r  

สมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ินสามารถหาไดจากสมการขางตนโดยการตัดทุกเทอมที่
มีมวล qm  ดังนัน้ในการคํานวณวงโคจรโดยการประมาณอันดับแรก เราจะได 

  r
r

r
r&&r

3

µ
−=                  (2.20) 

 

 
 

รูปที่ 2.3  วงโคจรของวัตถุสองชิ้น 
 
 ซึ่งสมการ(2.20) ก็คือสมการการเคลื่อนทีข่องวัตถุสองช้ิน ในรูปที่ 2.3 ความเรง r&&r ปกติจะ
มีทิศทางชี้ไปที่จุดกําเนิด O ซึ่งอยูที่จุดศูนยกลางของวัตถ ุ C ซึ่งเปนทิศทางของแรงสุทธทิี่กระทาํ
บนวัตถุ B ผลที่เกิดขึ้นก็คือวตัถุ B จะไมเคลื่อนที่ออกไปจากระนาบที่ประกอบดวย r,r &rr  และ O 
ดังนัน้วงโคจรของวัตถุสองช้ินจะถกูจํากัดขอบเขตใหอยูในระนาบซึ่งวางผานจุดศูนยกลางของวัตถุ
ศูนยกลาง 
 กอนทีจ่ะแกสมการหาผลเฉลยของสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ิน  เราจะตองเขาใจ
ถึงความสัมพนัธระหวางอัตราการเคลื่อนที่ตลอดทั้งเสนทางวงโคจรกับอัตราการเปลี่ยนแปลงของ
ขนาดของเวกเตอรรัศมี rr  ในรูปที่ 2.4 วัตถุ B มีความเรว็ r&r ซึ่งก็คือเสนสัมผัสวงโคจรที่ rr  ขนาด
ของ r&r  คืออัตราเร็วในการโคจร v  ดังนั้นเราจะได 
     v r&

r
=         (2.21) 

 ให r&  แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของสเกลาร r เมื่อเทยีบกับτ จะได 
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τd

drr =&       (2.22) 
 

 
 

รูปที่ 2.4  อัตราของวงโคจรและรัศมี 
 
โดยที่                                               \r\r

r
=            (2.23) 

สมการ(2.22) คือความสัมพนัธเชงิสเกลารซึ่งแสดงใหเหน็ถึงการเปลีย่นแปลงของระยะหาง
ระหวางวัตถุ B และ C เมื่อเวลาเปลีย่นไป 

ในสามเหลี่ยม BDE ทางขวามือของรูปที่ 2.4  ϑ จะแทนมุมระหวางดานทัง้สอง ซึ่งความ

ยาวของดานทัง้สองจะอยูในอัตราสวน 
v
r&  ดังนั้น 

   ϑcosvr =&      (2.24) 
จากนิยามของผลคูณสเกลารเราจะไดวา 
   ϑcos\r\\r\rr &rr&rr

=⋅     (2.25) 
แตตองระมัดระวังวา    \r\r &r& ≠  

 แตเปน                       v \r\ &
r

=            
แทนคาสมการ(2.21) และ (2.23) ลงในสมการ(2.25) จะได 
         ϑcosrvrr =⋅ &

rr      (2.26) 
ดังนัน้เมื่อเทียบกับสมการ(2.24) เราจะไดความสัมพันธที่สําคัญ คือ 
    rrrr &&rr

=⋅         (2.27) 
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2.2.2 กฎการเคลื่อนที่ของวัตถุสองชิ้น 
เมื่อเราแกสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองชิ้น ซึ่งเปนสมการเชงิอนพุันธ  ผลเฉลยที่ได 

จะเปนไปตามกฎของเคปเลอร(Kepler ‘s Law) ซึ่งเปนกฎการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหรอบดวง
อาทิตยเสนอโดย โจฮนัเนส เคปเลอร(Johannes Kepler) มี 3 ขอ [5] คือ 
 1. ดาวเคราะหทกุดวงจะโคจรรอบดวงอาทิตยเปนรูปวงรี โดยมีดวงอาทิตยเปนจุดโฟกัส
จุดหนึง่ 
             2. เสนตรงที่ลากเชือ่มระหวางดวงอาทิตยและดาวเคราะหจะกวาดเปนพืน้ที่ในอวกาศที่
เทากันในชวงระยะเวลาที่ใชเทากัน 
            3. คาบทางดาราคต(ิsideral period) ของดาวเคราะหยกกําลงัสองจะเปนปฏิภาคโดยตรง
กับระยะครึ่งแกนยาวของวงโคจร(หรือระยะทางเฉลี่ยของดาวเคราะหถึงดวงอาทิตย)ยกกําลงัสาม 
            
1. กฎภาคตัดกรวย(The Conic Section Law)  

จากสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ินคอื 

     U
r

r
)&&r

2

µ
−=                      (2.28) 

โดยที่        
r
rU
r)

=               (2.29) 
 คือเวกเตอรหนึ่งหนวยซึง่มทีิศทางเดียวกบัเวกเตอรรัศมีดังที่แสดงในรูปที่ 2.5 
 
 

 
 

รูปที่ 2.5 ปญหาวัตถุสองช้ิน 
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เมื่อทําผลคูณเวกเตอรระหวางสมการ(2.28) กับ rr  เราจะได 

    )(2 Ur
r

rr
)r&&rr

×−=×
µ  

 
0=× rr &&rr        (2.30) 

เนื่องจาก rr และ U)  ขนานกัน ทาํใหผลคูณเวกเตอรเปนศูนย(null vector) เมื่อพิจารณาหา
อนุพนัธตอไปนี้เทยีบกับ τ  

   )rr()rr()rr(
d
d &r&r&&rr&rr

×+×=×
τ

 
ซึ่งจะได 

           0=× )rr(
d
d &rr

τ
       (2.31) 

เนื่องจากสมการ(2.30) และ 0=× rr &r&r  ดวยเหตุผลทาํนองเดียวกัน ถาเราทาํการอินทิเกรต      
สมการ(2.31) เราจะไดวา 
    hrr

r
&rr
=×         (2.32) 

เมื่อ h
r
คือเวกเตอรคงที่จากการอินทิเกรตซึง่มีคาเทากับโมเมนตัมเชงิมุมตอหนวยมวลของระบบ

วัตถุสองช้ิน เรียกวาเวกเตอรโมเมนตมัเชิงมุม 
 
 

 
 

 
รูปที่ 2.6 เวกเตอรโมเมนตัมเชิงมุม h

r
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 ดังแสดงในรูปที่ 2.6 h
r
เปนเวกเตอรคงทีซ่ึง่หมายความวาขนาดและทศิทางของมนัใน

อวกาศไมเปลีย่นแปลง  ทิศทางของ h
r
จะอยูในทิศทางตั้งฉากกับระนาบวงโคจรในระบบพิกัดฉาก 

เมื่อสวนประกอบในแนวแกน z ของ h
r
มีคาเปนบวก  วตัถุ B จะเคลือ่นที่ไปในทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกาเมื่อมองจากดานที่เปนบวกในแนวแกน z ซึ่งจะเปนการเคลื่อนทีท่างตรง(direct motion) 
แตเมื่อสวนประกอบในแกน z ของh

r
มีคาเปนลบ วัตถุ B จะเคลื่อนทีไ่ปตามเข็มนาฬิกาเมื่อมอง

จากดานทีเ่ปนบวกในแนวแกน z ซึ่งจะเปนการเคลื่อนที่ยอนกลับ(retrograde motion) 
 เวกเตอรโมเมนตัมเชงิมุมสามารถทีจ่ะนาํไปใชแปลงสมการการเคลื่อนที่ซึง่จะทําใหงาย
ตอการอินทเิกรต  ยอนกลบัไปที่สมการ(2.28) เมื่อเราทําผลคูณเวกเตอรระหวางสมการนีก้ับ h

r
 

เราจะได 

       )(2 hU
r

hr
r)r

&&r ×−=×
µ    (2.33) 

ดังนัน้                           ))((2 rrU
r

hr &rr)r
&&r ××−=×

µ    (2.34) 
เนื่องจาก rrh &rrr

×=    จากคุณสมบัตขิองเวกเตอร เมื่อA
r ,Br  และ C

r
คือเวกเตอรใดๆ จะได 

   C)BA(B)CA()CB(A
rrrrrrrr

⋅−⋅=××   (2.35) 
เมื่อนําคุณสมบัตินี้ไปประยกุตกับสมการ (2.34) จะได 

[ ]r)rU(-r)rU(
r

hr &rr)r&r)r
&&r ⋅⋅−=× 2

µ  
แทน U) ตามนิยามและใชสมการ (2.27) เราจะไดรูปแบบอยางงาย คือ 

)rrrr(
r

hr
r
&&r

r
&&r −=×

2

µ     (2.36) 
พิจารณาสมการ 

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

r
r

d
d

d
Ud

r)

ττ
   (2.37) 

หาอนุพนัธทางดานขวาของสมการ (2.37) จะได 

2r
rrrr

r
r

d
d

r
&&rr

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
τ

   (2.38) 

พิจารณาหาอนุพนัธของ hr
r

&r × เทียบกับ τ จะได 
                                                    ( ) ( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ×+×=× hrhrhr

d
d &r&r

r
&&r

r
&r

τ
  (2.39) 

h
r
เปนเวกเตอรคงที ่ดังนั้น 

     0=h&
r

     (2.40) 
สมการ(2.39) ก็จะอยูในรูปอยางงายคือ 
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( ) ( )hrhr
d
d r

&&r
r

&r ×=×
τ

   (2.41) 
 ยอนกลับไปทีส่มการ(2.36) เราจะเห็นวาทางขวามือและทางซายมือของสมการสามารถ
ถูกแทนไดโดยสมการ(2.38) และ (2.41) ตามลําดับ เมื่อแทนเขาไปแลวเราจะได 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=×
r
r

d
dhr

d
d

rr
&r

τ
µ

τ
  (2.42) 

เมื่อทําการอนิทิเกรตสมการนี้ เราจะได 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=× e
r
rhr

r
rr

&r µ    (2.43) 

เมื่อ er คือเวกเตอรคงที่ใดๆ จากการอินทิเกรต เมื่อเราทําผลคูณสเกลารระหวางสมการ (2.43) กับ 
r
r เราจะได 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅+
⋅

=⋅× re
r

rrrhr
rr

rr
rr

&r µ   (2.44) 

โดยการใชคุณสมบัติของเวกเตอร คือ 
    B)AC(C)BA(

rrrrrr
⋅×=⋅×   (2.45) 

และ     rrr
rr

⋅=2    (2.46) 
เราจะเขียนสมการ(2.44) ไดในรูปใหม คือ 
    ( ) ( )rerhrr

rrr
&rr

⋅+=⋅× µ   (2.47) 
นําสมการ (2.32) มาแทนจะได 
         ( )rerh

rr
⋅+= µ2    (2.48) 

จากนิยามของผลคูณสเกลาร เราจะได 
           νcoserre =⋅

rr    (2.49) 
โดยที ่     \e\e

r
=  

และ     ν  คือมุมระหวาง er และ rr  
แทนคาสมการ (2.49) ลงในสมการ (2.48) จะไดความสมัพันธเชงิสเกลารอีกอยางหนึ่งคือ 

    )cose(rh νµ += 12  (2.50) 

หรือ     
ν

µ
cose
/hr

+
=

1

2

  (2.51) 
 ความหมายทางเรขาคณิตของสมการ (2.51) เห็นไดจากการเปรียบเทียบกับสมการทั่วไป
ของภาคตัดกรวยทีเ่ขียนอยูในรูปของพกิัดเชิงขั้ว (polar coordinate) คือ 

     
νcose

r
+
℘

=
1

  (2.52) 
 โดยที่จุดกาํเนดิอยูที่จุดโฟกสั มุมข้ัว ν  คือมุมระหวางเวกเตอรรัศมีกับจุดบนทางโคจรที่
อยูใกลกับจุดโฟกัสมากที่สุด โดยที ่



  
15

     ℘
µ

2h
=    (2.53) 

 สรุปก็คือวงโคจรของวัตถุสองช้ินโดยปกติจะมีลักษณะเปนภาคตัดกรวยซึ่งตั้งอยูบน
ระนาบคงทีท่ีล่ากผานวัตถศุูนยกลางที่จดุโฟกัส ซึง่เปนไปตามกฎขอที่หนึ่งของเคปเลอร โดยที่
รูปรางของวงโคจรกําหนดจากคาของ e กลาวคือ 
 ถา             0=e  วงโคจรจะเปนวงกลม 
                10 << e  วงโคจรจะเปนวงรี    
       1=e  วงโคจรจะเปนพาราโบลา 
       1>e  วงโคจรจะเปนไฮเพอรโบลา 
ซึ่งคา e นี ้เราเรยีกวาภาวะเยือ้งศูนย (eccentricity) 
 .ในกรณีของวงรี สวนประกอบตางๆ ไดแสดงไวในรูปที ่2.7 ซึ่ง er กําหนดโดยทิศทางของ
จุดใกลโฟกัส (perifocus) และ 
  ν  คือ มุมกวาดจริง (true anomaly) 
            ℘  คือ พารามิเตอรยอย (semiparameter) 
             e  คือ ภาวะเยื้องศนูย (eccentricity) หรือความร ี
  q  คือ ระยะของจุดใกลโฟกัส (perifocal distance) 
              a คือ คร่ึงแกนเอก (semimajor axis) 
  b  คือ คร่ึงแกนโท (semiminor axis) 
 

 
 

รูปที่ 2.7 สวนประกอบตางๆ ของวงโคจรวงรี 
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สวนประกอบตางๆ มีความสัมพันธกนัดังนี้ [5] 
   ℘ )1( eq +=      (2.54) 
   )e(aq −= 1      (2.55) 
   ℘ )1( 2ea −=     (2.56) 
   21 eab −=     (2.57) 
   ab ℘=      (2.58) 
ภาวะเยื้องศูนยเปนคุณสมบัติเฉพาะของภาคตัดกรวยซึ่งแสดงโดยสมการ (2.51) ลักษณะของวง
โคจรทั้ง 4 ชนิด แสดงในรูปที่ 2.8 
 จากสมการ (2.43) เราจะไดความสัมพันธของเวกเตอรทีม่ีประโยชน คอื 

    
r
rhre
rr

&rr
−

×
=

µ
   (2.59) 

โดยที่ er  คือเวกเตอรภาวะเยื้องศูนย 
 ดังนัน้เราสามารถที่จะหาคา e โดยที ่ \e\e

r
= และทศิทางของจุดใกลโฟกัสในอวกาศได 

เมื่อทราบ rr และ r&r ที่จุดใดๆ ในวงโคจร 
 
 

 
 

รูปที่ 2.8 ลักษณะของภาคตัดกรวยทัง้สี่ชนดิ 
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2. กฏแหงพื้นที(่The Law of Areas) 
จากความสัมพันธเชิงเรขาคณิตดังที่แสดงในรูปที่ 2.9 เราจะไดผลคูณเวกเตอร ดังนี ้

    )(
2
1 rdrdAw

rr)
×=    (2.60) 

เมื่อ   dA คือ พื้นที่ของสามเหลีย่มเล็กๆ ที่ถกูกวาดโดย rr ในชวงเวลานอยๆ τd  
         rd

r คือ คาการเปลี่ยนแปลงที่เพิ่มข้ึนของ rr ในชวงเวลาสัน้ๆ τd  
          w) คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยที่มทีิศตั้งฉากกับระนาบวงโคจรซึ่งมีทิศทางเดียวกับเวกเตอรพื้นที ่
           คาคงที ่½ แสดงใหเห็นวาผลคูณเวกเตอรนี้มีคาเทากับคร่ึงหนึง่ของพืน้ที่รูปส่ีเหลี่ยมดาน
ขนาน ABCD 
 เมื่อหารทั้งสองขางของสมการ(2.60) ดวยชวงเวลานอยๆ τd ซึ่งเปนชวงเวลาที่กวาดไป
เปนพืน้ที่สามเหลี่ยม เราจะได 

            )(
2
1

ττ d
rdr

d
dAw

r
r)
×=  

ซึ่งจะได 

               )(
2
1 rr

d
dAw &rr)

×=
τ

 
 

 
 

รูปที่ 2.9  เวกเตอรพื้นที ่ dAw
)  

จากสมการ (2.32) เราจะได 

    h
d
dAw

r)

2
1

=
τ

    (2.61) 
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โดยการหาขนาดของสมการ(2.61) ก็จะได 

        
2
h

d
dA

=
τ

    (2.62) 
 ดังนัน้เราจะไดวา อัตราการเปลี่ยนแปลงพื้นที่ทีเ่วกเตอรรัศมีกวาดไปจะคงที ่หรืออีกอยาง
ก็คือเวกเตอรรัศมีจะกวาดใหเกิดพื้นทีท่ี่เทากันในเวลาที่เทากนั ซึ่งก็คือกฎขอที่สองของเคปเลอร 
 
 
3.  กฎฮารมอนิก (The Harmonic Law) 

จัดสมการ (2.62) ใหม โดยแทน τd ดวย kdt  จากสมการ (2.12) เราจะได 
    )dt(hk)dA( =2    (2.63) 

ในกรณีทีว่งโคจรเปนวงรี การอินทิเกรตพืน้ที่ทีถู่กกวาดโดยเวกเตอรรัศมใีนชวงเวลาหนึ่งคาบของ
การโคจร จะไดผลที่ตามมาคือ 
    )P(hk)ab( =π2    (2.64) 
 เมื่อ abπ   คือพื้นทีข่องวงรีและ P คือคาบของการโคจร   เมื่อยอนกลับไปทีส่มการ (2.53) 
และสมการ (2.58) คือ 
    ℘= µh  
    ab ℘=  
สมการ (2.64) ก็จะกลายเปน 

    3
2

2 21 a
k

P
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
π

µ
   (2.65) 

ซึ่งก็คือรูปแบบทั่วไปของกฎขอที่สามของเคปเลอรนัน่เอง 
 
4.  กฎวสิ-วีวา (The Vis-viva Law) 

ความสัมพันธระหวางความเร็วในการโคจรกับตําแหนง      สามารถที่จะหาไดจากการ    
อินทิเกรตสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองชิ้น คือ 

3r
rr
r

&&r µ
−=  

เมื่อทําผลคูณสเกลารระหวางสมการนีก้ับ r&
r

2 และใชสมการ (2.27) เราจะไดวา 

    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=⋅

2
22

r
r)rr(
&&r&&r µ    (2.66) 
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เมื่อพิจารณาอนุพนัธของ 

   )rr()rr()rr(
d
d &r&&r&&r&r&r&r ⋅+⋅=⋅
τ

 
)rr( &r&&r ⋅= 2     (2.67) 

และ 

   
2r
r

rd
d &µµ
τ

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛    (2.68) 

เมื่อแทนคาสมการ (2.67) และ (2.68) ลงใน (2.66) จะได 

    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⋅
rd

d)rr(
d
d µ

ττ
2&r&r   (2.69) 

อินทิเกรตสมการ (2.69) จะได 

    ε
µ
+=⋅

r
rr

2&r&r  
ซึ่งก็คือ  

    v2 εµ
+=

r
2     (2.70) 

โดยที่ ε  คือคาคงที่ใดๆ จากการอินทิเกรต ซึ่งมนีัยสําคัญในทางฟสิกสคือมีคาเทากับคร่ึงหนึง่ของ
ผลรวมของพลังงานจลนและพลังงานศักยตอหนวยมวลของวัตถุทีโ่คจร โดยสามารถหาคาไดจาก
เงื่อนไขทีม่ีอยูเมื่อวัตถุอยูที่จดุใกลโฟกัส ดังแสดงในรูปที ่2.10 
 

 
 
 

รูปที่ 2.10 เมื่อวัตถุโคจรมาอยูที่จุดใกลโฟกัส 
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ที่จุดใกลโฟกัสนี้เมื่อดูจากรูปที่ 2.7 ทําใหไดวา qr =   

      
q

v
µ

ε
22 −=      (2.71) 

 เนื่องจาก rr ตั้งฉากกับ r&r  ที่จุดใกลโฟกัส เราจะใชนิยามของผลคูณเวกเตอรเพื่อที่จะหา
ความสัมพันธอยางงาย คือ 
    o&rr

90sinrv\rr\h =×=  
           qv=          (ที่จดุใกลโฟกัส)              (2.72) 
เมื่อนําสมการ (2.72) มายกกําลังสองและแทนดวยสมการ (2.53) และ (2.54) เราจะได 

    v2
q

e )1( +
=
µ      (2.73) 

นําสมการ (2.73) และ (2.55) ไปแทนลงในสมการ (2.71) จะไดคา ε  เปน 

a
µ

ε −=      (2.74) 
ในทายที่สุด เมื่อนําคา ε  ที่ไดจากสมการ (2.74) ไปแทนลงในสมการ (2.70) เราก็จะได 

     v2
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
ar
12µ     (2.75) 

 สมการ(2.75) นี้เรียกวาสมการวิส-วีวา [5] ซึ่งเปนสมการที่แสดงใหเห็นวาผลรวมของ
พลังงานจลนและพลังงานศกัยของวัตถุทีต่ําแหนงใดๆบนวงโคจรจะคงที่เสมอ สมการนี้มีประโยชน
อยางมากโดยเฉพาะในการคํานวณหาคาครึ่งแกนเอก (a) เมื่อเราทราบตาํแหนงและเวกเตอร
ความเร็วที่จุดใดๆ บนวงโคจร โดยหาไดจากสมการ 

    
µ

221 v
ra
−=      (2.76) 

 
2.2.3 ความสมัพันธทัว่ไปทางเรขาคณติ 

ผลเฉลยของปญหาวัตถุสองชิ้นจะสามารถบงบอกลักษณะไดโดยปริมาณเชิงตวัเลขหก 
ตัว  ซึง่สัมพันธกับคาคงที่ใดๆ ที่ไดจากการอินทิเกรตสมการเชิงอนุพนัธ 

3r
rr
r

&&r µ
−=  

ปริมาณพืน้ฐานเหลานีเ้ปนปริมาณขอมูลทีน่อยที่สุดที่จาํเปนสําหรับการกําหนดทางโคจรและ
ตําแหนงของวตัถุทองฟาในอวกาศ เราเรยีกปริมาณนี้วาหลักมูลทางโคจร (orbital elements) 
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รูปที่ 2.11 ระบบพิกัดระนาบวงโคจร 
 
 รูปที่ 2.11 แสดงถึงวงโคจรของวัตถุ B รอบจุดศูนยกลาง C ที่ตั้งอยูบนจุดกําเนิดของระบบ
พิกัดฉาก โดยที่ระนาบ   yx    เปนระนาบวงโคจร     และแกน x  อยูในแนวเดียวกับคร่ึงแกน
ยาวของวงโคจร เวกเตอร vr  คือความเร็วของวัตถ ุB ณ จุดที่เวกเตอรรัศมีทํามมุกวาดจริง ν กับ
แกน x  
 ยอนกลับไปสมการ (2.32) เราจะเขียนไดวา 

   vrh
rrr

×=     (2.77) 
ในระบบพกิัดระนาบวงโคจร เราจะไดวา 

   
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
=
=

},y,x{v
},y,x{r
}h,,{h

0
0

00

&&r

r

r

   (2.78) 

 เมื่อทําผลคูณสเกลารระหวางสมการ (2.77) กับ h
r

 เราจะได 
    )vr(hhh

rrrrr
×⋅=⋅  

ซึ่งจะกลายเปน 
    )xyyx(hh && −=2  
เพราะฉะนัน้ 

   xyyxh && −=     (2.79) 
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โมเมนตัมเชงิมุมและอัตราเร็วเชิงมุม 
 สมการ(2.79) สามารถนําไปใชหาความสัมพันธระหวาง h และอัตราเร็วเชิงมุม ν&   ได
จากรูปที ่2.11  เราสามารถเขียนไดวา 
     νcosrx =     (2.80) 
     νsinry =     (2.81) 
หาอนุพนัธของสองสมการนีเ้ทียบกบัเวลาτ จะได 

        ννν sincos &&& rrx −=     (2.82) 
         ννν cossin &&& rry +=     (2.83) 

แทนสมการ (2.80) จนถึง (2.83) ลงในสมการ (2.79) และใชคุณสมบัติของตรีโกณมิติที่วา 
    1xcosxsin 22 =+     (2.84) 
เราจะได 

  νrh 2 &=     (2.85) 
 
อัตราเร็วเชิงรัศมีและมุมกวาดจริง 
 เราสามารถใชสมการ (2.85) เพื่อหาอัตราเร็วเชิงรัศมี r& จากสมการทั่วไปของภาคตัด
กรวย คือสมการ (2.52) เราทราบวา 
    ℘ )cos1( νer +=     (2.86) 
โดยสมการ (2.53) ให 

     ℘
µ

2h
=     

หาอนุพนัธของสมการ (2.86) เทียบกับ τ จะได  
    01 =−+ ννν sinre)cos(r &&  
เมื่อคูณ r เขาไปจะได 

01 2 =−+ ννν siner)cos(rr &&  
เมื่อแทนสมการ (2.85) และ (2.86) เขาไปจะได 
    0=−℘ νsinher&      
เนื่องจาก ℘= µh  ผลลัพธที่ได คือ 

    νµ siner
℘

=&     (2.87) 
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ภาวะเยื้องศนูย 
 พิจารณาสมการของเวกเตอรภาวะเยื้องศูนย er ตามสมการ (2.59) คือ 

    
r
rhve
rrr

r
−

×
=

µ
 

เนื่องจาก vrh
rrr

×= ดังนัน้เราจะไดวา 

   
r
r)vr(ve
rrrr

r
−

××
=

µ
    (2.88) 

จากคุณสมบัติของเวกเตอรที่วา 
    CBABCACBA

rrrrrrrrr
)()()( ⋅−⋅=××  

ดังนัน้สมการ (2.88) สามารถเขียนใหอยูในรูปอยางงายโดยใชสมการ (2.27) ได 

                     vrrr
r

ve
r&rr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

µµ
12

    (2.89) 

 
2.2.4 ความสมัพันธระหวางเรขาคณิตกบัเวลา 

เมื่อนําสมการ (2.79) ไปประยุกตใชกับวงโคจรที่เปนวงรี  ก็จะสามารถหาความสัมพนัธ 
ทางคณิตศาสตรระหวางตําแหนงในระนาบวงโคจรกับเวลาที่ลวงไปจากเวลาเริ่มตน (epoch) ซึ่ง
จะมีลักษณะของฟงกชนัเปนไปตามสมการสําหรับวงโคจรวงรีที่ถกูสรางขึ้นโดยเคปเลอร 
 
 

 
 

รูปที่ 2.12  ระบบของวงร ี
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 พิจารณาโครงสรางทางเรขาคณิตของวงโคจรที่เปนวงรี ในรูปที่ 2.12 ซึ่งประกอบดวย
วงกลมเสริม(auxiliary circle) ที่มีจุดศนูยกลางอยูที่จุด K ลอมรอบรูปวงรีของการโคจรรอบจุด C 
เมื่อวัตถทุองฟา B โคจรไปตามวงรี มันจะถูกตามโดยจดุ Bl ซึ่งนิยามโดยการฉายภาพของ B ใน
ทิศทางของแกน y ลงบนวงกลมเสริม มุม E เปนมุมที่เปนสัดสวนกับพื้นที่แรเงา เรียกวามุมกวาด
เยื้อง(eccentric anomaly) ซึ่งจะวัดในระนาบวงโคจรจากแกน x ไปยังเสน KBl ระยะจาก Bl ไปยัง 
K จะมีคาเทากับ a  ซึ่งก็คือระยะครึ่งแกนเอกของวงรี และระยะจาก K ไปยัง C มีคาเทากับ ae  
โดยที่ e คือภาวะเยื้องศนูย หรือความรีของวงรี 
 ประโยชนของวงกลมเสริมคือชวยในการกระจาย x และ y ในเทอมของมมุกวาดเยื้อง E 
แทนมมุกวาดจริง ν  เพื่อทําใหสมการ (2.79)       สามารถที่จะลดรูปลงไปสูรูปแบบที่งายตอการ 
อินทิเกรต จากรูปที่ 2.12 เราจะไดความสมัพันธระหวางพิกัด x  ของวัตถุทองฟากับมมุกวาดเยื้อง 
E คือ 
    )eE(cosax −=     (2.90) 
จากสมการทัว่ไปของภาคตัดกรวย คือสมการ (2.86) จะได 
    ℘ )cos( νrer +=     (2.91) 
เมื่อแทนสมการ (2.80) ลงใน (2.90) เราจะได 
    aeEcosacosr −=ν    (2.92) 
ดังนัน้ แทนสมการ (2.92) ลงใน (2.91) ก็จะได 
    ℘ 2cos aeEaer −+=    (2.93) 
ยอนกลับไปสมการ (2.56) คือ 
    ℘ )1( 2ea −=      
นําสมการ (2.93) มาจัดใหมใหอยูในรูปของ r ได 
    ecosE)a(1r −=     (2.94) 
 เราจะสรางสมการของ y  โดยการแทน x และ r ลงในความสัมพันธทัว่ไปคือ 
    222 yxr +=      
ซึ่งจะได 

)Ecos)(e(ay 2222 11 −−=  
จากการประยกุตใชคุณสมบัติทางตรีโกณมิติของสมการ (2.84) ก็จะได 
    Esin)e(ay 2222 1 −=  
เมื่อถอดรากทีส่องก็จะกลายเปน 

Esineay 21 −=     (2.95) 
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 สวนประกอบของเวกเตอรความเรว็สามารถหาไดโดยการหาอนพุนัธของสมการสําหรับ x

และ y   ดังนัน้จากสมการ (2.90) เราจะได 
    EsinEax && −=     (2.96) 
และจากสมการ(2.95) เรากจ็ะได 
    EEeay cos1 2 && −=    (2.97) 
เมื่อแทนสมการ (2.90), (2.95), (2.96) และ (2.97) ลงในสมการ (2.79) ก็จะได 
   E)EsinEcoseE(coseah &2222 1 +−−=   
เมื่อจัดใหอยูในรูปอยางงายโดยการใชสมการ (2.53), (2.57) และ (2.58) จะได 

    E)Ecose(
a

&−= 1
3

µ    (2.98) 

เมื่อใชคุณสมบัติทางตรีโกณมิติของสมการ (2.84)  และ 

      
τd

dEE =&  
สมการที ่(2.98) ก็จะกลายเปน 

    dE)Ecose(d
a

−= 1
3
τ

µ  

เมื่อทําการอนิทิเกรตสมการนี้จะทําใหได 

    EeE
a

sin3 −=τµ  
 โดยที่คาคงที่ใดๆ ของการอินทิเกรตเปนศนูย เนื่องจากเรากําหนดให τ เปนศูนยเมื่อ E 
เปนศูนย  ให T แทนเวลาทีผ่านจุดใกลโฟกัส ดังนัน้ตําแหนงของวัตถทุองฟาที่เวลา t ใดๆ สามารถ
เขียนไดเปน    
                                             EeETtn sin)( −=−  
โดย  n  คือการเคลื่อนที่เฉลี่ย(mean motion)  ซึ่งหมายถงึอัตราเร็วเชิงมมุเฉลี่ยของวัตถุที่ใช
เคลื่อนที่ในหนึ่งคาบของการโคจร  โดยที ่

      
3a

kn
µ

=      (2.99) 

ให M คือมุมกวาดเฉลี่ย(mean anomaly)    ไดวา 
    )Tt(nM −=     (2.100) 
ในที่สุดเราก็จะได 
    EeEM sin−=     (2.101) 
สมการนีเ้รียกวาสมการเคปเลอร(Kepler‘s equation) [6] ซึ่งเปนสมการสําหรับวงโคจรที่เปนวงรี  
แตสมการนี้กส็ามารถที่จะนาํไปใชกับวงโคจรที่เปนวงกลมโดยที ่ 0=e  ไดเชนเดียวกัน 
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2.2.5 การหาหลักมลูทางโคจรจากตาํแหนงและความเร็ว 
 
 

 
 

รูปที่ 2.13 ลักษณะทางเรขาคณิตของหลักมูลทางโคจร 
 
 สวนประกอบของ rr และ    สามารถที่จะบรรยายลักษณะทั่วไปของการเคลื่อนที่ได แตจะ
ไมสามารถที่จะแสดงใหเห็นถึงขนาด รูปราง และทิศทางของวงโคจรในอวกาศไดอยางชัดเจน  ใน
การที่จะแสดงลักษณะทางเรขาคณิตของวงโคจรซึง่เปนสามมิติดังที่แสดงในรูปที ่ 2.13 เราจะตอง
แปลง rr และ     ไปเปนหลกัมลูทางโคจร(orbital elements) [7] ดังตอไปนี ้

a คือ คร่ึงแกนเอก(semimajor axis)ของวงร ี
q คือ ระยะใกลจุดโฟกัส(perifocal distance)  
         หรือระยะของจุดใกลดวงอาทิตย (perihelion  distance) 
e คือ ภาวะเยื้องศูนย (eccentricity) หรือความรี 
 i คือ ความเอียง(inclination)ของระนาบวงโคจร 
Ω คือ ระยะแวงของจุดไตขึ้น(longitude of ascending node) 
ω คือ ระยะมุมของจุดใกลโฟกสั(argument of the perifocus)  
         หรือระยะมุมของจุดใกลดวงอาทิตย(argument of perihelion) 
n คือ การเคลื่อนที่เฉลีย่(mean motion) 

                       M คือ มุมกวาดเฉลี่ย(mean anomaly) 
T คือ เวลาที่ผานจุดใกลโฟกสั(time of perifocal passage)  
         หรือเวลาที่ผานจุดใกลดวงอาทิตย (time of perihelion passage) 
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1. เวกเตอรพืน้ฐานสามตวั  
เราเริ่มกระบวนการหาหลักมูลทางโคจรโดยการสรางเวกเตอรพื้นฐานสามตัว คือ e

r , h
r

และ N
r

 ดังที่แสดงในรูปที่ 2.14 ใหจุดกําเนดิของระบบพกิัดคารทีเซียนอยูที่จุดศูนยกลาง C และ
I
) , J) และ K) คือเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ขนานกับแกน x, y และ z ตามลําดับ 

 

 
 

รูปที่ 2.14 เวกเตอรพื้นฐาน คือ er , h
r
และ Nr  

  
ระบบพิกัดนีจ้ะใหแกน +x มีทิศชี้ไปยังจดุวสันตวษิุวัต และระนาบ xy ซอนทับกันพอดีกับ

ระนาบสุริยะวถิี โดยใหดวงอาทิตยเปนจุดศูนยกลาง ดังนั้นที่เวลา t ใดๆ เราจะม ี
    { }z,y,xr =

r  
{ }z,y,xv &&&

r
=  

และ   

   
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⋅=
⋅=

=

vrrr
vvv

\r\r
2

rr
&

rr

r

   (2.102) 

จากสมการ (2.89) เวกเตอรภาวะเยื้องศูนยคือ 

    vrrr
r

ve
r&rr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

µµ
12

   (2.103) 

ซึ่ง 
           { }zyx e,e,ee =

r                                       (2.104) 
ดังนัน้ 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

zrrz
r

ve

yrry
r

ve

xrrx
r

ve

z

y

x

&
&

&
&

&
&

µµ

µµ

µµ

1

1

1

2

2

2

  (2.105) 

เวกเตอรโมเมนตัมเชงิมุมหาไดจากผลคูณเวกเตอร 
     vrh

rrr
×=     (2.106) 

ซึ่ง 
    { }zyx h,h,hh =

r
   (2.107) 

ดังนัน้ 

    
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−=
−=
−=

xyyxh
zxxzh
yzzyh

z

y

x

&&

&&

&&

  (2.108) 

และเวกเตอรของจุดไตข้ึน Nr  หาไดจากผลคณูเวกเตอรของ K) และ h
r

 คือ 
     hKN

r)r
×=     (2.109) 

ซึ่ง 
     { }1,0,0=K

)  
{ }zyx h,h,hh =

r
 

และ 
            { }zyx NNNN ,,=

r    (2.110) 
ดังนัน้ 

     
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
+=
−=

0z

xy

yx

N
hN
hN

   (2.111) 

 
2. พารามิเตอร q,e,a  

พารามเิตอรของวงร ี q,e,a สามารถหาไดโดยใชความสมัพันธตางๆ ดังที่ไดกลาว
มาแลว จากสมการวิส-วีวา เราจะได 

     
µ

221 v
ra
−=     (2.112) 

ซึ่งเราจะสามารถหาคาa  ได สวนภาวะเยื้องศูนย e  สามารถหาไดจากสมการ (2.103) คือ 
     \e\e

r
=     (2.113) 
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เราจะหาระยะของจุดใกลดวงอาทิตย q โดยใชสมการ (2.106) จะได 
     \h\h

r
=     (2.114) 

ดังนัน้จากสมการ (2.53) คือ 

                ℘
µ

2h
=     (2.115) 

และจากสมการ (2.54) เราก็จะได 

     
e

q
+
℘

=
1

    (2.116) 
    
3. มุมที่ใชกําหนดทิศทาง 
 กลับไปดูรูปที่ 2.14 เราจะพบวามุม ω,,i Ω  สามารถหาไดจากผลคูณสเกลารตางๆ 
ระหวางเวกเตอรพื้นฐาน er , h

r
,Nr   และเวกเตอรหนึ่งหนวย I

) , J
) , K

)  ดังนัน้ความเอียง i  จะ
คํานวณไดจากผลคูณสเกลาร  
    ihKhK cos||||

r)r)
=⋅    (2.117)  

โดยที ่    
    { }1,0,0=K

)  
   { }zyx h,h,hh =
r

 
ดังนัน้เราจะพบวา 
    zhhK =⋅

r)  
      1\K =

)
|  

       h\h =
r

|  
สมการที ่(2.117) ก็จะอยูในรูปอยางงาย คือ 

    
h
h

icos z=      (2.118) 
ในกรณีของ Ω  เราเริ่มจากผลคูณสเกลาร 
    Ω=⋅ cos|||| NINI

r)r)    (2.119) 
โดยที ่
          { }0,0,1=I

)  
           },,{ ZyX NNNN =

r  
ดังนัน้ 
     XNNI =⋅

r)  
     1\I =

)
|  
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     N\N =
r

|  
สมการ (2.119) ก็จะลดลงเหลือ 

     
N

N
cos X=Ω     (2.120) 

ถา  0<yN  จะได  Ο>Ω 180  
 ในกรณีของ ω  ก็สามารถหาไดจากผลคูณสเกลาร 
     ωcos\e\\N\eN

rrrr
=⋅   (2.121) 

โดยที ่
     },,{ ZyX NNNN =

r  
     { }zyx e,e,ee =

r  
     N\N =

r
|  

     e\e =
r

|  
ดังนัน้สมการ (2.121) จะเขยีนใหมไดเปน 

     
eN
eNcos
rr

⋅
=ω    (2.122) 

ถา 0<ze  จะได Ο> 180ω  
 บางครั้ง ω  นี้ กจ็ะถูกแทนดวยระยะแวงของจุดใกลดวงอาทิตย(longitude of perihelion) 
ω~  ซึ่งหาไดจาก 
     ωω +Ω=~  
หรือก็คือ 
     Ω−= ωω ~  
 
4. มุมกวาดเฉลี่ย 
 จากสมการ (2.80) และ (2.81) ตําแหนงของวัตถทุองฟาเมื่ออางองิกับระบบพิกัดระนาบ
วงโคจรคือ  
     νcosrx =     (2.123) 
     νsinry =     (2.124) 
เมื่อนําสมการของภาคตัดกรวยคือสมการ (2.52) มาจัดรูปใหมจะได 

     
e

rcosr −℘
=ν     

ซึ่งจะทําใหเราสามารถเขยีนสมการ (2.123) ไดในรูปของ 

     
e

rx −℘
=     (2.125) 
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เมื่อยอนกลับไปที่สมการ(2.87) เรามี 

     νµ siner
℘

=&  

เมื่อนํา r มาคูณตลอดทั้งสองขาง จะได 

     
µ

ν ℘
=

e
rrsinr
&  

แทนคาสมการขางบนลงในสมการ (2.124) เราจะได 

              
µ
℘

=
e
rry
&     (2.126) 

 เมื่อวงโคจรเปนวงรี เราจะใชสมการ (2.90) และ (2.95) คือ 
    )eE(cosax −=     (2.127) 
    Esinby =      (2.128) 
โดยที ่
    21 eab −=     (2.129) 
ซึ่ง  x และ y  สามารถหาไดจากสมการ (2.125) และ (2.126) ตามลําดับ ดังนัน้เราจะไดวา 

    e
a
xEcos +=     (2.130) 

    
b
yEsin =      (2.131) 

ก็จะสามารถหาคามุมกวาดเยื้อง E ได 
 ดังนัน้มุมกวาดเฉลี่ย M และการเคลื่อนที่เฉลี่ย n ของวงรี กจ็ะสามารถหาไดในหนวยของ
เรเดียน (radian) ดังนี ้
    EsineEM −=     (2.132) 

    
3a

kn
µ

=      (2.133) 

และคาบของวงโคจรก็สามารถหาไดจากสมการ (2.65)  
 ในบางครั้งเราจะใชระยะแวงเฉลี่ย (mean longitude) L แทนมมุกวาดเฉลี่ย M โดยจะมี
ความสัมพันธกันดังนี ้
    M~L += ω  
หรือ 
    ω~LM −=  
ดังนัน้      
                                     Ω−−= ωLM  
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5. เวลาที่ผานจุดใกลดวงอาทิตย 
สามารถหาไดจากสมการของมุมกวาดเฉลีย่ คือ 

    )Tt(nM −=     (2.134) 
ซึ่งก็จะได 

    T 
n
Mt −=      (2.135) 

ดังนัน้ในการหาคา T  เราจะตองคํานวณหาคา M  และ n  ใหไดกอน 
 
2.2.6 การหาตําแหนงและความเรว็จากหลกัมูลทางโคจร 
 

 
 

รูปที่ 2.15 เวกเตอรหนึ่งหนวย WQP
)))

,,  
  

การแปลงหลักมูลทางโคจรไปเปนตําแหนงและความเร็วที่เวลาเริ่มตนใดๆ สามารถทําให
งายขึน้โดยการกําหนดเวกเตอรหนึ่งหนวย WQP

)))
,,  ซึ่งตั้งฉากกนัในระบบพิกัดระนาบวงโคจร 

คือระนาบ x y  ดังที่แสดงในรูปที ่2.15 
 P

) มีทิศทางในแนวแกน x  ชี้ไปยังจุดใกลดวงอาทิตย   Q)  มีทิศทางในแนวแกน y และ 
W
) มีทิศทางตัง้ฉากกับระนาบวงโคจร ดังนั้น 

     QPW
)))

×=     (2.136) 
 ดังนัน้ตําแหนงและความเร็วของวัตถทุองฟา B ที่โคจรรอบจุด C จะเขียนไดในเทอมของ
เวกเตอรหนึ่งหนวยดังนี ้
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⎭
⎬
⎫

+=
+=

QyPxv
QyPxr
)

&
)
&r

))r

    (2.137) 

 ในวงโคจรที่เปนวงรี เราจะไดเซตของหลักมูลทางโคจร คือ },,,,,{ Miea ωΩ  
มุมกวาดเฉลี่ย M และมุมกวาดเยื้อง E จะสัมพนัธกนัโดยสมการเคปเลอรคือ 

EsineEM −=     (2.138) 
เมื่อสมมุติวายงัไมไดคาที่ถกูตองของ M  ดังนัน้จึงเขยีนสมการ (2.138) ใหมไดวา 
    MEsineEf −−=     (2.139) 
หาอนุพนัธของ f เทียบกับ E ได 

    Ecose
dE
df

−= 1     (2.140) 
 ในการประมาณครั้งแรกของมุมกวาดเยื้อง เราให ME = สมการ(2.139) และ (2.140) 
สามารถแกหาคา E ไดอยางถกูตองแมนยําโดยใชระเบียบวิธีเชงิตัวเลขทาํซ้ําตอเนื่องกนัไปเรื่อยๆ 
เมื่อไดคา E ที่มีความละเอยีดตามที่ตองการแลว เราจะใชสมการ (2.94) คือ 
    )Ecose(ar −= 1  
และนําสมการ (2.98) มาเขียนใหมจะได 

    E)Ecose(a
a

&−= 1µ    (2.141) 
แทนคาสมการ (2.94) และสมการ (2.141) แลวจัดใหม ในที่สุดเราจะได 

     
ar

E µ1
=&     (2.142) 

และใชสมการ (2.90), (2.95), (2.96) และ (2.97) เพื่อคํานวณหาสวนประกอบสเกลารของ
ตําแหนง และความเร็วในระบบพิกัดระนาบวงโคจร จะได 
 

    
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=
−=
=

−=

EcosEby
EsinEax

Esinby
)eE(cosax

&&

&&    (2.143) 

 
โดยที่  21 eab −=   
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เวกเตอรหนึ่งหนวย  WQP
)))

,,   ในระบบพิกัดระนาบวงโคจรจะมคีวามสัมพันธกับเวก   
เตอรหนึ่งหนวย KJI

)))
,,  ในระบบพกิัดสุริยะวิถีสุริยะมัธยมผานทางมุม Ω,, ωi   ดังรูปที ่2.16  

 
 

 
 
 

รูปที่ 2.16  มมุ Ω,, ωi  
                   

ซึ่งเวกเตอรหนึง่หนวย  WQP
)))

,,   กับ   KJI
)))

,,  จะมีความสมัพันธกนัดังสมการตอไปนี ้
                                 

                         
)sin(sin

)coscossinsin(cos

)cossinsincos(cos

iK

iJ

iIP

ω

ωω

ωω

)

)

))

+

Ω+Ω+

Ω−Ω=

                (2.144) 

 

    
)sin(cos

)coscoscossinsin(

)cossincoscossin(

iK

iJ

iIQ

ω

ωω

ωω

)

)

))

+

Ω+Ω−+

Ω−Ω−=

               (2.145) 

 

                        
)(cos

)sincos(

)sin(sin

iK

iJ

iIW

)

)

))

+

Ω−+

= ω

                                           (2.146) 



  
35

 
2.3 การรบกวนเฉพาะ (Special Perturbations) 

 
เมื่อวัตถทุองฟาเคลื่อนที่เปนเวลานานๆ ในการคํานวณการเคลื่อนที่ของวัตถุจะตองคํานึง 

ถึงผลทีเ่กิดจากการรบกวน และผลตอตําแหนงของวัตถุเมื่อเวลาผานไป ซึง่วิธีการนี้เรียกวา
ระเบียบวิธีของการรบกวนทัว่ไป (general perturbations) [6] สวนระเบยีบวิธขีองการรบกวน
เฉพาะนัน้ จะใชคํานวณการเคลื่อนที่ของวัตถุที่โคจรในชวงระยะเวลาที่จํากัดโดยการใชระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข ซึ่งเปนวิธกีารทีง่ายในทางปฏิบตัิอยางยิ่ง โดยหลักการพืน้ฐานจะเริ่มตนจากการ
พิจารณาสมการ (2.15) คือ 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

n

q q

q

q

q
q r

r
p
p

mr
r

r
1

333

rr
r&&r µ                     (2.15) 

โดยที่เทอมแรกทางขวามือของสมการ แสดงถึงความเรงของวัตถุสองช้ิน สวนเทอมของผลรวม
(เทอมที่สอง) แสดงถึงการดึงดูดของมวลรบกวน mq ที่มจีํานวน n ตัว 
 วิธีการของการรบกวนเฉพาะนี้จะตองอาศยัการคํานวณโดยใชระเบียบวิธีเชงิตัวเลข ซึ่งเรา
จะใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา(Runge-Kutta method) และระเบียบวธิีโคเวลล(Cowell  method)  
มาใชในการแกปญหาในงานวิจยันี ้ ซึง่ขัน้ตอนตางๆ จะกลาวในบทตอไป 
 โดยปกติการรบกวนจากแรงโนมถวงของวตัถุที่โคจรรอบดวงอาทิตยทีม่ีตอกันจะมีคานอย 
แตผลกระทบเหลานี้จะเพิ่มมากขึ้นจนสังเกตเห็นไดชัดเจนเมื่อติดตามการเคลื่อนทีข่อง วัตถุเหลานี้
เปนเวลาหลายๆ ป 

 
 

รูปที่ 2.17 ลักษณะทางเรขาคณิตของการรบกวน 
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 พิจารณาตาํแหนงตางๆ ที่แสดงในรูปที ่ 2.17 ณ จุดที่วงโคจรของวัตถุ B ที่โคจรรอบดวง
อาทิตย S ถูกรบกวนดวยแรงโนมถวงจากวัตถุชิ้นที่สาม Q ซึ่งมีมวล qm และตําแหนง qr

r  จากดวง
อาทิตย ซึ่งสามารถทราบไดจากตารางขอมูลทางดาราศาสตร อันตรกริิยาระหวางวตัถุทั้งสามนี้จะ
แทนไดดวยสมการ (2.15) ซึ่งจะลดรูปลงเปน 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

333
q

q

q

q
q r

r

p

p
mr

r
r

rr
r&&r µ    (2.147) 

ซึ่งกระจายไดเปน 

333
q

qq

q

qq

r

rm

p

pm
r

r
r

rr
r&&r −+−=

µ    (2.148) 

เทอมแรกทางขวามือของสมการ(2.148) คือความเรงสมัพัทธที่เปนผลจากมวลของดวงอาทิตยและ
มวลของวัตถุ B ประกอบกนั  เทอมที่สองแสดงถงึกิริยาของ qm ที่กระทาํตอวัตถ ุ B และเทอมที่
สามแสดงถงึกริิยาของ qm ที่กระทําตอดวงอาทิตย เทอมทีส่องและสามเราเรียกวาการดึงดูดโดย 
ตรง(direct attractions) และการดึงดูดโดยออม(indirect attractions)ตามลําดับ หรือเขียนไดวา 

   การดึงดูดโดยตรง  
3
q

qq

p

pm
r

=  

การดึงดูดโดยออม 
3

q

qq

r

rm
r

=  

 
 

 
 

รูปที่ 2.18 การดึงดูดโดยตรงและโดยออม 
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 ดังที่แสดงในรูปที่ 2.18 ซึ่งเปนกรณีที่แสดงใหเห็นวาการดึงดูดโดยตรงมีอิทธพิลมากกวา
การดึงดูดโดยออม เพราะวตัถุที่รบกวน Q อยูใกลวัตถทุี่โคจร B มากกวาดวงอาทิตย จะเหน็วาดวง
อาทิตยที่ตั้งอยูที่จุดกาํเนิดของเวกเตอรตําแหนง r

r ก็จะถกูดึงดูดไปยังวตัถุ Q ดวยเชนกนั ดงันัน้
การรบกวนที่สงัเกตเห็นไดที่เกิดกับ rr  ซึ่งเปนการรบกวนตําแหนงจะเปนผลจากการดึงดดูสุทธ ิ

   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

33
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q

q

q
qq r

r

p

p
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rr
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ซึ่งก็คือผลตางระหวางการดึงดูดโดยตรงและการดึงดูดโดยออมซึ่งเกิดจากมวล qm นั่นเอง 
ตองเขาใจวาการดึงดูดสุทธนิีใ้นความเปนจริงคือความเรง ไมใชแรงหรือการรบกวน 

ผลลัพธของการรบกวนเมื่อความเรงสทุธกิระทําตลอดเวลาทําใหความเร็วของวัตถทุี่โคจรรอบดวง
อาทิตยเปลีย่นแปลงไป วตัถุนั้นจะเคลื่อนที่ไปดวยความเร็วใหมที่ไดรับผลของการรบกวนนั้น ดัง
ตัวอยางที่แสดงในรูปที ่2.19 

 

 
 

รูปที่ 2.19  ผลของการรบกวนจากความเรงสุทธ ิ
 

จุดที่เกิดการรบกวนตอวัตถ ุ B มากที่สุด จะไมเกิดใกลกับจุด C ซึ่งเปนจุดทีว่ัตถุ B โคจร
เขามาใกลวัตถุ Q มากที่สุด แตจะเกิดที่จดุ P ที่ไกลออกไปตามแนวของวงโคจร เนือ่งจากความเรง 

qa
r  จากวัตถ ุ Q ที่มารบกวนวตัถุ B นัน้จะมีขนาดมากทีสุ่ดที่จุด C แตการที่ความเรงนี้จะสงผล
กระทบตอตําแหนงและความเร็วของวัตถ ุB ไดมากที่สุดนั้น จะตองใชเวลาระยะหนึ่งจึงจะสามารถ
เรงทําใหความเร็วของวัตถ ุ B เปลี่ยนแปลงไปไดมากที่สุดทีจุ่ด P  ซึ่งที่จุดนี้เองจะเปนจดุที่มี
ผลกระทบตอวัตถุ B อยางเต็มที ่[5]  
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อยางไรก็ตามการใชระเบียบวิธีของการรบกวนเฉพาะนีจ้ําเปนที่จะตองรูมวล qm และ
ตําแหนง qr

r ของดาวเคราะหแตละดวงที่มารบกวนในทุกๆ ข้ันตอนของการคํานวณ โดยการอินทิ-
เกรตเชิงตัวเลข เมื่อทราบสิง่ตางๆเหลานี ้ระยะทาง qp

r  ก็สามารถทีจ่ะหาไดจากความสมัพันธ 
   rrp qq

rrr
−=      (2.149) 

ซึ่งเปนไปตามเรขาคณิตดังทีแ่สดงในรูปที ่ 2.17 ซึ่งขอมลูตางๆ ที่จาํเปนสามารถคนไดจากปฏิทิน
ดาราศาสตร(the astronomical almanac) 

 
  

 
 
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 



 
บทที่ 3 

 
วิธีการคํานวณ 

 
3.1 การหาหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดาที่เวลาตางๆ 
 
 จากทฤษฎีพืน้ฐานและแบบจําลองทางคณิตศาสตรตางๆ ในบทที ่ 2 เราจะนํามาประยุกต
ในการคํานวณหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดาที่เวลาตางๆ โดยคิดการรบกวนทีเ่กิด
จากดาวพฤหสับดีและดาวเสาร  โดยมีขอมูลหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดา,           
ดาวพฤหัสบด ีและ ดาวเสาร ที่เวลาใดเวลาหนึ่ง  ซึง่กาํหนดใหเปนเวลาเริ่มตน ( 00 =t วนั) โดย
ขอมูลหลักมูลทางโคจรเหลานี้เปนขอมูลที่ไดจากการสังเกตการณทางดาราศาสตร 
 เมื่อเราไดหลักมูลทางโคจรทัง้หกตวัคือ Ω,,,, ωiea  และ M   ที่เวลาเริ่มตน 0t ของ
ดาวเคราะหทัง้สามดวงแลว เราก็จะคํานวณหาหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลา
ตางๆ ได  โดยแบงเปนขัน้ตอนดังนี้ คือ 
 
ขั้นตอนที่ 1  แปลงหลักมูลทางโคจรที ่ 0t  ของดาวเคราะหแตละดวงไปเปน rr  และ v

r
.  ที่ 0t   

โดยมีวิธกีารแปลงดังนี ้
เมื่อมีหลกัมูลทางโคจรของดาวเคราะหใดๆ คือ  Ω,,,, ωiea  และ M  
หาคา b  ไดจากสมการ (2.57) คือ 

21 eab −=     (2.57) 
หาคา  E   ไดจากสมการสมการ (2.101) คือ 

EeEM sin−=     (2.101) 
เมื่อไดคา  E  แลว เราก็จะสามารถหาคา  r   ไดจากสมการ (2.94) คือ 

ecosE)a(1r −=     (2.94) 
เมื่อไดคา  r  แลว เราก็จะสามารถหาคา  E&  ไดจากสมการ (2.142) คือ 

ar
E µ1

=&     (2.142) 
เมื่อเราไดคา  EE &,  และ  b  แลว เราก็สามารถคํานวณหาสวนประกอบของเวกเตอรตําแหนง
และความเร็วบนระนาบวงโคจร (ระนาบ yx ) ไดจากสมการ (2.143) คือ 
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⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=
−=
=

−=

EcosEby
EsinEax

Esinby
)eE(cosax

&&

&&    (2.143) 

 
เราจะหาเวกเตอรหนึ่งหนวย P)  และ Q)   จาก  Ω,, ωi   โดยอาศัยความสมัพนัธกบัเวกเตอรหนึง่
หนวย KJI

)))
,,  ในระบบพิกัดสุริยะวถิีสุริยะมัธยม ไดจากสมการ (2.144) และ (2.145) คือ 

 

                         
)sin(sin

)coscossinsin(cos

)cossinsincos(cos

iK

iJ

iIP

ω

ωω

ωω

)

)

))

+

Ω+Ω+

Ω−Ω=

                (2.144) 

 

    
)sin(cos

)coscoscossinsin(

)cossincoscossin(

iK

iJ

iIQ

ω

ωω

ωω

)

)

))

+

Ω+Ω−+

Ω−Ω−=

               (2.145) 

 
ในที่สุดเราก็จะสามารถหา rr  และ v

r    ของดาวเคราะห ไดจากสมการ (2.137) คือ 

⎭
⎬
⎫

+=
+=

QyPxv
QyPxr
)

&
)
&r

))r

           (2.137) 

ดังนัน้เมื่อจบการคํานวณในขั้นตอนที่ 1  ผลลัพธที่ไดจะเปน  rr  และ v
r

.   ของดาวเคราะหแตละ
ดวงที ่ 0t  ดังนี ้

HOHO vr
rr

,    คือ  rr  และ v
r  ของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่ 0t   

JOJO vr
rr

,     คือ rr  และ v
r   ของดาวพฤหสับดีที่ 0t  

SOSO vr
rr

,     คือ rr  และ v
r   ของดาวเสารที่  0t  

 
ขั้นตอนที่ 2  แกสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยฮิลดา  
จากสมการ (2.15) เราเขียนสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหฮิลดาไดคือ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

33333
S

S

S

S
S

J

J

J

J
JH

H
H r

r
p
p

m
r
r

p
p

mr
r

r
rrrr

r&&r µ    (3.1) 

 
โดยที่      SJH rrr

rrr
,,      คือ เวกเตอรตาํแหนงของดาวเคราะหนอยฮิลดา, ดาวพฤหัสบดี และ ดาว 

                                           เสาร เทียบกบัดวงอาทิตยตามลําดับ 
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                Jm  และ sm   คือ มวลของดาวพฤหสับดี และดาวเสาร ในหนวยมวลของดวง 
                                              อาทิตยตามลําดับ 

     Jp
r  และ Sp

r    คือ เวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดี และดาวเสาร สัมพทัธกับดาว 
                                  เคราะหนอยฮิลดาตามลําดับ 

 เราใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา และระเบียบวธิีโคเวลล แกสมการ (3.1) โดยใช  ,, HOHO vr
rr   

,, JOJO vr
rr  SOSO vr

rr
,  ที ่ 0t   เปนคาเงื่อนไขเริ่มตน  เพื่อคํานวณหา   ,, 11 HH vr

rr  
,, 11 JJ vr

rr
11 , SS vr

rr   ที่ 1t  ออกมา  
หลังจากนั้นกน็ํา  ,, 11 HH vr

rr  ,, 11 JJ vr
rr

11 , SS vr
rr   ที ่ 1t  นี้ไปเปนเงื่อนไขเริ่มตนในการ

คํานวณหา   ,, 22 HH vr
rr  ,, 22 JJ vr

rr
22 , SS vr

rr   ที ่ 2t  ตอไป 
โดยจะทาํซ้ําในขั้นตอนนี้ไปเรื่อยๆ  ดังนั้นเมื่อจบการคํานวณในขัน้ตอนที ่2 เราก็จะได 
,, HH vr

rr  ,, JJ vr
rr

SS vr
rr

,    ที่เวลาตางๆ ออกมา  ซึง่ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา และระเบียบวธิี       
โคเวลล นี้เราจะกลาวถงึในหัวขอตอไป 
 
ขั้นตอนที่ 3  นํา Hr

r   และ  Hv
r   ที่เวลาตางๆ มาแปลงกลับไปเปนหลกัมูลทางโคจร   

โดยมีวิธกีารแปลงดังนี ้
เมื่อทราบ rr  และ v

r  ของดาวเคราะหใดๆ   
หา  rr &   ไดจากสมการ (2.102) คือ  

vrrr
rr

& ⋅=     (2.102) 
หาคา  a   ไดจากสมการ (2.76) คือ 

           
µ

221 v
ra
−=     (2.76) 

หาคา e   ไดจากสมการ (2.89) คือ 

vrrr
r

ve
r&rr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

µµ
12

    (2.89) 

โดยที ่ || ee
r

=  
เมื่อไดคา  a  และ e   เราก็สามารถหาคา  b   ไดจากสมการ (2.57) คือ 

21 eab −=     (2.57) 
หา  Nh

rr
,   ไดจากสมการ (2.77) และ (2.109) คือ 

vrh
rrr

×=     (2.77) 
hKN
r)r

×=     (2.109) 
ซึ่ง         คือเวกเตอรหนึง่หนวยในแนวแกน z ของระบบพกิัดสุริยะวิถีสุริยะมัธยม(แกน x,y และ z) 
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เมื่อได  Nh
rr

,   เราก็สามารถหาคา  Ω,, ωi   ไดจากสมการ   (2.118), (2.122) และ (2.120) คือ 

h
h

icos z=      (2.118) 

eN
eNcos
rr

⋅
=ω     (2.122) 

N
N

cos X=Ω      (2.120) 
หาคา ℘  ไดจากสมการ (2.53) คือ 

℘
µ

2h
=     (2.53) 

 
เมื่อไดคา℘  เราก็สามารถหา  x   และ y  ไดจากสมการ  (2.125) และ (2.125) คือ 

e
rx −℘

=     (2.125) 

µ
℘

=
e
rry
&     (2.126) 

 
เมื่อได  x  และ y   เราก็สามารถหาคา E  และ  Esin  ไดจากสมการ  (2.130) และ (2.131) คือ 

e
a
xEcos +=     (2.130) 

    
b
yEsin =      (2.131) 

เมื่อไดคา E  และ Esin  เราก็สามารถหาคา  M   ไดจากสมการ (2.101) โดย 
EeEM sin−=     (2.101) 

จากสมการ (2.76), (2.89), (2.118), (2.122), (2.120) และ (2.101) จะไดคา Ω,,,, ωiea  
และ M  ซึ่งเปนคาหลักมูลของวงโคจรออกมา  
 ดังนัน้ เมื่อจบการคํานวณในขั้นตอนที่ 3  เราก็จะไดคาหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะห
นอยฮิลดาที่เวลาตางๆออกมา 
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3.2 ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา 

 
จากสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ินเมือ่ไมมีการรบกวนที่ไดกลาวมาในบทที่แลว คือ

สมการ (2.20) เมื่อเราทราบเงื่อนไขเริ่มตน คือ 0r
r  และ 0r&

r  ที่เวลาเริ่มตนใดๆ 0t เราจะไดความเรง 
0r&&
r  คือ 

      3
0

0
0 r

rr
r

&&r µ−
=  

 
ดังนัน้จากเงื่อนไขเริ่มตน กจ็ะทําใหเราสามารถหาตําแหนงและความเร็วที่เวลาตอไปได โดยการใช
ระเบียบวิธเีชิงตัวเลข ซึง่วิธกีารทีเ่ราจะนํามาใชแกปญหานี้เราเรียกวาการอินทิเกรตเชิงตัวเลข
(numerical integration) ซึ่งเปนวิธกีารที่ใชในการคํานวณหาวงโคจรของวัตถุในวิชากลศาสตร
ทองฟา  เมื่อเราคํานวณไดตําแหนงและความเรว็ที่เวลาถัดมาแลว  เราก็จะนาํคาที่ไดไปเปน
เงื่อนไขเริ่มตนในการคํานวณหาตําแหนงและความเร็วที่เวลาตอๆ ไปได ดังนัน้เมื่อเราทาํซ้ําไป
เร่ือยๆ เราก็จะสามารถคํานวณการเคลื่อนที่ของวัตถุตลอดทั้งคาบการโคจรได 
 ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta method) [8] เปนระเบียบวิธีการหนึง่ที่ใชในการแก
สมการเชงิอนพุันธสามัญ  ซึง่เปนระเบียบวธิีที่ไดรับความนิยมและใชกนัอยางกวางขวาง
โดยเฉพาะในการคํานวณทีต่องการผลลพัธทีม่ีความเที่ยงตรงสูง  แนวความคดิที่ใชในการสราง
ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา นี้ คือ การหาคาความชนัที่มีความเทีย่งตรงสงู เพื่อใชในการหาผลลัพธทีม่ี
ความเที่ยงตรงสูงตามมา 
 ในการแกสมการเชิงอนุพนัธนี้ เราจําเปนตองใชเงื่อนไขเริ่มตน (initial condition) เปน
จํานวนตามอนัดับของสมการ เชน ถาเปนการแกสมการเชงิอนพุนัธอันดับสอง จาํเปนตองใช
เงื่อนไขเริ่มตนสองเงื่อนไข แตถาเปนการแกสมการเชิงอนุพนัธอันดับหนึ่งเราจะตองใชเงื่อนไข
เร่ิมตนเพยีงเงือ่นไขเดียว เปนตน  เมื่อเราพิจารณาสมการเชงิอนพุนัธสามัญที่อยูในรูปแบบทั่วไป 
ดังนี ้

      ),( yxf
dx
dy

=       (3.2) 
 
หลักการเบื้องตนที่ใชในการแกสมการเชงิอนุพนัธสามญันี้  สามารถอธิบายไดโดยรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.1 หลักการเบื้องตนของระเบียบวิธรุีงเง-กุตตา 
 
จากรูปที ่3.1 นี้ เราจะหาคาผลลัพธโดยประมาณของ 1+iy  ที่ 1+ix จากผลลพัธ iy ซึ่งเรารูคาที ่

ix  โดยใชคาความชันที่ ix  ดังนี ้

      
ii

ii

xx
yy

dx
dy

−
−

=
+

+

1

1  

                       
h

yy ii −
= +1     (3.3) 

โดยที่ ii xxh −= +1  คือชวงความกวาง(step size) ที่ใชในการคํานวณ ซึ่งแลวแตเราจะกําหนด  
ทําการแทนคาของความชนัที่ ix  จากสมการ (3.3) ลงในสมการ (3.2) จะได 

            ),(1
ii

ii yxf
h

yy
=

−+  
นั่นคือ 
    hyxfyy iiii ),(1 +=+    (3.4) 
ซึ่งหมายความวา เราสามารถทาํการคํานวณโดยเริ่มจากเงื่อนไขเริ่มตนของ iy  ที ่  ix  และ
สามารถคาํนวณคา 1+iy ใหม จากความกวางชวง h ที่กําหนดให  และจากรูปที่ 3.1 เราจะเหน็ได
วาความเที่ยงตรงของผลลัพธโดยประมาณนั้นจะขึ้นอยูกับคา h ที่ใชในการคํานวณนี้ กลาวคือ ยิ่ง
ใช h มีคานอยเทาใด ก็จะไดผลลัพธทีม่ีความเที่ยงตรงมากยิง่ขึ้นเทานั้น 
 ในระเบียบรุงเง-กุตตานัน้สมการหลกัที่ใชในการคํานวณผลลัพธจะอยูในรูปแบบดังนี้ คือ 
             hhyxyy iiii ),,(1 φ+=+    (3.5) 
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โดย ),,( hyx iiφ  เรียกวาฟงกชันสวนเพิม่(increment function) ซึ่งมีความหมายของความชนั
เฉลี่ยตลอดชวงความกวาง h ที่จะนําไปใชในการคํานวณหาสวนที่เพิม่ข้ึนจากผลลพัธเดิม ฟงกชนั
สวนเพิ่มนี้ สามารถเขียนใหอยูในรูปทัว่ไปไดดังนี้ 

nn KaKaKaKa ++++= K332211φ      (3.6) 
โดยที่ naaaa ,,,, K321  เปนคาคงที ่
และ 
                       ),(1 ii yxfK =  
                      ),( 11112 hKqyhpxfK ii ++=  
                      ),( 22212123 hKqhKqyhpxfK ii +++=    (3.7) 
                       M                                       M  
                      ),( 11,121,2n-11,1n-1n-n hKqhKqhKqyhpxfK nnnii −−−+++++= K  
  

โดยตัวหอย n บงถึงอนัดบัที่ของระเบียบรุงเง-กุตตา ที่เลือกใช  คา  K1,K2,K3,…Knใน
สมการ (3.7) ขึ้นอยูกับฟงกชันของสมการเชิงอนพุนัธสามัญที่จะนํามาแกปญหา  ซึ่งเราจําเปนตอง
รูคา K1 กอนทาํการคํานวณหาคา K2  และตองรูคา K2 กอนทาํการคํานวณหาคา K3 เชนนี้ไปเร่ือยๆ 
สวนคา p และ q ตางๆ นัน้เปนคาคงที่ซึง่จะแตกตางกนัไปตามอันดบัที่ของระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา 
ที่เราเลือกใช  
 
3.2.1 ระเบียบวิธีรงุเง-กุตตา อันดับหา 
 ในงานวิจัยนี้เราเลือกใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาอันดับหา(RK5)  ในการแกสมการการ
เคลื่อนที่ของระบบวัตถุสองชิ้น  เนื่องจากวิธีการนี้ใหผลลัพธทีม่ีความเที่ยงตรงสงูมาก โดยเราจะ
นําระเบยีบวิธรุีงเง-กุตตา อันดับหาของบทุเชอร (Butcher‘s fifth-order Runge-Kutta method) 
[9] มาใช  โดยมีรูปแบบทั่วไปคือ 
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โดยที ่
   ),(1 ii yxfK =  
                         )

4
1,

4
1( 12 hKyhxfK ii ++=  

)
8
1

8
1,

4
1( 213 hKhKyhxfK ii +++=  

)
2
1,

2
1( 324 hKhKyhxfK ii +−+=    (3.9) 



  
46

)
16
9

16
3,

4
3( 415 hKhKyhxfK ii +++=  

)
7
8

7
12

7
12

7
2

7
3,( 543216 hKhKhKhKhKyhxfK ii +−++−+=  

 
เมื่อพิจารณาสมการเชงิอนพุันธอันดับหนึง่ ซึง่มีรูปแบบทั่วไปดังนี้คือ 

    ),( xtf
dt
dx

=      (3.10) 
เมื่อเราใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา อันดับหา ซึ่งมชีวงความกวาง h สามารถแสดงไดดังนี ้
      xxx δ+= 0     (3.11) 
ซึ่งเลขศูนยแสดงถึงคาของตวัแปรในขั้นเริม่ตน  และ xδ คือฟงกชันสวนเพิม่ โดยที ่
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พิจารณาปญหาการเคลื่อนที่ของวัตถุสองชิ้นเมื่อไมมกีารรบกวนโดยทราบเงื่อนไขเริ่มตน 

คือ ตําแหนง 0r
r  , ความเร็ว 0v

r   ที่เวลาเริ่มตน 0t  ถาเราให 
    vvf

rr
=)(     (3.14) 
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ดังนัน้จากขอมูลที่ไดสามารถนําไปใชเขียนสมการเชิงอนุพนัธอันดับหนึ่งสองสมการพรอม
กันดังนี้คือ 
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ซึ่งจะเห็นไดวามีความคลายคลึงกับรูปแบบของสมการ (3.10) เราสามารถอินทิเกรตโดยการใช  
ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาอันดับหา  โดยการประยุกตใชสมการ (3.13) กับสมการเชิงอนุพนัธที่ไดนี้  
ดังนัน้เราจะไดเวกเตอร 
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เมื่อ )( 0ttkh −=  
 ดังนัน้จากสมการ (3.12) จะไดเวกเตอรสวนเพิ่มคือ 
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เมื่อประยุกตความสมัพนัธทัว่ไปตามสมการ (3.11) จะไดเวกเตอรตําแหนงและความเร็วในขั้น
เวลาถัดไป คือ 
    rrr

rrr
δ+= 0      (3.21) 

    vvv
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δ+= 0      (3.22) 
ซึ่งคาที่ไดนี้จะกลายเปนเงื่อนไขเริ่มตนในการคํานวณขัน้ตอไป 
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3.3 ระเบียบวิธีโคเวลล 
 

ระเบียบวิธโีคเวลล(Cowell Method) นี้จะนํามาใชในการคํานวณการเคลื่อนที่ของวงโคจร
โดยการอินทิเกรตเชิงตัวเลขของทุกเทอมทีอ่ยูทางขวาของสมการ(2.15)โดยตรง โดยตําแหนงและ
ความเร็วที่ถกูรบกวนจะหาไดในแตละขั้นเวลาซึง่จะเปนคาเริ่มตนสําหรับการคํานวณในขั้นเวลาตอ 
ไป วิธีการภายในการคํานวณจะใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาอันดับหา ดงัที่ไดอธิบายไปในสวนที่แลว 

พิจารณาวัตถทุองฟาที่ทราบตําแหนง  
0

r
r  และความเร็ว 0v

r  ที่เวลาเริ่มตน t0 โดยวัตถุ
ที่มารบกวนมมีวล  mq อยูที่ตําแหนง qr

r  และ qv
r  ทั้งหมด n ชิ้น เราจะสามารถเขยีนสมการการ

เคลื่อนที่ของวตัถุไดในรูป 
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โดยที่ m เปนมวลของวัตถทุี่เราสนใจ,  ta

r  เปนเทอมแรงดึงดูดรบกวนทัง้หมด โดยที ่
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เมื่อ 
     rrp qq

rrr
−=                                                    (3.25) 

ตําแหนง qr
r  และความเรว็ qv

r  ของมวลที่มารบกวนที่เวลา t  ใดๆสามารถหาไดโดยวิธกีารเชิง
วิเคราะห โดยเราตองทราบคาเริ่มตนของเทอมทางขวามือในสมการ (3.23) 
 ข้ันตอไปเราจะประยุกตระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาเขากับสมการ (3.23) โดยเราสามารถแก
สมการเชงิอนพุันธอันดับสองไดในสองสวนของสมการเชิงอนพุันธอันดับหนึง่ ดังนี ้คือ 
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เราสามารถอนิทิเกรตสมการ (3.26) และ (3.27) ซึ่งจะเปนผลทาํใหมวลที่มารบกวนมีการเคลื่อนที่
ไปตามแนววงโคจรของตัวเองในแตละขั้นเวลาของการอนิทิเกรตซึ่งจะมีผลตอเทอมของแรงดึงดูด 
โดยเราสามารถคํานวณปริมาณเหลานี้ไดในหกขั้นของระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา ซึ่งรวมถึงการ        
อินทิเกรตเชิงตัวเลขเฉพาะความเรงของวตัถุสองช้ิน  ดังนั้นในวัตถุแตละชิ้นที่มารบกวนเราจะได 
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ใชวิธีการของระเบียบวธิีรุงเง-กุตตาสําหรับการรบกวนเฉพาะ อินทิเกรตฟงกชนัจากสมการ (3.26) 
ถึง (3.29) โดยการหาคากึ่งกลางของเวกเตอรเสริม ซึ่งมรูีปแบบทั่วไปคือ 

jj vhfF )(
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เมื่อ  h คือข้ันเวลา(step time) และ j มีคาเทากับ1 ถึง 6   สุดทายก็จะสามารถหาคาสวนที่เพิม่ข้ึน
ของเวกเตอรตาํแหนงและความเร็วของวัตถุไดจาก 
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ดังนัน้เราจะไดเวกเตอรตําแหนงและความเร็วใหมของวัตถุคือ 
     rrr

rrr
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    vvv
rrr
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ซึ่งคาที่ไดนี้จะกลายเปนเงื่อนไขเริ่มตนในการคํานวณขัน้ตอไป 
 
3.4 ขั้นตอนการคํานวณ 
 

ในงานวิจัยนี้เราประยุกตระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาอันดับหาและระเบียบวธิีโคเวลล ในการแก   
สมการ (3.1) ซึ่งเปนสมการเชิงอนพุันธโดยทราบเงื่อนไขเริ่มตนที่เวลา t0 เพื่อหาหลักมูลทางโคจร
ของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ เปนเวลา 20,000 วัน โดยมีขั้นตอนการคํานวณ ดังรูปที่ 
3.2  
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รูปที่ 3.2 แผนภาพขั้นตอนการคํานวณหลกัมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดา        



                                                                                                                               
บทที่ 4 

 
ผลการคํานวณและการวิเคราะห 

 
ในการคํานวณนี้เราจะใชคาหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดา, ดาวพฤหัสบดี 

และดาวเสาร  ณ วันที ่13 กนัยายน ค.ศ. 2000 เวลา 24.00 น.ตามเวลาสากล (UT) [4] เปนหลัก
มูลทางโคจรเริม่ตนในการคํานวณ โดยตรงกับวนัจูเลยีน(Julian day) ที ่ 2451800.50               
(JD 2451800.50) ซึ่งเรากําหนดใหเปนเวลาเริ่มตน(epoch) โดยอางอิงจุดวสนัตวิษุวัต ป ค.ศ. 
2000 ดังนี ้
 

หลักมูลทางโคจร ฮิลดา ดาวพฤหัสบด ี ดาวเสาร 
      a (เอยู) 3.9730 5.2026 9.5549 

         e 0.1420 0.0485 0.0555 
         i (องศา)  7.8 1 .303 2 .489 
          ω (องศา) 43 .0 273 .865 339 .396 
          Ω (องศา) 228 .4 100 .467 113 .664 
       M (องศา) 45 .7 41 .251 325 .562 

 
ตารางที่ 4.1 หลักมูลทางโคจรเริ่มตนที่ใชในการคํานวณ 

 
โดยการคํานวณนี้เราจะกําหนดใหข้ันเวลาในแตละชวง(step time) 1∆t =  วัน โดยเริ่ม

จาก JD 2451800.50 จนถึง JD 2471800.50 ซึ่งตรงกับวนัที ่ 17 มิถุนายน  ค.ศ.2055  เวลา 
24.00 น. UT เปนเวลาทั้งหมด 20,000 วัน หรือประมาณ 54.76 ป โดยเราจะแบงการพิจารณา
ออกเปนสามกรณี คือ 

- กรณีที่ 1  เมื่อไมคิดการรบกวนใดๆ 
- กรณีที่ 2  เมื่อคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดี 
- กรณีที่ 3  เมื่อคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดีและดาวเสาร 

 ซึ่งผลการคํานวณหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ ในแตละกรณี
จะแสดงไวในรูปที่ 4.1 - 4.20 
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4.1 กรณทีี่ 1 เมื่อไมคิดการรบกวนใดๆ 
          ผลของหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ  เมื่อไมคิดการรบกวนใดๆ
แสดงไวในรูปที่ 4.1 - 4.6 

 
รูปที่ 4.1 ผลการคํานวณคา a ในกรณีที ่1 

 
 

รูปที่ 4.2 ผลการคํานวณคา e ในกรณีที ่1 
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รูปที่ 4.3 ผลการคํานวณคา i ในกรณีที ่1 
 
 

 
 

รูปที่ 4.4 ผลการคํานวณคา ω ในกรณีที่ 1 
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รูปที่ 4.5 ผลการคํานวณคา Ω ในกรณีที ่1 

 
 
 

 
 

รูปที่ 4.6 ผลการคํานวณคา M ในกรณีที่ 1 
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ในรูปที ่ 4.3 และ 4.5 กราฟของ i  และ  Ω  จะปรากฏแถบสีดําเปนชวงๆ เนื่องจากการ
แกวงกวัดของคา  i  และ  Ω     ซึ่งจากผลการคํานวณที่ไดในกรณีที่ 1 แสดงใหเห็นวาเมื่อไมคิด
การรบกวนใดๆ หลักมลูทางโคจรจะมีคาคงที่โดยจะมีคาเทากับหลักมูลทางโคจรที่เวลาเริ่มตน    
JD 2451800.50 คือ  a = 3.9730 เอยู , e = 0.1420,  i = 7.8 องศา,  ω = 43.0 องศา,  Ω = 
228.4 องศา  ซึ่งแสดงใหเห็นวากรณีนี้เปนกรณีของปญหาวัตถุสองชิ้นระหวางดวงอาทิตยกับดาว
เคราะหนอยฮลิดาอยางชัดเจน โดยที่สมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยฮิลดาจะเปนไปตาม
สมการ (2.20) 

 
4.2 กรณทีี่ 2  เมื่อคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดี 

 
ผลของหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ ในกรณีที่คิดการรบกวน

จากดาวพฤหสับดีเพียงดวงเดียว แสดงไวในรูปที่ 4.7 - 4.13 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4.7 ผลการคํานวณคา a ในกรณีที ่2 
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รูปที่ 4.8 ผลการคํานวณคา n ในกรณีที ่2 
 
 

 
 

รูปที่ 4.9 ผลการคํานวณคา e ในกรณีที ่2 
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รูปที่ 4.10 ผลการคํานวณคา i ในกรณทีี่ 2 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4.11 ผลการคํานวณคา ω ในกรณทีี่ 2 
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รูปที่ 4.12 ผลการคํานวณคา Ω ในกรณีที ่2 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4.13 ผลการคํานวณคา M ในกรณีที ่2 
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4.3 กรณทีี่ 3  เมื่อคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดีและดาวเสาร 
 
ผลของหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ  ในกรณีที่คิดการรบกวน

จากดาวพฤหสับดีและดาวเสาร  แสดงไวในรูปที่ 4.14 - 4.20 
 

 
 

รูปที่ 4.14 ผลการคํานวณคา a ในกรณีที ่3 
 

 
รูปที่ 4.15 ผลการคํานวณคา n ในกรณีที ่3 
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รูปที่ 4.16 ผลการคํานวณคา e ในกรณีที ่3 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4.17 ผลการคํานวณคา i ในกรณทีี่ 3 
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รูปที่ 4.18 ผลการคํานวณคา ω ในกรณทีี่ 3 
 
 

 
 

รูปที่ 4.19 ผลการคํานวณคา Ω ในกรณีที ่3 
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รูปที่ 4.20 ผลการคํานวณคา M ในกรณีที ่3 
 
 

จากผลการคํานวณที่ไดจากกรณีที่ 2 และ 3 จะไดวาหลักมูลทางโคจรตางๆ ของดาว
เคราะหนอยฮลิดานัน้มีการแปรผันอยางเห็นไดชัด และลักษณะการแปรผันของทัง้สองกรณีก็
คลายคลึงกนัมาก ซึง่แสดงใหเห็นวาเมือ่เราคิดการรบกวนจากดาวเสารเพิ่มเขาไปจะมีผลตอการ
แปรผันเพียงเล็กนอย ดังนัน้ดาวเคราะหที่มีอิทธิพลตอการรบกวนดาวเคราะหนอยฮิลดามากที่สดุ
ก็คือดาวพฤหสับดี เนื่องจากมวลของดาวพฤหัสบดีมีคามากกวามวลของดาวเสารประมาณ 3.34 
เทา และดาวพฤหัสบดียงัมีวงโคจรอยูใกลกับวงโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดามากกวาดาวเสาร
อีกดวย 

ดังนัน้เราจะนาํผลการคํานวณที่ไดจากกรณีที่ 3 มาวิเคราะห โดยจะวเิคราะหเปรียบเทียบ
กับการโคจรของดาวพฤหัสบดีเทานั้นและจะวิเคราะหเฉพาะคา a และ e ซึ่งเปนหลักมูลทางโคจรที่
มีความสาํคัญ เพราะเปนคาที่จะบงบอกถึงลักษณะรูปรางของวงโคจรและอิทธิพลของการรบกวน
ที่เกิดขึ้น   
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รายละเอียดการแปรผันของคา a จากรูปที่ 4.14 ในกรณีที่ 3 โดยประมาณจะแสดงไวใน
รูปที่ 4.21   ดังนี ้

 
 

รูปที่ 4.21  คามากที่สุดและนอยที่สุดของ a ที่เวลาตางๆ 
(โดยที่เวลาเริม่ตน t=0 วัน , a=3.97300 เอยู) 
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รายละเอียดการแปรผันของคา e  จากรูปที่ 4.16 ในกรณีที่ 3 โดยประมาณจะแสดงไวใน
รูปที่ 4.22   ดังนี ้

 

 
รูปที่ 4.22 คามากที่สุดและนอยที่สุดของ e ที่เวลาตางๆ 

(โดยที่เวลาเริม่ตน t=0 วัน , e=0.14200) 
 

จากลักษณะการแปรผันของ a และ e  ดังรูปที่ 4.21 และ 4.22 ตามลาํดับ เมื่อเราสงัเกตดู
จะพบวามีลกัษณะเปนคาบ  จากรูปที ่ 4.21 เราจะเหน็วาเมื่อ a มีคาลดลงต่ําสุดครั้งแรกที่             
t= 2,400 วัน หลังจากนัน้ a ก็จะมีคาลดลงต่ําสุดในลักษณะรูปแบบเดียวกนักับคร้ังแรกอีกครั้งที ่ 
t=11,100 วัน และ t=19,750 วัน  ดังนั้นคาบของ a โดยประมาณจะมีคาเทากับ 

2
2,40019,750 − = 8,675 วัน หรือประมาณ 23.75 ป 

จากรูปที ่ 4.22    เราจะเหน็วา    e     มีคาลดลงต่ําสุดครั้งแรกที่    t = 2,450 วัน หลังจาก
นั้น e ก็จะมีคาลดลงต่ําสุดในลักษณะรูปแบบเดียวกนักับคร้ังแรกอกีครั้งที ่ t=11,150วนั และ      
t=19,800 วัน  ดังนัน้คาบของ e โดยประมาณจะมีคาเทากับ

2
2,45019,800 − = 8,675 วัน  

หรือประมาณ 23.75 ป   ซึง่จากรูปที ่4.17 ถึง 4.19 เราจะเห็นวาลกัษณะการแปรผันของหลกัมูล
ทางโคจรอื่นๆ ก็เปนคาบเชนเดียวกนั ดังนัน้เราจงึไดวาคาบของหลกัมลูทางโคจรโดยประมาณมีคา
เทากับ 23.75 ป 
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 จากกรณทีี่ 3 เมื่อเราคํานวณหาระยะหางระหวางดาวเคราะหนอยฮิลดากับดาวพฤหสับดี 
(P) ที่เวลาตางๆ ก็จะไดผลออกมาดังที่แสดงในรูปที ่4.23 
 
โดยที่              HJ RRPP

rrr
−==   

เมื่อ  P
r  คือ เวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดีสัมพัทธกับดาวเคราะหนอยฮลิดา 

 JR
r  คือ เวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดีเทียบกับดวงอาทิตย 

 HR
r คือ เวกเตอรตาํแหนงของดาวเคราะหนอยฮิลดาเทยีบกบัดวงอาทิตย 

 
รูปที่ 4.23 ผลการคํานวณคา P ในกรณีที่ 3 

 จากผลของคา P ที่ไดจะเหน็ไดวากราฟของ P มีลักษณะเปนคาบอยางชัดเจน ซึ่งเราจะ
พบวาดาวเคราะหนอยฮิลดากับดาวพฤหสับดีจะเขาใกลกันมากที่สุดครั้งแรกที่ t = 2,380 วัน โดย
มีระยะหางนอยที่สุด Pmin = 1.91469 เอยู, คร้ังที่สองที่ t = 11,050 วัน โดยมี Pmin = 1.91820 เอยู 
และครั้งที่สามที่ t=19,650 วนั  โดยม ีPmin=1.92080 เอยู 
 และจะอยูหางกันมากที่สุดครั้งแรกที่ t = 6,660 วัน โดยมีระยะหางมากที่สุด Pmax = 
9.84620 เอย ู  และครั้งที่สองที ่ t = 15,290 วัน โดยมี Pmax = 9.82400 เอย ูดังนัน้คาบของ P 

โดยประมาณจะเทากับ 
2

2,38019,650 − =8,635 วนั  หรือประมาณ 23.64 ป  ซึ่งหมายความวา
ทุกๆ 23.64 ป  ดาวเคราะหนอยฮิลดากบัดาวพฤหัสบดีจะโคจรกลับมาพบกันในลกัษณะเดิม เรา
เรียกวาคาบการนัดพบของดาวพฤหัสบดกีับดาวเคราะหนอยฮิลดา (TR) 
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 จากขอมูลทางดาราศาสตร [6] เราทราบวาคาบการโคจรของดาวพฤหัสบดี(TJ)และดาว
เคราะหนอยฮลิดา(TH) เทากับ 11.86 และ 7.9 ป ตามลําดับ ดังนัน้เราจะคํานวณหา TR ไดอีกวีธี 
คือ 

  
23.660

1
93.694
3.960

11.86
1

7.9
1

T
1

T
1

T
1

JHR

==−=−=  

 
ดังนัน้ TR = 23.66 ป ซึ่งจะเห็นวามีคาใกลเคียงกับคาที่ไดจากผลการคํานวณของเรา และเราจะ
พบวาคาบของหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดาก็คือ  TR  นั่นเอง                                                           

จากทฤษฎีการรบกวนในบทที ่ 2 หัวขอที่ 2.3 ซึ่งแสดงใหเหน็วาการรบกวนจะเกิดขึน้มาก
ที่สุด เมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาเคลื่อนที่ผานจุดที่ใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุดไปเพียงเล็กนอย  
ดังนัน้เราจะวิเคราะหรูปแบบของการรบกวนโดยพิจารณาจากการแปรผันของ a เปนหลักโดยเมื่อ
พิจารณาจากกราฟของ a และ P ในรูปที่ 4.21 และ 4.23 ตามลําดับ จะพบวามีความสัมพันธกัน
ดังนี ้

- ที่เวลาเริ่มตน  t=0 วัน ,  P = 6.14940 เอยู  และ  a = 3.97300 เอย ู
- เมื่อเวลาผานไปดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากขึ้น( P

นอยลง) เปนผลทําให a มีคาลดลงเรื่อยๆ 
- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุด(Pmin = 

1.91469 เอยู) คร้ังแรกที่  t=2,380 วัน ก็จะเปนผลทําให a มีคาลดลงจนเทากับ 
3.95830 เอยู ที่  t=2,400 วนั  ซึ่งที่  t=2,400 วัน จะเปนจุดที่เกิดการรบกวนมากที่สดุ
คร้ังที่หนึ่ง 

- หลังจากนั้นดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดีมากขึ้น( P 
มากขึ้น) เปนผลทําให a มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อยๆ 

- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามายงัตําแหนงทีม่ีระยะหางจากดาว
พฤหัสบดีมากที่สุด(Pmax = 9.84620 เอยู) คร้ังแรกที่  t=6,660 วัน ก็จะเปนผลทําให 
a มีคาเพิม่ข้ึนจนเทากับ 3.97525 เอย ูที่  t=6,750 วัน  ซึง่ที ่ t=6,750 วัน จะเปนจุดที่
เกิดการรบกวนนอยที่สุดครั้งทีห่นึง่ 

- หลังจากนั้นดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรกลับเขามาใกลดาวพฤหสับดีมากขึ้น( P 
นอยลง) อีกครั้ง เปนผลทาํให a มีคาลดลงเรื่อยๆ 

- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุด(Pmin = 
1.91820 เอยู) คร้ังที่สองที ่ t=11,050 วัน ก็จะเปนผลทาํให a มีคาลดลงจนเทากับ 
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3.94590 เอยู ที่  t=11,100 วัน  ซึง่ที ่ t=11,100 วัน จะเปนจุดที่เกิดการรบกวนมาก
ที่สุดเปนครั้งทีส่อง 

- หลังจากนั้นดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดีมากขึ้น( P 
มากขึ้น)อีกครั้ง เปนผลทาํให a มีคาเพิม่ข้ึนเรื่อยๆ 

- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามายงัตําแหนงทีม่ีระยะหางจากดาว
พฤหัสบดีมากที่สุด(Pmax = 9.82400 เอยู) คร้ังที่สองที ่ t=15,290 วัน ก็จะเปนผลทาํ
ให a มีคาเพิม่ข้ึนจนเทากับ 3.96345 เอยู ที่  t=15,300 วัน  ซึง่ที ่ t=15,300 วัน จะ
เปนจุดทีเ่กิดการรบกวนนอยที่สุดเปนครั้งทีส่อง 

- หลังจากนั้นดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรกลับเขามาใกลดาวพฤหสับดีมากขึ้น( P 
นอยลง)อีกครั้งหนึ่ง เปนผลทําให a มีคาลดลงเรื่อยๆ 

- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุด(Pmin = 
1.92080 เอยู) คร้ังที่สามที่  t=19,650 วัน ก็จะเปนผลทาํให a มีคาลดลงจนเทากับ 
3.93375 เอยู ที่  t=19,750 วัน  ซึง่ที ่ t=19,750 วัน จะเปนจุดที่เกิดการรบกวนมาก
ที่สุดเปนครั้งทีส่าม 

เมื่อพิจารณากราฟของ a  ในรูปที่ 4.21 เราจะสังเกตเหน็วา จากจุดทีเ่กิดการรบกวนมาก 
ที่สุดครั้งแรกที ่t =2,400 วัน และครั้งที่สองที ่t=11,100 วัน ไปยังจุดที่เกิดการรบกวนนอยที่สุดครั้ง
แรกที่ t=6,750 วัน และครัง้ที่สองที่ t=15,300 วัน ตามลําดับนัน้ จะมีอยูสองชวงสั้นๆ ที่ a มีคา
ลดลงเล็กนอยกอนทีจ่ะกลับมามีคาเพิ่มข้ึนเหมือนเดิมคือชวงที่หนึ่ง t=3,650 วัน ถึง t=4,300 วัน  
และชวงที่สอง t=12,350 วัน ถงึ t=12,900 วัน ซึง่ทัง้สองชวงนี้จะเปนชวงที่มีการรบกวนยอยๆ 
เกิดขึ้น เราจะเรียกทัง้สองชวงนีว้าชวงการรบกวนยอยครัง้ทีห่นึง่และครั้งที่สอง 

ดังนัน้เมื่อเราพิจารณาจากกราฟของ P ในรูปที ่4.23 เราจะพบวาในชวงเวลาทั้งสองชวงที่
a มีคาลดลงเล็กนอยนั้น กราฟของ P กลับมีคาเพิม่ข้ึน  แตมีอัตราการเพิ่ม(ความชนัของเสนกราฟ) 
ที่นอยมากเมือ่เปรียบเทียบกับอัตราการเพิ่มของ P ในชวงเวลากอนและหลงัของชวงการรบกวน
ยอยครั้งทีห่นึ่งและครั้งที่สองนี้ จากความชนัของเสนกราฟ P ที่นอยลงในสองชวงนี้แสดงใหเห็นวา
ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดีในอัตราทีน่อยลง ซึง่จะสงผลทาํใหการ
รบกวนวงโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เกิดจากดาวพฤหัสบดีมีคามากขึ้น  ดังนัน้จึงทําให a มี
คาลดลงในชวงเวลาสั้นๆ ทัง้สองชวงนี ้

จากผลตางๆทีไ่ด เราจึงอธบิายไดวาปจจยัหลักที่มีผลตอการแปรผันหลักมูลทางโคจรของ
ดาวเคราะหนอยฮิลดาก็คือ P นั่นเอง  และเมื่อพิจารณาจากรูปที ่ 4.21 และ 4.23 จะพบวา จุดที่
เกิดการรบกวนมากที่สุดจะอยูถัดจากจุดที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดี
มากที่สุดไปเพยีงเล็กนอย  สวนจุดที่เกิดการรบกวนนอยที่สุดก็จะอยูถดัจากจุดที่ดาวเคราะหนอย 
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ฮิลดาโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดีมากที่สุดไปเพียงเล็กนอยเชนกนั ซึง่เปนไปตามทฤษฎีของ
การรบกวนดังที่แสดงไวในรปูที่ 2.18  ในบทที ่2 

เมื่อเรานาํสวนประกอบ X,Y ของเวกเตอรตําแหนงของดาวเคราะหนอยฮิลดาและดาว
พฤหัสบดีที่เวลาตางๆ มาแสดงบนระนาบ X-Y เดียวกัน ทุกๆ 300 วนั โดยเริม่ที่เวลาเริ่มตน       
t=0 วัน จนถงึ t=8,700 วนั เพื่อใหครบหนึง่คาบการนัดพบของดาวพฤหัสบดีกับดาวเคราะหนอย  
ฮิลดาโดยประมาณ ซึ่งจะแสดงใหเห็นถึงผลการคํานวณวงโคจรและและตําแหนงของดาวเคราะห
นอยฮิลดาและดาวพฤหัสบดีที่เวลาตางๆ โดยจะแสดงไวในภาคผนวก ค  และเราจะนําผลที่ไดจาก
ภาคผนวก ค มาวิเคราะห โดยจะวิเคราะหทีเ่วลาดังตอไปนี้ คือ ที ่ t=0 วนั ซึง่เปนเวลาเริ่มตน,      
ที่  t=2,400 วัน ซึง่เปนจุดทีเ่กิดการรบกวนมากที่สุด,  ที ่ t=3,600 วัน, t=3,900 วนั และ t=4,200 
วัน ซึ่งเปนชวงที่เกิดการรบกวนยอย,  ที่ t=6,600 วัน และ t=6,900 วนั ซึ่งเปนชวงที่เกิดการรบกวน
นอยที่สุด และ ที่ t=8,700 วัน ซึง่เปนเวลาที่ครบรอบหนึ่งคาบการนดัพบของดาวพฤหัสบดีกับดาว
เคราะหนอยฮลิดาโดยประมาณ  โดยจะแสดงไวในรูปที ่4.24 ถึง 4.31 ตามลําดับ  

กําหนดตัวแปรในรูปที่ 4.24 - 4.31 ดังนี ้คอื 
  
  RJ    เปนระยะหางระหวางดวงอาทิตยกบัดาวพฤหัสบดี (เอย)ู 

                           RH   เปนระยะหางระหวางดวงอาทิตยกับดาวเคราะหนอยฮิลดา (เอยู) 
                           P     เปนระยะหางระหวางดาวพฤหัสบดีกับดาวเคราะหนอยฮิลดา (เอยู) 
                           VJ    เปนอัตราเร็วของดาวพฤหัสบดี (เอยู/วัน) 
                           VH    เปนอัตราเร็วของดาวเคราะหนอยฮิลดา (เอย/ูวัน) 

         ph, ah         เปนจุดใกลและจุดไกลดวงอาทิตยของดาวเคราะหนอยฮิลดาตามลําดับ 
         pJ , aJ     เปนจุดใกลและจุดไกลดวงอาทิตยของดาวพฤหัสบดีตามลําดับ 
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จะเหน็ไดวาเมือ่ครบรอบหนึง่คาบการนัดพบของดาวพฤหัสบดีกับดาวเคราะหนอยฮิลดา
โดยประมาณคือ 8,700 วัน  ดาวเคราะหทั้งสองดวงจะโคจรกับมาอยูในลักษณะเดมิ ดังรูปที่ 4.24 
และ 4.31   จากการวิเคราะหที่ผานมาเราทราบวาจุดทีเ่กิดการรบกวนมากที่สุดอยูที่ t=2,400 วัน 
ซึ่งตําแหนงของดาวเคราะหทั้งสองดวงที่เวลานี้จะเปนดงัรูปที ่ 4.25 เราจะเหน็ไดวาเปนจุดที่ดาว
เคราะหทั้งสองดวงโคจรเขามาใกลกนัมาก ซึ่งดาวเคราะหนอยฮิลดากาํลังเคลื่อนที่แซงดาว
พฤหัสบดีพอด ี    และเปนตาํแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮลิดาจะโคจรเขามาอยูในบริเวณจุดใกลดวง
อาทิตยนั่นเอง  สวนจุดที่เกดิการรบกวนนอยที่สุดอยูที่ t=6,750 วัน ซึง่ตําแหนงของดาวเคราะหทัง้
สองดวงที่เวลานี้จะอยูระหวางรูปที่ 4.29 และ 4.30  เราจะเห็นไดวาเปนชวงที่ดาวเคราะหทั้งสอง
ดวงโคจรออกหางกนัมาก และเปนตําแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาจะโคจรเขามาอยูในบริเวณจดุ
ไกลดวงอาทิตยนัน่เอง 
 สวนชวงเวลาที่เกิดการรบกวนยอย คือชวงที่ t=3,650 วนั ถงึ t=4,300 วันนั้น เมื่อเรา
พิจารณาจากรูปที่ 4.26, 4.27  และ  4.28  ซึ่งเปนตาํแหนงของดาวเคราะหทั้งสองดวงที ่t = 3,600 
วัน, t=3,900 วัน และ t=4,200 วัน เราจะเหน็ไดชัดเจนวาระยะหางระหวางดาวเคราะหทั้งสองดวง
(คา P) นั้นคอนขางจะคงที่  เนื่องจากเปนชวงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาในบริเวณจุดไกล
ดวงอาทิตย ซึง่ตามกฎวิส-ววีา คือสมการ (2.75) ในบทที ่ 2 แลว จะทําใหชวงนี้ดาวเคราะหนอย   
ฮิลดามีอัตราเร็ว (VH) นอยกวาในชวงอื่นๆ ในขณะที่ดาวพฤหัสบดีกโ็คจรเขามาในบริเวณจุดใกล
ดวงอาทิตยพอดี  ซึง่ตามกฎวิส-วีวาแลว จะทาํใหชวงนี้ดาวพฤหัสบดีมีอัตราเร็ว (VJ) มากกวา
ในชวงอื่นๆ  ดังนัน้ดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะไมสามารถเคลื่อนทีห่นหีางจากดาวพฤหัสบดีไดมาก
นัก  ทําใหแรงโนมถวงจากดาวพฤหัสบดีสามารถสงผลรบกวนตอหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะห
นอยฮิลดาไดมากขึ้น แตเมื่อผานพนชวงนี้ไปแลวดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะมีอัตราเร็วเพิม่ข้ึน         
และเคลื่อนทีท่ิ้งหางจากดาวพฤหัสบดีออกไป  เปนผลทําใหการรบกวนที่เกิดจากดาวพฤหัสบดมีี
คาลดลง 
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4.4 การวิเคราะหเปรยีบเทียบผลการคํานวณ 
 

จากฐานขอมลูขององคการบริหารการบนิและอวกาศแหงชาติสหรัฐอเมริกา (นาซา) ดังที่
แสดงในภาคผนวก ข เราจะไดขอมูลหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาจากการ
สังเกตการณที ่JD 2452200  ซึ่งตรงกับวันที่ 17ตุลาคม ค.ศ. 2001 เวลา 12.00 น. UT  ดังนี ้

   
                         a = 3.971018  เอยู 
   e = 0.141795 
    i = 7.837810  องศา 
                 ω = 42 .896800  องศา 
             Ω = 228 .430580  องศา 
   M = 95 .611134  องศา 
 
ซึ่งจากผลการคํานวณของเราไมมีขอมูลหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่    

JD 2452200 (t=399.50 วัน) โดยตรง   ดังนั้นเราจะใชขอมูลที ่ t=399 วัน และ t=400 วัน          
มาคํานวณหาคาเฉลี่ยแทน ดังตารางที่ 4.2 
 
หลักมูลทางโคจร 399 วนั 400 วนั 399.50 วัน 
     a (เอย)ู 3.970076 3.970072 3.970074 
     e 0.142769 0.142769 0.142769 

 i (องศา) 7.801300 7.801047 7.801174 
ω (องศา) 42 .598274 42 .597022 42 .597648 
Ω (องศา) 228 .391389 228 .392290 228 .391840 
 M (องศา) 95 .729281 95 .854410 95 .791846 

 
 

ตารางที่ 4.2  การหาหลกัมลูทางโคจรที ่JD 2452200 โดยการเฉลี่ย 
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 เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดไปเปรียบเทยีบกับขอมูลที่ไดจากการสังเกตการณของนาซา 
เพื่อหาความคาดเคลื่อน โดยหาไดจากสมการ 
 

               %100
าซาขอมูลจากน

ท่ีไดผลการคํานวณาซาขอมูลจากนล่ือนความคลาดเค ×
−

=  

 
ซึ่งจะไดผลดังตารางที่ 4.3 
      
หลักมูลทางโคจร ขอมูลจากนาซา ผลการคํานวณที่ได ความคลาดเคลื่อน (%) 
     a (เอย)ู  3.971018 3.970074 0.023772 
     e 0.141795 0.142769 0.686907 

 i (องศา) 7.837810 7.801174 0.467426 
ω (องศา) 42 .896800 42 .597648 0.697376 
Ω (องศา) 228 .430580 228 .391840 0.000074 
 M (องศา) 95 .611134 95 .791846 0.189007 

 
 

ตารางที่ 4.3  การเปรียบเทยีบผลการคํานวณและความคลาดเคลื่อน 
 

จากตารางที่ 4.3 จะเห็นไดวาหลักมูลการโคจรที่ไดจากการคํานวณของเราเมื่อเปรียบเทียบกับหลกั
มูลทางโคจรทีไ่ดจากฐานขอมูลของนาซา จะมีความคาดเคลื่อนอยูในชวง 0.000074 % ถึง 
0.697376 %  ซึ่งถือไดวามคีวามใกลเคยีงกันมาก  แสดงใหเห็นวาเราสามารถนาํผลที่คํานวณไดนี้
ไปใชในการอางอิงกําหนดหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาใดๆ ได 
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บทที่ 5 

 
สรุปผลการวิจัย 

 
จากผลการคํานวณหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาเปนเวลา 20,000 วัน หรือ 

ประมาณ 54.76 ป นับต้ังแตวันที ่13 กันยายน ค.ศ. 2000 เวลา 24.00 น. UT (JD 2451800.50) 
จนถงึวนัที ่17 มิถนุายน ค.ศ. 2055 เวลา 24.00 น. UT (JD 2471800.50) และการวิเคราะหในบท
ที่แลวเราสามารถนาํมาสรุปไดดังนี้ คือ 

• เมื่อเราคํานวณโดยคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดี และดาวเสาร จะพบวา    
ผลของหลักมลูทางโคจรที่ได มีลักษณะการแปรผันคลายคลงึกบัในกรณีที่คํานวณโดยคิดการ
รบกวนจากดาวพฤหัสบดีเพยีงดวงเดียวมาก  ดงันัน้เราจึงสามารถสรุปไดวาปจจยัหลักที่มีผลตอ
การแปรผันหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาก็คือการรบกวนที่เกิดจากอทิธิพลของดาว
พฤหัสบดี  สวนการรบกวนทีเ่กิดจากอทิธพิลของดาวเสารนั้นมีคาเพยีงเล็กนอยเทานัน้ 

• การแปรผันหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาจะมีลักษณะเปนคาบ  ซึง่จะ 
คาเทากับคาบการนัดพบของดาวพฤหัสบดีกับดาวเคราะหนอยฮิลดา คือประมาณ 23.7 ป 

• ปจจัยหลกัทีม่ผีลตอการรบกวนดาวเคราะหนอยฮิลดากค็ือ ระยะหางระหวาง  
ดาวเคราะหนอยฮิลดากับดาวพฤหัสบดี (P) โดยที่เมือ่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาว
พฤหัสบดีมากขึ้น (P ลดลง) ก็จะทาํใหการรบกวนมีคาเพิม่มากขึน้ และเมื่อ ดาวเคราะหนอยฮิลดา
โคจรออกหางจากดาวพฤหสับดีมากขึ้น (P เพิ่มมากขึ้น) ก็จะทําใหการรบกวนมีคาลดลง 

• เมื่อวิเคราะหจากการแปรผันของ a เปรียบเทียบกับ P เราจะสามารถสรุปความ 
สัมพันธที่เกี่ยวโยงกนัไดดังนี ้

1. a  จะมีคาลดลง ก็ตอเมื่อ  
- P มีคาลดลง หรือ 

     - P มีคาเพิ่มข้ึนโดยมีอัตราการเพิม่(ความชนัของเสนกราฟ)นอย  
2. a  จะมีคาเพิม่ข้ึน ก็ตอเมื่อ  P มีคาเพิ่มข้ึนโดยมีอัตราการเพิ่ม(ความชันของ

เสนกราฟ)สูง 
• ดังนัน้เราจงึสามารถสรุปรูปแบบของการรบกวนหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอย 

ฮิลดาจากการวิเคราะหการแปรผันของ a เปรียบเทียบกบั P ไดดังนี้ คอื 
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1. ตําแหนงทีเ่กิดการรบกวนมากที่สุดจะอยูในบริเวณที่ถัดจากจุดที่ดาวเคราะหนอย 
ฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สดุไปเล็กนอย  ซึ่งเปนตําแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดา
โคจรเขามาอยูในบริเวณจุดใกลดวงอาทิตยและแซงดาวพฤหัสบดีพอด ีดังรูปที ่4.25 

2.  ตําแหนงทีเ่กิดการรบกวนนอยที่สุดจะอยูในบริเวณทีถ่ัดจากจุดที่ดาวเคราะหนอย 
ฮิลดาอยูหางจากดาวพฤหัสบดีมากที่สุดไปเล็กนอย  ซึง่เปนตาํแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจร
เขามาอยูในบริเวณจุดไกลดวงอาทิตย ดังรูปที่ 4.29 และ 4.30 

3. จากจุดที่เกิดการรบกวนมากที่สุดไปยังจุดเกิดการรบกวนนอยที่สุดนัน้ จะมีชวงเวลา 
ส้ันๆ ชวงหนึง่ที่การรบกวนดาวเคราะหนอยฮิลดามีคาเพิ่มข้ึน คือชวงเวลาประมาณ 1,250 วนั 
(3.422 ป) ถึง 1,900 วัน (5.202 ป) หลงัจากที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาเคลื่อนที่ผานตําแหนงทีเ่กิด
การรบกวนมากที่สุดไปแลว  เนื่องจากวาชวงเวลานี้เปนชวงเวลาที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขา
มาอยูในบริเวณจุดไกลดวงอาทิตย ซึง่ตามกฎวิส-วีวาแลว จะทําใหชวงนี้ดาวเคราะหนอยฮิลดามี
อัตราเร็วนอยกวาชวงเวลาอื่นๆ ในขณะที่ดาวพฤหสับดีก็โคจรเขามาอยูในบริเวณจุดใกลดวง
อาทิตยพอดี  ซึง่จะทําใหชวงนี้ดาวพฤหสับดีมีอัตราเร็วมากกวาชวงเวลาอืน่ๆ  ตามกฎวิส-วีวา 
เชนเดียวกนั ดังรูปที่ 4.26, 4.27 และ 4.28 ดังนัน้ในชวงเวลานีจ้ะทําใหดาวเคราะหนอยฮิลดา
เคลื่อนที่ออกหางจากดาวพฤหัสบดีในอัตราที่นอยมากเมื่อเปรียบเทยีบกับชวงเวลาอื่นๆ ดังรูปที่ 
4.23 ซึ่งจะเหน็ไดวาอัตราการเพิ่มของ P ในชวงเวลานีม้ีคานอย  จึงทําใหการรบกวนดาวเคราะห
นอยฮิลดาที่เกดิจากดาวพฤหัสบดีมีคาเพิม่มากขึน้ แตเมื่อผานชวงเวลานี้ไปแลวอัตราการเพิม่ของ 
P ก็จะมีคาเพิม่มากขึน้ เพราะดาวเคราะหนอยฮิลดาจะเคลื่อนทีท่ิง้หางจากดาวพฤหัสบดีไป ทาํให
การรบกวนดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เกิดจากดาวพฤหัสบดีมีคาลดลงอกีครั้งหนึ่ง 
 
 
ขอเสนอแนะ 
 การนาํผลการคํานวณหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่ไดจากงานวิจัยนี้ไปใช
อางอิงในการกําหนดหลกัมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ นัน้  จะพบวามี
ความคาดเคลือ่นนอยมากเมื่อเปรียบกับขอมูลที่ไดจากนาซา  ทั้งนี้เปนเพราะเรานาํขอมูลที่ไดไป
ใชอางอิงในชวงระยะเวลาทีไ่มหางจากเวลาเริ่มตนที่เรากําหนดมากนกั  แตถาเรานําไปใชอางองิ
ในชวงระยะเวลาทีห่างจากเวลาเริ่มตนมากขึ้น  ความคลาดเคลื่อนก็จะมีคามากขึ้นตามไปดวย  
เนื่องจากในการคํานวณหลกัมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาโดยการใชระเบยีบวิธีเชงิตัว 
เลขนั้น จะมีความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นในทกุๆ ข้ันเวลาของการคํานวณ  ดังนัน้ถาเราตองการขอมูล
ที่มีความถกูตองแมนยาํมากยิ่งขึน้เพื่อนําไปใชอางอิงในการกําหนดหลักมูลทางโคจรของดาว
เคราะหนอยฮลิดาตอไปในอนาคต  เราจะตองปรับเปลีย่นคาหลักมูลทางโคจรเริ่มตนที่จะนาํไปใช
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ในการคํานวณใหเปนปจจุบันมากที่สุด  โดยใชขอมูลที่ไดจากการสงัเกตการณลาสุดตามแหลงขอ 
มูลทางดาราศาสตรตางๆ มาเปนเงื่อนไขเริ่มตนในการคํานวณ 
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ภาคผนวก 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 
ภาคผนวก ก 

 
คาคงที่ทางดาราศาสตรและวันจูเลียน 

 
 
คาคงที่ทางดาราศาสตร [5] 
 
1 หนวยดาราศาสตร (เอย)ู = 1.49597870x1011  เมตร 
1 หนวยมวลของดวงอาทิตย = 1.9891x1030 กิโลกรัม 
1 วัน = 86,400  วินาท ี
1 ป = 365.2425 วัน 
คาคงที่แรงโนมถวงของเกาส (k) = 0.01720209895   
มวลของโลก = 0.000003003 หนวยมวลของดวงอาทิตย 
มวลของดาวพฤหัสบดี = 0.000954791 หนวยมวลของดวงอาทิตย 
มวลของดาวเสาร = 0.000285878 หนวยมวลของดวงอาทิตย 
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วันจูเลียน [10] 
 

บางครั้งมีความจําเปนที่จะตองหาจํานวนวนัและสวนของวันหลังจากจดุเริ่มยุค(epoch)ที่
กําหนดใหจุดหนึง่  นกัดาราศาสตรไดกําหนดจุดเริ่มยุคที่เวลาเทีย่งวนัตามเวลาเฉลี่ยกรีนิช (GMT) 
ของวันที ่1 มกราคม 4,713 ป กอนคริสตกาล   โดยจํานวนของวนัทีล่วงไปนับต้ังแตวันนีเ้รียกวาวัน
จูเลียน(Julian date, JD)  ส่ิงสําคัญพงึสงัเกตวาแตละวันจูเลยีนใหม เร่ิมตนที ่12 ชั่วโมง 00 นาที 
GMT (UT) คร่ึงวนัหลงัจากวนัตามปฏทิิน 
 
การเปลี่ยนวนัที่ปฏิทนิเปนจํานวนวนัจูเลียน 
1. ให y = ป,  m = เดือน, d = วัน 
2. ถา m =1 หรือ 2 ใหลบ 1 จาก y และบวก 12 เขากับ m นอกจากนี้ให y’=y และ m’=m 
3. ถาวนัที่นัน้เปนวนัหลงัจากวนัที ่15 ตุลาคม ค.ศ. 1582 (นั่นคือ ปฏิทินเกรกอเรียน) ใหคํานวณ 

3.1 A = สวนที่เปนจํานวนเต็มของ (y’/100) 
3.2 B = 2-A+สวนที่เปนจาํนวนเต็มของ(A/4)  
นอกเหนือจากกรณีนี้ให B=0 

4. คํานวณ C = สวนที่เปนจํานวนเต็มของ [(365.25)*(y’)] 
5. คํานวณ D = สวนที่เปนจํานวนเต็มของ [(m’+1)*(30.6001)] 
6. หา JD=B+C+D+d+1720994.50  นี่คือจํานวนวันจูเลยีน 
 
การเปลี่ยนจาํนวนวันจเูลยีนเปนวันทีป่ฏิทิน 
1. บวก 0.5 เขากับ JD ให I=สวนที่เปนจํานวนเต็ม และ F=สวนที่เปนทศนิยม 
2. ถา I มากกวา 2299160 ใหคํานวณดงันี ้

2.1 A=สวนที่เปนจํานวนเตม็ของ [(I-1867216.25)/(36524.25)] 
2.2 B=I+1+A-สวนที่เปนจาํนวนเต็มของ (A/4)  
นอกเหนือจากกรณีนี้ให A= I 

3. คํานวณ C=B+1524 
4. คํานวณ D=สวนที่เปนจํานวนเต็มของ [(C-112.1)/(365.25)] 
5. คํานวณ E=สวนที่เปนจํานวนเตม็ของ [D*(365.25)] 
6. คํานวณ G=สวนที่เปนจํานวนเต็มของ [(C-E)/(30.6001)] 
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7. คํานวณ d=C-E+F-สวนที่เปนจํานวนเตม็ของ[G*(30.6001)]  นี่คือวันของเดือน(รวมทัง้
ทศนิยมของวนั) 

8. คํานวณ m=G-1 ถา G นอยกวา 13.5   หรือ   m=G-13 ถา G มากกวา 13.5   นี่คือจํานวนที่
บอกเดือน 

9. คํานวณ y=D-4715 ถา m นอยกวา 2.5   หรือ   y=G-4716 ถา m มากกวา 2.5  นี่คือจํานวน
ที่บอกป (ค.ศ.) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 
ภาคผนวก ข 

 
หลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอย จากฐานขอมูลนาซา  

 
 

No Name Epoch a E i w Ω M 
152 Atala 52200 3.143548 0.071151 12.131040 55.341880 40.149560 181.315409 
153 Hilda 52200 3.971018 0.141795 7.837810 42.896800 228.430580 95.611134 
154 Bertha 52200 3.192921 0.085456 21.033180 152.983090 37.069970 278.875946 
155 Scylla 52200 2.760436 0.273590 11.392290 45.735260 41.133540 151.508591 
156 Xanthippe 52200 2.730338 0.223623 9.755940 337.929900 242.281830 163.669493 
157 Dejanira 52200 2.581792 0.194593 12.154640 46.584770 62.159970 108.505260 
158 Koronis 52200 2.868611 0.055269 1.004970 146.202880 278.674900 355.657896 
159 Aemilia 52200 3.100368 0.111743 6.123940 336.833500 134.363320 315.944970 
160 Una 52200 2.728786 0.067981 3.823020 50.994830 8.894240 44.888989 
161 Athor 52200 2.379217 0.138474 9.048500 293.848780 18.839930 339.821125 
162 Laurentia 52200 3.024367 0.173271 6.085500 111.918800 36.481580 11.696953 
163 Erigone 52200 2.367392 0.190605 4.804450 297.684170 160.378010 259.460972 
164 Eva 52200 2.635274 0.343561 24.486920 283.721620 77.237510 53.914590 
165 Loreley 52200 3.125343 0.081733 11.237360 351.394750 302.678000 238.828401 
166 Rhodope 52200 2.683916 0.213114 12.012670 264.200290 129.128160 106.290746 
167 Urda 52200 2.853429 0.036339 2.207970 125.332110 166.464140 21.290326 
168 Sibylla 52200 3.378859 0.060306 4.614680 165.068430 207.128900 42.703537 
169 Zelia 52200 2.357337 0.132105 5.507420 334.645190 354.862380 220.125968 
170 Maria 52200 2.553090 0.063850 14.411930 158.362750 301.507860 224.411429 
171 Ophelia 52200 3.134712 0.126907 2.544890 58.226200 100.616910 129.552433 
172 Baucis 52200 2.379546 0.114888 10.036920 359.616800 332.142460 165.080706 

 
ตารางที่ ข.1 หลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยที่ JD 2452200 จากฐานขอมูลของนาซา [11] 

 
 































































  

 
ภาคผนวก ง 

 
โปรแกรมทีใ่ชในการคํานวณวงโคจร 

 
 

ง.1 โปรแกรมแปลงหลักมูลทางโคจรเปนตําแหนงและความเร็ว (POSVEL CODE) 
 
/*   Position and Velocity from Orbital Element   */ 
 
#include<stdio.h> 
#include<math.h> 
#include<conio.h> 
main() 
  { 
     FILE   *fn,*fp; 
     double i,O,W,M,E,Ff,e,DFf,Ra,a,EP,Rr,Bb,XB,YB,YP,XP,mu,Pi; 
     double PP[4],QQ[4],r[4],v[4]; 
     int    n; 
 
     clrscr(); 
     Pi=4.0*atan(1.0);       mu=0.0002964; 
 
  /* input orbital element value  */ 
  a=5.2026; 
  e=0.0485; 
  i=1.303; 
  O=100.467; 
  W=273.865; 
  M=42.74749; 
 
  i=i*Pi/180.0; 
  O=O*Pi/180.0; 
  W=W*Pi/180.0; 
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  M=M*Pi/180.0; 
 
 
  E=M; 
   do 
   { 
     Ff=E-e*sin(E)-M; 
     DFf=1.0-e*cos(E); 
     E=E-(Ff/DFf); 
   }while(fabs(Ff)>=1.0e-9); 
 
  Rr=a*(1.0-e*cos(E)); 
  EP=sqrt(mu/a)/Rr; 
  Bb=a*sqrt(1.0-e*e); 
  XB=a*(cos(E)-e); 
  YB=Bb*sin(E); 
  XP=-a*EP*sin(E); 
  YP=+Bb*EP*cos(E); 
 
  PP[1]=+cos(W)*cos(O)-sin(W)*sin(O)*cos(i); 
  PP[2]=+cos(W)*sin(O)+sin(W)*cos(O)*cos(i); 
  PP[3]=+sin(W)*sin(i); 
  QQ[1]=-sin(W)*cos(O)-cos(W)*sin(O)*cos(i); 
  QQ[2]=-sin(W)*sin(O)+cos(W)*cos(O)*cos(i); 
  QQ[3]=+cos(W)*sin(i); 
    for(n=1;n<=3;n++) 
   { 
    r[n]=XB*PP[n]+YB*QQ[n]; 
    v[n]=XP*PP[n]+YP*QQ[n]; 
   } 
   printf("----------------------------------------------------------------------\n"); 
   printf("To recompute the position and velocity elements from the classical elements.\n"); 
   printf("x = %.7lf\t y = %.7lf\t z = %.7lf\n",r[1],r[2],r[3]); 
   printf("Vx= %.7lf\t Vy= %.7lf\t Vz= %.7lf\n",v[1],v[2],v[3]); 
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   fp=fopen("outJupiter.dat","w"); 
 
   fprintf(fp,"----------------------------------------------------------------------\n"); 
   fprintf(fp,"To recompute the position and velocity elements from the classical elements.\n"); 
   fprintf(fp,"x = %.7lf\t y = %.7lf\t z = %.7lf\n",r[1],r[2],r[3]); 
   fprintf(fp,"Vx= %.7lf\t Vy= %.7lf\t Vz= %.7lf\n",v[1],v[2],v[3]); 
 
   getch(); 
   return(0); 
  fclose(fp); 
} 
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ง.2 โปรแกรมคํานวณโดยใชระเบียบวธิีโคเวลล (COWELL CODE) 
 
/* ==============  Program Description  ============= */ 
/*   program name : HILDA Orbital                     */ 
/*   Solve N-Body Problem by THE METHOD OF COWELL     */ 
/* ================================================== */ 
 
#include<stdio.h> 
#include<graphics.h> 
#include<math.h> 
 
#define  K      0.01720209895   /* Gaussian Gravitational Constant */ 
#define  M      0.00000000000   /*  Hilda  Mass      */ 
#define  N      1000           /*  NUMBER of Position   */ 
 
double MG(double X, double Y, double Z) 
{    return  fabs(X*X)+fabs(Y*Y)+fabs(Z*Z);   } 
 
 
double F(double Vk) 
{   return  Vk;   } 
 
double G(double Rk, double R, double ak) 
{   return  -(1.+M)*Rk/sqrt(R*R*R) + ak;    } 
 
double Ak(double Mq, double Rqk, double Rq, double Rk, double R) 
{   return  Mq*((Rqk-Rk)/(fabs(Rq-R)*fabs(Rq-R)*fabs(Rq-R)) - Rqk/sqrt(Rq*Rq*Rq));     } 
 
double Gq(double Mq, double Rk, double R) 
{   return  -(1.+Mq)*Rk/sqrt(R*R*R);    } 
 
 
 
 



  
123

main() 
 
{   double  x[N+2],y[N+2],z[N+2],R[N+2]; 
    double  vx[N+2],vy[N+2],vz[N+2]; 
    double  t, dt, h; 
 
    double  MJ,xJ,yJ,zJ,RJ; 
    double  VxJ,VyJ,VzJ; 
 
    double  MS,xS,yS,zS,RS; 
    double  VxS,VyS,VzS; 
 
    double   Perturb_X, Perturb_Y, Perturb_Z; 
 
    double  Fx1,Fy1,Fz1,Fx2,Fy2,Fz2,Fx3,Fy3,Fz3,Fx4,Fy4,Fz4,Fx5,Fy5,Fz5,Fx6,Fy6,Fz6; 
    double  Gx1,Gy1,Gz1,Gx2,Gy2,Gz2,Gx3,Gy3,Gz3,Gx4,Gy4,Gz4,Gx5,Gy5,Gz5,Gx6,Gy6,Gz6; 
 
    int     i; 
    FILE    *fp; 
 
    fp=fopen("result.dat","w"); 
 
    printf("\n  ******  Solve COWELL METHOD for Hilda Orbit by RK5 ****** \n"); 
 
    t=2451800.50;           /*  intial epoch time (JD)   */ 
    dt=1.0;                 /*  time  step        (Days) */ 
 
    h=K*dt; 
 
    /* initial Position of Celestial Body */ 
       x[0]=3.12451860;     y[0]=-1.7769875;    z[0]=0.4816729; 
 
    /* initial Velocity of Celestial Body */ 
       vx[0]=0.0055728/K;  vy[0]=0.00760160/K;  vz[0]=-0.00012050/K; 
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    /*  PERTURBATING  BODIES   */ 
 /*  Jupiter  */ 
  MJ=0.000954791; 
 xJ=2.5523219;       yJ=4.3203644;      zJ=-0.0749404; 
       VxJ=-0.00659510/K;  VyJ=0.00419990/K;  VzJ=0.00013020/K; 
 
 /*  Saturn   */ 
  MS=0.000285878; 
 xS=5.2532725;       yS=7.4566575;      zS=-0.3392483; 
       VxS=-0.00486520/K;  VyS=0.00319930/K;  VzS=0.0001379/K; 
 
 
  for (i=0;i<=N;i++) { 
 
 R[i]=MG(x[i],y[i],z[i]); 
 RJ=MG(xJ,yJ,zJ); 
 RS=MG(xS,yS,zS); 
 
      Perturb_X=Ak(MJ,xJ,RJ,x[i],R[i])+Ak(MS,xS,RS,x[i],R[i]); 
      Perturb_Y=Ak(MJ,yJ,RJ,y[i],R[i])+Ak(MS,yS,RS,y[i],R[i]); 
      Perturb_Z=Ak(MJ,zJ,RJ,z[i],R[i])+Ak(MS,zS,RS,z[i],R[i]); 
 
printf("\nT[%d]=%.2lf:   x=%.7lf  y=%.7lf  z=%.7lf   R=%.7lf", 
     i,t,x[i],y[i],z[i],sqrt(R[i])); 
printf("\n                 vx=%.7lf  vy=%.7lf  vz=%.7lf   V=%.7lf", 
     vx[i],vy[i],vz[i],sqrt(MG(vx[i],vy[i],vz[i]))); 
fprintf(fp,"\nT[%d]=%.2lf:   x=%.7lf  y=%.7lf  z=%.7lf   R=%.7lf", 
     i,t,x[i],y[i],z[i],sqrt(R[i])); 
fprintf(fp,"\n                 vx=%.7lf  vy=%.7lf  vz=%.7lf   V=%.7lf", 
     vx[i],vy[i],vz[i],sqrt(MG(vx[i],vy[i],vz[i]))); 
 
       /*     STEP 1   */ 
     Fx1=h*F(vx[i]); 
     Fy1=h*F(vy[i]); 
     Fz1=h*F(vz[i]); 
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     Gx1=h*G(x[i],R[i],Perturb_X); 
     Gy1=h*G(y[i],R[i],Perturb_Y); 
     Gz1=h*G(z[i],R[i],Perturb_Z); 
 
       /*    STEP 2   */ 
     Fx2=h*F(vx[i]+Gx1/4.); 
     Fy2=h*F(vy[i]+Gy1/4.); 
     Fz2=h*F(vz[i]+Gz1/4.); 
 
     Gx2=h*G(x[i]+Fx1/4.,R[i],Perturb_X); 
     Gy2=h*G(y[i]+Fy1/4.,R[i],Perturb_Y); 
     Gz2=h*G(z[i]+Fz1/4.,R[i],Perturb_Z); 
 
 /*   STEP 3   */ 
     Fx3=h*F(vx[i]+Gx1/8.+Gx2/8.); 
     Fy3=h*F(vy[i]+Gy1/8.+Gy2/8.); 
     Fz3=h*F(vz[i]+Gz1/8.+Gz2/8.); 
 
     Gx3=h*G(x[i]+Fx1/8.+Fx2/8.,R[i],Perturb_X); 
     Gy3=h*G(y[i]+Fy1/8.+Fy2/8.,R[i],Perturb_Y); 
     Gz3=h*G(z[i]+Fz1/8.+Fz2/8.,R[i],Perturb_Z); 
 
  /*   STEP 4   */ 
     Fx4=h*F(vx[i]-Gx2/2.+Gx3); 
     Fy4=h*F(vy[i]-Gy2/2.+Gy3); 
     Fz4=h*F(vz[i]-Gz2/2.+Gz3); 
 
     Gx4=h*G(x[i]-Fx2/2.+Fx3,R[i],Perturb_X); 
     Gy4=h*G(y[i]-Fy2/2.+Fy3,R[i],Perturb_Y); 
     Gz4=h*G(z[i]-Fz2/2.+Fz3,R[i],Perturb_Z); 
 
  /*   STEP 5   */ 
     Fx5=h*F(vx[i]+3.*Gx1/16.+9.*Gx4/16.); 
     Fy5=h*F(vy[i]+3.*Gy1/16.+9.*Gy4/16.); 



  
126

     Fz5=h*F(vz[i]+3.*Gz1/16.+9.*Gz4/16.); 
 
     Gx5=h*G(x[i]+3.*Fx1/16.+9.*Fx4/16.,R[i],Perturb_X); 
     Gy5=h*G(y[i]+3.*Fy1/16.+9.*Fy4/16.,R[i],Perturb_Y); 
     Gz5=h*G(z[i]+3.*Fz1/16.+9.*Fz4/16.,R[i],Perturb_Z); 
 
 /*   STEP 6    */ 
    Fx6=h*F(vx[i]-(3.*Gx1-2.*Gx2-12.*Gx3+12.*Gx4-8.*Gx5)/7.); 
    Fy6=h*F(vy[i]-(3.*Gy1-2.*Gy2-12.*Gy3+12.*Gy4-8.*Gy5)/7.); 
    Fz6=h*F(vz[i]-(3.*Gz1-2.*Gz2-12.*Gz3+12.*Gz4-8.*Gz5)/7.); 
 
    Gx6=h*G(x[i]-(3.*Fx1-2.*Fx2-12.*Fx3+12.*Fx4-8.*Fx5)/7.,R[i],Perturb_X); 
    Gy6=h*G(y[i]-(3.*Fy1-2.*Fy2-12.*Fy3+12.*Fy4-8.*Fy5)/7.,R[i],Perturb_Y); 
    Gz6=h*G(z[i]-(3.*Fz1-2.*Fz2-12.*Fz3+12.*Fz4-8.*Fz5)/7.,R[i],Perturb_Z); 
 
 
 /*    Solution    */ 
 
  x[i+1]=x[i]+(7.*Fx1+32.*Fx3+12.*Fx4+32.*Fx5+7.*Fx6)/90.; 
  y[i+1]=y[i]+(7.*Fy1+32.*Fy3+12.*Fy4+32.*Fy5+7.*Fy6)/90.; 
  z[i+1]=z[i]+(7.*Fz1+32.*Fz3+12.*Fz4+32.*Fz5+7.*Fz6)/90.; 
 
  vx[i+1]=vx[i]+(7.*Gx1+32.*Gx3+12.*Gx4+32.*Gx5+7.*Gx6)/90.; 
  vy[i+1]=vy[i]+(7.*Gy1+32.*Gy3+12.*Gy4+32.*Gy5+7.*Gy6)/90.; 
  vz[i+1]=vz[i]+(7.*Gz1+32.*Gz3+12.*Gz4+32.*Gz5+7.*Gz6)/90.; 
 
 /* -------------------------------------------------------- */ 
 
  t+=dt; 
 
      /*  Calculation of Perturbation Body (Jupiter)  */ 
 /*     STEP 1   */ 
     Fx1=h*F(VxJ); 
     Fy1=h*F(VyJ); 
     Fz1=h*F(VzJ); 
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     Gx1=h*Gq(MJ,xJ,RJ); 
     Gy1=h*Gq(MJ,yJ,RJ); 
     Gz1=h*Gq(MJ,zJ,RJ); 
 
              /*    STEP 2   */  
     Fx2=h*F(VxJ+Gx1/4.); 
     Fy2=h*F(VyJ+Gy1/4.); 
     Fz2=h*F(VzJ+Gz1/4.); 
 
     Gx2=h*Gq(MJ,xJ+Fx1/4.,RJ); 
     Gy2=h*Gq(MJ,yJ+Fy1/4.,RJ); 
     Gz2=h*Gq(MJ,zJ+Fz1/4.,RJ); 
 
 /*   STEP 3   */ 
     Fx3=h*F(VxJ+Gx1/8.+Gx2/8.); 
     Fy3=h*F(VyJ+Gy1/8.+Gy2/8.); 
     Fz3=h*F(VzJ+Gz1/8.+Gz2/8.); 
 
     Gx3=h*Gq(MJ,xJ+Fx1/8.+Fx2/8.,RJ); 
     Gy3=h*Gq(MJ,yJ+Fy1/8.+Fy2/8.,RJ); 
     Gz3=h*Gq(MJ,zJ+Fz1/8.+Fz2/8.,RJ); 
 
  /*   STEP 4   */ 
     Fx4=h*F(VxJ-Gx2/2.+Gx3); 
     Fy4=h*F(VyJ-Gy2/2.+Gy3); 
     Fz4=h*F(VzJ-Gz2/2.+Gz3); 
 
     Gx4=h*Gq(MJ,xJ-Fx2/2.+Fx3,RJ); 
     Gy4=h*Gq(MJ,yJ-Fy2/2.+Fy3,RJ); 
     Gz4=h*Gq(MJ,zJ-Fz2/2.+Fz3,RJ); 
 
  /*   STEP 5   */ 
     Fx5=h*F(VxJ+3.*Gx1/16.+9.*Gx4/16.); 
     Fy5=h*F(VyJ+3.*Gy1/16.+9.*Gy4/16.); 
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     Fz5=h*F(VzJ+3.*Gz1/16.+9.*Gz4/16.); 
 
     Gx5=h*Gq(MJ,xJ+3.*Fx1/16.+9.*Fx4/16.,RJ); 
     Gy5=h*Gq(MJ,yJ+3.*Fy1/16.+9.*Fy4/16.,RJ); 
     Gz5=h*Gq(MJ,zJ+3.*Fz1/16.+9.*Fz4/16.,RJ); 
 
  /*   STEP 6    */ 
    Fx6=h*F(VxJ-(3.*Gx1-2.*Gx2-12.*Gx3+12.*Gx4-8.*Gx5)/7.); 
    Fy6=h*F(VyJ-(3.*Gy1-2.*Gy2-12.*Gy3+12.*Gy4-8.*Gy5)/7.); 
    Fz6=h*F(VzJ-(3.*Gz1-2.*Gz2-12.*Gz3+12.*Gz4-8.*Gz5)/7.); 
 
    Gx6=h*Gq(MJ,xJ-(3.*Fx1-2.*Fx2-12.*Fx3+12.*Fx4-8.*Fx5)/7.,RJ); 
    Gy6=h*Gq(MJ,yJ-(3.*Fy1-2.*Fy2-12.*Fy3+12.*Fy4-8.*Fy5)/7.,RJ); 
    Gz6=h*Gq(MJ,zJ-(3.*Fz1-2.*Fz2-12.*Fz3+12.*Fz4-8.*Fz5)/7.,RJ); 
 
 /*   Solution  of Jupiter Orbit  */ 
 
  xJ=xJ+(7.*Fx1+32.*Fx3+12.*Fx4+32.*Fx5+7.*Fx6)/90.; 
  yJ=yJ+(7.*Fy1+32.*Fy3+12.*Fy4+32.*Fy5+7.*Fy6)/90.; 
  zJ=zJ+(7.*Fz1+32.*Fz3+12.*Fz4+32.*Fz5+7.*Fz6)/90.; 
 
  VxJ=VxJ+(7.*Gx1+32.*Gx3+12.*Gx4+32.*Gx5+7.*Gx6)/90.; 
  VyJ=VyJ+(7.*Gy1+32.*Gy3+12.*Gy4+32.*Gy5+7.*Gy6)/90.; 
  VzJ=VzJ+(7.*Gz1+32.*Gz3+12.*Gz4+32.*Gz5+7.*Gz6)/90.; 
 
printf("\n                 xJ=%.7lf  yJ=%.7lf  zJ=%.7lf   RJ=%.7lf",xJ,yJ,zJ,sqrt(MG(xJ,yJ,zJ))); 
fprintf(fp,"\n                 xJ=%.7lf  yJ=%.7lf  zJ=%.7lf   RJ=%.7lf",xJ,yJ,zJ,sqrt(MG(xJ,yJ,zJ))); 
  /* ------------------ End of Jupiter orbit Routine ------------------- */ 
 
 
     /*  Calculation of Perturbation Body (Saturn)  */ 
 /*     STEP 1   */ 
     Fx1=h*F(VxS); 
     Fy1=h*F(VyS); 
     Fz1=h*F(VzS); 
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     Gx1=h*Gq(MS,xS,RS); 
     Gy1=h*Gq(MS,yS,RS); 
     Gz1=h*Gq(MS,zS,RS); 
 
       /*    STEP 2   */ 
     Fx2=h*F(VxS+Gx1/4.); 
     Fy2=h*F(VyS+Gy1/4.); 
     Fz2=h*F(VzS+Gz1/4.); 
 
     Gx2=h*Gq(MS,xS+Fx1/4.,RS); 
     Gy2=h*Gq(MS,yS+Fy1/4.,RS); 
     Gz2=h*Gq(MS,zS+Fz1/4.,RS); 
 
 /*   STEP 3   */ 
     Fx3=h*F(VxS+Gx1/8.+Gx2/8.); 
     Fy3=h*F(VyS+Gy1/8.+Gy2/8.); 
     Fz3=h*F(VzS+Gz1/8.+Gz2/8.); 
 
     Gx3=h*Gq(MS,xS+Fx1/8.+Fx2/8.,RS); 
     Gy3=h*Gq(MS,yS+Fy1/8.+Fy2/8.,RS); 
     Gz3=h*Gq(MS,zS+Fz1/8.+Fz2/8.,RS); 
 
  /*   STEP 4   */ 
     Fx4=h*F(VxS-Gx2/2.+Gx3); 
     Fy4=h*F(VyS-Gy2/2.+Gy3); 
     Fz4=h*F(VzS-Gz2/2.+Gz3); 
 
     Gx4=h*Gq(MS,xS-Fx2/2.+Fx3,RS); 
     Gy4=h*Gq(MS,yS-Fy2/2.+Fy3,RS); 
     Gz4=h*Gq(MS,zS-Fz2/2.+Fz3,RS); 
 
  /*   STEP 5   */ 
     Fx5=h*F(VxS+3.*Gx1/16.+9.*Gx4/16.); 
     Fy5=h*F(VyS+3.*Gy1/16.+9.*Gy4/16.); 
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     Fz5=h*F(VzS+3.*Gz1/16.+9.*Gz4/16.); 
 
     Gx5=h*Gq(MS,xS+3.*Fx1/16.+9.*Fx4/16.,RS); 
     Gy5=h*Gq(MS,yS+3.*Fy1/16.+9.*Fy4/16.,RS); 
     Gz5=h*Gq(MS,zS+3.*Fz1/16.+9.*Fz4/16.,RS); 
 
 /*   STEP 6    */ 
    Fx6=h*F(VxS-(3.*Gx1-2.*Gx2-12.*Gx3+12.*Gx4-8.*Gx5)/7.); 
    Fy6=h*F(VyS-(3.*Gy1-2.*Gy2-12.*Gy3+12.*Gy4-8.*Gy5)/7.); 
    Fz6=h*F(VzS-(3.*Gz1-2.*Gz2-12.*Gz3+12.*Gz4-8.*Gz5)/7.); 
 
    Gx6=h*Gq(MS,xS-(3.*Fx1-2.*Fx2-12.*Fx3+12.*Fx4-8.*Fx5)/7.,RS); 
    Gy6=h*Gq(MS,yS-(3.*Fy1-2.*Fy2-12.*Fy3+12.*Fy4-8.*Fy5)/7.,RS); 
    Gz6=h*Gq(MS,zS-(3.*Fz1-2.*Fz2-12.*Fz3+12.*Fz4-8.*Fz5)/7.,RS); 
 
 /*   Solution  of Saturn Orbit  */ 
 
  xS=xS+(7.*Fx1+32.*Fx3+12.*Fx4+32.*Fx5+7.*Fx6)/90.; 
  yS=yS+(7.*Fy1+32.*Fy3+12.*Fy4+32.*Fy5+7.*Fy6)/90.; 
  zS=zS+(7.*Fz1+32.*Fz3+12.*Fz4+32.*Fz5+7.*Fz6)/90.; 
 
  VxS=VxS+(7.*Gx1+32.*Gx3+12.*Gx4+32.*Gx5+7.*Gx6)/90.; 
  VyS=VyS+(7.*Gy1+32.*Gy3+12.*Gy4+32.*Gy5+7.*Gy6)/90.; 
  VzS=VzS+(7.*Gz1+32.*Gz3+12.*Gz4+32.*Gz5+7.*Gz6)/90.; 
 
printf("\n                 xS=%.7lf  yS=%.7lf  zS=%.7lf   RS=%.7lf",xS,yS,zS,sqrt(MG(xS,yS,zS))); 
fprintf(fp,"\n                 xS=%.7lf  yS=%.7lf  zS=%.7lf   RS=%.7lf",xS,yS,zS,sqrt(MG(xS,yS,zS))); 
  /* ------------------End of Saturn orbit loop ------------------- */ 
 } 
 
    getch(); 
    return(0); 
} 
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ง.3 โปรแกรมแปลงตําแหนงและความเร็วเปนหลักมูลทางโคจร (CLASSEL CODE) 
 
/*  Orbital Element from Position and Velocity */ 
 
#include<stdio.h> 
#include<math.h> 
#include<conio.h> 
 
#define    k     0.01720209895 
#define    Q1    0.01745329252     /*  Convert Degree to Radian (PI/180)   */ 
#define    mu    0.0002964 
 
double Dot(double a[4],double b[4]) 
{   return  a[1]*b[1]+a[2]*b[2]+a[3]*b[3];  } 
 
main() 
{ 
  FILE   *fp; 
  double h[4],r[4],v[4],N[4],hh,NN,HH,srr,rv,V; 
  double ee,tt,T,er[4],P,O,qq,nn,TT,fbt; 
  double W,I,a,e,xb,yb,b,cx,sx,X,M,E; 
  int i; 
 
  /*  input  position   x,y,z    */ 
  //r[1]=2.432658; 
  //r[2]=4.394313; 
  //r[3]=-0.07256947; 
  /*  input  velocity  vx,vy,vz  */ 
  //v[1]=-0.00670014; 
  //v[2]=0.004016218; 
  //v[3]=0.0001332668; 
 
   fp=fopen("data.dat","r"); 
   fscanf(fp,"  %lf %lf %lf %lf %lf %lf", 
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   &r[1],&r[2],&r[3],&v[1],&v[2],&v[3]); 
 
  //tt=2451818.5; 
 
  h[1]=r[2]*v[3]-r[3]*v[2]; 
  h[2]=r[3]*v[1]-r[1]*v[3]; 
  h[3]=r[1]*v[2]-r[2]*v[1]; 
  hh=Dot(h,h); 
  HH=sqrt(hh); 
 
  N[1]=-h[2];     N[2]=h[1];     N[3]=0.0; 
  NN=sqrt(Dot(N,N)); 
 
  srr=sqrt(Dot(r,r)); 
  //V=Dot(v,v); 
  a=1.0/((2.0/srr)-(Dot(v,v)/mu)); 
  for(i=1;i<=3;i++)  { 
     er[i]=((Dot(v,v)/mu - 1.0/srr)*r[i])-((Dot(r,v)/mu)*v[i]); 
   } 
  e=sqrt(Dot(er,er)); 
  O=acos(N[1]/NN)/Q1;   if(N[2]<0.0)  O=360.0-O; 
  I=acos(h[3]/HH)/Q1; 
  W=acos(Dot(N,er)/(NN*e))/Q1;  if(er[3]<0.0)   W=360.0-W; 
 
 
  /* Modify in Orbital Plane for find E & M   */ 
  P=hh/mu; 
  xb=(P-srr)/e; 
  yb=Dot(r,v)*sqrt(P/mu)/e; 
  b=a*sqrt(1.0-e*e); 
  cx=xb/a+e; 
  sx=yb/b; 
   if(fabs(sx)<=0.707107)   X=asin(fabs(sx)); 
   if(fabs(cx)<=0.707107)   X=acos(fabs(cx)); 
   if(cx>=0.0 && sx>=0.0)   X=X; 
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   if(cx<0.0 && sx>=0.0)    X=180.0*Q1-X; 
   if(cx<0.0 && sx<0.0)     X=180.0*Q1+X; 
   if(cx>=0.0 && sx<0.0)    X=360.0*Q1-X; 
 
  M=(X-e*sx)/Q1; 
  //E=acos((xb/a)+e)/Q1; 
  nn=k*sqrt(mu/(a*a*a)); 
  qq=a*(1+e); 
 
  TT=tt-(M*Q1/nn); 
  fbt=tt-TT; 
 
  printf("The classical elements of orbit: \n"); 
  printf("a= %.7lf\n",a); 
  printf("e= %.7lf\n",e); 
  printf("i= %.7lf\n",I); 
  printf("O= %.7lf\n",O); 
  printf("w= %.7lf\n",W); 
  printf("M= %.7lf\n",M); 
  //printf("E= %.7lf\n",E); 
  //printf("T= %.7lf\n",TT); 
  //printf("qq= %.7lf\n",qq); 
  //printf("Time elapse= %.7lf\n",fbt); 
 
getch(); 
return(0); 
} 
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ประวัติผูเขยีนวิทยานิพนธ 

 
               นายสาม ศรีสุโร เกิดเมื่อวนัที ่27 มีนาคม พ.ศ..2517 ที่จังหวัดนครราชสมีา  สําเร็จการ 
ศึกษาปริญญาตรีวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิศวกรรมอิเล็กทรอนิกส  จากภาควิชาวิศวกรรม 
อิเล็กทรอนกิส คณะวิศวกรรมศาสตร สถาบันเทคโนโลยพีระจอมเกลา เจาคุณทหารลาดกระบัง ใน
ปการศึกษา 2538  และเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิทยาศาสตรมหาบณัฑิต สาขาวชิาฟสิกส ที่ภาค 
วิชาฟสิกส  คณะวิทยาศาสตร  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั  เมื่อปการศึกษา 2541 
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