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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 
โดยทั่วไปปญหาตางๆทางวิศวกรรมศาสตรมักเกิดขึ้นในโดเมนที่มีรูปรางลักษณะที่

ซับซอน ยกตัวอยางเชน การไหลของอากาศผานปกเครื่องบิน การไหลของน้ําผานวาลว การ
กระจายอุณหภูมิในครีบระบายความรอน ความเคนของใบพัดเครื่องยนตกังหันกาซ การนําความ
รอนในกระบอกสูบเครื่องยนต และการไหลของอากาศภายในหอง เปนตน การศึกษาและการ
วิเคราะหปญหาที่มีรูปรางลักษณะซับซอนเหลานี้ไมสามารถทําไดโดยวิธี ทางคณิตศาสตรช้ันสูง
เพื่อหาผลเฉลยแมนตรง (exact solution) ได ดังนั้น ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method) 

(เชน วิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite difference method) วิธีไฟไนตวอลุม (Finite volume 

method) และวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite element method) เปนตน) จึงมีบทบาทเปนอยางมาก
ในการแกปญหาตางๆที่มีรูปรางลักษณะซับซอนเหลานี้ ทั้งนี้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแตละวิธีนั้นตางก็
ออกแบบมาใหมีขั้นตอนการคํานวณหาผลเฉลยที่แตกตางกันตามความเหมาะสมของแตละลักษณะ
ทางกายภาพของปญหา เราจึงควรเลือกระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใหเหมาะสมกับปญหาที่ทําการ
พิจารณา 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่นิยมนํามาใชแกปญหาท่ีมีรูปราง
ลักษณะที่ซับซอนเนื่องจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถจําลองรูปรางลักษณะที่ซับซอนโดย
ใชเอลิเมนตไดหลากหลายรูปแบบ จึงใหผลการคํานวณที่แมนยํา อยางไรก็ตาม ระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตมีขอเสียคือมีขั้นตอนการหาผลเฉลยที่ซับซอนยากแกการทําความเขาใจ  

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแตเดิมนั้นไมนิยมนํามาใชในการแกปญหาที่มีรูปรางลักษณะที่
ซับซอนเนื่องจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมจะทําการคํานวณบนพิกัดมาตรฐาน (conventional 

coordinates) เชน พิกัดคารทีเซียน (Cartesian coordinates) พิกัดทรงกระบอก (cylindrical 

coordinates) และพิกัดทรงกลม (spherical coordinates) จึงทําใหผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณ
ไมแมนยํา ซ่ึงเปนขอจํากัดที่สําคัญของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม แตในปจจุบันขอจํากัดของระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมในเรื่องรูปรางลักษณะที่ซับซอนไดลดลง โดยการนําระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมา
คํานวณบนพิกัดกระชับขอบเขต (body-fitted coordinates) จึงทําใหผลเฉลยจากการคํานวณมี
ความแมนยํามากขึ้น ซ่ึงวิธีนี้เปนทางเลือกหนึ่งที่ดีสําหรับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและเปนวิธีที่ถูก
เลือกนํามาใชในวิทยานิพนธนี้ 
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พิจารณารูปรางของโดเมนที่มีลักษณะซับซอนดังรูปที่ 1.1 ซ่ึงสามารถจําลองโดเมน
ดังกลาวโดยการใชกริดแบบ structured ที่มีรูปรางลักษณะตางๆกันได 4 วิธีดังนี้ Melaaen 
(1990) 

 
1. กริดที่มีลักษณะเปนขั้นบันได (stepwise) 

2. กริดที่มีลักษณะซอนทับกัน (Chimera) หรือกริดแบบผสม (composite) 

3. กริดที่มีลักษณะโคงแบบตั้งฉากกัน (orthogonal curvilinear) 

4. กริดที่มีลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกัน (non-orthogonal curvilinear) 
 

ลักษณะของกริดทั้ง 4 แบบมีขอดีและขอเสียแตกตางกันดังตอไปนี้ 
กริดที่มีลักษณะเปนขั้นบันได (stepwise) ดังรูปที่ 1.1 (ก) เปนกริดที่ถูกสรางขึ้นโดยใช

พิกัดคารทีเซียน ซ่ึงกริดแบบขั้นบันไดนี้สามารถสรางไดโดยงายดวยการวางกริดเรียงขึ้นไปตาม
ขอบโคงตรงๆ ซ่ึง กริดแบบนี้จะใชหนวยความจําไมมากนัก นอกจากนี้ยังมีจํานวนพจนในสมการ
ครอบคลุมนอยและมีขั้นตอนการดิสครีไทซงายและตรงไปตรงมา อยางไรก็ตาม กริดแบบ
ขั้นบันไดนี้จะใหผลลัพธที่ไมแมนยําอันเนื่องมาจากกริดที่อยูบริเวณขอบโคงจะวางตัวอยูทั้งในและ
นอกโดเมน ซ่ึงกริดบริเวณนี้จะไมสามารถนํามาทําการคํานวณได ทําใหสูญเสียพื้นที่หนวยความจํา 
นอกจากนี้กริดแบบขั้นบันไดนี้ยังไมสามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดได โดยกริดที่ละเอยีด
ในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูงจะสงผลกระทบทําใหกริดในบริเวณอ่ืนที่มีการ
เปล่ียนแปลงของผลเฉลยต่ํามีความละเอียดไปดวย ทําใหตองใชเวลาในการคํานวณมากขึ้น ดังนั้น 
กริดที่มีลักษณะเปนขั้นบันได (stepwise) นี้จึงถือไดวาไมเหมาะสมในการนํามาใชแกปญหาที่มี
รูปรางลักษณะซับซอน 

 

 
(ก) 

 
รูปที่ 1.1 กริดที่สรางโดย (ก) วิธี stepwise และ (ข) วิธีChimera 

 

(ข) 



 3

กริดที่มีลักษณะซอนทับกัน (Chimera) หรือกริดแบบผสม (composite) เปนกริดที่สราง
ใหมีการวางซอนทับกันเล็กนอยบริเวณขอบโคงระหวางกริดแบบสี่เหล่ียมที่สรางบนพิกัดคารที
เซียนและกริดแบบโคงที่สรางบนพิกัดทรงกระบอก ดังรูปที่ 1.1 (ข) กริดแบบซอนทับกันนี้จะ
ใหผลเฉลยที่แมนยํามากกวากริดแบบขั้นบันได แตผลเฉลยที่ไดจะแยกออกจากกันไปตามแตละ
แบบของกริด ซ่ึงทําใหขั้นตอนการคํานวณยุงยากเนื่องจากตองนําผลเฉลยที่ไดมาทําการประมาณ
ในชวง (interpolation) นอกจากนี้ ยังตองปรับโปรแกรมใหมสําหรับในแตละปญหา  อยางไรก็
ตาม กริดแบบซอนทับกันนี้เหมาะสมกับปญหาที่วัตถุมีการเคลื่อนที่ ทําไดโดยการแบงกริดสวน
หนึ่งใหเคลื่อนที่ตามวัตถุและกริดสวนที่เหลืออยูกับที่ 

กริดที่มีลักษณะโคงแบบตั้งฉากกันเปนกริดที่ถูกสรางขึ้นโดยใชพิกัดกระชับขอบเขตแบบ
โคงตั้งฉากกัน (orthogonal curvilinear coordinates) ดังรูปที่ 1.2 (ก) กริดแบบโคงตั้งฉากกันนี้
จะมีขั้นตอนการคํานวณที่ยุงยากและใชเวลามากกวากริดบนพิกัดทั่วไป (regular coordinates) แต
ดวยคุณสมบัติที่ตั้ งฉาก  (orthogonality) จึงทํ าใหการคํ านวณเงื่ อนไขขอบเขตง ายและ
ตรงไปตรงมา นอกจากนี้ ผลลัพธที่ไดจะแมนยํามากกวากริดที่สรางโดยใชพิกัดทั่วไป อยางไรก็ตาม 
ถึงแมวาการควบคุมการกระจายตัวของเสนกริดจะดีขึ้น แตกริดบริเวณที่เปนมุมก็ยังคงหยาบเกินไป
อันเนื่องมาจากขอจํากัดของกริดที่จะตองตั้งฉากกัน (orthogonality constraint) ทําใหผลลัพธ
คลาดเคลื่อนมากในกรณีที่บริเวณมุมนั้นมีการเปลี่ยนแปลงสูง และเสียเวลาในการคํานวณเนื่องจาก
การกระจุกตัวกันของกริดในบริเวณอื่นที่ไมตองการความละเอียดอีกดวย 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 1.2 กริดที่สรางบนพิกดักระชับขอบเขต (ก) แบบตัง้ฉากและ (ข) แบบไมตั้งฉาก  
 

กริดที่มีลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกันเปนกริดที่ถูกสรางโดยใชพิกัดกระชับขอบเขตแบบ
โคงไมตั้งฉากกัน (non-orthogonal curvilinear coordinates) ดังรูปที่ 1.2 (ข) กริดแบบโคงไม
ตั้งฉากกันนี้มีขั้นตอนการสรางกริดงายและใชเวลานอยกวากริดแบบโคงตั้งฉากเนื่องจากไมมี
ขอจํากัดของกริดที่จะตองตั้งฉากกัน (orthogonality constraint) นอกจากนั้นกริดแบบนี้ยังมี
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ความยืดหยุนสูงจึงสามารถโคงไปตามรูปรางทุกประเภทได และสามารถสรางเสนกริดใหตัดกันที่
มุมของรูปรางได จึงใหผลการคํานวณแมนยําเนื่องจากเก็บรายละเอียดของรูปรางไดดี และสามารถ
ควบคุมการกระจายใหอยูเฉพาะในบริเวณที่สนใจไดทําใหไมสูญเสียพื้นที่การคํานวณไปในบริเวณ
ที่ไมตองการความละเอียด สวนขอเสียของพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากก็คือ สมการ
ครอบคลุมของปญหามีความซับซอนและจํานวนพจนในสมการครอบคลุมเพิ่มขึ้นเนื่องจากความ
ไมตั้งฉาก  

สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับพิกัดกระชับขอบเขตแบบ
โคงไมตั้งฉากในการแกปญหารูปรางที่ซับซอน สําหรับปญหาที่เลือกมาใชรวมกับวิธีนี้คือปญหา
การนําความรอน เนื่องจากปญหาการนําความรอนเปนปญหาพื้นฐานและมีจํานวนพจนในสมการ
ครอบคลุมนอย สําหรับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากนี้
สามารถประยุกตใชกับปญหาอื่นๆในรูปรางที่ซับซอนได อาทิเชน ปญหาการไหล ปญหาการเผา
ไหม ปญหาเกี่ยวกับปฎิกิริยาเคมี เปนตน 

การแกปญหาในรูปรางที่ซับซอนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขต
แบบโคงไมตั้งฉากมี 4 ขั้นตอนหลักคือ การสรางกริด การแปลงพิกัด การดิสครีไทซ และการแก
ระบบสมการเชิงพีชคณิต ในสวนแรกคือข้ันตอนของการสรางกริดเพื่อแบงโดเมนออกเปนปริมาตร
ควบคุมเล็กๆนั้น  จะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยวิธีเชิงพีชคณิตจากนั้นจึงปรับกริดใหมีความ
สม่ําเสมอดวยวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ขั้นตอนที่สองคือการแปลงสมการ
ครอบคลุมและเงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนใหเปนพิกัดกระชับขอบเขต ขั้นตอนตอมาคือ
การดิสครีไทซสมการครอบคลุมดวยวิธีไฟไนตวอลุมโดยการอินทิเกรตบนปริมาตรควบคุม ซ่ึงเปน
การแปลงสมการเชิงอนุพันธใหเปนสมการเชิงพีชคณิต สวนขั้นตอนสุดทายคือการแกระบบสมการ
เชิงพีชคณิตดวยวิธี TDMA ซ่ึงจะไดผลเฉลยของปญหาออกมา  

  
1.2 การศึกษาผลงานวิจัยท่ีผานมา 
 
 สําหรับผลงานวิจัยที่ผานมาจะแบงการศึกษาออกเปน 4 หัวขอยอยดวยกันคือ การศึกษา
งานวิจัยที่เกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขต การศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวกับการสรางกริด การศึกษา
งานวิจัยที่เปนการเปรียบเทียบกันระหวางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชพิกัดกระชับขอบเขตกับวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนต และการศึกษางานวิจัยที่นําระบบพิกัดกระชับขอบเขตไปประยุกตใชในการแกปญหา
การนําความรอน  
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1.2.1 การศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขต 
  
ระบบพิกัดกระชับขอบเขตมีความสําคัญตอการแกปญหาในรูปรางที่ซับซอน ดังนั้นจึงมี

นักวิจัยพยายามที่จะศึกษาและประยุกตใชพิกัดกระชับขอบเขตกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหลายๆวิธี 
โดย Thompson et al. (1974, 1975, 1982) และ Thompson (1982b) ไดเสนอแนวความคิด
พื้นฐานและหลักการเกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขตขึ้นมา ซ่ึงพิกัดกระชับขอบเขตนี้ไมมี
ขอจํากัดในเรื่องรูปรางของโดเมน จึงสามารถใชกับรูปรางของโดเมนซับซอนได รวมถึงโดเมนที่มี
การเคลื่อนที่และโดเมนที่มีการเปลี่ยนรูปรางไปตามเวลา โดยที่การคํานวณหาผลเฉลยของระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขมีขั้นตอนเชนเดียวกับกรณีที่มีรูปรางเปนสี่เหล่ียมธรรมดา นอกจากนี้ Thompson ได
ยกตัวอยางรูปรางของโดเมนแบบตางๆทั้งรูปรางแบบงายๆและรูปรางที่มีความซับซอน และได
แสดงความสัมพันธที่ใชในการแปลงพิกัดของสมการเชิงอนุพันธแบบตางๆ ทั้งนี้ Thompson ยัง
แสดงใหเห็นวาระบบพิกัดกระชับขอบเขตนี้สามารถนําไปใชในการศึกษาและวิเคราะหปญหาตางๆ
ไดมากมาย โดย Thompson ไดนําระบบพิกัดนี้ไปใชในปญหาการไหลแบบศักยผานปกเครื่องบิน 
พบวาผลลัพธมีความแมนยํามากเมื่อเปรียบเทียบกับผลเชิงวิเคราะห การเสนอระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขตนี้เปนการลดขอจํากัดในเรื่องของรูปรางสําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขซึ่งเปนประโยชนอยาง
ยิ่งตอการพัฒนาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในเวลาตอมา 

 
1.2.2 การศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวกับการสรางกริด 
 
การสรางกริดเปนขั้นตอนสําคัญเพื่อใชในการคํานวณผลเฉลยดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

ตางๆ ดังนั้นจึงมีการพัฒนาวิธีการสรางกริดขึ้นมามากมายเพื่อใหมีความเหมาะสมกับปญหาที่นํามา
วิเคราะห การสรางกริดสามารถทําไดหลายวิธีซ่ึงแตละวิธีมีการพัฒนาอยางตอเนื่อง โดยวิธีเชิง
พีชคณิต และวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธเปนวิธีที่ไดรับความนิยมนํามาใชสรางกริดมาก 

การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตเปนวิธีการสรางกริดที่งายและรวดเร็ว โดยวิธีนี้มีพื้นฐาน
มาจากการประมาณคาในชวง (interpolation) การประมาณคาในชวงนี้มีหลายวิธีดวยกัน ซ่ึงวิธี 
Transfinite interpolation หรือ TFI เปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุด โดย Gordon and Hall 

(1973) ไดเร่ิมใชวิธีนี้ในการสรางกริดบนพิกัดโคงเปนคนแรก จากนั้นมีนักวิจัยหลายทานนําวิธีนี้
ไปใชในการสรางกริด โดย Eriksson (1982) ใชวิธีนี้ในการสรางกริดบนพิกัดกระชับขอบเขต
แบบสามมิติเพื่อใชในการจําลองสวนปกของเครื่องบิน นอกจากนี้ การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต
มีการพัฒนาทั้งวิธีการประมาณคาในชวงและประเภทของ blending functions เพื่อใหมีความ
แมนยําเพิ่มมากขึ้น ทั้งนี้ อันดับของความแมนยําในการประมาณคาในชวง สามารถทําใหเพิ่มขึ้น



 6

ดวยการเพิ่มเสนโคงหรือพื้นผิว หรือเพิ่มรายละเอียดเชนการกําหนดอันดับของอนุพันธของเสนโคง  
หรือพื้นผิวใหสูงมากขึ้น  

การสรางกริดโดยวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกถูกคนพบโดย Thompson 

(1982a, 1984) และ Thompson et al. (1985) โดยพบวาผลเฉลยของการแกระบบสมการเชิง
อนุพันธอันดับที่สองมีลักษณะทางกายภาพที่สม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมน Thompson จึงนําระบบ
สมการนี้มาใชในการสรางกริด ซ่ึงระบบสมการนี้คือระบบสมการปวสซองที่มีทําใหเกิดฟงกชัน
ควบคุม (control function) อยูดวย เพื่อควบคุมระยะหางและการกระจายเสนกริดใหมี
ประสิทธิภาพมากขึ้นวิธีสรางกริดโดยใชการแกสมการเชิงอนุพันธนี้เปนแนวความคิดเริ่มตนใหมี
การพัฒนาการสรางวิธีการสรางกริดตอมาในภายหลัง โดย Spekreuse (1995) ใชวิธีการสรางกริด 
ของ Thompson แตพัฒนาการหาฟงกชันควบคุมจากเดิมที่ฟงกชันควบคุมถูกกําหนดขึ้นซึ่งมี
ขอจํากัดที่ไมสามารถพิสูจนไดวาความสัมพันธเปนฟงกชันแบบหนึ่งตอหนึ่ง พัฒนาไปเปนการหา 
ฟงกชันควบคุมจากการแปลงพิกัดซ่ึงมั่นใจไดวาจะไดความสัมพันธเปนฟงกชันแบบหนึ่งตอหนึ่ง
แนนอน นอกจากนี้ Conti et al. (2005) ไดใชวิธีการสรางกริดเชิงพีชคณิตเพื่อสรางกริดเริ่มตน
ใหกับกระบวนการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกซึ่งวิธีนี้จะชวยควบคุม
ระยะหางระหวางกริดและปองกันการลูออกได อีกทั้งยังลดจํานวนรอบในการทําซ้ํา จึงชวย
ประหยัดเวลาในการคํานวณดวย  

  
1.2.3 การศึกษางานวิจัยที่เปนการเปรียบเทียบกันระหวางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชพิกัด

กระชับขอบเขตกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต  
 
มีนักวิจัยหลายคนนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชพิกัดกระชับขอบเขตไปเปรียบเทียบกับวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต โดย Dash and Chattopadhyay (1993) เปรียบเทียบระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช
พิกัดกระชับขอบเขตกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการแกปญหาการนําความรอน พบวาการสรางกริด
ในระบบพิกัดกระชับขอบเขตใชเวลานอยกวาการสรางกริดดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาก และยังใช
เวลาในการหาผลเฉลยไดรวดเร็วกวา Ramanathan and Kumar (1988) เปรียบเทียบผลที่ไดจาก
วิธีผลตางสืบเนื่องโดยการใชพิกัดกระชับขอบเขตและผลที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยอางอิงกับ
ผลที่ไดจากการวิธีวิเคราะหสําหรับการแกปญหาการนําความรอนที่ขึ้นกับเวลากับหลายเงื่อนไข
ขอบเขตและในรูปรางที่เปนสี่เหล่ียม วงกลม และปกเครื่องบิน พบวาวิธีผลตางสืบเนื่องในพิกัด
กระชับขอบเขตมีความแมนยํามากกวา ประหยัดเวลาในการคํานวณ และใชพื้นที่ในการคํานวณ
นอยกวาวิธีไฟไนตเอลิเมนต Yang et al. (1990) ใชวิธีผลตางสืบเนื่องในพิกัดกระชับขอบเขตเพื่อ
คํานวณความเคนและความเครียดในกระบวนการขึ้นรูปโดยการไหลแบบอัดแรง (extrusion) ไปที่
เบาพิมพ (dies) 4 แบบที่มีการลดหลั่นกันของพื้นที่หนาตัดตางกัน ผลการคํานวณที่ไดนําไป
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เปรียบเทียบกับผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตและผลการทดลองพบวามีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
Califano and Zaritzky (1997) เปรียบเทียบผลที่ไดจากวิธีผลตางสืบเนื่องโดยการใชพิกัดกระชับ
ขอบเขตและผลที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตในกรณีการนําความรอนในกระบวนการแข็งตัวและ
การละลาย (freezing or thawing) ในรูปรางใดๆแบบสองมิติ พบวา พิกัดกระชับขอบเขตมีความ
แมนยําเชนเดียวกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตแตใชเวลานอยและงายกวา 

 
1.2.4 การศึกษางานวิจัยที่นําระบบพิกัดกระชับขอบเขตไปประยุกตใชในการแกปญหาการ

นําความรอน 
 
McWhorter and Sadd (1979) ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในพิกัดกระชับขอบเขตเพื่อ

แกปญหาการนําความรอนในกรณี anisotropic ในสภาวะอยูตัวแบบสองมิติ งานวิจัยนี้แสดงให
เห็นถึงประโยชนของการใชระบบพิกัดกระชับขอบเขตในการนําไปแกปญหาในรูปรางที่เปนวง
แหวนแบบเยื้องศูนยและแผนวงกลมตัน พบวาวิธีนี้สามารถประยุกตใชในการแกปญหาในรูปรางที่
มีลักษณะซับซอนไดโดยงาย ตอมา Zedan and Schneider (1982) ประยุกตใชระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากกับวิธีผลตางสืบเนื่องเพื่อใชในการแกปญหาการนําความรอนโดยมี
เงื่อนไขขอบเขตทั้งแบบ Dirichlet, Neumann, convection และ adiabatic และนําผลที่ไดไป
เปรียบเทียบกับผลเฉลยที่มีผูคํานวณมากอนแลว พบวามีความสอดคลองกันดี Uchikawa and 

Takeda (1985) วิเคราะหปญหาการนําความรอนในกรณีที่เปนสภาวะชั่วครู (unsteady) แบบ
สองมิติ โดยใชวิ ธีผลต างสืบ เนื่ องในพิกัดกระชับขอบเขต  เพื่ อศึกษากรณีการแข็งตั ว 

(solidification) ในกระบวนการหลอเหล็กกลาในแมพิมพที่เปนรูปรางซับซอน พบวาวิธีนี้มีความ
เหมาะสมในการนําไปแกปญหาที่มีรูปรางลักษณะซับซอนเปนอยางมาก Gao (1999) ประยุกตใช
ระบบพิกัดกระชับขอบเขตกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพื่อใชในการแกปญหาการนําความรอนใน
กรณีที่เปนสภาวะ transient แบบสองมิติในกรณีที่รูปรางเปนส่ีเหล่ียมคางหมูมีวงกลมอยูภายใน 
โดยมีเงื่อนไขขอบเขตทั้งแบบการพาความรอนและการแผรังสีความรอน ซ่ึงแสดงผลการคํานวณ
เปนเสนระดับการกระจายอุณหภูมิภายในโดเมนนั้น  

จากการศึกษาผลงานวิจัยที่ผานมาพบวาระบบพิกัดกระชับขอบเขตเปนประโยชนอยางยิ่ง
ตอระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพื่อนําไปใชในการศึกษาและวิเคราะหปญหาตางๆในรูปรางที่มีลักษณะ
ซับซอน เนื่องจากระบบพิกัดกระชับขอบเขตทําใหการคํานวณปญหาในรูปรางที่ซับซอนงายขึ้น 
และผลการคํานวณที่ไดก็มีความแมนยํามากขึ้นดวย จากขอดีของระบบพิกัดกระชับขอบเขตดังที่ได
กลาวมาแลว ระบบพิกัดกระชับขอบเขตจึงไดรับความนิยมมากในหมูนักวิจัยในการนํามา
ประยุกตใชในการแกปญหาที่มีรูปรางที่มีลักษณะซับซอน ซ่ึงวิทยานิพนธนี้จะนําระเบียบวิธีไฟ
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ไนตวอลุมประยุกตใชรวมกับพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากเพื่อแกปญหาการนําความ
รอนในรูปรางที่มีลักษณะซับซอน 

 
1.3 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 
 วิทยานิพนธฉบับนี้จะประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในพิกัดกระชับขอบเขตสําหรับ
การแกปญหาการนําความรอนแบบในรูปรางที่ซับซอน โดยมีวัตถุประสงคดังนี ้
 

1.3.1 เพื่อศึกษาวิธีการสรางกริดในระบบพิกดักระชับขอบเขตสําหรับใชในการแกปญหาที่มี
รูปรางซับซอน 

1.3.2 เพื่อศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่สามารถนํามาใชในพิกัดกระชับขอบเขต 
1.3.3 เพื่อพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถแกปญหาการนําความรอนในรูปรางที่

ซับซอนได 
 
1.4  ขอบเขตของวทิยานิพนธ 
 

1.4.1 ศึกษาวิธีการสรางกริดและระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพื่อใชในระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขตได 

1.4.2 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถแกปญหาการนําความรอนในรูปรางที่ซับซอน
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตได 

1.4.3 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นกับปญหาการนําความ
รอนที่มีผลเฉลยเชิงวิเคราะหหรือผลการทดลอง 

 
1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 

1.5.1 กอใหเกิดความรูความเขาใจในระบบพิกัดกระชับขอบเขต การสรางกริดและระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมเพื่อใชสําหรับพิกัดกระชับขอบเขตนี้ 

1.5.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นไปแกปญหาการนําความรอนและ
สามารถนําไปประยุกตเพื่อใชในการแกปญหาอื่นๆในรูปรางที่ซับซอนได 

 
1.6 ขั้นตอนการดาํเนินงานวิทยานิพนธ 
 

1.6.1 ศึกษาพฤติกรรมการนําความรอน 
1.6.2 ศึกษาระบบพิกัดกระชับขอบเขตและการสรางกริดสําหรับใชในการแกปญหาที่มี
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รูปรางซับซอน 
1.6.3 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่สามารถนํามาใชในพิกัดกระชับขอบเขต 
1.6.4 ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของ 
1.6.5 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถแกปญหาการนําความรอนในรูปรางที่ซับซอน

ได 
1.6.6 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรกับปญหาการนําความรอนที่มีผล

เฉลยเชิงวิเคราะหหรือผลการทดลอง 
1.6.7 วิเคราะหและสรุปผล 
1.6.8 จัดพิมพวิทยานิพนธ 

 
1.7 สวนประกอบของวิทยานิพนธ 

 
ในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปน 5 บทดังนี้ 

 
บทท่ี 1 บทนํา 
 

กลาวถึงความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ การศึกษาผลงานวิจัยที่ผานมา วัตถุประสงค 
ขอบเขตของวิทยานิพนธ ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ ขั้นตอนการทําวิทยานิพนธและสวนประกอบ
ของวิทยานิพนธ  
 
บทท่ี 2 การสรางกริด 

 
ประกอบไปดวยบทนําซ่ึงจะบอกถึงการสรางกริดวิธีตางๆและคุณลักษณะตางๆของกริดที่

ตองการ จากนั้นกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต และขั้นตอนการสรางกริดดวย
วิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก  
 
 บทท่ี 3 ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 

 
อธิบายถึงสมการพื้นฐานเพื่อใชในแกปญหาการนําความรอน ซ่ึงไดจากกฎอนุรักษพลังงาน 

และสมมติฐานเพื่อใชสําหรับวิทยานิพนธนี้ จากนั้นจะแนะนําเกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขต
แบบโคงไมตั้งฉากเบื้องตน และจะกลาวถึงการแปลงสมการครอบคลุมของการนําความรอนและ
เงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนไปเปนพิกัดกระชับขอบเขต และขั้นตอนของระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุมซ่ึงใชแปลงสมการเชิงอนุพันธไปเปนสมการเชิงพีชคณิตโดยการแบงโดเมนออกเปน
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ปริมาตรควบคุมยอยแลวทําการอินทิเกรตรอบปริมาตรควบคุมนั้น สุดทายจึงทําการแกระบบ
สมการเชิงพีชคณิตที่ไดดวยวิธี TDMA    
 
บทท่ี 4 การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร  

 
กลาวถึงกรณีทดสอบที่นํามาใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

พัฒนาขึ้น ซ่ึงแบงออกเปนสองสวนดวยกัน ในสวนที่หนึ่งจะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้น
มาทดสอบปญหาการนําความรอนแบบสภาวะอยูตัว (steady state) ซ่ึงมีทั้งหมด 5 กรณีศึกษา
ดวยกัน ดังนี ้

 
1) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน  
2) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
3) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน  

4) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีอุณหภูมิที่มีเงื่อนไขขอบเปนฟงกชันซายน 
5) การนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีผลิตการความรอนภายใน 

 
สําหรับสวนที่สองจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร ดวยปญหา

การนําความรอนแบบสภาวะไมอยูตัว (unsteady state) ซ่ึงจะตรวจสอบความถูกตองในสวนนี้
โดยใชสองกรณีศึกษา ไดแก  

  
1) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่สภาวะไมอยูตัว  
2) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว  
 

บทท่ี 5 บทสรุปและขอเสนอแนะ 
  

ประกอบดวยบทสรุปของวิทยานิพนธและขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยตอเนื่องที่อาจ
ดําเนินการตอไปในอนาคต 
 
 

 
 



บทที ่2 
 

การสรางกริด 
 
บทนี้จะอธิบายถึงการสรางกริดซึ่งเปนขั้นตอนสําคัญและเปนขั้นตอนแรกในการวิเคราะห

ปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมโดยกระบวนการสรางกริดนั้นมีผลกระทบตอความแมนยํา 
อัตราการลูเขา และเสถียรภาพในการคํานวณ ในหัวขอแรกของบทนี้จะอธิบายถึงการสรางกริดวิธี
ตางๆรวมทั้งขอดีและขอเสียของแตละวิธีเพื่อที่จะเลือกใชวิธีการสรางกริดใหเหมาะสมกับปญหา 
จากนั้นจะอธิบายถึงคุณลักษณะของกริดที่ตองการ และสุดทายจะอธิบายถึงขั้นตอนของวิธีการ
สรางกริดแบบวิธีเชิงพีชคณิตและวิธีสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

 
2.1 การสรางกริด  
 

การสรางกริด (grid generator) คือกระบวนการแบงพื้นที่โดเมนที่สนใจออกเปนปริมาตร
ควบคุมยอยๆจํานวนมากที่เรียกวาเซลล (grid cells) และเชื่อมตอระหวางแตละจุดของ กริด (grid 

points) ดวยเสนกริด (grid lines) ซ่ึงกระบวนการสรางกริดนี้มีความสําคัญเนื่องจากเปนขั้นตอน
แรกสําหรับระเบียบเชิงตัวเลขเพื่อใชในการวิเคราะหปญหาตางๆ ถาระเบียบเชิงตัวเลขเลือกใช
วิธีการสรางกริดที่ไมเหมาะสมแลว ผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณก็จะไมแมนยํา  

การสรางกริดสามารถทําไดหลายวิธี โดยเราสามารถสรางกริดไดดวยมือ แตวิธีนี้ใชเวลา
มากและไมสะดวก ดังนั้น Thompson et al. (1985) จึงไดเสนอวิธีการสรางกริดแบบอัตโนมัต ิ

(automatic grid generation techniques) โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรซ่ึงมีความสะดวกและ
ใชเวลานอยกวาการวาดดวยมือ ในการสรางกริดแบบอัตโนมัตินั้นสามารถสรางกริดไดหลาย
รูปแบบดวยกัน ซ่ึงเราสามารถแบงประเภทของกริดตามลักษณะไดเปน 2 ประเภทคือ กริดแบบ 

structured และกริดแบบ unstructured 

กริดแบบ structured เปนกริดที่มีการจัดเรียงชุดของจุดกริดอยางมีระเบียบและสามารถ
ระบุแตละจุดของกริดบนระนาบไดโดยใชตัวเลขดัชนี i, j และk ตัวอยางเชน ในระบบพิกัดคารที
เซียนเราสามารถระบุตัวเลขดัชนีไดเปน xi,j,k, yi,j,k และ zi,j,k เปนตน ดังรูปที่ 2.1 ซ่ึงการระบุ
ตําแหนงของจุดนี้สอดคลองกันโดยตรงกับการจัดเก็บตัวแปรไวในหนวยความจํา ทําใหสามารถ
เรียกใชจุดกริดที่ตอๆกันไดงายและรวดเร็ว เพียงแคการบวกหรือลบคาที่สอดคลองกับตัวเลขดัชนี
เทานั้น เชน (i+1), (j-1) และ (k-3)  เปนตน นอกจากนี้การคํานวณคาเกรเดียน (gradients) หรือ 
ฟลักซ และเงื่อนไขขอบเขตก็งายดวย อยางไรก็ตาม กริดแบบ structured นี้มีขอจํากัดในกรณีที่
รูปรางของโดเมนมีลักษณะซับซอน โดยถาทําการสรางกริดแบบ structured บนพิกัดทั่วไปเชน 
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การสรางกริดแบบขั้นบันได (stepwise approximation) การสรางกริดแบบซอนทับกัน 
(Chimera technique) และการสรางกริดแบบ multiblock เปนตนนั้น ผลลัพธที่ไดจะไมแมนยํา
หรือมีขั้นตอนการสรางกริดที่ยุงยากเพื่อที่ทําใหผลลัพธมีความแมนยํามากขึ้น ในทางกลับกัน การ
สรางกริดบนพิกัดกระชับขอบเขตมีความเหมาะสมมากกวา แตจําเปนตองอาศัยการแปลงสมการ
ครอบคลุมจากรูปรางที่ซับซอนในพื้นที่ทางกายภาพ (physical domain) ไปคํานวณในพื้นที่การ
คํานวณ (computational domain) ซ่ึงเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสสําหรับสองมิติหรือทรงลูกบาศก
สําหรับสามมิติ ทําใหไมสะดวกในการใชงาน  

 

 
 

 
 

รูปที่ 2.1 การสรางกริดแบบ structured 
 

ในทางกลับกัน กริดแบบ unstructured จะไมมีลําดับการวางแตละจุดของกริดที่
เฉพาะเจาะจง โดยจุดกริดที่อยูตอๆกันนั้นไมสามารถระบุโดยการใชตัวเลขดัชนี ตัวอยางดังเชนใน
รูปที่ 2.2 จุดที่ 4 จะตอกับจุดที่ 119 และจุดที่ 55 เปนตน สวนรูปรางของแตละกริดสามารถเปนได
หลายแบบ เชน รูปสามเหลี่ยมหรือส่ีเหล่ียมสําหรับสองมิติ และทรงสี่หนาหรือทรงหกหนาสําหรับ
สามมิติ เปนตน ทั้งนี้ภายในหนึ่งโดเมนสามารถนํากริดที่มีแบบตางๆกันมาผสมกันไดซ่ึงเรียกวา 
กรดิแบบไฮบริด (hybrid grids) เพื่อใหสามารถจําลองรูปรางที่ขอบของโดเมนไดอยางเหมาะสม
มากขึ้น สําหรับขอดีของกริดแบบ unstructured คือกริดมีความยืดหยุนสูง จึงสามารถจําลอง
รูปรางที่ซับซอนมากๆได และกระบวนการสรางกริดสามารถทําไดโดยอัตโนมัติ แตในบางกรณี
ยังคงตองอาศัยการจัดตัวแปรใหเหมาะสมเพื่อใหไดกริดที่มีคุณภาพ นอกจากนี้ ยังสามารถใช
จํานวนกริดนอยลงเพื่อที่จะคํานวณหาผลเฉลยที่ถูกตองดวย และการสรางกริดแบบ unstructured 
สําหรับรูปรางที่ซับซอนไมตองอาศัยขั้นตอนการแปลงพิกัดในการคํานวณจึงสะดวกในการใชงาน 
อยางไรก็ตาม กระบวนการสรางกริดแบบนี้มีความซับซอนและใชเวลามาก นอกจากนี้โครงสราง
ของขอมูลมีความซับซอนและไมสามารถระบุตําแหนงของจุดภายในโดเมนอยางเปนลําดับ ทําให
เมตริกซของระบบสมการเชิงพีชคณิตไมเปนแนวทแยงมุม ดังนั้นในขั้นตอนการแกระบบสมการ

i-1,j 

i+1,j 

i,j+1 

i,j 

i,j-1 
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เชิงพีชคณิตเพื่อหาคํานวณหาผลเฉลยจึงยุงยาก ซับซอนและใชเวลามากเมื่อเทียบกับกริดแบบ 
structured นอกจากนี้ยังใชหนวยความจําสูงดวย ทั้งนี้เราจําเปนตองลดความกวางแถบ (band 

width) โดยจัดลําดับของจุดใหม  
   

 
 

 
 

รูปที่ 2.2 การสรางกริดแบบ unstructured 
 

 ทั้งนี้ การสรางกริดแบบ structured บนพิกัดกระชับขอบเขตสามารถทําได 3 วิธี ไดแก  
 

1. วิธีเชิงพีชคณิต (algebraic method)  

2. สรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธ (differential equation technique) 

3. วิธีตัวแปรซับซอน (complex variable method หรือ conformal mapping) 

 
 การสรางกริดดวยวิธีตัวแปรซับซอนเปนวิธีการสรางกริดที่มีใชกันมานานและยังเปน
ทฤษฎีพื้นฐานใหกับการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกอีกดวย การสรางกริดดวย
วิธี conformal mapping มีขอจํากัดในเรื่องของ scale factor ซ่ึงจะตองมีคาเทากันทุกทิศทาง 
ยกตัวอยางเชน บริเวณของวงกลมและสี่เหล่ียมขนาดเล็ก ก็ยังคงตองเปนวงกลมและสี่เหล่ียมอยู
หลังการแปลงแลว กริดที่สรางไดจากวิธีนี้จะมีอัตราสวนดานกวางและยาวใกลเคียงกัน (aspect 

ratio = 1) แตกริดขาดคุณสมบัติตั้งฉาก (orthogonality) เพื่อที่จะปรับปรุงคุณสมบัติตั้งฉาก 
Hung  and Brown (1977) และ Pope (1978) จึงกําหนดคา scale factor ไมเทากับหนึ่ง แตให
เปนคาคงที่ซ่ึงสามารถปรับคาไดตลอดทั่วทั้งโดเมน แนวความคิดนี้มีผูนําไปประยุกตมากมายแตไม
ไดผลที่ประสบความสําเร็จมากนักรวมทั้งมีขั้นตอนที่ซับซอนมากขึ้น นอกจากนี้ในการสราง 
conformal map ก็มีวิธีไมหลากหลายมากนัก และการกระจายของจุดก็ไมสามารถควบคุมได และ
ขาดประสิทธิภาพ  

4 

88 

26 

119 

8 

55 

99 
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การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตสามารถทําไดโดยการนําคาการกระจายของจุดกริดที่เสน
ขอบของโดเมนมาหาตําแหนงของจุดกริดที่อยูภายในโดเมนดวยวิธีการประมาณคาในชวง
(interpolation)  หรือการใชฟงกชันเฉพาะ สําหรับการประมาณคาในชวงนั้นแบงเปน 2 ประเภท
ไดแก unidirectional interpolation และ multidirectional interpolation การประมาณคา
ในชวงแบบ unidirectional สามารถแสดงไดโดยใชฟงกชันในทิศทางเดียว อาทิเชน Lagrange 

polynomials, Hermite polynomials และ cubic spline functions เปนตน สวนการประมาณ
คาในชวงแบบ multidirectional นั้นสรางฟงกชันจากการรวมฟงกชันของการประมาณคาในชวง
แบบ unidirectional ซ่ึงจะมีไดหลายมิติ การประมาณคาในชวงแบบที่สองนี้มี 2 วิธีไดแก 
domain vertex methods และ Transfinite interpolation methods (TFI) การประมาณคา
ในชวงแบบ Transfinite interpolation methods (TFI) เปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุด ซ่ึงจะ
กลาวถึงรายละเอียดในขั้นตอนการสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตที่ใชการประมาณคาในชวงแบบ 

Transfinite interpolation methods (TFI) ในหัวขอท่ี 2.3 การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตมี
ขอดีคือข้ันตอนการคํานวณนอย สามารถสรางกริดไดงายและรวดเร็ว นอกจากนี้กริดที่ไดยังมี
ระยะหางระหวางกริดที่เหมาะสมอีกดวย อยางไรก็ตาม การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตมีขอเสีย
ก็คือกริดจะไมมีความสม่ําเสมอ  
 การสรางกริดสามารถทําไดโดยการแกระบบสมการเชิงอนุพันธ ซ่ึงการสรางกริดดวยวิธีนี้
จะมีความซับซอนมากกวาวิธีเชิงพีชคณิต แตกริดที่ไดจากวิธีนี้จะมีความสม่ําเสมอมากกวาวิธีเชิง
พีชคณิต โดยทั่วไปเราสามารถแบงสมการเชิงอนุพันธออกเปน 3 ประเภทคือ 
 

1. สมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก (Elliptic equation) 
2. สมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิก (Parabolic equation)   
3. สมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิก (Hyperbolic equation)  

 
 สมการเชิงอนุพันธ ทั้ง 3 ประเภทมีลักษณะทางกายภาพที่แตกตางกัน เราสามารถจําแนก
สมการทั้งสามประเภทไดดังนี้ พิจารณาสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองในรูปแบบทั่วไปสําหรับ
สองมิติบนพิกัด x และ y ดังนี้ 
 

02

22

2

2

=++
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂ GF

y
E

x
D

y
C

yx
B

x
A φφφφφφ  (2.1) 

 
เบื้องตน เราจะสมมติสมการ (2.1) ใหเปนสมการเชิงเสนโดยมี A, B, C, D, E, F และ G 

เปนสัมประสิทธิ์ซ่ึงเปนคาคงที่ เราพิจารณาลักษณะทางกายภาพของอนุพันธที่มีอันดับสูงสุดเปนตัว
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จําแนกประเภทของสมการเชิงอนุพันธ ดังนั้นจากสมการ (2.1) เราจะพิจารณาเพียงอนุพันธอันดับที่
สองเทานั้น ประเภทของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองสามารถระบุไดโดยผลเฉลยของคลื่นอยาง
งาย (simple wave solutions) ที่เปนไปได ถาผลเฉลยมีอยูจริง แสดงวาสมการนั้นเปนสมการเชิง
อนุพันธแบบไฮเปอรโบลิก แตถาผลเฉลยไมมีอยูจริง แสดงวาสมการนั้นอาจเปนสมการเชิง
อนุพันธแบบพาราโบลิกหรืออิลิปติกก็ได เมื่อพิจารณาสมการที่บงบอกลักษณะ (characteristic 
equation)  
 

0
2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ c

dx
dyb

dx
dya  (2.2) 

 
เราจะไดผลเฉลยของคลื่นอยางงาย (simple wave solutions) ก็ตอเมื่อสมการ (2.2) สามารถหา
รากที่เปนจริงได 2 คา การมีอยูของรากของสมการที่บงบอกลักษณะ (characteristic equation) นี้
จะขึ้นอยูกับคา discriminant )4( 2 acb − ดังตารางที่ 2.1 ซ่ึงแบงออกไดเปน 3 กรณี 

 
ตารางที่ 2.1 การจําแนกประเภทของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

)4( 2 acb −  ประเภทของสมการ ลักษณะ 
> 0 ไฮเปอรโบลิก มีผลเฉลยที่เปนจริง 2 ผลเฉลย 

= 0 พาราโบลิก มีผลเฉลยที่เปนจริง 1 ผลเฉลย 

< 0 อิลิปติก ไมมีผลเฉลย 
 

สมการเชิงอนุพันธทั้ง 3 แบบมีลักษณะทางกายภาพแตกตางกัน ตอไปจะกลาวถึง
รายละเอียดแตละประเภทของสมการ และลักษณะของกริดที่ไดจากการสรางดวยสมการเชิง
อนุพันธแตละประเภท 

 
2.1.1 สมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 
 
สมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกใชเปนสมการครอบคลุมของปญหาที่อยูในสภาวะอยูตัว 

เชน การกระจายอุณหภูมิในแผนโลหะในสภาวะอยูตัว การกระจายความเคนของวัตถุภายใตสภาวะ
ที่กําหนดให และการไหลในสภาวะอยูตัว เปนตน ซ่ึงปญหาเหลานี้จัดอยูในประเภทปญหาแบบ 
equilibrium สมการที่เปนตนแบบของสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกคือ สมการลาปลาซ ซ่ึงใช
อธิบายปรากฏการณการไหลแบบไมหมุนของของไหลแบบอัดตัวไมได  (irrotational 

incompressible flow) และปรากฏการณการนําความรอนในสภาวะอยูตัว สมการเชิงอนุพันธ
แบบอิลิปติกสําหรับสองมิติมีรูปแบบดังนี้ 
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02
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yx
φφ  (2.3) 

 
การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกทําไดโดยการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 

เราเรียกปญหาแบบนี้วา boundary-value problems ลักษณะเฉพาะที่สําคัญของสมการนี้คือ เมื่อ
เกิดการรบกวนภายในผลเฉลย สัญญาณการรบกวนจะกระจายไปทุกทิศทุกทางตลอดทั่วทั้งโดเมน 
ทําใหผลเฉลยมีความสม่ําเสมออยูตลอดแมวาเงื่อนไขขอบเขตจะไมตอเนื่องก็ตาม ความสม่ําเสมอ
ทั่วทั้งโดเมนนี้เปนขอดีที่สําคัญของสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกมีความคิดพื้นฐานมาจากการ
อุปมาอุปไมยการสรางกริดเทียบกับผลเฉลยของสมการลาปลาซสําหรับ stream function )(ψ

และ velocity potential function )(φ  ซ่ึงมีรูปแบบดังนี้ 
 

02 =∇ ψ  (2.4) 
02 =∇ φ  (2.5) 

 
ผลเฉลยของสมการนี้แสดงไวดังรูปที่ 2.3 ทั้งนี้ เราพิจารณาใหเปล่ียน stream function 

(ψ ) เปน x  และ velocity potential function (φ ) เปน y  ดังนั้นเราจึงไดสมการเพื่อใชสราง 
กริดดังนี้ 
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02
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yyy  (2.7) 

 
การนําสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกมาใชในการสรางกริดนั้นทําการกระจายจุดของกริด

มีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมนแมวาจะมีความไมตอเนื่องของจุดที่ขอบของโดเมนก็ตาม ทั้งนี้
เปนผลมาจากลักษณะทางกายภาพของสมการอิลิปติก วิธีสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบ 
อิลิปติกเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุดแมวาวิธีนี้ใชเวลาในการสรางกริดมากและยากกวาเมื่อ
เปรียบเทียบวิธีเชิงพีชคณิตก็ตาม นอกจากนี้ การคํานวณหาฟงกชันควบคุมก็ทําไดยาก ขอเสียที่
สําคัญของการสรางกริดโดยใชสมการอิลิปติกคือการควบคุมระยะหางระหวางกริดไมเหมาะสม
และผลเฉลยมีโอกาสลูออก นอกจากนี้ในขั้นตอนการทําซ้ําก็ใชเวลามากดวย 

การกําจัดขอเสียของการสรางกริดโดยใชสมการอิลิปติกสามารถทําไดโดยสรางกริดเริ่มตน
ดวยวิธีเชิงพีชคณิตกอนแลวจึงปรับกริดใหสม่ําเสมอมากขึ้นดวยวิธีการสรางกริดแบบอิลิปติก การ
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สรางกริดโดยใชวิธีเชิงพีชคณิตรวมกับวิธีการสรางกริดแบบอิลิปติกนี้ทําใหสามารถควบคุม
ระยะหางระหวางกริดไดเหมาะสม ชวยลดเวลาในการคํานวณและยังปองกันการลูออกเนื่องจากมี
ตําแหนงของกริดเริ่มตนที่ใกลเคียงผลเฉลยอยูแลวจึงทําใหจํานวนรอบการทําซ้ําลดลง วทิยานิพนธ
นี้จึงเลือกใชวิธีสรางกริดโดยใชวิธีเชิงพีชคณิตรวมกับวิธีการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธ
แบบอิลิปติกซึ่งจะกลาวรายละเอียดในหัวขอที่ 2.4 

 
รูปที่ 2.3 Stream function (ψ ) และ Velocity potential function (φ ) 

 
2.1.2 สมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิก 
 
สมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกใชเปนสมการครอบคลุมของปญหาที่ขึ้นอยูกับเวลาและ

ปญหาที่เกี่ยวของกับการกระจาย (dissipation) เชน ปญหาการนําความรอนในสภาวะไมอยูตัว 
และการไหลแบบหนืดในสภาวะไมอยูตัว เปนตน ซ่ึงปญหาเหลานี้จัดอยูในประเภทปญหาแบบ 
marching สมการที่เปนตนแบบของสมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกคือ สมการการแพรกระจาย 
(diffusion equation) มีรูปแบบดังนี้ 

 

2

2

xt ∂
∂

=
∂
∂ φαφ  (2.8) 

 
ผลเฉลยของสมการ (2.4) จะมีคาลดลงแบบเปนกําลังสองของคาเริ่มตน การหาผลเฉลย

ของสมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกทําไดโดยการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตน 
เราเรียกปญหาแบบนี้วา initial-boundary-value problems ซ่ึงเมื่อเกิดการรบกวนภายในผลเฉลย
แลว การรบกวนนั้นจะสงผลกระทบกับผลเฉลยในชวงเวลาหลังจากเวลาที่รบกวนเทานั้น ผลเฉลยที่
เวลามากกวาเวลาเริ่มตนจะมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมนแมวาเงื่อนไขเริ่มตนจะไมตอเนื่องก็
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ตาม ทั้งนี้ที่เวลาที่เปนอนันตนั่นคือพจนทางซายมือของสมการ (2.4) มีคาใหเทากับศูนย ( 0=
∂
∂

t
φ )

จะไดสมการเชนเดียวกับสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก (2.3) ซ่ึงเปนสมการที่สภาวะอยูตัว  
การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกนั้นเปนการนําวิธีการสรางกริดโดย

ใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิ ลิปติกและวิ ธีการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบ           
ไฮเปอรโบลิกมารวมกัน โดยท่ีมีการปองกันการกระจายความไมตอเนื่องของขอบของโดเมนซึ่ง
เปนขอดีของวิธีสรางกริดแบบอิลิปตกิ และการคํานวณหาผลเฉลยมีความรวดเร็วซ่ึงเปนขอดีของวิธี
สรางกริดแบบไฮเปอรโบลิก  

สมการครอบคลุมของการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกที่พัฒนามา
จากสมการปวสซอง ดังนี้ 

 
xSAxx =− ξξη  (2.9) 

ySAyy =− ξξη  (2.10)

 
จากสมการนี้เห็นไดวา source terms ทําหนาที่เปนฟงกชันควบคุม แมการแกสมการนี้จะ

ไมสะดวกเหมือนกับในกรณีของสมการอิลิปติกและสมการไฮเปอรโบลิก แตผลเฉลยซึ่งเปนแนว
ทแยงสาม (tri-diagonal) ทําใหการแกสมการรวดเร็วกวาสมการอิลิปติกมาก อยางไรก็ตาม กริดที่
ไดจะไมมีคุณสมบัติตั้งฉาก (orthogonality) เหมือนกับสมการไฮเปอรโบลิก  

 
2.1.3 สมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิก 
 
สมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกใชเปนสมการครอบคลุมของปญหาที่มีลักษณะเปน

คล่ืน เชน ปญหาการสั่นสะเทือน ซ่ึงปญหาเชนนี้จัดอยูในประเภทปญหาแบบ marching สมการที่
เปนตนแบบของสมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกคือ สมการคลื่น (wave equation) ที่มี
รูปแบบดังนี้ 

 

2

2
2

2

2

x
c

t ∂
∂

=
∂
∂ φφ  (2.11)

 
การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกทําไดโดยการกําหนดเงื่อนไข

ขอบเขต 1 เงื่อนไขและเงื่อนไขเริ่มตน 2 เงื่อนไข ซ่ึงจัดเปนปญหาแบบ initial-boundary-value 

problems ดวย สําหรับปญหาแบบไฮเปอรโบลิกนี้ถาเงื่อนไขเริ่มตนไมตอเนื่องแลว ผลเฉลยจะ
ยังคงไมสม่ําเสมออยูตลอดเวลา 
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การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกสามารถทําได 2 วิธีไดแก cell 

area method และ arc-length method  วิธี cell area method สรางกริดจากคุณสมบัติตั้งฉาก 
(orthogonality) ของเสนกริด ( 0=− ηξηξ yyxx ) และความสัมพันธของจารโคเบียน ( ),( ηξJ  
= ξηηξ yxyx − ) โดยการกําหนดการกระจายจุดของกริดเริ่มตนที่พื้นผิวหรือเสนขอบของโดเมน 
จากนั้นสรางกริดทีละแถวในทิศ η โดยมีเงื่อนไขของคุณสมบัติตั้งฉากบังคับอยู สําหรับ  วิธี arc-

length method มีวิธีการสรางกริดคลายกับวิธีแรกแตตางกันตรงที่ใชความสัมพันธที่นิยามเสน
สัมผัส (tangent lines) แทนความสัมพันธของจารโคเบียน  

การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกเหมาะสมสําหรับปญหาที่มี
โดเมนแบบเปด เนื่องจากมีลักษณะการสรางกริดทีละแถว (marching) แบบ explicit นั่นคือเมื่อรู
การกระจายของแถวที่หนึ่งก็สามารถสรางกริดในชั้นตอไปได  ซ่ึงทําใหการสรางกริดมี
ประสิทธิภาพและรวดเร็ว ลักษณะเฉพาะของการกระจายปริมาตรควบคุมปองกันการซอนทับกัน
ของเสนกริดที่อาจเกิดขึ้นบริเวณขอบที่เปนโคงเวา (concave boundaries) อยางไรก็ตาม การ
สรางกริดโดยวิธีนี้ไมเปนที่นิยมใชกันโดยทั่วไปแมวาจะมีขั้นตอนการสรางกริดที่รวดเร็วกวาการ
สรางกริดโดยใชสมการ   อิลิปติกก็ตาม  เนื่องจากความไมตอเนื่องของความชันที่ขอบของโดเมน
จะแพรกระจายออกไปทําใหกริดที่ไดไมมีความสม่ําเสมอ นอกจากนี้การสรางกริดโดยวิธีนี้มี
ขอจํากัดตรงที่ไมสามารถควบคุมรูปรางของกริดที่ขอบดานนอกของโดเมนได อยางไรก็ตาม
ขอจํากัดนี้ไมเปนปญหาในกรณีการไหลภายนอก (external flow) 
 
2.2 คุณลักษณะของกริดท่ีตองการ  
 

หัวขอนี้จะกลาวถึงคุณสมบัติโดยทั่วไปที่ใชเปนมาตรฐานในการวัดคุณภาพของกริด โดย
วิธีสรางกริดแตละวิธีมีการสรางกริดที่มีลักษณะแตกตางกันไปตามลักษณะทางกายภาพของวิธีนั้น 
ดังนั้นจึงควรเลือกวิธีสรางกริดที่เหมาะสมกับปญหา โดยพิจารณาจากคุณสมบัติดงันี้ 

1.   กริดควรมีระยะหางระหวางกริด (grid spacing) ที่เหมาะสมและสามารถควบคุมได 
โดยที่ กริดควรมีระยะหางระหวางกริดนอยในชวงที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูง แตควรมี
ระยะหางระหวางกริดมากในชวงที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยต่ํา นอกจากนี้ กริดที่ดีควร
สอดคลองกับสมบัติในเชิงเรขาคณิต (geometric properties) ที่สําคัญ 2 ประการไดแก 
expansion ratio และ aspect ratio ซ่ึงสามารถนิยามไดดังนี้  

Expansion ratio คือ อัตราสวนความกวางของปริมาตรควบคุมหนึ่งตออีกปริมาตร
ควบคุมที่ติดกัน ซ่ึงอัตราสวนนี้สามารถแสดงเปนสมการไดดังนี ้
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Expansion ratio i
P

i
P

s
s
δ
δ 1+≡  (2.12)

 
อัตราสวน expansion ของกริดที่ตองการควรมีคาเทากับหนึ่ง แตในบริเวณที่ผลเฉลยมีการ

เปล่ียนแปลงสูงนั้นควรจะมีกริดที่ละเอียดซึ่งไมตองการใหคาของอัตราสวน Expansion เทากับ
หนึ่ง ทั้งนี้คามากที่สุดของอัตราสวน expansion ไมควรมีคาเกิน 1.5 

อัตราสวนอีกชนิดหนึ่งที่ใชในการบอกลักษณะของกริดก็คือ aspect ratio ซ่ึงนิยามโดย
อัตราสวนระหวางดานกวางตอดานยาวภายในปริมาตรควบคุม ที่สามารถแสดงเปนสมการไดดังนี้ 

 

Aspect ratio j
P

i
P

s
s
δ
δ

≡  (2.13)

 
โดย sδ ในสมการ (2.12) และ (2.13) คือ ระยะตางๆบนปริมาตรควบคุมดังแสดงในรูปที่ 2.4 
สําหรับกรณีของสองมิติ ทั้งนี้จุด 1+P  มีคาเทากับจุด E  เมื่อ i มีคาเทากับ 1  

 

ξ

η

1
Esδ

1
Psδ

2
Psδ

 
รูปที่ 2.4 ระยะ sδ บนปริมาตรควบคุมแบบสองมิติ 

 
 อัตราสวน aspect ที่เหมาะสมควรมีคาเทากับหนึ่ง ซ่ึงถาอัตราสวน aspect ยิ่งหางจากหนึ่ง
มากเทาใดคาสัมประสิทธิ์ nba ซ่ึงเปนคาที่บงบอกพื้นที่หนาตัดของปริมาตรควบคุมจะมีคาใน
ทิศทางหนึ่งมากกวาในทิศทางอื่น สงผลใหการเชื่อมโยงระหวางทิศของพิกัดที่ตางกันไมดีและขาด
เสถียรภาพ นอกจากนี้คาอัตราสวน aspect ที่มากขึ้นทําใหคาความไมตั้งฉากในสมการที่ดิสครีไทซ
แลวมากเกินความจําเปน ซ่ึงคาอัตราสวน aspect นี้ไมควรมีคาเกิน 10 Melaaen (1990)  

2.   กริดควรมีความสม่ําเสมอ (smoothness) ซ่ึงแมวาคุณสมบัตินี้จะตรงกันขามกับความ
ตองการที่จะใหมีกริดอยูในบริเวณที่สนใจศึกษาก็ตาม ในการทําใหกริดมีความสม่ําเสมอนั้น ความ
ตางรูปกันของกริด (non-uniformity) และความโคงของกริด (curvature) เปนสิ่งสําคัญ เนื่องจาก
คุณสมบัติทั้งสองนี้ทําใหคาความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษมีคามาก นอกจากนี้ กริดไมควรมีการ
ขยายหรือยอจากเซลลหนึ่งไปอีกเซลลมากจนเกินไป ความสม่ําเสมอนี้มีความสําคัญตอความ
แมนยําในการคํานวณหาพจนเชิงเรขาคณิต (geometric terms) โดยเฉพาะอยางยิ่งในสมการ
โมเมนตัมซ่ึงมีพจนเกี่ยวกับความโคงอยู (curvature terms) เราจําเปนตองมีกริดที่มีความตอเนื่อง
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สม่ําเสมอเพื่อใหไดผลการคํานวณที่แมนยํา นอกจากนี้พจนเกี่ยวกับความโคงที่มีคามากๆยังทําให
การประมาณคาในชวงโดยการถวงน้ําหนักเชิงเสนไมมีความแมนยําอีกดวยดังรูปที่ 2.5 เพื่อทําให
ไดผลเฉลยที่ดีขึ้น ความโคงของกริดควรจะลดลงหรือควรแบงกริดในชวงโคงใหละเอียดมากขึ้น 
หรือใชอันดับในการประมาณคาในชวงใหสูงขึ้น 

e

P E

 
รูปที่ 2.5 การประมาณคาในชวงโดยการถวงน้ําหนักเชิงเสนในกริดที่โคงมากๆ 

 

 3.   กริดควรมีคุณสมบัติตั้งฉาก (orthogonality) แมวาจะเปนกริดบนพิกัดโคงแบบไมตั้ง
ฉากก็ตาม เนื่องจากกริดแบบตั้งฉากสามารถลดคาความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษได ในทาง
กลับกัน การที่กริดตั้งฉากตลอดทั่วโดเมนนั้นกลับไมเปนที่ตองการและไมมีความจําเปน ทั้งนี้ เรา
ตองการใหกริดมีอยูในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูง แมวากริดจะมีความไมตั้งฉาก
มากขึ้นก็ตาม จากสมการที่ดิสครีไทซแลวพบวา กริดที่เกือบจะตั้งฉาก (nearly orthogonal grids) 

จะมีความเสถียรภาพมากขึ้นและลูเขารวดเร็วขึ้น อยางไรก็ตาม ความไมตั้งฉากของกริดนั้นควรที่จะ
ควบคุมได ทั้งนี้ การที่กริดตั้งฉากที่ขอบของโดเมนนั้นมีขอดีคือชวยลดความซับซอนของเงื่อนไข
ขอบเขตลง นอกจากนี้การที่กริดไมตั้งฉากที่ขอบของโดเมนในกรณีที่โดเมนบิดเบี้ยวมากนั้น ทําให
ความแมนยําที่ขอบลดลงและความแมนยํานี้อาจจะกระจายไปภายในโดเมนและทําใหผลเฉลย
โดยรวมท้ังหมดไมแมนยําไปดวย 

 การสรางกริดใหมีคุณสมบัติครบทั้ง 3 ขอนั้นทําไดยาก โดยวิธีการสรางกริดแตละวิธีจะให
คุณสมบัติที่แตกตางกันดังนี้ การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิตสามารถควบคุมระยะหางระหวางกริด
ไดดีแตกริดจะไมมีความสม่ําเสมอ ในทางกลับกันการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบ      
อิลิปติกใหกริดที่มีความสม่ําเสมอแตกริดจะไมตั้งฉากกัน สวนวิธีตัวแปรซับซอนกริดจะไมมี
คุณสมบัติตั้งฉากและยากในการควบคุมระยะหางระหวางกริดได นอกจากคุณสมบัติของกริดทั้ง 3 
ขอนี้แลว เราควรพิจารณาถึงความซับซอนในการสรางกริดและระยะเวลาในการคํานวณดวย 
กลาวคือ วิธีการสรางกริดที่เหมาะสมตองไมซับซอนและยากในการศึกษา อีกทั้งวิธีการสรางกริดที่
เหมาะสมไมควรใชเวลาในการสรางกริดนานเกินไปอันจะสงผลถึงระยะเวลาในการคํานวณที่
เพิ่มขึ้นอีกดวย  

สําหรับวิทยานิพนธนี้จะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธีเชิงพีชคณิต แลวทําการปรับ กริด
โดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ซ่ึงกริดที่ไดจะมีระยะหางระหวางกริดที่เหมาะสมและมี
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ความสม่ําเสมอดวย ในหัวขอตอไปจะกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิต จากนั้นใน
หัวขอสุดทายกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

  
2.3 การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต 
 
 การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิตจะทําการสรางกริดโดยอาศัยฟงกชันการแปลงพิกัด
ระหวาง computational space กับ physical space ขั้นตอนในการสรางกริดดวยวิธีนี้ เร่ิมตนจาก
การกระจายจุดกริดบนเสนขอบของโดเมนเสียกอน จากนั้นจึงใชวิธีการประมาณคาในชวงเพื่อสราง
จุดกริดที่อยูบริเวณภายในโดเมน สําหรับการประมาณคาในชวง (interpolation) สามารถทําได
หลายวิธี ทั้งนี้ Transfinite interpolation หรือ TFI เปนวิธีที่นิยมใชมากที่สุด และเปนวิธีที่ถูก
เลือกนํามาใชในวิทยานิพนธฉบับนี้ 

การประมาณคาในชวงโดยการใชฟงกชันพหุนามของลากรองจ (Lagrange 

interpolating polynomials) เปนวิธีที่นิยมใชกันมากวิธีหนึ่ง ทั้งนี้เราสามารถใชฟงกชันนี้ในการ
กระจายจุดกริดบนเสนขอบของโดเมนได ฟงกชันพหุนามของลากรองจนี้สามารถเขียนใหอยูใน
รูปแบบโดยทั่วไปสําหรับสองมิติในทิศทาง ξ   และ η ตามลําดับ (ดังแสดงในรูปที่ 2.6) ดังนี้ 
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),( 21 ηξ

),( 12 ηξ

),( 22 ηξ

 
รูปที่ 2.6 ตําแหนงของจุดภายในโดเมน 
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โดยที่ ∑ เปนสัญลักษณของการบวก และ I , J คือ คามากที่สุดของ ξ และ η  ตามลําดับ 
และ N , M คือ จํานวนขอมูลที่นํามาใชในการประมาณคา เชน มีขอมูลจํานวน 2 ขอมูล 
แลว 2=N  ซ่ึงจะเปนการประมาณคาในชวงเชิงเสน หรือมีขอมูลจํานวน 3 ขอมูล แลว 3=N  ซ่ึง
จะเปนการประมาณคาในชวงกําลังสอง เปนตน สวน nφ และ mψ คือ blending function เปน
ฟงกชันซึ่งมีความสอดคลองกับเงื่อนไขดังนี้ 
 

l
n

l
n I

δ
ξ

φ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛          n = 1, 2  l = 1, 2 (2.16) 
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δ
η

ψ =⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛          m = 1, 2  l = 1, 2 (2.17)

 
ฟงกชัน nφ และ mψ สามารถหาไดโดยใชฟงกชันการประมาณคาในชวงพหุนามทั่วไปของ

ลากรองจ (Lagrange interpolation polynomials) คือ 
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โดยที่ ∏ เปนสัญลักษณของการคูณ  

สําหรับฟงกชัน nφ และ mψ นี้ มีคุณสมบัติโดยทั่วไปกลาวคือ nφ  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนง 
nξ และมีคาเทากับศูนยที่ตําแหนงξ ของขอมูลอ่ืนๆ 

สําหรับกรณีที่ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจเปนแบบเชิงเสน (linear 

Lagrange interpolation functions) เราสามารถลดรูปสมการ (2.14) และ (2.15) ไดเปน  
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สวน blending function ( nφ และ mψ ) สําหรับกรณีที่เปนฟงกชันเชิงเสนสามารถหาได

โดยใชสมการดังนี้ 
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Blending function สําหรับกรณีที่ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจเปนแบบ

เชิงเสน จะมีลักษณะการกระจายดังแสดงในรูปที่ 2.7 
 

2φ1φ

1ξ 2ξ
0

1

ξ  
รูปที่ 2.7 ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจแบบเชิงเสน 

 
สําหรับ blending function ( nφ และ mψ ) ที่ฟงกชันเชิงเสน มีคุณสมบัติกลาวคือ nφ  มีคา

เทากับหนึ่งที่ตําแหนง 1ξ  และมีคาเทากับศูนยที่ตําแหนงξ ของขอมูลอ่ืนๆ 
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เมื่อไดตําแหนงของจุดกริดบนเสนขอบของโดเมนแลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการหาจุดกริด

ที่อยูภายในโดเมน โดยการนําสมการ (2.14) และ (2.15) มารวมกัน แลวเพิ่มพจนลงไป จะได
สมการในการกระจายจุดกริดภายในโดเมนมีรูปแบบทั่วไปดังนี้ 
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วิธีสรางกริดโดย TFI ใชเวลาในการคํานวณนอยเนื่องจากไมตองใชกระบวนการทําซํ้า 

สามารถควบคุมระยะหางระหวางกริดไดดีแตการเลือกฟงกชัน nφ และ mψ  ยาก ขอเสียของ TFI คือ 
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กริดจะไมมีความสม่ําเสมอเนื่องจากไมสามารถควบคุมมุมระหวางเสนกริดไดดีเพียงพอ ปญหานี้
สามารถแกไดดวยวิธีสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ที่จะทําใหกริดมีความ
สม่ําเสมอมากขึ้น 
 
2.4 การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

 
ในหัวขอนี้จะกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกซึ่งแบง

ไดเปน 3 สวนหลัก คือ สมการครอบคลุมการสรางกริด ฟงกชันควบคุม และการแกระบบสมการ
เชิงพีชคณิต การสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกสามารถทําไดโดยใชสมการลา
ปลาซ (Laplace equation) หรือสมการปวสซอง (Poisson equation) ซ่ึงมีความแตกตางกัน 
ดังนี้ 

การสรางกริดโดยการแกสมการลาปลาซเปนวิธีการสรางกริดที่งายที่สุด โดยสมการลา
ปลาซ มีรูปแบบสมการคือ 
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 (2.29) 

 
โดยที่ ),()( ηξξ =i  และ ),()( yxxi =   

กริดที่ไดจากการสรางกริดโดยการแกสมการลาปลาซจะมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้ง
โดเมนดังรูปที่ 2.8 (ก) แตไมสามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดใหมีกริดอยูในบริเวณที่เปน
มุมของโดเมนได ทําใหผลการคํานวณบริเวณไมแมนยํา นอกจากนี้ กริดจะชิดกันจนเกินไปบริเวณ
ที่เปนโคงคว่ําดังรูปที่ 2.9 (ก) แตกริดจะหางกันจนเกินไปบริเวณที่เปนโคงหงายดังรูปที่ 2.9 (ข) 

การสรางกริดโดยการแกสมการปวสซอง สามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดไดดี 
โดยสมการปวสซอง มีรูปแบบสมการคือ 
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โดยที่ ),()( QPPi =  
กริดที่ไดจากการสรางกริดโดยการแกสมการปวสซองมีลักษณะดังรูปที่ 2.8 (ข) ซ่ึง

เสนกริดมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมนและสามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดบริเวณที่
เปนมุมของโดเมนได ทําใหผลการคํานวณบริเวณมีความแมนยํา  
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.8 ลักษณะของกรดิทีส่รางจากสมการครอบคลุมที่เปน (ก) สมการลาปลาซและ (ข)  
                   สมการปวสซอง 

 

 
(ก)  

(ข) 

รูปที่ 2.9 กริดบริเวณ (ก) โคงคว่ํา (ข) โคงหงาย 
 

สําหรับสมการปวสซอง (2.30) เราสามารถกระจายพจนสําหรับกรณีที่เปนสองมิติ ดังสมการ
ตอไปนี้ 
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∂ ξ ),( ηξP=  (2.31)
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∂ η ),( ηξQ=  (2.32)

 
สมการเหลานี้เปนสมการของปญหาที่ใชเงื่อนไขขอบเขตในการหาผลเฉลย (boundary-

value problems) และสมการเหลานี้มีความเหมาะสมในการนํามาใชในการสรางกริดเนื่องจาก
ปญหามีสมการครอบคลุมของปญหาเปนสมการในประเภทเดียวกัน จากสมการ (2.31) นี้มีตัวแปร
ในพิกัดกระชับขอบเขตคือ ),()( ηξξ =i  เปนตัวแปรตาม (dependent variable) และมีตัวแปร
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ของพิกัดคารทีเซียนคือ ),()( yxxi = เปนตัวแปรอิสระ (independent variable) เนื่องจาก
เสนกริดแตละเสนมีคาเปนคาคงที่ ดังนั้นเพื่อความสะดวก เราจึงควรแปลงสมการ (2.30) ใหตัว
แปรตามสลับกับตัวแปรอิสระ โดยใชกฎลูกโซ (chain rule)  ซ่ึงมีรูปแบบดังนี้ 
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เราสามารถกระจายและจัดรูปสมการ (2.33) และ (2.34) ใหอยูในรูปแบบของเมตริกซได

ดังนี ้
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จากสมการ (2.35) และ (2.36) นี้ จะไดความสัมพันธระหวาง physical space และ
computational space ดังนี้ 
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หรือ 
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โดยที่ J  คือเมตริกซจารโคเบียน ซ่ึงมีสมการคือ  
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จากความสัมพันธของกฎลูกโซดังสมการ (2.38) เมื่อประยุกตความสัมพันธนี้เพื่อหาพจนตางๆ
ทางดานซายมือของสมการปวสซอง (2.30) ซ่ึงมีอยูส่ีพจนดวยกัน สามารถแปลงตัวแปรและเขียน

พจนแรก คือ 2

2

x∂
∂ ξ ไดดังนี้ 
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(2.40) 

 

เชนเดียวกันกับพจน 2
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x∂
∂ ξ ในสมการ (2.40) เราสามารถแปลงพจนที่เหลือไดแก 2
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y∂
∂ ξ , 2

2

x∂
∂ η

และ 2

2

y∂
∂ η โดยใชหลักการเดียวกัน และไดสมการดังนี้ 
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 (2.43) 

 

  เมื่อไดพจนทั้งสี่ ( 2

2

x∂
∂ ξ , 2

2

y∂
∂ ξ , 2

2

x∂
∂ η และ 2

2

y∂
∂ η ) ในสมการ (2.40) ถึง (2.43) แลว จากนั้น

จึงแทนพจนเหลานี้ลงในสมการปวสซอง (2.31) และ (2.32) สามารถเขียนสมการครอบคลุมของ
การสรางกริด (grid generation governing equations) ไดดังนี้ 
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สมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.44) และ (2.45) นี้เปนสมการเชิงอนุพันธไมเชิง

เสน (non-linear equations) การแกสมการสามารถทําโดยการทําซ้ํา (iteration) สามารถจัดรูป
สมการไดเปน 
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โดย 
 

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
ηη

α yx
 (2.48)

ηξηξ
β

∂

∂

∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

=
yyxx

 (2.49)

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
ξξ

γ yx
 (2.50)

 
สมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.44) และ (2.45) นี้เปนสมการเชิงอนุพันธซ่ึงตอง

ทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในการหาผลเฉลย การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตนี้สามารถทําไดสอง
วิธีดวยกันไดแก Dirichlet และ Neumann การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบ Dirichlet สามารถ
ทําไดโดยการกําหนดตําแหนงของจุดกริดไวบนเสนขอบของโดเมน ในกรณีนี้เราจะกําหนดคา
ฟงกชันควบคุมเพื่อใหไดมุมตัดกันและระยะหางระหวางกริดตามที่ตองการ ซ่ึงรายละเอียดของการ
กําหนดคาฟงกชันควบคุมนี้จะกลาวในหัวขอยอยตอไป และการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบ 

Neumann สามารถทําไดโดยการกําหนดความชันของเสนพิกัดบนขอบของโดเมนหรือกําหนดมุม
ที่ตัดกันระหวางเสนพิกัดกับเสนขอบของโดเมน ซ่ึงในกรณีนี้เราไมจําเปนตองกําหนดคาฟงกชัน
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ควบคุม )0( =iP อยางไรก็ตาม เราไมสามารถควบคุมการกระจายของจุดบนขอบของโดเมนและ
ระยะหางระหวางกริดได   

สมการ (2.44) และ (2.45) นี้เปนสมการครอบคลุมของการสรางกริดซ่ึงอยูในรูปแบบ
ทั่วไป เราสามารถหาผลเฉลยของสมการนี้ซ่ึงผลเฉลยนี้เปนพิกัดคารทีเซียน )( ix  บนกริดที่มี
ระยะหางเทาๆกันบนระนาบการคํานวณไดดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ในเบื้องตนนี้ เราจะทําสมการ 
(2.46) และ (2.47) ซ่ึงสมการไมเชิงเสนใหเปนสมการเชิงเสนเสมือน (quasi-linear) โดยการ
กําหนด βα , และ γ ใหเปนคาคงที่ จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธใหเปนสมการ
เชิงพีชคณิตดวยวิธี central differencing ซ่ึงเปนวิธีที่มีความแมนยําเปนอันดับสอง สําหรับ
อนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสอง เราสามารถทําการดิสครีไทซไดดังนี้ 
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โดย ϕ  คือคา x  หรือ y  

แทนสมการ central differencing (2.51) _ (2.53) ลงในสมการเชิงอนุพันธ (2.46) และ 

(2.47) จากนั้นกําหนดคาให 1=δξ และ 1=δη  เราจะไดระบบสมการเชิงพีชคณิตดังนี้ 
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  หลังจากทําการดิสครีไทซสมการครอบคลุมของการสรางกริดโดยใช central 

differencing แลว สามารถเขียนระบบสมการเชิงพีชคณิตดังแสดงในสมการ (2.54) และ (2.55) 
ซ่ึงเราจะกลาวถึงระเบียบวิธีตางๆในการแกระบบสมการนี้ในหัวขอยอยที่ 2.4.2 หลังจากที่แก
ระบบสมการเชิงพีชคณิตนี้แลวจะไดผลเฉลยซึ่งเปนตําแหนงของแตละจุดบนพิกัดคารทีเซียนที่เปน
เสนกริดของโดเมนตามที่ตองการ สวน ),()( QPPi =  ซ่ึงเปนฟงกชันควบคุมนั้นทําหนาที่คลาย
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กับเปน source term ในสมการ (2.54) และ (2.55) ซ่ึงถาเรากําหนดให 0=iP  จะเปนการแก
สมการลาปลาซ สงผลใหกริดที่ไดมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมน แตถาเรากําหนดให 0≠iP  

จะเปนการแกสมการปวสซอง ซ่ึงการกําหนดคาของฟงกชันควบคุมที่เหมาะสมจะกลาวถึงในหัวขอ
ตอไป  
 

2.4.1 ฟงกชันควบคุม 
 
ในหัวขอนี้จะกลาวถึงฟงกชันควบคุม )( iP  ซ่ึงสามารถใชเพื่อปรับระยะหางระหวาง

เสนกริด ปรับความสม่ําเสมอของกริด และปรับคุณสมบัติไมตั้งฉาก (non-orthogonality) ของ 
กริดได การกําหนดคาที่เหมาะสมใหกับฟงกชันควบคุมเพื่อที่จะควบคุมการกระจายจุดหรือเสนของ 
กริดโดยเราสามารถดึงเสนสองเสนหรือจุดสองจุดเขามาหากันหรือผลักใหออกจากกัน และสามารถ
บิดโคงได เราสามารถหาฟงกชันควบคุมไดโดยมีขั้นตอนตางๆ ดังนี ้

จัดรูประบบสมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.54) และ (2.55) ใหอยูในรูปเมตริกซ
ดังนี ้
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โดยที ่
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ทําการแกระบบสมการ (2.56) เพื่อหาฟงกชันควบคุมได ดังนี ้
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ทั้งนี้เราสามารถสมมติฟงกชันควบคุมใหอยูในรูปแบบฟงกชันเอกซโปเนนเชียลได ซ่ึง

รูปแบบของ Thompson et al. (1985) ที่เปนรูปแบบที่นิยมใชกันทั่วไปสามารถแสดงได ดังนี้ 
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∑
=

⋅−⋅−⋅−=
m

l
llll TbaQ

1
22 )exp()sgn(),( ηηηξ  (2.62) 

โดย  
 

2
2

2
1 )()( lllll ccT ηηξξ −+−=  (2.63) 

 
โดย )sgn(a คือการคิดเฉพาะเครื่องหมายบวกหรือลบของคาภายในวงเล็บ  
ในการระบุวาเสนพิกัดใดระหวางที่มีคา ξ   และ/หรือ η  เปนคาคงที่ จะถูกดึงดูด (attraction) กับ
เสนพิกัดหรือจุดที่กําหนดไว เราจะใชคาสัมประสิทธ์ิ lna และ lnc เปนตัวกําหนด นอกจากนี้ เรา
สามารถควบคุมขนาด (strength) ที่ใชในการดึงดูดไดโดยการใชตัวประกอบ lnb (decay factor) 

ยกตัวอยางเชน กรณีที่เสนพิกัดξ  ถูกดึงดูด ก็จะมีคาสัมประสิทธิ์ 1la ไมเทากับศูนย เชนเดียวกันกับ
เสนพิกัด η  ถูกดึงดูด ก็จะมีคาสัมประสิทธ์ิ 2la ไมเทากับศูนย การดึงดูดของเสนพิกัดในทิศของ
เสนพิกัดหรือจุดไดแสดงไวในตารางที่ 2.2 
 
ตารางที่ 2.2 สัมประสิทธิ์ที่ใชในฟงกชันควบคุม Pi  

เสนท่ีถูกดึงดดู ระนาบ เสน หรือจุด ท่ีดึงดดูระนาบขางเคียง 

1la ≠0 สําหรับเสนξ เปนคาคงที่ 1la ≠ 0, 2la = 0 สําหรับเสนξ = lξ  

1lc ≠ 0, 2lc = 0 

2la ≠0 สําหรับเสนη เปนคาคงที ่ 1la = 0, 2la ≠ 0 สําหรับเสนη = lη  

1lc = 0, 2lc ≠ 0 
 

1la ≠ 0, 2la ≠ 0 สําหรับจุด (ξ ,η )=( lξ , lη ) 

1lc ≠ 0, 2lc ≠ 0 

 
พิจารณารูปที่ 2.10 แสดงใหเห็นผลของฟงกชันดึงดูดแบบสองมิติ ซ่ึงเปนการดึงดูดเสน

พิกัดที่ξ  เปนคาคงที่ ซ่ึงเปนผลของฟงกชัน P โดยมีสัมประสิทธ์ิ 1la ≠ 0 สําหรับรูปที่ 2.10 (ก) 
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ทางซายมือ เสนพิกัดที่ξ  เปนคาคงที่ถูกดึงดูดไปหาเสนξ = lξ  ซ่ึงมีคาสัมประสิทธิ์ 1lc ≠ 0 และ 
02 =lc  สําหรับรูปที่ 2.10 (ข) ทางขวามือ เสนพิกัดที่ξ  เปนคาคงที่ถูกดึงดูดไปหาจุด (ξ ,η ) = 

( lξ , lη ) ซ่ึงมีคาสัมประสิทธิ์ 1lc ≠ 0 และ 2lc ≠ 0 ทั้งนี้สําหรับฟงกชัน P  จะไมมีการดึงดูดของ
เสน η  เปนคาคงที่  ),( ll ηξ   

ξ

η

lξ  
(ก) 

ξ

η

)
,

(
l

l
η

ξ

 
(ข) 

รูปที่ 2.10 การใชฟงกชันควบคุมในการ (ก) ดึงเสนและ (ข) ดึงจุด 
  

หลังจากดิสครีไทซสมการครอบคลุมของการสรางกริดใหเปนระบบสมการเชิงพีชคณิต
และเลือกฟงกชันควบคุมแลว ในหัวขอยอยตอไปจะการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตเพื่อหาผลเฉลย
ของสมการ 
 

2.4.2 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต 
 

การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตสามารถแบงไดเปนสองแบบดวยกันคือวิธีตรงและวิธี
ทําซ้ํา วิธีตรงเชน การกําจัดแบบเกาส, Thomas algorithm หรือ Chelosky method เปนตน สวน
วิธีทําซํ้าเชน การทําซํ้าจารโคบี การทําซ้ําแบบจุดของเกาสซีเดล การทําซ้ําแบบเสนของเกาสซีเดล 
วิธีผอนปรนเกินสืบเนื่องแบบจุด (PSOR) หรือวิธีผอนปรนเกินสืบเนื่องแบบเสน (LSOR) 
alternating direction implicit (ADI) เปนตน 

 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธีตรงมีขอเสียคือใชเวลามากกวาวิธีทําซ้ํา และวิธีตรง
จะไวตอคาความคลาดเคลื่อนอันเนื่องมาจากการปดเศษ (round-off errors) ยิ่งในกรณีที่เปนการ
แกระบบสมการใหญ คาความคลาดเคลื่อนนี้จะกลายเปนปญหาสําคัญ ในทางกลับกันคาความ
คลาดเคลื่อนสําหรับการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธีทําซ้ําไมเปนปญหาเนื่องจากคาความ
คลาดเคลื่อนจะถูกแกไขในแตละรอบการทําซ้ํา ดังนั้นจึงใหผลการคํานวณที่ถูกตอง 

ในสวนของการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกนี้ วิธีที่เหมาะสมใน
การนํามาแกระบบสมการเชิงพีชคณิตคือ วิธีผอนปรนเกินสืบเนื่องแบบจุด (point successive 

over-relaxation) หรือ PSOR วิธีนี้มีขั้นตอนเชนเดียวกับวิธีการทําซ้ําแบบจุดของเกาสซีเดล แต
สามารถเรงอัตราการลูเขาของผลเฉลยได ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี้ 
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จากระบบสมการเชิงพีชคณิต (2.54) และ (2.55) จัดสมการใหอยูในรูปแบบดังนี ้
  

{ [ ] [ ]

[ ] } )/()
22

(

22
1

1,1,,1,12
1,1,

1,11,11,11,1,1,1,

γαγ

βα

+
−

+
−

++

++−−−+=

−+−+
−+

−−−++−++−+

jijijiji
jiji

jijijijijiji
temporary

ji

xx
Q

xx
PJxx

xxxxxxx
 (2.64) 

{ [ ] [ ]

[ ] } )/()
22

(

22
1

1,1,,1,12
1,1,

1,11,11,11,1,1,1,

γαγ

βα

+
−

+
−

++

++−−−+=

−+−+
−+

−−−++−++−+

jijijiji
jiji

jijijijijiji
temporary

ji

yy
Q

yy
PJyy

yyyyyyy
 (2.65) 

 
และ  
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โดยω  คือ ตัวประกอบ over-relaxation ซ่ึงมีคาเทากับ 1.8  

ตัวประกอบ over-relaxation (ω ) ในวิธีผอนปรนเกินสืบเนื่องแบบจุด (SOR) ใช
สําหรับการเปลี่ยนอัตราการลูเขาของผลเฉลย มีคาอยูระหวาง 0 ถึง 2 ในกรณีที่ω มีคาอยูระหวาง 0 

ถึง 1 เราเรียกชวงนี้วา under-relaxation ใชสําหรับการหนวงผลเฉลยใหมีอัตราการลูเขาชาลง เพื่อ
ลดการแกวงของผลเฉลยทําใหผลเฉลยมีเสถียรภาพมากขึ้น ปองกันการลูออกของผลเฉลย มักใชกับ
ปญหาไมเชิงเสน ในกรณีที่ω มีคาอยูระหวาง 1 ถึง 2 เราเรียกชวงนี้วา over-relaxation ใชสําหรับ
การเรงผลเฉลยใหมีอัตราการลูเขาเร็วขึ้น ในกรณีที่ω มีคาเทากับ 1 กระบวนการหาผลเฉลยเหมือน
วิธีการทําซ้ําแบบจุดของเกาสซีเดล ทั้งนี้ คา ω  ควรเลือกใหมีความเหมาะสมกับกายภาพของปญหา
นั้น สําหรับการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก คา ω  ที่เหมาะสมจะมีคา
เทากับ 1.8 Melaaen (1990)   

เมื่อใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหาผลเฉลยของสมการครอบคลุมของการสรางกริดสมการ 
(2.31) และ (2.32) แลว จะไดคําตอบเปนตําแหนงของกริด ),( ηξx  และ ),( ηξy  ตามที่ตองการ 

สําหรับการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกในหัวขอนี้ เริ่มจากนํา
สมการปวสซองมาแปลงตัวแปรตามเปนตัวแปรอิสระโดยใชกฎลูกโซเปนสมการครอบคลุมของ
การสรางกริดซ่ึงอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธ จากนั้นใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการแกสมการเชิง
อนุพันธเพื่อหาผลเฉลยเปนตําแหนงกริด x  และ y  ออกมา ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขประกอบดวย 
การดิสครีไทซดวย central differencing และการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตโดย PSOR ทั้งนี้ 
ในหัวขอนี้เปนการปรับกริดที่ไดจาก TFI ในหัวขอที่แลวใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้น 



บทที่ 3 
 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 
 ปญหาเชิงวิศวกรรมโดยมากมักมีสมการครอบคลุมของปญหาอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธ 
ซ่ึงโดยทั่วไปมีความซับซอนซึ่งไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรงได ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเปน
วิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธวิธีหนึ่งซึ่งนิยมนํามาใชกันเนื่องจากใหผลเฉลยที่มีความ
เที่ยงตรงสูงและมีขั้นตอนที่งายแกการเขาใจ สําหรับบทที่ 3 นี้จะกลาวถึงขั้นตอนตางๆของระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมเพื่อนํามาใชในการแกปญหาการนําความรอนในสภาวะไมอยูตัวบนพิกัดกระชับ
ขอบเขต เบื้องตนในหัวขอที่ 3.1 จะทําการหาสมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนโดยใช
กฎอนุรักษพลังงานเปนสมการพื้นฐานโดยใชพิกัดคารทีเซียน และในหัวขอที่ 3.2 จะแนะนํา
เกี่ยวกับหลักการและแนวความคิดพื้นฐานของพิกัดกระชับขอบเขต จากนั้นในหัวขอท่ี 3.3 จะทํา
การแปลงสมการครอบคลุมและเงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขต
โดยใชกฎลูกโซ เมื่อไดสมการครอบคลุมในพิกัดกระชับขอบเขตแลว ในหัวขอที่ 3.4 จะทํา
การดิสครีไทซสมการครอบคลุมซึ่งอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธใหเปนสมการเชิงพีชคณิตโดย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม หลังจากไดระบบสมการเชิงพีชคณิตแลวจึงทําการแกระบบสมการดวยวิธี 

TDMA ในหัวขอที่ 3.5 ซ่ึงไดผลเฉลยเปนอุณหภูมิซ่ึงเปนขั้นตอนสุดทายของระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุม 
 
3.1 สมการครอบคลุมปญหาการนําความรอน 
  
 สําหรับหัวขอนี้เปนการศึกษาสมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนซึ่งถือเปนสวน
สําคัญที่สุดสวนหนึ่งในวิทยานิพนธฉบับนี้เนื่องจากความเขาใจในความหมายทางกายภาพและ
ความสําคัญในแตละพจนของสมการจะชวยใหเขาใจในการแกสมการเหลานี้ดวยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขมากขึ้น 

ในการวิเคราะหการนําความรอน สวนใหญเราตองการทราบการกระจายอุณหภูมิเปนสิ่ง
แรก เนื่องจากสามารถนําการกระจายอุณหภูมิไปหาฟลักซทางความรอนโดยใชกฎของฟูเรียรหรือ
คํานวณคาอื่นๆที่สนใจได เราจะประยุกตใชกฎอนุรักษพลังงานเพื่อคํานวณหาการกระจายอุณหภูมิ 
เบื้องตน โดยมีสมมติฐานดงันี้คือ 
 

1. พิจารณาการถายเทความรอนที่เกิดขึน้เฉพาะกรณกีารนําความรอนเทานั้น 
2. ไมพิจารณาผลจากการอัดตวัของวัตถุ 
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3. คาการนําความรอนคงที่ 
4. วัตถุไมเคลื่อนที่ 

 
พิจารณาการถายเทพลังงานในพิกัดคารที เซียนผานปริมาตรควบคุมเชิงอนุพันธ 

( dzdydx ⋅⋅ ) ดังรูปที่ 3.1 โดยที่ปริมาตรควบคุมเคลื่อนที่ดวยความเร็วคงที่และไมมีงานผานผิว
ควบคุม  

 
รูปที่ 3.1 การถายเทพลังงานผานปริมาตรควบคุม 

 
ถาอุณหภูมิมีความแตกตางกันแลวจะเกิดการถายเทความรอนโดยการนําความรอนขามแต

ละพื้นผิวควบคุม ซ่ึงอัตราการนําความรอนตั้งฉากกับพื้นผิวควบคุมตามแกน yx,  และ z  คือ 

yx QQ
..

,  และ zQ
.

ตามลําดับ และอัตราการนําความรอนในพื้นผิวตรงขาม สามารถหาไดโดยวิธีการ
กระจายของอนุกรมเทยเลอร (Taylor series expansion) โดยไมคิดพจนที่มีอันดับสูง ซ่ึงมีสมการ
ดังนี้ 

 
⋅

+ ∂
∂

+= dx
x

Q
QQ x

xdxx

..
 (3.1)

.
..

dy
y

Q
QQ y

ydyy ∂

∂
+=+  (3.2)

.
..

dz
z

QQQ z
zdzz ∂

∂
+=+  (3.3)

 
จากกฎการอนรัุกษพลังงาน ซ่ึงกลาววา 

dxxQ +

•

 xQ
•

 

yQ
•

 

genE
•

 

dzzQ +

•
 

y 
z 

x

dyyQ +

•

 

zQ
•

 

stE
•

 



 37

 
{พลังงานสะสม} = {พลังงานเขาปริมาตรควบคุม}-{พลังงานออกจากปริมาตรควบคุม} 

                             + {พลังงานที่ถูกสรางขึ้น} 
(3.4)

 
ซ่ึงกฎการอนุรักษพลังงานนี้ สามารถแสดงในรูปแบบของสมการในพิกดัคารทีเซียนไดดังนี้  
 

dzzzdyyydxxxst QQQQQQE +++ −+−+−=
.......

genE
.

+  (3.5)

 
โดยที่ 

.

stE คือ พลังงานสะสมภายในปริมาตรควบคุมและ 
.

genE คือ พลังงานที่ถูกสรางขึ้นภายใน
ปริมาตรควบคุม 

เมื่อมีการเปลี่ยนแปลงของพลังงานที่สะสมอยูภายในปริมาตรควบคุม โดยที่ตัวกลางไมมี
การเปลี่ยนสถานะและไมคิดผลกระทบที่ใชในการเปลี่ยนสถานะ (latent energy) เราสามารถ

คํานวณพลังงานสะสมภายในปริมาตรควบคุม (
.

stE ) นี้ไดจาก 
 

dxdydz
t
TCE pst ∂
∂

= ρ
.

 (3.6)

 
โดยที่

t
TC p ∂
∂ρ คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานความรอนที่ใชเปล่ียนแปลงอุณหภูมิ (sensible 

energy) ภายในปริมาตรควบคุมตอหนึ่งปริมาตรเทียบกับเวลา 
เมื่อมีแหลงความรอนภายในปริมาตรควบคุม เราสามารถคํานวณพลังงานที่ถูกสรางขึ้น

ภายในปริมาตรควบคุม (
.

genE ) ไดจากสมการ ดังนี้ 
 

dxdydzqE gen 0

.
=  (3.7)

 
โดยที่ 0q คือ อัตราการผลิตความรอนจากแหลงความรอนภายในปริมาตรควบคุมตอหนึ่งปริมาตร 
(W/m3) 

พลังงานที่ถูกสรางขึ้นภายในปริมาตรควบคุม (
.

genE ) เปนกระบวนการอนุรักษพลังงาน
หนึ่งที่แสดงใหเห็นไดอยางชัดเจนเกี่ยวกับพลังงานความรอน เคมี ไฟฟาและนิวเคลียร โดยพลังงาน
นี้จะมีเครื่องหมายเปนบวกถาตัวกลางเปนแหลงใหความรอน (source) และมีเครื่องหมายเปนลบ

ถาตัวกลางเปนแหลงรับความรอน (sink) ซ่ึง
.

genE แตกตางกับ 
.

stE โดยที่
.

stE จะคืออัตราการ
เปล่ียนแปลงพลังงานความรอนที่สะสมภายในตัวกลาง  
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แทนคาสมการ (3.1) - (3.3) และสมการ (3.6) - (3.7) ลงในกฎอนุรักษพลังงานสมการ 

(3.5) จะได 
 

...

dz
z

Qdy
y

Q
dx

x
Q

dxdydz
t
TC zyx

p ∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−=
∂
∂ρ dxdydzq0+                  (3.8)

 

 อัตราการถายเทพลังงานโดยการนําความรอน ( yx QQ
..

,  และ zQ
.

) สามารถคํานวณไดจาก
กฎของฟูเรียร ซ่ึงกลาววา อัตราการถายเทความรอนเปนปฏิภาคโดยตรงกับพื้นที่การถายเทความ
รอนที่ตั้งฉากกับทิศการไหลของความรอน และการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของตัวกลางในทิศการ
ไหล ซ่ึงสามารถแสดงเปนสมการไดดังนี้ 
 

dydz
x
TkQ x ∂
∂

−=
.

 (3.9) 

dxdz
y
TkQ y ∂
∂

−=
.

 (3.10)

dxdy
z
TkQ z ∂
∂

−=
.

 (3.11)

 
แทนคาของ yx QQ

..
,  และ zQ

.
ในสมการ (3.9)-(3.11) ลงในสมการ (3.8) จากนั้นหารดวย

ปริมาตรควบคุม ( dzdydx ⋅⋅ ) จะไดสมการครอบคลุมการนําความรอน (heat equation) ซ่ึงอยู
ในรูปทั่วไป 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

z
Tk

zy
Tk

yx
Tk

xt
TC pρ 0q+                       (3.12)

 
สมการการนําความรอนนี้เปนเครื่องมือพื้นฐานที่ใชในการวิเคราะห ผลเฉลยที่ไดจาก

สมการนี้คือการกระจายอุณหภูมิ ),,( zyxT  ซ่ึงเปนฟงกชันของเวลาจากสมการนี้อาจกลาวไดวา 
ณ.จุดใดจุดหนึ่งในตัวกลาง อัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานความรอนที่สะสมอยูภายในปริมาตร
จะตองเทากับอัตราการถายเทพลังงานสุทธิโดยการนําความรอนภายในปริมาตรหนึ่งหนวยบวกกับ
อัตราการผลิตพลังงานความรอนในปริมาตรนั้น  
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แตละพจนของสมการ (3.12) มีความสําคัญทางกายภาพ อาทิเชน พจน ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

x
Tk

x
 ซ่ึง

เมื่อคูณกับ dx จะไดเปนฟลักซการนําความรอนสุทธิภายในปริมาตรควบคุมในทิศ x เปนตน ซ่ึงใน
พจนอ่ืนๆในทิศ y  และ z  ก็สามารถประยุกตไดเชนกัน  
 

dxxx qqdx
x
Tk

x +′′−′′=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

                        (3.13)

 
เราสามารถลดรูปสมการ (3.12) ใหอยูในรูปที่งายขึ้น โดยกําหนดใหคาการนําความรอน 

)(k คงที่ ซ่ึงจะไดสมการดังนี้  
 

k
q

z
T

y
T

x
T

t
T 0

2

2

2

2

2

21
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

α
                        (3.14)

 

โดยที่
pC

k
ρ

α =  คือคา thermal diffusivity  

สมการ (3.14) นี้เปนสมการครอบคลุมการแกปญหาการนําความรอนซึ่งอยูในรูปสมการ
เชิงอนุพันธบนพิกัดคารทีเซียน ในหัวขอยอย 3.3 จะทําการแปลงสมการ (3.14) ใหอยูในพิกัด
กระชับขอบเขต 

 
3.2 ระบบพิกัดกระชับขอบเขต  
 

 ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เราจะตองทําการดิสครี
ไทซเพื่อเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธไปเปนระบบสมการเชิงพีชคณิต ซ่ึงจะไดผลเฉลยเปนคาที่แตละ
จุดบนโดเมนที่ถูกแบงเปนปริมาตรควบคุมยอย (control volume) หรือเซลล (cells) ไว ตําแหนง
ของจุดตางๆเหลานี้สามารถกําหนดไดดวยการสุม (random) แตการคํานวณจะไมมีประสิทธิภาพ 
เราจึงตองการแสดงตําแหนงของจุดตางๆอยางเปนระบบ (organization) เพื่อใหสามารถระบุจุดที่
ตอๆกันไดอยางมีประสิทธิภาพ นอกจากความเปนระบบของจุดแลว การดิสครีไทซยังตองมีความ
สอดคลองกับเสนขอบของโดเมนเพื่อใหสามารถแสดงเงื่อนไขขอบเขตไดอยางแมนยํา ทั้งนี้ ระบบ
ของจุดเหลานี้ไดมาจากระบบของพิกัดตางๆเชน ระบบพิกัดคารทีเซียนสําหรับโดเมนที่เปน
ส่ีเหล่ียม หรือระบบพิกัดทรงกระบอกสําหรับโดเมนที่เปนวงกลม เปนตน สําหรับรูปรางทั่วไปซึ่งมี
ลักษณะที่ซับซอนกวาส่ีเหล่ียมและวงกลม เราตองการระบบพิกัดที่มีลักษณะสอดคลองกันกับเสน
ขอบของรูปรางที่ซับซอนนั้น ซ่ึงระบบพิกัดน้ีเรียกวา ระบบพิกัดกระชับขอบเขต หัวขอนี้เปนการ
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แนะนําเกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขตเบื้องตนเพื่อใหเกิดความเขาใจทางกายภาพและใหเหน็ถึง
ประโยชนในการใชระบบพิกัดนี้ในการคํานวณ 

ระบบพิกัดกระชับขอบเขตมีเสนพิกัดที่มีลักษณะโคงสอดคลองกันกับลักษณะของรูปราง
ของโดเมนที่พิจารณาและมีตัวแปรอิสระคือ ),()( ηξξ =i  ซ่ึงมีทิศทางในแตละจุดกริด
เปลี่ยนแปลงไปตามลักษณะของรูปรางของโดเมน พิกัดกระชับขอบเขตนี้สามารถนําไปใชกับ
โดเมนที่มีรูปรางใดๆก็ไดทุกประเภท รวมไปถึงโดเมนที่มีการเคลื่อนที่ดวย การวิเคราะหปญหาที่มี
รูปรางที่มีลักษณะซับซอนสามารถทําไดทั้งบนพิกัดคารทีเซียนและบนพิกัดกระชับขอบเขต โดยทั้ง
สองพิกัดสามารถระบุตําแหนงของจุดบนโดเมนไดเชนกันและมีความสัมพันธกันแบบหนึ่งจุดตอ
หนึ่งจุด (one to one) คือฟงกชัน )( ii xξ และ )( iix ξ  

เพื่อใหเกิดความเขาใจทางกายภาพของพิกัดกระชับขอบเขต เราจะมาศึกษาตัวอยางของ
ระบบพิกัดนี้ในกรณีที่โดเมนมีรูปรางเปนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน  (two 

concentric circles) ดังรูปที่ 3.2 สําหรับรูปวงกลมซอนกันนี้เราสามารถวิเคราะหปญหาโดยใชได
ทั้งพิกัดคารทีเซียนและพิกัดกระชับขอบเขต ซ่ึงกรณีวงกลมนี้เราจะพิจารณาใหพิกัดกระชับ
ขอบเขตเปนเชนเดียวกับพิกัดทรงกระบอกคือใชตัวแปร r และθ  เปนตัวแปรอิสระ ที่มีคาอยู
ในชวง [ ]21 , rr  และ [ ]π2,0  ตามลําดับ 

 

y

x

θ

r

 
รูปที่ 3.2 วงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันทีแ่สดงโดยใชพิกดัคารทีเซียนและพิกดักระชับ 

   ขอบเขต 

 
จากรูปที่ 3.2 จะเห็นไดวา ที่เสนพิกัดหนึ่งจะมีคาของตัวแปรหนึ่งเปนคาคงที่ ระหวางที่คา

ของตัวแปรอื่นจะเปลี่ยนแปลงเปนชวงที่ซํ้าๆ เชน ที่เสนขอบของวงกลมจะมีคาของตัวแปร r  เปน
คาคงที่ ระหวางที่คาของตัวแปร θ  จะเปลี่ยนแปลงซ้ําๆเปนชวง [ ]π2,0  แนวความคิดนี้เปน
หลักการสําคัญ ซ่ึงเราสามารถนําหลักการที่ไดจากกรณีของวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง
รวมกันไปประยุกตใชในรูปรางที่มีลักษณะซับซอนอื่นๆได 
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ระบบพิกัดกระชับขอบเขตในกรณีของวงกลมนี้มีความสัมพันธกับระบบพิกัดคารทีเซียน
เปนสมการที่ใชในการแปลงพิกัด ซ่ึงมีสมการดังนี้ 
 

θθ cos),( rrx =                         (3.15)
  

θθ sin),( rry =  (3.16) 
 
ในทางกลับกัน เราสามารถแปลงพิกัดยอนกลับจากพิกัดคารทีเซียนไปเปนพิกัดกระชับ

ขอบเขต โดยใชสมการดังนี้  
 

22),( yxyxr +=                         (3.17)
  

)/(tan),( 1 xyyx −=θ  (3.18) 
 
เมื่อทําการแปลงพิกัดแลว รูปรางที่ เปนวงกลมบนพิกัดคารทีเซียน จึงกลายเปนรูป

ส่ีเหล่ียมผืนผาบนพิกัดกระชับขอบเขต ซ่ึงเสนขอบของวงกลมทั้งสองจะกลายมาเปนดานบนและ
ดานลางของสี่เหล่ียมผืนผา ซ่ึงมีลักษณะดังรูปที่ 3.3 บนระนาบที่แปลงพิกัดแลวนี้ โดเมนที่มี
ลักษณะเปนสี่เหล่ียมผืนผาจะมีตัวแปรอิสระเปน r และθ  

θ

r

π2

2r

1r
0  

รูปที่ 3.3 ส่ีเหล่ียมผืนผาบนพิกัดกระชับขอบเขต 
 

เราสามารถทําพิกัดกระชับขอบเขตที่มีตัวแปร r และθ  เปนตัวแปรอิสระใหมีชวงอยู
ระหวาง [ ]1,0  ได ซ่ึงเราจะใหพิกัดกระชับขอบเขตใหมนี้มีตัวแปร ξ และη  เปนตัวแปรอิสระแทน 
โดยการเปลี่ยนชวงมีสมการดังนี ้
 

π
θξ
2

=                         (3.19)

  

12

1

rr
rr

−
−

=η  (3.20) 

 
ในทางกลับกัน เราสามารถแปลงพิกัดยอนกลับไดโดยสมการดังนี้  
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πξξθ 2)( =                         (3.21)

  
ηη )()( 121 rrrr −+=  (3.22) 

 
เมื่อทําการเปลี่ยนชวงพิกัดแลว รูปสี่เหล่ียมผืนผาจึงกลายเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่ง

หนวยซ่ึงมีตัวแปรอิสระเปนξ และη  ที่มีชวงอยูระหวาง [ ]1,0  ซ่ึงมีลักษณะดังรูปที่ 3.4  
 

ξ

η

1

1

0  
รูปที่ 3.4 ส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวยบนพิกัดกระชบัขอบเขต 

 
ทั้งนี้ เราสามารถแปลงวงกลมบนพิกัดคารทีเซียนใหเปนสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวย

บนพิกัดกระชับขอบเขตไดโดยใชสมการดังนี้  
 

[ ] )2cos()(),( 121 πξηηξ rrrx −+=                         (3.23)
  

[ ] )2sin()(),( 121 πξηηξ rrry −+=  (3.24) 
 

จากสมการ (3.23) และ (3.24) เปนฟงกชันเชิงวิเคราะห (analytic functions) ที่แสดง
ความสัมพันธระหวางพิกัดคารทีเซียนและพิกัดกระชับขอบเขตในกรณีที่รูปรางเปนวงกลม แต
สําหรับกรณีที่เปนรูปรางอื่นโดยทั่วไปที่มีลักษณะซับซอนมากกวาวงกลม การหาความสัมพันธ
ระหวางสองพิกัดที่เปนฟงกชันเชิงวิเคราะหทําไดยาก ดังนั้นเรามักใชความสัมพันธที่เปนฟงกชัน
เชิงตัวเลข (numerical functions) 

 สําหรับในระบบพิกัดกระชับขอบเขต การคํานวณเพื่อหาผลเฉลยของปญหาดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข สามารถทําไดทั้งบนพื้นที่ทางกายภาพ (physical space) ดังรูปที่ 3.5 (ก) และบนพื้นที่
ที่ทําการแปลงพิกัดแลวซ่ึงเรียกวา พื้นที่การคํานวณ (computational space) ดังรูปที่ 3.5 (ข) ซ่ึง
ทั้ง 2 วิธีนี้มีความแตกตางกัน โดยการคํานวณบนพื้นที่ทางกายภาพซึ่งกริดจะมีลักษณะที่บิดเบี้ยว 
ทําใหการดิสครีไทซสมการครอบคลุมตองทําในเซลลที่บิดเบี้ยวซ่ึงยากแกการคํานวณหาผลเฉลย
ของปญหา แตพื้นที่ ปริมาตร และเวกเตอรตัวแปรอิสระสามารถอธิบายทางกายภาพได ระหวางที่
การคํานวณในพื้นที่การคํานวณจะกระทําบนเซลลส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
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 เราเลือกที่จะคํานวณหาผลเฉลยบนพื้นที่การคํานวณ โดยหลังจากการสรางกริดแลว เราจะ
คํานวณคาตัวประกอบของรูปราง (geometric coefficient) จากลักษณะของกริด จากนั้นจึงทําการ
แปลงสมการครอบคลุมจากพิกัดคารทีเซียนซึ่งมีตัวแปรอิสระคือ ),()( yxxi = ไปเปนพิกัดกระชับ
ขอบเขตมีตัวแปรอิสระคือ ),()( ηξξ =i โดยอาศัยกฎลูกโซ แลวทําการดิสครีไทซและแกระบบ
สมการเชิงพีชคณิตบนกริดส่ีเหล่ียมธรรมดา เมื่อไดผลเฉลยแลวสามารถสงคาของผลเฉลยกลับไป
ยังตําแหนงตางๆของจุดกริดบนพิกัดคารทีเซียนไดทันท ี

 

x

ξ
η

y

 
(ก) 

ξ

η

 
(ข) 

รูปที่ 3.5 (ก) พื้นที่ทางกายภาพ (Physical space) (ข) พื้นที่การคํานวณ (Computational 
                  space) 
 
3.3 การแปลงพิกัด 
 

ในหัวขอยอยนี้จะทําการแปลงพิกัดของสมการครอบคลุมปญหาการนําความรอนและ
เงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ การแปลง
สมการนี้จะเปลี่ยนตัวแปรตามในสมการครอบคลุมจาก x  และ y  ไปเปนξ  และ η  ตามลําดับ ซ่ึง
มีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

จากสมการครอบคลุมปญหาการนําความรอนในรูปแบบทั่วไปบนพิกัดคารทีเซียนสมการ 
(3.12) ในหัวขอ 3.1 เราสามารถนํามาลดรูปสมการเปนแบบสองมิติไดดังนี้ 
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TC p ∂
∂ρ                         (3.25)

 
ตอไปจะเปนขั้นตอนการแปลงสมการจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขต

โดยใชกฎลูกโซดังที่ไดกลาวในบทที่แลว มีขั้นตอนดังนี ้
พิจารณาพจนแรกทางซายมือของสมการ (3.25) เมื่อใชกฎลูกโซสมการ (2.33) และ 

(2.34) สามารถแปลงสมการไดเปน 
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สมาชิกแถวบนของเมตริกซของจารโคเบียนสมการ (2.38) คือ 
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 (3.28) 

 
นําสมการ (3.27) และ (3.28) กลับไปแทนคาในสมการ (3.26) สามารถแสดงพจนแรก

ทางซายมือของสมการ (3.25) ไดเปน 
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                  (3.29)

 
เชนเดียวกันกับพจนแรกเมื่อพิจารณาพจนที่สองทางซายมือของสมการ (3.25) เมื่อใชกฎ

ลูกโซสามารถแปลงสมการไดเปน 
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สมาชิกแถวลางของเมตริกซของจารโคเบียนสมการ (2.38) คือ 
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 (3.32) 

 
นําสมการ (3.31) และ (3.32) กลับไปแทนคาในสมการ (3.30) สามารถแสดงพจนที่สอง

ทางซายมือของสมการ (3.25) ไดเปน 
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                      (3.33)

 
นําพจนแรกคือสมการ (3.29) และพจนที่สองคือสมการ (3.33) กลับไปแทนคาในสมการ 

(3.25) ไดวา 
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(3.34)

 
สามารถจัดรูปไดเปน 
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พิจารณาพจนเชิงอนุพันธ 
x
Tk
∂
∂  ในสมการ (3.35) ทําการแปลงพิกัดโดยใชกฎลูกโซ 
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แทนพจน
x∂

∂ξ และ
x∂

∂η  จากสมการ (3.27) และ (3.28) ลงในสมการ (3.36) จะได 
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พิจารณาพจนเชิงอนุพันธ 
y
Tk
∂
∂  ในสมการ (3.35) ทําการแปลงพิกัดโดยใชกฎลูกโซ 
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แทนพจนเชิงอนุพันธ 
y∂

∂ξ และ
y∂

∂η  จากสมการ (3.31) และ (3.32) ลงในสมการ (3.38) จะได 
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                  (3.39)

 
แทนคาสมการ (3.37) และ (3.39) ลงในสมการ (3.35) จะไดสมการครอบคลุมของปญหาการนํา
ความรอนในพิกัดกระชับขอบเขต คือ 
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ซ่ึงเราสามารถจัดรูปสมการ (3.30) ไดเปน 
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(3.41)

 
สามารถลดรูปสมการ (3.41) โดยใชคา βα , และγ  จากสมการ (2.33) – (2.35) แลวจัดรูปได
เปน 
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สมการ (3.42) เปนสมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนในพิกัดกระชับขอบเขต

ซ่ึงสามารถอธิบายเปนความหมายทางกายภาพโดยในพจนแรก ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

η
β

ξ
α

ξ
T

J
kT

J
k แสดง 

ฟลักซความรอนในทิศทาง ξ  พจนภายในพจนแรกมี 2 พจนดวยกันคือ
ξ∂
∂T

 เปนฟลักซความรอน

ในทิศξ  แนวตั้งฉากและ
η∂
∂T  เปนฟลักซความรอนในทิศξ  แนวไมตั้งฉาก (non-orthogonal 

term) ซ่ึงเปนพจนที่แกรูปรางที่ซับซอน (irregular) ถาฟลักซความรอนรูปรางปกติจะมีแคพจนใน

แนวตั้งฉากและพจนในแนวไมตั้งฉากนี้จะเปนศูนย และพจนที่สอง ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

η
β

η
γ

η
T

J
kT

J
k   

เปนฟลักซความรอนในทิศ η  มีความหมายทางกายภาพเชนเดียวกับพจนแรก 
เมื่อไดสมการครอบคลุมของปญหาบนพิกัดกระชับขอบเขตแลว ตอไปจะทําการแปลง

เงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขต เงื่อนไขขอบเขตสามารถจําแนก
ไดเปน 2 แบบคือ เงื่อนไขแบบดีริคเลต (Dirichlet condition) และเงื่อนไขแบบนอยมันน 
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(Neumann condition) เงื่อนไขแบบดีริคเลตเปนเงื่อนไขของการกําหนดตัวแปรตาม T  ที่
ขอบเขต สวนเงื่อนไขแบบนอยมันนเปนเงื่อนไขของการกําหนดคาอนุพันธอันดับหนึ่งของตัวแปร

ตาม T  ที่ขอบเขตนั้น นั่นคือ กําหนด 
x
T
∂
∂

 มาให ในขั้นตอนการแปลงพิกัดสําหรับเงื่อนไขแบบดี

ริคเลตซึ่งกําหนดคาอุณหภูมิที่ผิวให เราสามารถกําหนดคาอุณหภูมิที่ขอบของโดเมนบนระนาบการ
คํานวณเหมือนกับขอบบนระนาบทางกายภาพได โดยไมตองทําการแปลงคา แตสําหรับเงื่อนไข
แบบนอยมันนซ่ึงกําหนดคาเปนอนุพันธอันดับหนึ่งมาใหซ่ึงไมวาคานั้นจะเทากับศูนยหรือไม
เทากับศูนยก็ตาม เราจะตองแปลงพิกัดโดยใชกฎลูกโซเสียกอนจึงคอยนําไปคํานวณ ทั้งนี้ คา
อุณหภูมิที่ผิวซ่ึงเปนคาที่เราตองการหาตองทําการเปลี่ยนคาทุกรอบการทําซ้ํา 

การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบนอยมันนบนพิกัดคารทีเซียนมีสมการดังนี้ 
 

cTn =∇•
r

                        (3.43)
 
โดย c เปนคาคงที่ ซ่ึงเปนคาของฟลักซที่กําหนดมาให โดยถาเงื่อนไขขอบเขตเปนแบบสมมาตร c
จะมีคาเทากับศูนย 
  ในกรณีที่เปนปญหาแบบสองมิติบนพิกัดคารทีเซียน เราสามารถกระจายสมการไดดังนี้ 
 

y
T

x
T

∂
∂

+
∂
∂

c=                         (3.44)

 
 สําหรับการแปลงพิกัดของเงื่อนไขขอบเขต เราจะใชกฎลูกโซเชนเดียวกับการแปลง

สมการครอบคลุม โดยพจนแรกทางซายจะแปลงพิกัดโดยใชสมการ (3.37)  และพจนที่สอง
ทางซายจะแปลงพิกัดโดยใชสมการ (3.39) เมื่อแทนคาสมการ (3.37) และสมการ (3.39) ลงใน
สมการ (3.44) จะไดสมการดังนี้ 
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หลังจากทําการจัดรูปสมการ จะได 
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สมการ (3.46) มีพจนเชิงอนุพันธ 

ξ∂
∂T และ

η∂
∂T  ซ่ึงเราจะตองดิสครีไทซเปนพจนเชิง

พีชคณิต แลวจึงทําการจัดใหคาอุณหภูมิที่ผิวซ่ึงเราตองการหาอยูดานหนึ่ง ทั้งนี้ เราจะวิธี central 
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differencing ในการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธสําหรับปริมาตรควบคุมที่ผิวของโดเมน และใช 
forward differencing หรือ backward differencing สําหรับปริมาตรควบคุมที่มุมของโดเมน 

ตัวอยางเชน การแปลงเงื่อนไขขอบเขตที่เปนขอบดานลางของรูปราง ซ่ึงมีเงื่อนไขขอบเขต
เปนแบบสมมาตรดังรูปที ่3.6 มีสมการของเงื่อนไขบนพิกัดคารทีเซียน ดังนี้ 
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T
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0=                         (3.47)
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รูปที่ 3.6 เงื่อนไขขอบเขตที่เปนขอบดานลางของรูปรางแบบสมมาตร 

 
ขั้นตอนแรกจะทําการแปลงสมการ (3.47) ใหอยูบนพิกัดกระชับขอบเขต ไดดังนี ้
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จากนั้นดิสครีไทซเปนพจนเชิงอนุพันธ

ξ∂
∂T และ

η∂
∂T  ดวยวิธี central differencing ได

ดังนี้ 
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เนื่องจากเราตองการหาอุณหภูมิที่ผิวที่เปนขอบดานลางของรูปราง ( sT ) ดังนั้นเราจะทํา

การจัดพจนของสมการ (3.49) ใหคาอุณหภูมิที่ผิวที่เราตองการหาอยูดานหนึ่ง ดังนี้ 
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                   (3.50)

 
ในหัวขอตอไปจะทําการดิสครีไทซสมการครอบคลุม (3.32) ซ่ึงเปนสมการเชิงอนุพันธให

เปนสมการเชิงพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
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3.4 ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 
 ในหัวขอยอยที่แลวเราไดสมการครอบคลุมปญหาการนําความรอนในพิกัดกระชับขอบเขต
แลว ในหัวขอยอยนี้จะทําการหาผลเฉลยของสมการโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ทั้งนี้ ระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมจะทําการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธโดยการแบงโดเมนออกเปนปริมาตร
ควบคุมยอยๆ แลวแปลงสมการเชิงอนุพันธไปเปนสมการเชิงพีชคณิตซึ่งเรียกวาการดิสครีไทซโดย
การอินทิเกรตตลอดปริมาตรควบคุม ซ่ึงจะกลาวในรายละเอียดตอไป 

การวางตัวของปริมาตรควบคุมยอยบนโดเมนสามารถทําได 2 วิธีดวยกันไดแก การวางตัว
แบบ cell-centered และการวางตัวแบบ vertex-centered ซ่ึงการวางตัวแบบ cell-centered นั้น
ปริมาตรควบคุมจะวางบนเสนกริดและ node จะวางไวตรงกลางของปริมาตรควบคุมซึ่งอยูตรง
กลางระหวางเสนกริด ดังรูปที่ 3.7 (ก) ตางกับการวางตัวแบบ vertex-centered ที่มีการวาง node 

ไวตรงจุดตัดกันของเสนกริดและขอบของปริมาตรควบคุมจะอยูตรงกลางระหวางเสนกริด ดังรูปที ่
3.7 (ข) วิทยานิพนธนี้เลือกการวางตัวแบบ cell-centered เนื่องจากวิธีนี้มีขอดีคือสามารถ
ประยุกตใชเงื่อนไขขอบเขตไดงาย เนื่องจากเงื่อนไขขอบของโดเมนจะตรงกันกับเงื่อนไขขอบของ
ปริมาตรควบคุม 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.7 การวางตัวของปรมิาตรควบคุม (ก) แบบ cell-centered (ข) แบบ vertex-centered 
 
การหาผลเฉลยของสมการโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมขั้นตอนแรกคือการอินทิเกรต

สมการตลอดปริมาตรควบคุม (CV) และตลอดชวงเวลาจาก t  ถึง tt Δ+  โดยนําสมการ
ครอบคลุมปญหาการนําความรอนบนพิกัดกระชับขอบเขตในหัวขอยอยที่แลวสมการ (3.42) มาทํา
การอินทิเกรตสมการตลอดปริมาตรควบคุมและตลอดชวงเวลา ดังนี ้
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เมื่ออินทิเกรตสมการ (3.51) ตลอดปริมาตรควบคุมจะไดสมการดังนี้ 
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(3.52) 

 
โดยท่ี iA  คือพื้นที่หนาตัดแตละปริมาตรควบคุม VΔ  คือปริมาตรของมันซึ่งเทากับ ζηξ ΔΔΔ  
โดย ξΔ คือความกวางของปริมาตรควบคุม ηΔ คือความยาวของปริมาตรควบคุม ζΔ คือความสูง
ของปริมาตรควบคุม และ S คือคาเฉลี่ย source  

พิจารณาพจนอัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิทางซายของสมการ (3.52) 
 

∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ+

..VC

tt

t
p dVdt

t
TCJρ = VTTCJ PPp Δ− )( 0ρ                (3.53) 

 
โดยที่ตัวยก 0  หมายถึงอุณหภูมิที่เวลา t  สวนอุณหภูมิที่เวลา tt Δ+  ไมใชตัวยก 0  

สมการ (3.52) ที่ไดจากอินทิเกรตนี้สามารถอธิบายความหมายทางกายภาพไดงาย กลาวคือ 
อัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิในปริมาตรหนึ่งจะเทากับฟลักซความรอนที่ออกจากทิศตะวันออก
ลบดวยฟลักซความรอนที่เขาจากทิศตะวันตก รวมกับฟลักซความรอนที่ออกจากทิศเหนือลบดวย 
ฟลักซความรอนที่เขาจากทิศใต รวมกับฟลักซความรอนที่ผลิตขึ้น ซ่ึงความหมายทางกายภาพคือ
สมดุลสมการทั่วไปที่สามารถเขาใจไดงาย การอธิบายความหมายทางกายภาพโดยงายนี้เองเปนขอดี
ที่สําคัญของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 

สําหรับการคํานวณหาคาฟลักซความรอนทั้ง 8 พจนทางขวามือของสมการ (3.52) 

สามารถคํานวณไดดวยการดิสครีไทซอยางตรงไปตรงมา  สําหรับพจนแรกในแตละทิศ 

(
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∂

,
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T
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∂

,
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T
η∂
∂

,และ
s

T
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∂

) เรียกวา primary flux terms และพจนที่สองในแตละทิศ 

(
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,
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T
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,
n

T
ξ∂
∂

,และ
s

T
ξ∂
∂

) เรียกวา secondary flux terms การดิสครีไทซในแตละพจนทํา

ไดโดยการประมาณเชิงเสน central differencing scheme สําหรับ primary flux terms นั้น จะ

ใชอุณหภูมิที่แตละ node ของปริมาตรควบคุมในการดิสครีไทซ เชน ⎟⎟
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เปนตน สวน secondary flux terms จะใชอุณหภูมิที่มุมของปริมาตรควบคุมในการดิสครีไทซ 
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−esen

sene

east

TTT
δηη

,, เปนตน ดังนั้นการหา secondary flux terms นี้จําเปนตองรูคา

อุณหภูมิที่มุมของปริมาตรควบคุมกอน โดยคาอุณหภูมิที่มุมนี้ใหสัญลักษณเปน neT , , seT , , nwT ,  

และ swT , แทนอุณหภูมิที่มุมขวาบน ขวาลาง ซายบน และซายลางของปริมาตรควบคุมตามลําดับซ่ึง
มีตําแหนงดังในรูปที ่3.8 

 

N

E

S

W P
enwn

esws

 
รูปที่ 3.8 ตําแหนงของจุดบนปริมาตรควบคุม 

 
โดยคาอุณหภูมิที่มุมของปริมาตรควบคุมเหลานี้สามารถหาไดจากการประมาณคาในชวง

โดยถวงน้ําหนักแบบเชิงเสน (weighted linear interpolation) ซ่ึงมีรูปแบบสมการดังนี้ 
 

EPPPe TfTfT 11 )1( +−=                         (3.54)
 
โดย Pf1 คืออัตราสวนระหวางระยะจาก Node ไปยังขอบของปริมาตรควบคุม ( Pe ) กับระยะจาก 
node ไปยัง node ที่อยูติดกันในทิศตะวันออก ( PE ) ดังรูปที่ 3.9 ซ่ึงสามารถหาไดจากสมการดังนี้ 
 

PE
Pef P =1                         (3.55)

 
สมการ (3.54) และ (3.55) นี้เปนการหาคาอุณหภูมิที่ขอบของปริมาตรควบคุมในทิศ

ตะวันออก สวนในทิศอื่นทําเชนเดียวกันกับสมการ (3.54) และ (3.55) เมื่อไดคาอุณหภูมิที่ขอบ
ของปริมาตรควบคุมทั้งหมดแลวจึงทําการหาคาที่มุมของของปริมาตรควบคุมดวยวิธีการประมาณ
คาในชวงโดยถวงน้ําหนักแบบเชิงเสนเชนเดียวกับสมการ (3.54) และ (3.55) นี้ ดังนั้นการหาคาที่
มุมของของปริมาตรควบคุมหนึ่งจุดจะใชการประมาณคาในชวง 3 ครั้ง การประมาณคาในชวงโดย
ถวงน้ําหนักแบบเชิงเสนนี้เปนวิธีที่มีความแมนยําสูงกวาการประมาณคาในชวงอื่นๆทั่วไป  
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Pe

PE
 

รูปที่ 3.9 ระยะจาก node ไปยังขอบของปริมาตรควบคุม ( Pe ) และระยะจาก node ไปยัง node ที่
อยูติดกนัในทศิตะวนัออก ( PE ) 

 
เมื่อไดอุณหภูมิที่มุมของปริมาตรควบคุมแลวสามารถหาคาฟลักซในแตละทิศของปริมาตร

ควบคุมในสมการ (3.34) ดังนี้ 
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โดยที่ ET , WT , NT , ST และ PT  เปนคาของอุณหภูมิที่ node ที่จุดศูนยกลางของปริมาตร

ควบคุมในทิศตะวันออก  ตะวันตก  เหนือ  ใต และศูนยกลาง  ตามลําดับดังในรูปที่ 3.8 คา

สัมประสิทธ์ิ  
J
Ak eβ

,
J
Ak wα

,
J
Ak nγ และ

J
Ak sβ มีคาเปนฟงกชันที่ขึ้นกับระยะทางไมขึ้นกับ

อุณหภูมิดังนั้นสัมประสิทธิ์เหลานี้จะเปนคาคงที่สําหรับสมการ (3.52) สัมประสิทธิ์เหลานี้สามารถ
หาคาไดเมื่อรูตําแหนงของกริดซึ่งไดมาจากสมการ (2.48) – (2.50) ในบทที่แลว 
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เมื่อแทนคาคาฟลักซในแตละทิศจากสมการ (3.56) - (3.63) และพจนอัตราการ
เปล่ียนแปลงสมการ (3.53) ลงในสมการ (3.52) จะได 
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(3.64) 

 
ในการประมาณค าพจนทางขวามือของสมการ  (3.64) เ ราตองสมมติ ให
อุณหภูมิ PT , ET , WT , NT , ST , neT , , seT , , nwT ,  และ swT ,  แปรผันตามเวลา ซ่ึงเราสามารถประมาณ
คาของอุณหภูมินี้โดยใชเวลาที่ t  หรือ tt Δ+  นอกจากนี้เรายังสามารถประมาณคาของอุณหภูมิ
ดวยการรวมเวลาที่ t  และ tt Δ+  โดยการถวงน้ําหนักดวยตัวแปร θ  ซ่ึงมีคาอยูระหวาง 0 ถึง 1 
และเราสามารถเขียนอินทิกรัล TI  ของอุณหภูมิ PT  ตามเวลาไดดังนี้ 
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tt
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])1([ 0θθ                (3.65)

 
ทั้งนี้ 
 

θ  TI  
0 tTP Δ

0  
   0.5 tTT Pp Δ+  ][ 5.0 0  

1 tTP Δ  
 

ถา θ = 0 แลวอุณหภูมิที่ใชคืออุณหภูมิที่เวลา t  ถา θ = 1 แลวอุณหภูมิที่ใชคืออุณหภูมิที่
เวลา tt Δ+  และถา θ = 0.5 แลวอุณหภูมิที่ใชคืออุณหภูมิที่เวลา t และ tt Δ+  โดยถวงน้ําหนัก
เทากัน แทนคาสมการ (3.65) สําหรับอุณหภูมิ ET , WT , NT , ST , neT , , seT , , nwT ,  และ swT , ลงใน
สมการ (3.64) แลวหารตลอดดวย tΔ จะไดสมการดังนี ้
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และพจนสุดทายขวามือของสมการ (3.66) คือ source term สามารถหาไดจาก 
 

PPU TSSVS +=Δ                (3.67)
 
พจน source term มีคาแปรผันตามตัวแปรตาม (T ) แบบเชิงเสน โดยมี US เปนคาคงที่

และ PS เปนสัมประสิทธิ์หนาตัวแปรตาม (T ) ถาผลเฉลยมีเสถียรภาพแลว PS จะมีคาเปนลบ 

แทน source term ลงในสมการ (3.66) เราสามารถจัดรูปสมการ (3.66) ไดเปน 
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(3.68) 

 



 55

ให สัมประสิทธ์ิหนาตัวแปร  ET , WT , NT , ST และ PT  เปน Ea , Wa , Na , Sa และ Pa

ตามลําดับ จะสามารถลดรูปสมการ (3.68) ใหอยูในรูป  
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โดย 
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(3.76) 

รูปสุดทายของสมการหลังจากทําการดิสครีไทซแลว จะขึ้นอยูกับคา θ  ในกรณีที่θ = 0 

อุณหภูมิที่ใชคํานวณทางขวามือของสมการ (3.69) คืออุณหภูมิที่เวลาเดิม t  ไดแก 0
PT , 0

ET , 
0

WT , 0
NT , 0

ST , 0
,neT , 0

,seT , 0
,nwT  และ 0

,swT  ซ่ึงวิธีนี้เรียกวา explicit ในกรณีที่ 10 ≤< θ  
อุณหภูมิที่ใชคํานวณคือเราจะใชทั้งอุณหภูมิที่เวลาเดิม t  และอุณหภูมิที่เวลาใหม tt Δ+   ซ่ึงวิธีนี้
เรียกวา implicit สําหรับคา θ =1 ซ่ึงเปนคามากที่สุด เราจะเรียกวิธีนี้วา fully implicit และใน
กรณีที่θ =1/2 เราจะเรียกวิธีนี้วา Crank-Nicolson เราจะกลาวรายละเอียดของแตละวิธีดังนี ้
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3.4.1 วิธี explicit  
 
แทนคา θ =0 ในสมการ (3.69) จะไดสมการเปนสมการเชิงเสนดังนี้ 
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(3.84) 

ทางขวามือของสมการ (3.77)  มีเพียงคาอุณหภูมิที่เวลาเดิมเทานั้น ดังนั้น เราสามารถคํานวณโดย
ไปขางหนา วิธีนี้มีพื้นฐานมาจากวิธี backward differencing ซ่ึงมีความแมนยําอันดับหนึ่ง จากกฎ
ที่วาสัมประสิทธิ์ทุกตัวในสมการที่ดิสครีไทซแลวจะตองเปนบวก ดังนั้นสัมประสิทธิ์หนา 0

PT  
จะตองเปนบวกดวย นั่นคือ 00 >−−−− SNEWP aaaaa  กําหนดคาการนําความรอนคงที่และมี
ระยะหางระหวางกริดสม่ําเสมอ เราสามารถเขียนเงื่อนไขนี้เปนสมการได  
 

α
ρ

k
JCt P 4

2

<Δ                         (3.85) 

 
 
สมการ (3.85) นี้เปนสมการที่แสดงคาขนาดของชวงเวลาที่มากที่สุดซ่ึงเปนขอจํากัดที่

สําคัญของวิธี explicit ถาใชขนาดของชวงเวลาที่มากเกินคาที่จํากัด จะทําใหความเสถียรภาพลดลง  
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3.4.2 วิธี Crank-Nicolson  
 
แทนคา θ =1/2 ในสมการ (3.69) จะไดสมการดังนี ้
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(3.93) 

เนื่องจากคาของอุณหภูมิที่ไมรูคาที่เวลาใหมมีมากกวาหนึ่งตัว ดังสมการ (3.86)  ดังนั้นเราตองแก

สมการสําหรับทุกจุดในแตละชวงเวลา แมวาวิธีที่มีคา 1
2
1

≤≤θ  รวมทั้งวิธี Crank-Nicolson 

ดวย เปนวิธีที่เสถียรภาพอยางไมมีเงื่อนไขสําหรับทุกขนาดของชวงเวลาก็ตาม แตสัมประสิทธิ์ทุก
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ตัวตองเปนบวกเพื่อใหผลลัพธที่ไดเปนจริงและมีคาอยูในชวงขอบ สําหรับในกรณีคาสัมประสิทธ์ิ
ของ 0

PT  จะมีเงื่อนไขดังนี้ 
 

α
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k
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<Δ                         (3.94) 

 
ขอจํากัดเรื่องชวงเวลาของวิธี Crank-Nicolson นี้มีนอยกวาเมื่อเทียบกับวิธี explicit เพียง

เล็กนอย ทั้งนี้วิธี Crank-Nicolson เปนวิธีที่มีพื้นฐานมาจาก central differencing ซ่ึงมีความ
แมนยําอันดับสอง เพื่อใชในการดิสครีไทซพจนของเวลา ดังนั้น วิธี Crank-Nicolson จึงมีความ
แมนยํามากกวาวิธี explicit เมื่อมีขนาดของชวงเวลาที่เล็กเพียงพอ เพราะวาความแมนยําโดยรวม
ของการคํานวณจะขึ้นอยูกับวิธีที่ใชในการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธดวย 

 
3.4.3 วิธี fully implicit  
 
แทนคา θ =1 ในสมการ (3.69) จะไดสมการดังนี ้
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จากสมการ (3.95) พบวามีอุณหภูมิที่เวลาใหมทั้งดานซายและขวา และเราตองแกระบบ

สมการเชิงพีชคณิตที่แตละชวงเวลา เราจะเริ่มตนกระบวนการคํานวณจากอุณหภูมิเร่ิมตนที่
กําหนดให 0T  ระบบสมการ (3.95) จะถูกแกหลังจากเลือกชวงเวลา tΔ  แลว จากนั้นผลเฉลย T
จะถูกกําหนดใหเปน 0T  และกระบวนการก็จะถูกทําซ้ําเพื่อใหไดผลเฉลยในชวงเวลาอื่นๆ  

สามารถเห็นไดชัดวาสัมประสิทธิ์ทุกตัวเปนบวก ซ่ึงทําใหวิธี fully implicit เสถียรภาพ
อยางไมมีเงื่อนไขสําหรับทุกขนาดของชวงเวลา เนื่องจากวิธีนี้มีความแมนยําเพียงอันดับหนึ่ง ดังนั้น
ควรใชขนาดของชวงเวลานอยเพื่อใหไดผลลัพธที่มีความแมนยํา วิธี fully implicit นี้เปนวิธีที่ถูก
เลือกนํามาใชในวิทยานิพนธนี้ 

จากหัวขอยอยนี้ เราไดระบบสมการเชิงพีชคณิตซ่ึงสามารถหาผลเฉลยไดโดยใช TDMA 

ซ่ึงจะกลาวในหัวขอยอยตอไป 
 
3.5 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต 
 
 หลังจากทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธแลวจะไดระบบสมการเชิงพีชคณิต หัวขอ
ยอยนี้จะทําการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตเพื่อหาผลเฉลยของปญหา การแกระบบสมการเชิง
พีชคณิตมีหลายวิธีดวยกันดังที่ไดกลาวแลวในหัวขอ 2.4.3 วิธีทําซํ้าแบบ tri-diagonal matrix 

algorithm หรือ TDMA มีความเหมาะในการนํามาใชแกระบบสมการเชิงพีชคณิตที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนั้น เนื่องจากวิธี TDMA มีขอดีคือประหยัดหนวยความจําและลูเขาเร็ว 
การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธี TDMA นี้มีขั้นตอนหลัก 2 ขั้นตอนคือการกําจัดไป
ขางหนา และการแทนคายอนกลับ ซ่ึงจะกลาวในรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 ระบบสมการ TDMA มีรูปทั่วไป ดังนี้  
 

jjjjjjj CD =−+− +− 11 φαφφβ                         (3.103)
 

ในขั้นตอนการกําจัดไปขางหนา เราจะจัดสมการใหมีรูปแบบเปนดังนี้ 
 

'
1 jjjj CA += +φφ                         (3.104)

 
โดยที่สัมประสิทธิ์ jA และ '

jC  สามารถหาไดจาก  
 

1−−
=

jjj

j
j AD

A
β
α

                        (3.105)
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                        (3.106)

 
เราทราบคาของจุดที่ขอบ j =1 และ 1+= nj ซ่ึงจะไดคาที่จุดดังกลาวคือ 

 
01 =A  และ 1

'
1 φ=C  

 
01 =+nA และ 1

'
1 ++ = nnC φ  

 

 
ดังนั้นเมื่อทราบคาดังกลาวแลวเราสามารถแทนคายอนกลับ แลวจะไดผลเฉลยของปญหา 
 สําหรับปญหาสองมิติดังสมการ (3.95) สามารถจัดใหอยูในรูปแบบที่สามารถใชวิธี 
TDMA ไดดังนี้ 
 

bTaTaTaTaTa EEWWNNPPSS ++=−+−                         (3.107)
 

ซ่ึงเปนสมการในรูปแบบเดียวกับสมการ (3.54) สามารถใชวิธี TDMA แลวหาผลเฉลย
ของปญหาได สําหรับปญหาสองมิติเราจะหาคาของเสนอุณหภูมิจากทิศเหนือไปยังทิศใตกอน แลว
จึงกวาดจากทิศตะวันออกไปยังทิศตะวันตก 

 
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตเพื่อใชแกปญหาการนําความรอนใน

รูปรางที่ซับซอนนี้มีขั้นตอนสําคัญ 4 ขั้นตอนคือการสรางกริด การแปลงพิกัด การดิสครีไทซ และ
การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต ในสวนของการสรางกริดที่ไดกลาวไวในบทที่แลวซ่ึงจะได
ตําแหนง x  และ y  เปนกริดมา จากตําแหนงของกริดที่ไดนั้น เราจะทําการหาคาสัมประสิทธิ์ βα ,

และ γ เพื่อนํามาใชตอในขั้นตอนของการหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในบทนี้ คา
สัมประสิทธิ์ βα , และ γ จะเปนฟงกชันของตําแหนง x  และ y ดังนั้นในขั้นตอนของการดิสครี
ไทซ สัมประสิทธิ์เหลานี้จะเปนคาคงที่เนื่องจากการดิสครีไทซเปนการหาผลเฉลยที่เปนฟงกชันของ
อุณหภูมิ หลังจากทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธแลวจะไดระบบสมการเชิงพีชคณิต ใน
ขั้นตอนสุดทายจึงทําการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธี TDMA ไดผลเฉลยสุดทายเปนคา
อุณหภูมิที่จุดตางๆ  



บทที่ 4 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 

ในบทนี้ เปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบน
พิกัดกระชับขอบเขต มาตรวจสอบความถูกตอง (validation) โดยนําผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ
ดวยโปรแกรมไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ผลจากการคํานวณและผลการทดลองของผูวิจัยที่
ไดทํามากอน ทั้งนี้เพื่อแสดงวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นนี้มีความถูกตองและเชื่อถือได 
สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นนี้จะแบงออกเปนสองสวนดวยกัน ใน
สวนที่หนึ่งจะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาทดสอบปญหาการนําความรอนแบบสภาวะ
อยูตัว (steady state) ซ่ึงมีทั้งหมด 5 กรณีศึกษาดวยกัน ดังนี ้

 
1) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน  
2) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
3) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน  

4) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีอุณหภูมิที่มีเงื่อนไขขอบเปนฟงกชันซายน 
5) การนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีผลิตการความรอนภายใน 

 
สําหรับสวนที่สองจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร ดวยปญหา

การนําความรอนแบบสภาวะไมอยูตัว (unsteady state) ซ่ึงจะตรวจสอบความถูกตองในสวนนี้
สองกรณีศึกษา ไดแก  

  
1) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่สภาวะไมอยูตัว  
2) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว 
 

4.1 ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 
                                                       
 หัวขอนีแ้สดงขั้นตอนการทาํงานของโปรแกรมดังรูปที่ 4.1 
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,α β γ

 
รูปที่ 4.1 ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 

 
4.2 ปญหาการนําความรอนแบบสภาวะอยูตัว 
 

ในหัวขอนี้ เราจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมโดยใชปญหาการนําความ
รอนแบบสภาวะอยูตัวซ่ึงมีทั้งหมด 5 ปญหาดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอน
กันแบบมีศูนยกลางรวมกัน การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย การนําความ
รอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีเงื่อนไข
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ขอบเขตเปนอุณหภูมิที่เปนฟงกชันของซายนที่แปรผันตามระยะ x  และการนําความรอนในแผน
สามเหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนภายใน โดยที่ 4 รูปรางแรก รูปจะมีความสมมาตร ดังนั้นจึงมีการ
แบงคํานวณเพียง 1 ใน 4 หรือ 1 ใน 2 ของรูปรางทั้งหมดเพื่อลดจํานวนหนวยประมวล สําหรับ
หัวขอนี้จะทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดกับผลการคํานวณทางเชิงเลขและผลเฉลยแมนตรง  

 
4.2.1 การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน 
 
การตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผนวงกลมที่

ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันดังรูปที่ 4.2 (ก) นี้ กระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ในสวนของการคํานวณดวยโปรแกรม
คอมพิวเตอร เนื่องจากรูปรางของโดเมนมีความสมมาตร ดังนั้นเราสามารถคํานวณเพียง 1 ใน 4 

สวนของรูปได ดังรูปที่ 4.2 (ข) เพื่อลดจํานวนหนวยประมวลที่ใชในการคํานวณ และในสวนของ
ผลเฉลยแมนตรง เราสามารถคํานวณโดยมีขั้นตอนดังนี้  

 

1T

2T

1R

2R

 
(ก) 

y

x  
(ข) 

รูปที่ 4.2 แผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศนูยกลางรวมกัน 
 

สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนในสภาวะอยูตัวแบบหนึ่งมิติในพิกัด
ทรงกระบอกมีรูปแบบสมการดังนี้ 

 

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dr
dTr

dr
d

                        (4.1) 

 
และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 
1Rr =  1TT =  (4.2) 

2Rr =  2TT =  
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ทําการแกสมการหาผลเฉลยของปญหาโดยการอินทิเกรตสมการ (4.1) สองครั้งเทียบกับ
รัศมี จะไดผลเฉลยในรูปแบบทั่วไปที่ติดคาคงที่ไว จากนั้นจึงหาคาคงที่สัมประสิทธิ์ของสมการนั้น
จากเงื่อนไขขอบเขตทั้งสองเงื่อนไขดังสมการ (4.2) สุดทายจะไดสมการของผลเฉลยแมนตรงของ
ปญหาการนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันมีรูปแบบสมการโดยทั่วไป
ดังนี้  

 

)/ln(
)/ln()(

12

121
1 RR

RrTT
TT

−
−=                         (4.3) 

 

สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมในกรณีนี้ เราจะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงใน
สมการผลเฉลยแมนตรงทั่วไป (4.3) ดังนี้ โดยกําหนดใหวงกลมภายในมีรัศมี 1 cm ( 11 =R ) และ
วงกลมภายนอกมีรัศมี 2 cm ( 22 =R ) โดยมีอุณหภูมิภายใน 100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิ
ภายนอก 0 K ( 02 =T ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.3) แลว จะไดผลเฉลยเปนคาของ
อุณหภูมิที่รัศมีตางๆกัน ดังสมการนี ้

 

rT ln27.144100 −=                         (4.4) 
 

เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.4) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช
โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ไดคํานวณมาแลว สําหรับการคํานวณ
ดวยโปรแกรมในขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะ
ดังรูปที่ 4.3   

 

 
รูปที่ 4.3 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง 
               รวมกัน 

 

จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซ่ึงจะ
ไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.4 
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รูปที่ 4.4 กริดที่สรางโดยการแกสมการอิลิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ 
   มีศูนยกลางรวมกัน 

 

การหาจํานวนกริดที่เหมาะสมในการนํามาใชในการคํานวณหาผลลัพธสําหรับโดเมนที่มี
ลักษณะเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันนี้ เราจะทดสอบโดยการกริดจํานวน 4x3 

8x4 18x8 และ 35x15 กริด มาใชในการคํานวณหาผลลัพธของปญหาการนําความรอนในรูปรางนี้ 
ซ่ึงผลการทดสอบแสดงดังกราฟดังรูปที่ 4.5 พบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณ
โดยใชกริดจํานวน 18x8 และ 35x15 กริด มีคาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดมี
คุณสมบัติความเปน grid independent หรือกลาวอีกนัยหนึ่งก็คือ การใชกริดจํานวน 18x8 มีความ
ละเอียดเพียงพอที่จะใหผลเฉลยที่ถูกตองและการเพิ่มจํานวนกริดใหมากกวานี้จะไมมีผลตอผลลัพธ
ที่ไดจากการคํานวณ 
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รูปที่ 4.5 การกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดจํานวน 4x3 8x4 18x8 และ 

     35x15 กริด 
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เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ
คํานวณหาการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆ
บนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.6 

 

 
รูปที่ 4.6 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมี 

         ศูนยกลางรวมกัน 
 

เมื่อคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธจากโปรแกรมไดแลว ตอไปจะนําผลลัพธจาก
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงโดยใชการกระจาย
อุณหภูมิในแนวรัศมี ( r ) ดังกราฟในรูปที่ 4.7 ซ่ึงจะเห็นไดวาผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมมีความสอดคลองกันกับผลเฉลยแมนตรงเปนอยางดี โดยมีคาความคลาดเคลื่อน
เฉลี่ยเทากับ 0.10% จึงสามารถสรุปไดวา ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตสามารถ
นํามาใชในการแกปญหาการนําความรอนสําหรับรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง
รวมกันไดเปนอยางด ี
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รูปที่ 4.7 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิในแนวรัศมี r ระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวย 

      ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยแมนตรง 
 

 4.2.2 การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
 

การตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผนวงกลมที่
ซอนกันแบบเยื้องศูนยดังรูปที่ 4.8 (ก) นี้ กระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง (shape factor) ที่นํามาจาก 
Incropera and Dewitt (2002) ซ่ึงผลเฉลยจะเปนฟลักซความรอนรวม ในสวนของการคํานวณ
ดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร เนื่องจากรูปรางของโดเมนมีความสมมาตร ดังนั้นเราสามารถคํานวณ
เพียง 1 ใน 2 สวนของรูปได ดังรูปที่ 4.8 (ข) เพื่อลดจํานวนหนวยประมวลที่ใชในการคํานวณ และ
ในสวนของผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง เราสามารถการคํานวณโดยมีขั้นตอนดังนี้  

 

1T

2T

D

d

z

 
(ก) 

 

x

y

 
(ข) 

รูปที่ 4.8 วงกลมสองวงซอนกันแบบเยื้องศูนย 



 68

ผลเฉลยที่เปนฟลักซทางความรอนรวมไดสามารถหาไดโดยใชวิธีตัวประกอบรูปราง 
(shape factor) จากตารางที่ 4.1 ที่นํามาจาก Incropera and Dewitt (2002) ซ่ึงฟลักซความรอน
หาไดโดยใชสมการดังตอไปนี ้

  

)( 21 TTSkq −=                         (4.5) 
 

โดยที่ S  คือตัวประกอบรูปราง ซ่ึงสามารถหาไดจากสมการ ดังนี ้
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สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมในกรณีนี้ เราจะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงใน
สมการผลเฉลยทั่วไป (4.5) และ (4.6) ดังนี้ โดยกําหนดใหวงกลมภายในมีเสนผานศูนยกลาง 1 cm 

( 1=d ) และวงกลมภายนอกมีเสนผานศูนยกลาง 4 cm ( 4=D ) โดยที่วงกลมทั้งสองมีระยะ
เยื้องศูนยกลาง 0.5 cm ( 5.0=z ) โดยมีอุณหภูมิภายใน 100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิ
ภายนอก 0 K ( 02 =T ) และมีคาคงที่การนําความรอนเปน 1 ( 1=k ) และมีความยาว 1 cm 

( 1=L ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.5) และ (4.6) แลว จะไดผลเฉลยเปนฟลักซความ
รอน ดังนี ้

 

       1.477=q kW                        (4.7) 
 

เมื่อไดผลเฉลยเปนฟลักซความรอนดังสมการ (4.7) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณ
โดยใชโปรแกรม เพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปรางที่ได สําหรับการ
คํานวณดวยโปรแกรมในขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึงจะไดกริดมี
ลักษณะดังรูปที่ 4.9 

 

 
รูปที่ 4.9 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
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จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซ่ึงจะ
ไดกริดมีลักษณะดังรูปที่ 4.10 

 

 
รูปที่ 4.10 กริดที่สรางโดยการแกสมการอลิิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกัน 

         แบบเยื้องศูนย 
 

ในการหาจํานวนกริดที่เหมาะสมสําหรับปญหาในกรณีที่เปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ
เยื้องศูนย สามารถทําไดโดยการเปรียบเทียบการใชกริดจํานวน 25x10 50x20 และ 100x40 กริด 
ในการคํานวณหาผลลัพธจากโปรแกรม ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากการใชกริดจํานวนตางๆกันไดแสดงไว
ดังกราฟรูปที่ 4.11 จะเห็นไดวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 
50x20 และ 100x40 กริด มีคาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวา การใชกริดจํานวน 50x20 นั้นเพียง
พอที่จะใชในการคํานวณหาผลเฉลยแลว โดยที่การเพิ่มจํานวนของกริดใหมากกวานี้จะไมทําใหผล
การคํานวณเปลี่ยนแปลง จึงอาจกลาวไดวา กริดมีคุณสมบัติความเปน grid independent แลว 

 



 70

0

20

40

60

80

100

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
Radius (cm)

Te
m

pe
ra

tu
re

 (K
)

25x10
50x20
100x40

 
รูปที่ 4.11 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดจํานวน 25x10 50x20 และ  

       100x40 กริด 

 
เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ

คํานวณหาการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆ
บนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.12 

 

 
รูปที่ 4.12 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ 
      เยื้องศูนย 

 
จากนั้นทําการคํานวณหาฟลักซความรอนจากผลที่ไดการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอ

ลุมซึ่งเปนการกระจายอุณหภูมิ จะไดผลลัพธดังสมการ 
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   477.4=q kW                        (4.8) 
 

เมื่อคํานวณหาฟลักซความรอนจากวิธีตัวประกอบรูปรางและคํานวณหาฟลักซความรอนที่
ไดจากโปรแกรมไดแลว จากนั้นจึงนําผลลัพธจากทั้ง 2 วิธีมาเปรียบเทียบกัน พบวาผลลัพธมีคา
ใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงวาโปรแกรมคอมพิวเตอรมีความถูกตองเปนที่นาพอใจสําหรับกรณีที่เปนการ
แกปญหาการนําความรอนที่สภาวะอยูตัวสําหรับโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ
เยื้องศูนยกัน 

 
 4.2.3 การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน 
 

การตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผนส่ีเหล่ียม
จัตุรัสที่วงกลมอยูขางในดังรูปที่ 4.13 (ก) นี้ กระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง ซ่ึงผลเฉลยจะเปนฟลักซความ
รอนรวม ในสวนของการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร เนื่องจากรูปรางของโดเมนมีความ
สมมาตร ดังนั้นเราสามารถคํานวณเพียง 1 ใน 4 สวนของรูปได ดังรูปที่ 4.13 (ข) เพื่อลดจํานวน
หนวยประมวลที่ใชในการคํานวณ  

 

1T

2T

 
(ก) 

x

y

 
(ข) 

รูปที่ 4.13 แผนสี่เหล่ียมมวีงกลมตรงกลาง 
 

ในสวนของผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง เราสามารถการคํานวณโดยมีขั้นตอนการ
คํานวณเชนเดียวกับกรณีที่เปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนยโดยสามารถหาผลเฉลยที่เปน 
ฟลักซทางความรอนรวมไดจากวิธีตัวประกอบรูปราง (shape factor) โดยใชสมการ (4.5) โดยที่มี
คาตัวประกอบรูปราง ( S ) แตกตางกับกรณีที่เปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย ซ่ึงสามารถ
หาคาไดจากสมการดังตอไปนี้  
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=                         (4.9) 

 

สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมในกรณีที่เปนแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่วงกลมอยูขางในนี้ เรา
จะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.5) และ (4.9) ดังนี้ โดยกําหนดใหวงกลม
ภายในมีเสนผานศูนยกลาง 2 cm ( 2=D ) และส่ีเหล่ียมจัตุรัสภายนอกกวาง 4 cm ( 4=w ) โดย
มีอุณหภูมิภายใน 100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิภายนอก 0 K ( 02 =T ) และมีคาคงที่การนํา
ความรอนเปน 1 ( 1=k ) และมีความยาว 1 cm ( 1=L ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.5) 

และ (4.9) แลว จะไดผลเฉลยเปน ฟลักซความรอน ดังนี ้
 

815.8=q          kW               (4.10)
 

เมื่อไดผลเฉลยเปนฟลักซความรอนดังสมการ  (4.10)  แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการ
คํานวณโดยใชโปรแกรม เพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปรางที่ได 
สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมในขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึง
จะได กริดดังรูปที่ 4.14 

 
รูปที่ 4.14 การสรางกริดโดยวิธีเชิงคณิต TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรง 

      กลาง 
 

สําหรับการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกสามารถ
ทําไดโดยใชสมการลาปลาซหรือสมการปวซองส โดยที่สมการลาปลาซจะใหกริดที่สม่ําเสมอทั่วทั้ง
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โดเมนซึ่งมีลักษณะของกริดดังรูปที่ 4.15 แตจะไมสามารถควบคุมการกระจายของกริดใหมีกริดอยู
ในบริเวณที่เปนมุมของสี่เหล่ียมได ในทางกลับกัน สมการปวซองสซ่ึงมีฟงกชันควบคุมที่ชวย
ควบคุมการกระจายของกริดใหมีกริดอยูในบริเวณที่เปนมุมนั้นได ซ่ึงมีลักษณะของกริดดังรูปที่ 
4.16 ในกรณีที่ใชสมการลาปลาซ ถาผลเฉลยของปญหามีการเปลี่ยนแปลงสูงในบริเวณที่เปนมุม
นั้นจะทําใหผลการคํานวณที่ไดไมแมนยํา สําหรับในกรณีที่เปนปญหาการนําความรอนในสภาวะ
อยูตัวซ่ึงมีสมการครอบคลุมของปญหาสอดคลองกันกับสมการอิลิปติกที่ใชในการสรางกริด จึงทํา
ใหผลการคํานวณไมแตกตางจากผลเฉลยแมนตรงมากนักดังกราฟในรูปที่ 4.17 ซ่ึงเปนการ
เปรียบเทียบเสนการกระจายอุณหภูมิ และเมื่อทําการเปรียบเทียบฟลักซทางความรอนรวมพบวา 
การสรางกริดดวยสมการลาปลาซจะมีคาความคลาดเคลื่อน 0.82% และสมการปวซองสจะมีคา
ความคลาดเคลื่อน 0.03% ซ่ึงสมการปวซองสจะมีความแมนยํามากกวาสมการลาปลาซ อยางไรก็
ตาม ในกรณีที่ปญหามีสมการครอบคลุมที่ไมเปนสมการอิลิปติกจะทําใหผลการคํานวณมีคาความ
คลาดเคลื่อนมาก 

 

 
 

 
รูปที่ 4.15 กริดที่ปรับโดยวธีิแกสมการลาปลาซบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรง 

     กลาง 
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รูปที่ 4.16 กริดที่ปรับโดยวธีิแกสมการปวซองสบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรง 

    กลาง 
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รูปที่ 4.17 การเปรียบเทียบเสนการกระจายอุณหภูมกิารสรางกริดดวยสมการลาปลาซและ 

            สมการปวซองส 
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ในการหาจํานวนกริดที่เหมาะสมสําหรับปญหาในกรณีที่เปนแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่วงกลม

อยูขางในจะทดลองใชกริดจํานวน 18x8 67x28 และ 100x42 กริด เพื่อใชในการคํานวณหา
ผลลัพธจากโปรแกรม ซ่ึงจะไดผลการคํานวณเปนการกระจายอุณหภูมิดังกราฟรูปที่ 4.18 พบวา
เสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 67x28 และ 100x42  กริด มีคา
ใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติความเปน grid independent  
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รูปที่ 4.18 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดจํานวน 18x8 67x28 และ  

        100x42 กริด 

 
เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ

คํานวณหาการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆ
บนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.19 

 



 76

 
รูปที่ 4.19 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรงกลาง 

 
จากนั้นทําการคํานวณหาฟลักซความรอนจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะ

ไดผลลัพธดังสมการ  
 

816.2=q    kW                        (4.11)
 
การตรวจสอบโปรแกรมในกรณีที่ เปนแผนสี่ เหล่ียมมีวงกลมตรงกลางนี้ ไดทําการ

เปรียบเทียบฟลักซความรอนรวมที่หาไดจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและผลเฉลยจากวิธีตัว
ประกอบรูปราง จากผลลัพธทั้งสองวิธีจะเห็นไดวา ผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมมีความสอดคลองกับ
วิธีตัวประกอบรูปรางดี โดยมีคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยเทากับ 0.03%   

 
4.2.4 การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีอุณหภูมิที่มีเงื่อนไขขอบเปนฟงกชัน 
           ซายน 
 
การตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผนโลหะรูป

ส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด 2x1 หนวย มีอุณหภูมิที่มีเงื่อนไขขอบดานบนเปนฟงกชันของซายนและ
อุณหภูมิตลอดขอบดานซาย ดานขวา และดานลางเทากับศูนย ดังรูปที่ 4.20 นี้ กระทําโดยนําผลที่
ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงผลเฉลยแมน
ตรงของปญหานี้ Carslaw and Jaeger (1959) ไดทําการคํานวณไวแลว  
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รูปที่ 4.20 แผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีอุณหภูมทิี่ขอบเปนฟงกชันซายน 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนแบบสองมิติในพิกัดคารทีเซียน มีดังนี้ 
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และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 
0=x  0=T  (4.13)

2=x  0=T  
0=y  0=T   
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จากนั้นทําการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรงของปญหา ซ่ึงจะไดเปนลักษณะการกระจาย

อุณหภูมิตามตําแหนงตางๆภายในสี่เหล่ียมผืนผา ดังสมการนี้  
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เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.14) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช

โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ได สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมใน
ขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริด ในกรณีที่โดเมนเปนส่ีเหล่ียมนี้ การสรางกริดโดยใชวิธี TFI 
และการสรางกริดโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติก จะใหกริดที่มีลักษณะเหมือนกันดังรูปที่ 4.21   
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รูปที่ 4.21 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมผืนผา 

 
การหาจํานวนกริดที่เหมาะสมในการนํามาใชในการคํานวณหาผลลัพธสําหรับโดเมนที่มี

ลักษณะเปนแผนส่ีเหล่ียมผืนผานี้ เราจะทดสอบโดยการใชกริดจํานวน 4x2 8x4 14x7 และ 

20x10 กริด มาใชในการคํานวณ ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากแตละกรณีไดแสดงไวดังกราฟรูปที่ 4.22 จะ
เห็นไดวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 14x7 และ 20x10 กริด มี
คาใกลเคียงกัน ดังนั้น การใชกริดจํานวน 14x7 จึงมีความละเอียดเพียงพอที่จะใหผลการคํานวณที่
ถูกตองและการเพิ่มจํานวนกริดใหมากกวานี้จะไมมีผลตอผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ  
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รูปที่ 4.22 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดจํานวน 4x2 8x4 14x7 และ  

       20x10 กริด ที่ตําแหนง x = 1 
 



 79

เมื่อไดลักษณะและจํานวนของกริดที่เหมาะสมแลว จึงนํากริดที่ไดมาใชในการคํานวณหา
การกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมนซึ่ง
สามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.23 

 
รูปที่ 4.23 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมผืนผา 

 
เมื่อคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธจากโปรแกรมไดแลว ตอไปจะนําผลลัพธจาก

การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงโดยเปรียบเทียบจาก
การกระจายอุณหภูมิในแนวเสนกึ่งกลางของรูปรางตามแนวแกน x ดังกราฟในรูปที่ 4.24 ซ่ึงจะเห็น
ไดวาผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีความสอดคลองกันกับผลเฉลยแมนตรง
เปนอยางดี โดยมีคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยเทากับ 0.29%  

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y (cm) 

Te
m

pe
ra

tu
re

 (K
)

NUM
EXACT

 
รูปที่ 4.24 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิตามแนวแกน y ระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวย 

    ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยแมนตรงที่ตําแหนง x = 1 
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จากกราฟจะเห็นไดวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรมีคา

ใกลเคียงกับเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงแสดงวาโปรแกรมคอมพิวเตอรมี
ความถูกตองเปนที่นาพอใจสําหรับกรณีนี้  
 

4.2.5 การนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนภายใน 
 
กรณีทดสอบนี้เปนกรณีสุดทายสําหรับการตรวจสอบการคํานวณการนําความรอนสําหรับ

รูปรางที่มีลักษณะซับซอนที่สภาวะอยูตัว โดยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นในกรณีที่เปน
แผนสามเหลี่ยมดานเทาสูง 1 หนวย ที่มีการผลิตความรอนภายในและมีอุณหภูมิตลอดขอบทุกดาน
เทากับศูนย ดังรูปที่ 4.25 ซ่ึงจะทําการตรวจสอบโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงผลเฉลยแมนตรงของปญหานี้ Carslaw and 

Jaeger (1959) ไดทําการคํานวณไวแลว  
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รูปที่ 4.25 แผนสามเหลี่ยมดานเทาสูง 1 หนวย 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนที่มีการผลิตความรอนอยูภายในแบบสองมิติ

ในพิกัดคารทีเซียน มีดังนี ้
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จากนั้นทําการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรงของปญหา ซ่ึงจะไดเปนลักษณะการกระจาย

อุณหภูมิตามตําแหนงตางๆภายในสามเหลี่ยม ดังสมการนี้  
 

yxyxy
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เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.16) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช
โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ได สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมใน
ขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.26   

 

 
รูปที่ 4.26 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 

 
จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซ่ึงจะ

ไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.27 
 

 
รูปที่ 4.27 กริดที่สรางโดยการแกสมการอลิิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 
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สําหรับกรณีที่เปนแผนสามเหลี่ยมดานเทาที่มีการผลิตความรอนภายในนี้ ไดทําการ
ทดสอบคุณสมบัติความเปน grid independent โดยการใชกริดจํานวน 10x10 20x20 และ 

30x30 กริด พบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 20x20 และ 

30x30 กริด  มีคาใกล เคียงกัน  ซ่ึงแสดงให เห็นวาผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติความเปน  grid 

independent และจากผลการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรซ่ึงเปนคาอุณหภูมิที่ตําแหนงตางๆ
บนโดเมนสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.28 

 

 
รูปที่ 4.28 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 

 
จากนั้นจึงทําการเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผล

เฉลยแมนตรง จะเห็นไดวา ผลการคํานวณดวยโปรแกรมมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงเปน
อยางดีดังกราฟรูปที่ 4.29 ซ่ึงแสดงวาโปรแกรมมีความถูกตองเปนที่นาพอใจสําหรับการแกปญหา
การนําความรอนแบบสภาวะอยูตัวที่มีโดเมนเปนแผนสามเหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนภายใน  
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รูปที่ 4.29 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธี ไฟ 

    ไนตวอลุมโดยใชกริดจํานวน 20x20 กริด กับผลเฉลยแมนตรง ที่ตําแหนง 3/1=x  
 
4.3 ปญหาการนําความรอนแบบสภาวะไมอยูตัว 

 
ในหัวขอนี้ เราจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมโดยใชปญหาการนําความ

รอนแบบสภาวะไมอยูตัวซ่ึงมีทั้งหมด 2 ปญหาดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียม
จัตุรัสและการนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว สําหรับหัวขอนี้
จะทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดกับผลเฉลยแมนตรงและผลการคํานวณทางเชิงเลขที่มีผูทํา
มากอน  
 

4.3.1 การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่สภาวะไมอยูตัว 
 
กรณีทดสอบนี้จะเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมในสวนที่เปนปญหาการนํา

ความรอนที่สภาวะไมอยูตัวโดยมีรูปรางโดเมนเปนแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวยดังรูปที่ 
4.30 ซ่ึงจะกระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผล
เฉลยแมนตรงที่ Poulikakos (1994) ไดทําการคํานวณไวแลว  
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รูปที่ 4.30 แผนสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวย 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนแบบสองมิติที่สภาวะไมอยูตัวในพิกัดคารที

เซียน มีดังนี ้
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และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 
0=x  ∞= TT  (4.18)
1=x  ∞= TT  
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และมีเงื่อนไขเริ่มตน ดังนี ้

 
0=t  0TT =  (4.19)

 
จากนั้นทําการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรงของปญหา ซ่ึงจะไดเปนลักษณะการกระจาย

อุณหภูมิตามตําแหนงตางๆบนสี่เหล่ียมจัตุรัส ดังสมการนี้  
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การตรวจสอบโปรแกรมในกรณีนี้ จะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงในสมการผลเฉลย
ทั่วไป (4.20) ดังนี้ โดยกําหนดใหส่ีเหล่ียมมีขนาด 1 หนวย ( 1=a ) โดยมีอุณหภูมิเร่ิมตน 100 K 

( 1000 =T ) และมีอุณหภูมิที่ขอบดานขาง 0 K ( 0=∞T ) และมีคาคงที่การแพรกระจายความรอน
เปน 1 ( 1=α ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.20) แลว จะไดผลเฉลยเปนการกระจาย
อุณหภูมิที่แตละชวงเวลามีสมการ ดังนี้ 
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                        (4.21)

 
จากสมการ (4.21) นี้เมื่อแทนคาที่เวลา 0.05s สามารถแสดงเปนเสนระดับการกระจาย

อุณหภูมิดังรูปที่ 4.31 

 
รูปที่ 4.31 ผลเฉลยแมนตรงซึ่งเปนการกระจายของอณุหภูมภิายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผน 

           ส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่เวลา 0.05 วินาท ี

 
เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.21) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช

โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ได สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมใน
ขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริด ในกรณีที่โดเมนเปนส่ีเหล่ียมนี้ การสรางกริดโดยใชวิธี TFI 
การสรางกริดโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติก จะใหกริดที่มีลักษณะเหมือนกันและไดทดสอบ
คุณสมบัติความเปน grid independent แลวจะไดจํานวนกริดที่เหมาะสมคือ 20x20 กริด ดังรูปที่ 
4.32   
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รูปที่ 4.32 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI ภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมจัตุรัส 

 
จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการคํานวณหาผลลัพธซ่ึงเปนการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบ

วิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมนที่เวลาตางๆกันซึ่งสามารถแสดง
เปนเสน contour ที่เวลา 0.05 วินาทีไดดังรูปที่ 4.33 

 
รูปที่ 4.33 ผลการคํานวณดวยโปรแกรมซึ่งเปนการกระจายของอุณหภูมใินโดเมนที่มีรูปรางเปน 

       แผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่เวลา 0.05 วินาท ี
 
สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมกับผลเฉลยแมนตรงในกรณีที่เปนสภาวะไมอยูตัวนี้ จะ

เพิ่มเวลาชวงละ 0.01s และทําการเปรียบเทียบโดยใชอุณหภูมิที่ตําแหนง y = 0.5 และ x ตั้งแต 0 

ถึง 1 ซ่ึงแสดงไวดังกราฟในรูปที่ 4.34 โดยที่เวลาเริ่มตนแผนสี่เหล่ียมมีอุณหภูมิคือ 100 K  
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รูปที่ 4.34 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธี 

        ไฟไนตวอลุมโดยใชกริดจํานวน 20x20 กริด กับผลเฉลยแมนตรงที่เวลา0.01, 0.05,  

        0.1, 0.2, และ 0.5 วินาทีที่ตําแหนง y = 0.5 
 

จากกราฟดังรูปที่ 4.34 ซ่ึงทําการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่เวลา 0.01, 0.05, 0.1, 

0.2, และ 0.5 วินาที จะเห็นไดวาที่ชวงเวลาที่หนึ่ง (t = 0.01s) อุณหภูมิบริเวณขอบลดลงอยาง
รวดเร็ว หลังจากชวงเวลาที่ 20 (t = 0.2s) อัตราการลดลงของอุณหภูมิชาลงซึ่งจะเห็นไดจากการใช
ชวงเวลาเพิ่มขึ้นอีก 30 ชวงคือที่ชวงเวลาที่ 50 (t = 0.5s) อุณหภูมิลดระดับลงนอยจนอุณหภูมิอยู
ในระดับที่เขาใกล 0 K ซ่ึงจะเทาๆกับอุณหภูมิโดยรอบ จากกรณีทดสอบนี้จะเห็นไดวาผลลัพธจาก
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีความสอดคลองกันกับผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงแสดงวา
โปรแกรมคอมพิวเตอรนี้สามารถใชในการคํานวณการนําความรอนที่สภาวะไมอยูตัวไดผลเปนทีน่า
พอใจ 

  
4.3.2 การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว 
 
ในสวนของการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนํา

ความรอนที่สภาวะไมอยูตัวในกรณีที่สองนี้ จะมีโดเมนเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมมี
ลักษณะดังรูปที่ 4.35 นี้และมีเงื่อนไขขอบเขตทางดานซายและดานขวาเปนการนําความรอนออก
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จากโดเมนโดยการแผรังสี (radiation) และการพาความรอนแบบธรรมชาติ (natural convection) 
มีเงื่อนไขขอบเขตทางดานบนเปนการรับความรอนจากการแผรังสีและนําความรอนออกจากโดเมน
โดยการพาความรอนแบบธรรมชาติ มีเงื่อนไขขอบเขตบริเวณวงกลมเปนการนําความรอนออกจาก
โดเมนโดยการพาความรอน (convection) และบริเวณอื่นของขอบดานลางมีเงื่อนไขขอบเขตเปน
แบบสมมาตร (symmetry) ซ่ึงตรวจสอบโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอ
ลุมมาเปรียบเทียบกับผลการคํานวณทางเชิงเลขซึ่งเปนการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที ่ Gao 

(1999) คํานวณไวแลว  
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y

10

50

5

รูปที่ 4.35 แผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลม 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนแบบสองมิติที่สภาวะไมอยูตัวในพิกัดคารที

เซียน มีดังนี ้ 
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α
1

2

2

2

2

                        (4.22)

 
มีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 

0=x  radnat qq
x
Tk +=
∂
∂

 
(4.23)

50=x  radnat qq
x
Tk +=
∂
∂

−  

10=y  natrad qqTnk −=∇•
r

  

,0=y ]50,13[],5,0[=x  0=
∂
∂

y
T

 
 

,0=y )13,5(=x  convqTnk =∇•
r

  
 
และมีเงื่อนไขเริ่มตน ดังนี ้

 
0=t  0TT =  (4.24)
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โดย nr  คือเวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยมีทิศตั้งฉากกับพื้นผิว 0T คืออุณหภูมิเร่ิมตน radq  คือฟลักซ
ทางความรอนของการแผรังสี และ natq  คือฟลักซทางความรอนของการพาความรอนแบบ
ธรรมชาติ โดยฟลักซทางความรอนทั้งสองแบบนี้สามารถหาไดจาก 
 

)( 44
∞−= TTq srad εσ                         (4.25)

)( ∞−= TThq snacnat  (4.26)
 
โดย ε  คือคาการแผรังสีความรอน σ  คือคาสเตฟานโบลทซแมนน sT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมน 

∞T  คืออุณหภูมิของอากาศโดยรอบ และ nach  คือสัมประสิทธ์ิการพาความรอนแบบธรรมชาติ 
สามารถหาไดจากสมการดังนี้ 
 

4/1
4/1

2

3

)(  67.0 68.0
∞−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= TTgL

L
k

L
kh snac ψ

ν
β

                        (4.27)

 
โดย k  คือคาการนําความรอนและ ν  คือความหนืดของอากาศ ซ่ึงคุณสมบัติทั้งสองนี้มีการ
เปล่ียนแปลงสูงไปตามอุณหภูมิ ทั้งนี้สามารถคํานวณไดจาก 
 

012.0 100.5 5 +×= − Tk  (4.28) 

9667.1  10 −×=Tν  (4.29) 

 
และ L  คือความยาว β  คือสัมประสิทธิ์การขยายตัวทางความรอน g  คือแรงโนมถวงโลก โดยจะ
แทนคา g  ดวย θsing  เมื่อเปนพื้นผิวเอียงโดยθ  คือมุมที่เอียงจากแนวนอน และψ  สามารถคํานวณ
ไดจาก 

9/1616/9

Pr
492.01

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=ψ  (4.30)

 
โดย Pr คือแพรนเทิลนัมเบอร 
 

จากสมการครอบคลุม เงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตนดังสมการ(4.22) _ (4.26) Gao 
ไดทําการหาผลเฉลยของปญหาที่เปนการกระจายอุณหภูมิโดยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ซ่ึงจะไดผล
เฉลยเปนเสนระดับแสดงการกระจายอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะ
รูวงกลม มีลักษณะดังรูปที่ 4.36   
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รูปที่ 4.36 ผลเฉลยซึ่งเปนการกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณทางเชิงเลขของ Gao  

 
ในสวนของการคํานวณดวยโปรแกรม ในขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดโดยใชวิธี 

TFI ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.37 
 

 
รูปที่ 4.37 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลม 

 
จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซ่ึงจะ

ไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.38 

 
รูปที่ 4.38 กริดที่สรางโดยการแกสมการอลิิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรู 
     วงกลม 

 
การหาจํานวนกริดที่เหมาะสมในการนํามาใชในการคํานวณหาผลลัพธสําหรับโดเมนที่มี

ลักษณะเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมนี้ เราจะทดสอบโดยการใชกริดจํานวน 30x10 

60x20และ 120x40 กริด มาใชในการคํานวณหาผลลัพธนําของปญหาการนําความรอนในรูปรางนี้ 
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พบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 60x20 และ 120x40 กริด มี
คาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติความเปน grid independent  

เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ
คํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิรูปราง (geometric coefficient) ตางๆ โดย ,J βα , และγ สามารถหา
ไดจากสมการ (2.39) (2.48) (2.49) และ (2.50) ตามลําดับ ทั้งนี้ พจนเชิงอนุพันธตางๆในสมการ
สามารถหาไดโดยวิธี central differencing ในการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธสําหรับปริมาตร
ควบคุมบริเวณภายในของโดเมน และใชวิธี forward differencing หรือ backward 

differencing สําหรับปริมาตรควบคุมที่ขอบดานตางๆของโดเมน ตัวอยางเชน การหาคาจารโค
เบียน )(J  จากสมการ (2.39) สามารถดิสครีไทซโดยใชวิธี central differencing ได เปนสมการ
ดังนี ้
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เมื่อไดคาสัมประสิทธิ์รูปรางคาตางๆที่จะใชในการคํานวณหาผลเฉลยของปญหาแลว 

ตอไปจะทําการแปลงสมการครอบคลุมการนําความรอนจากพิกัดคารทีเซียนดังสมการ (4.22) ให
อยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยจะไดสมการครอบคลุมการนําความรอนบนพิกัดกระชับขอบเขต มี
สมการดังนี้  
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เมื่อไดสมการครอบคลุมในพิกัดกระชับขอบเขตแลว จะทําการแปลงเงื่อนไขขอบเขตทั้งส่ี

ดานดังสมการ (4.23) ซ่ึงเปนเงื่อนไขขอบเขตแบบ Neumann จากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัด
กระชับขอบเขต จึงจะสามารถคํานวณหาอุณหภูมิที่ขอบแตละดานของโดเมนได โดยขั้นตอนการ
คํานวณสามารทําไดดังนี้ 

สําหรับเงื่อนไขขอบเขตดานซาย สามารถหาไดโดยการแทนสมการ (4.25) และ (4.26) ลง
ในสมการ (4.23) จะไดสมการเงื่อนไขขอบเขตดานซายดังนี ้
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โดย wT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมนทางดานซาย สําหรับพจนเชิงอนุพันธซายมือของสมการ (4.33) 

เปนเงื่อนไขขอบเขตแบบ Neumann ซ่ึงการคํานวณจะตองทําการแปลงพิกัดใหอยูในพิกัดกระชับ
ขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ จึงจะไดพจนเชิงอนุพันธซายมือบนพิกัดกระชับขอบเขตมีสมการดังนี ้
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                        (4.34)

 
จากนั้นทําการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธสมการ (4.34)  ใหเปนสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธี 

central differencing จะไดสมการดังนี ้
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11 1,11,1,1          (4.35)

 
แทนคาสมการ (4.35) ลงในสมการ (4.33) จะได 
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(4.36) 

 
การแกสมการ  (4.36)  เพื่อหาคา wT  สามารถทําไดโดยระเบียบวิ ธีนิวตัน-ราฟสัน 

(Newton-Raphson method) ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี้ 
 

1. ทําการกําหนดคาเริ่มตนใหกับ wT  

2. จัดรูปสมการ (4.36) ใหมีรูปแบบดังนี้  
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−= −+

ξη
yTT

J
kyTT

J
kTf jjwj

w 25.0
)( 1,11,1,1

4/5
4/1

2

3

)(  67.0)( 68.0
∞∞ −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− TTgL

L
kTT

L
k

ww ψ
ν

β
+ )( 44

∞−TTwεσ                  

(4.37) 

 
จากนั้นจึงทําการคํานวณหาคาของฟงกชันดังสมการ (4.37) โดยแทนดวยคา wT  ที่ได
กําหนดไวเบื้องตนแลว 

3. ทําการหาอนุพันธของสมการ (4.37) จะไดสมการดังนี ้
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จากนั้นจึงทําการคํานวณหาคาของอนุพันธของฟงกชันดังสมการ (4.38) โดยการแทนดวย
คา wT   

4. ทําการหาคา wT  คาใหมโดยสมการดังนี้  
 

woldwneww TTT Δ+= ,,                         (4.39) 
 
โดย wTΔ  สามารถหาไดจากสมการดังนี้  

 

)(
)(

w

w
w Tf

Tf
T

′
−=Δ                         (4.40) 

  
5. คํานวณหาคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธจากสมการดังนี้  
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                        (4.41) 

  
ถาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธมากกวาคาที่ยอมรับไดจึงทําการทําซ้ําจนกระทั่งไดคา wT ที่
ยอมรับได ทั้งนี้กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ )(ε เทากับ 0.001 
 
เมื่อทําการแกสมการของเงื่อนไขขอบเขตดานซายของโดเมนคือสมการ(4.36) ดวยวิธีนิว

ตัน-ราฟสันเรียบรอยแลว จะไดคาอุณหภูมิที่ผิวของขอบทางดานซายของโดเมน ( wT ) ซ่ึงจะ
นําไปใชในขั้นตอนการคํานวณหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมตอไป  

สําหรับการคํานวณหาเงื่อนไขขอบเขตดานขวาของโดเมน จะมีขั้นตอนการคํานวณคลาย
กับเงื่อนไขขอบเขตดานซาย ซ่ึงสามารถทําไดโดยการแทนสมการ (4.25) และ (4.26) ลงในสมการ 

(4.23) จะไดสมการดังนี ้
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โดย eT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมนทางดานขวา จากนั้นทําการแปลงพิกัดสําหรับพจนเชิงอนุพันธ
ซายมือของสมการ (4.42) ใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ เชนเดียวกับเงื่อนไข
ขอบเขตดานซายดังสมการ (4.34) และทําการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธดวยวิธี central 

differencing จะไดสมการดังนี ้
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แทนคาพจนเชิงพีชคณิตสมการ (4.43) ลงในสมการ (4.42) จะไดสมการของเงื่อนไข

ขอบเขตทางดานซายของโดเมนคือ 
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(4.44) 

 
ทําการแกสมการ (4.44) เพื่อหาคา eT  โดยระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน เชนเดียวกับเงื่อนไข

ขอบเขตดานซาย จะไดคาอุณหภูมิที่ผิวของขอบทางดานขวาของโดเมน ( eT ) เปนผลเฉลยของ
สมการ (4.44) ทั้งนี้เงื่อนไขขอบเขตดานขางทั้งดานซายและดานขวานี้ เปนการถายเทความรอน
ออกจากโดเมนโดยการแผรังสีและการพาความรอนแบบธรรมชาต ิ

เมื่อไดอุณหภูมิที่ผิวของขอบทั้งสองดานของโดเมนแลว ตอไปจะทําการคํานวณหา
อุณหภูมิที่ผิวของขอบทางดานบนของโดเมนโดยทําการแทนสมการ (4.25) และ (4.26) ลงใน
สมการ (4.23) จะไดสมการดังนี ้
 

=∇• Tnkr −−∞ )( 44
nTTεσ 4/5

4/1

2

3

)( sin 67.0)( 68.0
nn TTLg

L
kTT

L
k

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− ∞∞ ψ

ν
θβ

   (4.45) 

 
โดย nT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมนทางดานบน จากนั้นทําการแปลงพิกัดสําหรับพจนเชิงอนุพันธ
ซายมือของสมการ (4.45) ใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ จะไดพจนเชิงอนุพันธมี
สมการดังนี้ 
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                        (4.46)

 
 

และทําการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธสมการ (4.46) ดวยวิธี central differencing ไดสมการดังนี้ 
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แทนคาสมการ (4.47) ลงในสมการ (4.46) จะไดสมการเงื่อนไขขอบเขตดานบนมีสมการ

ดังนี ้
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(4.48) 

 
ทําการแกสมการ (4.48) เพื่อหาคา nT  โดยระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน เชนเดียวกับเงื่อนไข

ขอบเขตดานขางทั้งสองดาน จะไดผลเฉลยเปนคาอุณหภูมิที่ผิวของขอบทางดานบนของโดเมน 
( nT ) สมการเงื่อนไขขอบเขตทางดานบน สมการ (4.48) นี้ สามารถอธิบายทางกายภาพไดคือพจน
ทางซายมือของสมการคือการนําความรอนเขาสูโดเมนจะเทากับ พจนทางขวามือซ่ึงเปนการรับ
ความรอนจากการแผรังสีและระบายความรอนออกดวยการพาความรอนแบบธรรมชาต ิ

สวนเงื่อนไขขอบเขตดานลางของโดเมนนั้นมีสองสวนดวยกันคือเงื่อนไขขอบเขตแบบ
สมมาตรและเงื่อนไขขอบเขตแบบการพาความรอนบริเวณวงกลมที่มีฟลักซเปนศูนย ในสวนของ
เงื่อนไขขอบเขตแบบการพาความรอนบริเวณวงกลม สามารถหาไดโดยการแทนฟลักซการพาความ
รอนเทากับศูนย )0( =convq ในสมการ (4.23) จะได  
 

=∇• Tnkr 0                        (4.49)
 
จากนั้นทําการแปลงพิกัดจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ
เชนเดียวกับสมการ (4.23) ทําการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธดวยวิธี central differencing จะได
สมการดังนี ้
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(4.50) 

 
โดย sT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมนทางดานลาง จัดรูปสมการ (4.50) ใหอุณหภูมิที่ผิว ( sT ) อยูดาน
หนึ่ง จะได 
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ทําการแทนคาสัมประสิทธิ์รูปรางและอุณหภูมิที่ตําแหนงตางๆ จะไดคาอุณหภูมิที่ผิวของโดเมน
ทางดานลางแตละตําแหนง สวนเงื่อนไขขอบเขตดานลางของโดเมนที่เปนเงื่อนไขขอบเขตแบบ
สมมาตรซึ่งอยูนอกบริเวณวงกลม สามารถหาไดโดยการนําสมการ (4.23) มาแปลงพิกัดอยูในพิกัด
กระชับขอบเขต จะได 
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0=                         (4.52)

 
จากนั้นดิสครีไทซเปนพจนเชิงอนุพันธ

ξ∂
∂T และ

η∂
∂T  ดวยวิธี central differencing ได

สมการดังนี้ 
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เนื่องจากเราตองการหาอุณหภูมิที่ผิวที่เปนขอบดานลางของรูปราง ( sT ) ดังนั้นเราจะทํา

การจัดพจนของสมการ (4.53) ใหคาอุณหภูมิที่ผิวที่เราตองการหาอยูดานหนึ่ง ดังนี้ 
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                   (4.54)

 
 เมื่อไดอุณหภูมิที่ผิวของขอบครบทุกดานของโดเมนแลว ตอไปจะทําการคํานวณหาการ

กระจายอุณหภูมิภายในโดเมนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม โดยจะกําหนดคาคุณสมบัติตางๆเพื่อใช
ในการคํานวณ มีดังนี้ 7.0Pr= , 99.0=ε , 81067.5 −×=σ , 41067.6 −×=β , 81.9=g , 

0=∞T K,   1000 =T K และ  01.0 =Δt s เมื่อนําคาตางๆเหลานี้ลงไปแทนในสมการตางๆ จะได
ผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.39 

 

 
 

รูปที่ 4.39 การกระจายของอุณหภูมิภายในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรวูงกลม 
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เมื่อทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยของ 
Gao พบวาผลการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลยของ Gao 

ซ่ึงอาจเกิดขึ้นอันเนื่องมาจากการกําหนดคาของคุณสมบัติตางๆในการคํานวณมีความแตกตางกัน 
อาทิเชน แพรนเทิลดนัมเบอร คาสัมประสิทธิ์การแผรังสี สัมประสิทธิ์การพาความรอน อุณหภูมิ
เร่ิมตน อุณหภูมิโดยรอบและคาของชวงเวลาที่เพิ่ม (time step) เปนตน ทั้งนี้ Gao มิไดกําหนดคา
ตางๆไว ซ่ึงคาตางๆเหลานี้ลวนสงผลตอผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณ   



บทที่ 5 
 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 
5.1 บทสรุป 

 
วิทยานิพนธนี้ไดแสดงวิธีการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับระบบพิกัด

กระชับขอบเขต เพื่อใชในการศึกษาและวิเคราะหปญหาการนําความรอนทั้งในสภาวะอยูตัวและใน
สภาวะไมอยูตัวแบบสองมิติสําหรับรูปรางของโดเมนที่มีลักษณะซับซอน วิทยานิพนธนี้ไดแสดง
ใหเห็นวาพิกัดกระชับขอบเขตสามารถใชแกปญหาในรูปรางที่ซับซอนไดเปนอยางดี  
 

ขั้นตอนแรกในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมคือการสรางกริด ซ่ึงได
กลาวรายละเอียดไวในบทที่ 2 โดยเบื้องตนไดกลาวถึงการแบงประเภทของกริดตามลักษณะของ 
กริดทั้งแบบ structured และแบบ unstructured ขอไดเปรียบและขอจํากัดของกริดแตละแบบ 
ทั้งนี้ เราไดเลือกใชกริดแบบ structured จึงไดกลาวถึงวิธีการสรางกริดแบบ structured วิธีตางๆ
โดยทั่วไปลักษณะของกริดที่ไดจากวิธีนั้น เพื่อใหสามารถเลือกวิธีการสรางกริดที่มีความเหมาะสม
กับปญหาที่นํามาวิเคราะห รวมทั้งคุณลักษณะตางๆของกริดที่ตองการ นอกจากนี้ไดกลาวถึงการ
สรางกริดวิธีตางๆโดยทั่วไป ทั้งนี้ ไดกลาวรายละเอียดของวิธีการสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิตและ
การสรางกริดดวยวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกซ่ึงเปนวิธีที่ถูกเลือกนํามาใชใน
วิทยานิพนธนี้ โดยมีขั้นตอนคือ เร่ืมตนจะทําการกําหนดตําแหนงของจุดตางๆบนขอบของโดเมน
แลว จากนั้นจึงทําการประมาณคาในชวงเพื่อใหไดตําแหนงของจุดตางๆภายในโดเมนดวยวิธี TFI 

ซ่ึงตําแหนงของจุดตางๆนี้ถูกใชเปนกริดเริ่มตนใหกับกระบวนการสรางกริดแบบอิลิปติกซึ่งจะทํา
การปรับกริดใหสม่ําเสมอมากขึ้น ทั้งนี้การสรางกริดเริ่มตนกอนทําการปรับกริดดวยวิธีอิลิปติกนี้จะ
ทําใหกริดที่ไดกริดที่มีความสม่ําเสมอและมีระยะหางที่เหมาะสม สําหรับสมการครอบคลุมของการ
สรางกริดแบบอิลิปติกที่ถูกเลือกมาใชคือสมการปวซองสที่มีฟงกชันควบคุมชวยควบคุมการ
กระจายเสนกริดใหสม่ําเสมอ สําหรับการแกสมการครอบคลุมของการสรางกริดนี้ เบื้องตนไดทํา
การเปลี่ยนตัวแปรโดยใชกฎลูกโซ จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธที่เปนสมการ
ครอบคลุมของการสรางกริดดวย central differencing scheme เมื่อไดระบบสมการเชิงพีชคณิต
มาแลวจึงแกระบบสมการดวยวิธี SOR ซ่ึงไดผลเฉลยออกมาเปนตําแหนงของกริด 

 
หลังจากไดกริดที่เหมาะสมกับปญหาแลว ในบทที่ 3 จึงเปนการหาผลเฉลยของปญหาดวย

ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนระบบพิกัดกระชับขอบเขต เบื้องตนของบทนี้เปนการพิสูจนเพื่อหา
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สมการครอบคลุมปญหาการนําความรอนจากกฎอนุรักษพลังงาน และไดแนะนําเกี่ยวกับหลักการ
และแนวคิดพื้นฐานของระบบพิกัดกระชับขอบเขตดวย จากนั้นจึงนําสมการครอบคลุมและเงื่อนไข
ขอบเขตที่ไดมาแปลงพิกัดจากพิกัดคารทีเซียนซึ่งมีตัวแปรอิสระคือ ),()( yxxi = ไปเปนพิกัด
กระชับขอบเขตมีตัวแปรอิสระคือ ),()( ηξξ =i โดยการใชกฎลูกโซ จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซ
เพื่อแปลงสมการครอบคลุมซ่ึงเปนสมการเชิงอนุพันธไปเปนสมการเชิงพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุม สุดทายจึงทําการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตที่ไดดวยวิธี TDMA จะไดผลเฉลยเปน
อุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมน  

 
สุดทาย ในบทที่ 4 เปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาตรวจสอบความถูกตอง

กับผลเฉลยแมนตรงหรือผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่มีผูทํามากอนแลว โดยปญหาที่นํามาใชในการ
ตรวจสอบความถูกตองถูกแบงเปนสองสวนดวยกันคือปญหาการนําความรอนที่สภาวะอยูตัวและ
ปญหาการนําความรอนที่สภาวะไมอยูตัว ในสวนที่หนึ่งซ่ึงเปนปญหาการนําความรอนที่สภาวะอยู
ตัวมีทั้งหมด 5 กรณีศึกษาดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง
รวมกัน การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย การนําความรอนในแผนส่ีเหล่ียม
จัตุรัสที่วงกลมอยูขางใน การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีเงื่อนไขขอบเขตเปนฟงกชัน
ของซายน และการนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีผลิตการความรอนภายใน จากการ
เปรียบเทียบผลลัพธจากโปรแกรมกับผลเฉลยแมนตรงหรือผลการคํานวณเชิงตัวเลขพบวาผลลัพธ
จากโปรแกรมมีความสอดคลองกันอยางดีกับผลเฉลยแมนตรงหรือผลการคํานวณเชิงตัวเลขแสดง
ใหเห็นวาโปรแกรมมีความถูกตองเปนที่นาพอใจ นอกจากนี้ยังทําการเปรียบเทียบผลกระทบของ
ฟงกชันควบคุมของกริดที่มีตอผลการคํานวณ พบวา กริดที่มีการควบคุมการกระจายเสนกริดจะ
ไดผลการคํานวณที่แมนยํากวากริดที่ไมมีฟงกชันควบคุม สําหรับในสวนที่สองซึ่งเปนปญหาการนํา
ความรอนที่สภาวะไมอยูตัว ทําการตรวจสอบโปรแกรมโดยใชปญหาซึ่งมีทั้งหมด 2 กรณีศึกษา
ดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสและการนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมู
เจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว จากการเปรียบเทียบผลลัพธจากโปรแกรมกับผลเฉลยแมนตรง
สําหรับปญหาแรก พบวาผลลัพธจากโปรแกรมใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงเปนที่นาพอใจ สวน
ปญหาที่สองซึ่งทําการเปรียบเทียบผลลัพธจากโปรแกรมกับผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่มีผูทํามา
กอน พบวามีความคลาดเคลื่อนซึ่งเกิดมาจากการกําหนดคุณสมบัติตางๆในการคํานวณแตกตางกัน 

 
กลาวโดยสรุปไดวาวิทยานิพนธสามารถนําระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมไปประยุกตใชรวมกับ

ระบบพิกัดกระชับขอบเขตเพื่อใชในการวิเคราะหปญหาการนําความรอนทั้งสภาวะอยูตัวและไมอยู
ตัวสําหรับรูปรางของโดเมนที่มีลักษณะซับซอนไดอยางเหมาะสม 
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5.2 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 

งานในวิทยานิพนธฉบับนี้ถือเปนงานวิจัยข้ันพื้นฐานในการประยุกตใชระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพื่อทําใหระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมสามารถใชวิเคราะห
ปญหาสําหรับโดเมนที่มีลักษณะซับซอนได ซ่ึงปญหาที่นํามาศึกษาและวิเคราะหคือปญหาการนํา
ความรอนสําหรับสองมิติเทานั้น ซ่ึงสามารถทําการพัฒนาเพิ่มเติมในดานตางๆได ดังนี้ 

 
1) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหปญหาการไหลได 
2) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหทั้งปญหาการนําความรอนและปญหาการไหล

สําหรับสามมิติได 
3) พัฒนาวิธีการสรางกริดใหสามารถปรับความละเอียดไดเองโดยใชผลเฉลยเปนตัว

ควบคุม (adaptive grids) 
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