
 
ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีและการดําเนนิการทางคณติศาสตรแบบขนาน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นายธนาพงษ ตัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วิทยานิพนธนี้เปนสวนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญาวิทยาศาสตรมหาบัณฑิต 
สาขาวิชาวิทยาศาสตรคอมพิวเตอร   ภาควชิาวิศวกรรมคอมพิวเตอร 

คณะวิศวกรรมศาสตร   จุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย 
ปการศึกษา  2551 

ลิขสิทธ์ิของจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 



 
HALF TERNARY NUMBER SYSTEM AND PARALLEL ARITHMETIC OPERATION 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mr. Thanapong Tan 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Master of Science Program in Computer Science 

Department of Computer Engineering 
Faculty of Engineering 

Chulalongkorn University 
Academic Year 2008 

Copyright of Chulalongkorn University 









 ฉ 

กิตติกรรมประกาศ 

วิทยานิพนธฉบับนี้สําเร็จลุลวงไดดวยความอนุเคราะห คําแนะนําและความชวยเหลือ
จากผูชวยศาสตราจารย ดร. อรรถสิทธ์ิ สุรฤกษ อาจารยท่ีปรึกษาวิทยานิพนธ ซ่ึงเปนผูใหแนวทาง 
และคําปรึกษา ตลอดจนเปนผูตรวจทานแกไข จนทําใหวิทยานิพนธฉบับนี้สําเร็จลุลวงไปดวยดี 
ขอขอบพระคุณทาน ผูชวยศาสตราจารย ดร. อรรถสิทธ์ิ สุรฤกษ เปนอยางสูงท่ีไดใหความชวยเหลือ
และคําแนะนําแกผูวิจัยมาโดยตลอด 

ขอขอบพระคุณ คณะกรรมการสอบวิทยานิพนธ ผูชวยศาสตราจารย  ดร.อาทิตย      
ทองทักษ ผูชวยศาสตราจารย  ดร. เศรษฐา ปานงาม และ ผูชวยศาสตราจารย ดร.อานนท รุงสวาง ท่ี
ไดกรุณาสละเวลาใหคําแนะนําในการแกไขวิทยานิพนธใหสมบูรณยิ่งข้ึน วิทยานิพนธนี้ไมอาจ
สําเร็จไดหากไมไดรับความกรุณาจากทุกทาน 

สุดทายนี้ขอขอบพระคุณ บิดา มารดา นองสาว มิตรสหาย ท่ีเปนกําลังใจ ชวยเหลือ ให
ความสนับสนุนแกผูวิจัยในทุก ๆ ดาน จนผูวิจัยสามารถทําวิทยานิพนธฉบับนี้ไดสําเร็จลุลวงไปได 

 



สารบัญ 

 หนา 
บทคัดยอภาษาไทย ........................................................................................................................... ง 
บทคัดยอภาษาอังกฤษ ......................................................................................................................จ 
กิตติกรรมประกาศ............................................................................................................................ฉ 
สารบัญ…….... .................................................................................................................................ช 
สารบัญตาราง ..................................................................................................................................ฌ 
สารบัญภาพ .....................................................................................................................................ญ 
 
บทท่ี 
  1  บทนํา......................................................................................................................................... 1 

1.1 ท่ีมาและความสําคัญของปญหา........................................................................................1 
1.2 วัตถุประสงค.....................................................................................................................2 
1.3 ขอบเขตการวจิัย................................................................................................................2 
1.4 ข้ันตอนการวจิัย ................................................................................................................3 
1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ ..............................................................................................3 
1.6 ผลงานท่ีตีพิมพจากวิทยานพินธ .......................................................................................3 

 
  2 ทฤษฎีและงานวิจยัท่ีเกีย่วของ.................................................................................................... 5 

2.1 ระบบจํานวน ....................................................................................................................5 
2.2 ระบบจํานวนซํ้าซอน ........................................................................................................6 
2.3 จํานวนฟโบนาชชีและจํานวนลูคัส ...................................................................................6 
2.4 เศษสวนทองคํา.................................................................................................................8 
2.5 การแปลงชุดตัวเลข...........................................................................................................9 
2.6 สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน .....................................................................................10 
2.7 ระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน........................................................14 
 2.7.1 การบวกในระบบจํานวนเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน ...................................15 
2.8 ระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล................................................................17 
 2.8.1 การบวกและลบในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล ........................19 
 2.8.2 การคูณในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล ......................................21 
 2.8.3 การหารในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล .....................................21 



 ซ 

บทท่ี หนา 
  3 ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีและอัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบและคูณแบบขนาน ............... 24 

3.1 ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ...........................................................................................24 
3.2 การแปลงจากจํานวนเต็มใหอยูในรูปแบบการแทนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี .....25 
3.3 การบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ............................................28 
 3.3.1 การสรางรูปแบบเลขโดดท่ีซํ้าซอยท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง ....................................29 
 3.3.2 การผสานรูปแบบเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง.....................................31 
 3.3.3 อัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ..................31 
3.4 การคูณแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี .........................................................45 
3.5 สรุป ................................................................................................................................50 

 
  4 วิเคราะหอัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ... 51 

4.1 อัตราการเติบโตเชิงฟงชันเวลาของการคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนาน ...................51 
4.2 ความเปนไปไดในการพัฒนาการคํานวณทางคณิตศาสตรคูณแบบขนาน ......................56 
4.3 ความเปนไปไดในการพัฒนาการคํานวณทางคณิตศาสตรหาร.......................................56 
4.4 สรุป ................................................................................................................................57 

 
  5 สรุปผลการวิจัย ........................................................................................................................ 58 

5.1 สรุปผลการวิจัย...............................................................................................................58 
5.2 ขอเสนอแนะ...................................................................................................................59 

 
  รายการอางอิง ............................................................................................................................... 60 
  ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ ............................................................................................................ 61 
 



 ฌ 

สารบัญตาราง 

ตารางท่ี หนา 
  2.1 ตัวอยางคาของจํานวนฟโบนาชชี .................................................................................... 7 
  2.2 ตัวอยางคาของจํานวนลูคัส .............................................................................................. 8 
  2.3 ฟงกชั่นการแปลงจาก D ไป E บนเลขฐาน 2 ................................................................ 11 
 2.4 ตัวอยางการแปลงแบบทําควบคูกัน ............................................................................... 13 
 2.5 รูปแบบการบวกของระบบจาํนวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล .............................. 19 
 3.1 คาหลักและคาขอบเขตของหลักท่ี n ใด ๆ ในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ................... 26 

 



 ญ 

สารบัญภาพ 

รูปท่ี หนา 
 2.1 การบวกโดยใชวิธีการแปลงชุดตัวเลข ........................................................................... 10 
 2.2 รูปแบบแทนจาํนวนกอนการบวก.................................................................................. 16 
  2.3 รูปแบบแทนจาํนวนหลังจากสังวัตนาการท่ี τ4 และ τ3 .................................................. 16 
  2.4 รูปแบบแทนจาํนวนหลังจากคลายคาท่ีตําแหนง τ1........................................................ 16 
  2.5 รูปแบบแทนจาํนวนหลังจากสังวัตนาการท่ีตําแหนง τ1และ τ0...................................... 16 
  2.6 รูปแบบแทนจาํนวนหลังจากสังวัตนาการท่ีตําแหนง τ-1 และ τ-2................................... 17 
  2.7 รูปแบบแทนจาํนวนหลังจากคลายคาท่ีตําแหนง τ-4....................................................... 17 
  2.8 รูปแบบแทนจาํนวนหลังจากการสังวัตนาการท่ีตําแหนง τ-4 และ τ-5 ............................ 17 
  2.9 การแปลงผันจากระบบจํานวนเศษสวนอตรรกะของเบิรกแมนไปสูระบบจํานวนเทอนาร่ี 
  มิลเลอร ซิมเมทริกคอล.................................................................................................. 18 
  2.10 แสดงตัวอยางการแปลงผัน ............................................................................................ 18 
  2.11 ตัวอยางรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนเทอนาร่ี มลิเลอร ซิมเมทริกคอล ........... 18 
  2.12 การบวกของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล .......................................... 19 
  2.13 การลบของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล............................................. 20 
 2.14 รูปแบบท่ีเลวรายท่ีสุดของการบวกในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล ... 20 
  2.15 ข้ันตอนการคณูในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล ................................. 21 
  2.16 การหารในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล ............................................. 22 
  2.17 การนําผลหารมารวมกันในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล.................... 23 
 3.1 การแปลงจากเลขโดดมาสูรูปแบบเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง ................... 29 
 3.2 ลักษณะการผสานของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบแทนจํานวน ... 31 
  3.3 อัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ........................ 34 
  3.4 ลักษณะการทดเขาสูตําแหนง τ0 ในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล....... 43 
  3.5 ลักษณะการทดในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ............................................................. 43 
  3.6 ตัวอยางการคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนาน ............................................................ 44 
 3.7 ตัวอยางการผสานในการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนาน..................... 45 
  3.8 การเพิ่มเลขโดดในการคูณของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี .......................................... 46 
 3.9 การสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีทําการบวก ................................................................... 46 
 3.10 การกําจัดเลขโดดในรูปแบบแทนจํานวน ...................................................................... 46 
  3.11 การประยกุตใชอัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานในการคูณ .................................. 47 



 ฎ 

รูปท่ี หนา 
 3.12 การจัดรูปแบบแทนจํานวนเพื่อทําการรวมคาใหไดผลการคูณ ...................................... 48 
 3.13 การรวมคาในแตละหลักระหวาง (10 ) และ ( 101 ) ......................................................... 48 
 3.14 การคํานวณบวกแบบขนานระหวาง (10 ) และ ( 101 )..................................................... 49 
 3.15 การรวมคาในแตละหลักระหวาง ( 111 ) และ (1010 ) ...................................................... 49 
 3.16 การคํานวณบวกแบบขนานระหวาง ( 111 ) และ (1010 ) ................................................. 50 
 4.1 อัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร 
  ซิมเมทริกคอล ............................................................................................................... 54 
 4.2 การหารรอบท่ี 1............................................................................................................. 56 
 4.3 การหารรอบท่ี 2............................................................................................................. 57 

 



 

บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ในระบบคอมพิวเตอรนั้นไดมีการวิจัยและพัฒนาอยางมากมายโดยมีเปาหมายท่ีจะ
พัฒนาใหคอมพิวเตอรมีความสามารถหรือคุณลักษณะในการคํานวณใหมีความเร็วมากข้ึน 
เนื่องจากระบบจํานวนท่ีนิยมใชในปจจุบัน คือระบบจํานวนฐานสอง (binary number system) นั้น
ความเร็วในการคํานวณข้ึนอยูกับสายการทด (carry propagation chain) เปนสําคัญซ่ึงสายการทดน้ัน
บางคร้ังไมสามารถบอกไดวามีความยาวมากนอยเทาใด ทําใหไมสามารถช้ีชัดไดวาการคํานวณนั้น
จะใชเวลาในการคํานวณมากนอยเพียงใด จึงไดมีการวิจัยแนวทางตาง ๆ เพื่อเพ่ิมประสิทธิภาพการ
คํานวณข้ึน งานวิจัยท่ีสรางระบบจํานวนท่ีมีลักษณะท่ีแปลกไปจากระบบจํานวนแบบเกา คือ
รูปแบบแทนจํานวนแบบมิว (μ-representation) ซ่ึงเปล่ียนฐานจากรูปแบบแทนจํานวนแบบเบตา 
(β-representation) หรือรูปแบบแทนจํานวนระบบฐานยกกําลัง มาเปนรูปแบบแทนจํานวนฐาน
อนุกรม (series) แทน ทําใหสามารถท่ีจะลดการเกิดเลขโดดท่ีมีคา (non-zero digit) ท่ีติดกัน ทําให
สายการทดนั้นส้ันลงสงผลใหการคํานวณมีความเร็วสูงข้ึน แตระบบจํานวนใหมนี้ก็มีขอเสียคือการ-
แปลงผัน (conversion) รูปแบบแทนจํานวนจากรูปแบบแทนจํานวนแบบเบตาท่ีเปนรูปแบบสามัญ
ในปจจุบันมาสูรูปแบบแทนจํานวนแบบมิวซ่ึงมีความยุงยากและซับซอนสูง 

ในป ค.ศ.1957 จอรจ เบิรกแมน (George Bergman) ไดทําการเสนอระบบจํานวนใหม
ท่ีใชฐานในระบบจํานวนเปนเศษสวนอตรรกยะ (irrational number) [1] โดยจํานวนท่ีถูกนํามาใช
เปนฐานคือจํานวนเศษสวนทองคํา (golden ratio) ซ่ึงจํานวนเศษสวนทองคํานี้เปนคา ๆ หนึ่งท่ีได
จากคํานวณมาจากรากของสมการจํานวนฟโบนาชช่ี (fibonacci numbers) ซ่ึงเปนจํานวนอนุกรม
รูปแบบหนึ่ง ทําใหจํานวนเศษสวนทองคํานั้นมีคุณสมบัติของอนุกรมและเลขยกกําลัง ซ่ึงทําให
ระบบจํานวนนี้มีคุณสมบัติหลายประการ ไดแก มีคุณสมบัติของรูปแบบแทนจํานวนแบบเบตาและ
มิว คุณสมบัติในการลดและขยายรูปแบบแทนจํานวน (number representation) สามารถสราง
รูปแบบแทนจํานวนไดหลายรูปแบบ (redundant representation) ยังผลใหสามารถสรางระบบ
จํานวนท่ีไมมีเลขโดดท่ีมีคาท่ีอยูติดกันได ซ่ึงสายการทดจากการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตจาก
รูปแบบแทนจํานวนน้ันจะสามารถจํากัดขอบเขตได ทําใหการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตมี
ความเร็วมากข้ึน และสามารถแสดงจํานวนเศษสวนอตรรกยะไดในรูปแบบแทนจํานวนที่นับได 
(finite representation) แตขอเสียของระบบจํานวนน้ีคือรูปแบบแทนจํานวนมีขนาดใหญเม่ือเทียบ
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กับรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฐานสอง ทําใหไมอาจม่ันใจไดวาระบบจํานวนนี้แทจริง
แลวมีความเร็วในการคํานวณเร็วกวาหรือชากวาระบบจํานวนฐานสอง  

ในป ค.ศ. 2001  อเล็กซี สแตกฮอฟ (Alexy Stakhov) ไดนําเสนอระบบจํานวนเทอนาร่ี 
มิลเลอร ซิมเมทริกคอล [2-4] (ternary mirror symmetrical number system) ท่ีมีรากฐานมาจาก
ระบบจํานวนเศษสวนทองคําของเบิรกแมน โดยทําการเพ่ิมคาชุดเลขโดด (digit set) ของระบบ
จํานวนเศษสวนทองคําจาก{ }1,0  มาเปน { }1,0,1  และทําการแปลงผันรูปแบบแทนจํานวนท่ีไมมีเลข-
โดดท่ีมีคาท่ีติดกันของระบบจํานวนเศษสวนทองคําภายใตกฎการแปลงออกมาเปนระบบจํานวน
ใหมท่ีมีความพิเศษคือสามารถแสดงจํานวนเต็มออกมาโดยมีคุณสมบัติของการสะทอน (mirror 
property) รวมท้ังวิธีการในการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต (fundamental arithmetic) ไดแก  
การบวก ลบ คูณและหาร แตการคํานวณพื้นฐานทางเลขคณิตในระบบจํานวนนี้ยังมีรูปแบบการ-
คํานวณแบบลําดับ (sequential computation) รวมท้ังการท่ีมีคุณสมบัติการสะทอนของรูปแบบแทน
จํานวนทําใหเปนการส้ินเปลืองทรัพยากรในการจัดเก็บโดยใชเหตุ 

ในงานวิจัยนี้ไดนําเสนอระบบการประมวลผลแบบขนาน (parallel computation) 
สําหรับการบวก การลบและการคูณ ทําใหความซับซอนเชิงเวลา (time-complexity) มีขนาดลดลง
จาก O(n) เหลือ Θ(log n) แตหลังการคํานวณแลวจําเปนตองมาตรวจสอบคุณสมบัติการสะทอน
ของคําตอบอีกคร้ังทําใหส้ินเปลืองเวลาในการคํานวณ ผูวิจัยจึงไดนิยามระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
ซ่ึงใชพื้นท่ีในการเก็บรูปแบบแทนจํานวนนอยกวารูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนเทอนาร่ี   
มิลเลอร ซิมเมทริกคอลและอัลกอริทึมในการแปลงผันจากระบบจํานวนฐานสิบมาเปนระบบ
จํานวนใหม และทําการปรับปรุงอัลกอริทึมในการบวก ลบและคูณซ่ึงมีคุณบัติการคํานวณแบบ
ขนานเชนเดิม 

 

1.2 วัตถุประสงค 

งานวิจัยนี้จะเสนอระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีท่ีมีรูปแบบแทนจํานวนขนาดเล็กกวา
รูปแบบแทนจํานวนของเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลพรอมท้ังเสนออัลกอริทึมในการแปลงผัน
ระบบจํานวนฐานสิบใหอยูในระบบจํานวนนี้ อีกท้ังยังนําเสนออัลกอริทึมในการดําเนินการทาง
คณิตศาสตรแบบขนานของการบวก ลบและการคูณ 
 

1.3. ขอบเขตการวิจัย  

1. เสนอระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี พรอมกับบทพิสูจนความสมบูรณ 
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2. เสนออัลกอริทึมในการแปลงผันรูปแบบแทนจํานวนจากฐานสิบเปนรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

3. เสนอตัวดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี
ไดแก การบวก การลบและการคูณรวมท้ังบทพิสูจนความถูกตองและบทพิสูจนความ
สมบูรณ 

 

1.4. ขั้นตอนการวิจัย 

1. ศึกษาคุณสมบัติของระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล และงานวิจัยท่ี
เกี่ยวของ 

2. นิยามรูปแบบของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีพรอมท้ังพิสูจนความสมบูรณ (proof of 
completeness) 

3. ออกแบบอัลกอริทึมในการหารูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีจาก
จํานวนเต็มฐานสิบและพิสูจนผลทํางาน 

4. ออกแบบอัลกอริทึมของการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตแบบขนาน: การบวก การ
ลบและการคูณพรอมท้ังพิสูจนความถูกตองและบทพิสูจนความสมบูรณ 

5. พิสูจนผลการทํางานและปรับปรุงแกไข 
6. สรุปผลและเรียบเรียงวิทยานิพนธ 

 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. ไดระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีซ่ึงใชพื้นท่ีในการจัดเก็บนอยกวาระบบจาํนวน เทอนาร่ี  
มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

2. ไดการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตแบบขนานของการบวก การลบและคูณของ
ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

 

1.6 ผลงานท่ีตีพิมพจากวิทยานิพนธ 

สวนหน่ึงของวิทยาพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนบทความทางวิชาการในหัวเร่ือง
ดังตอไปนี้ 

1. “Half Ternary Number system and Parallel addition and subtraction” โดย             
ธนาพงษ ตัน และอรรถสิทธ์ิ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 12th National Computer Science and 
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Engineering Conference (NCSEC2008) ณ Long Beach Garden Hotel and Spa พัทยา จ. ชลบุรี 
ประเทศไทย ระหวางวันท่ี 20-21 พฤศจิกายน พ.ศ. 2551 

2. “Parallel addition and subtraction in Ternary Mirror-Symmetrical Number System” 
โดย ธนาพงษ ตัน และอรรถสิทธ์ิ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ IEEE - The 2008 International 
Conference on Computer Engineering & Systems (IEEE - ICCES'08) ณ Ain Shams University 
Conference Center ประเทศอียิปต ระหวางวันท่ี 25-27 พฤศจิกายน พ.ศ. 2551 

 



 

บทที่ 2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

ในบทนี้จะกลาวถึงทฤษฏีและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ โดยจะกลาวถึงทฤษฏีท่ีเกี่ยวของท่ี
เปนพื้นฐานของงานวิจัยนี้ ซ่ึงประกอบดวย ระบบจํานวน (number system) ระบบจํานวนซํ้าซอน 
(redundant number system) จํานวนเศษสวนทองคํา (golden ratio) การแปลงชุดตัวเลข (digit set 
conversion) และการอางอิงงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ อันประกอบดวย สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน 
(On-the-fly architecture) [6] ระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน (Bergman’s 
irrational number system) และระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล (Ternary Mirror-
symmetrical number system) ซ่ึงเปนแนวคิดสําคัญในงานวิจัยนี้  
 

2.1 ระบบจํานวน (Number System) 

ระบบจํานวน (β,D) ประกอบดวยเลขฐาน β โดยที่ β สามารถเปนไดท้ังจํานวนจริง
หรือจํานวนเชิงซอน ซ่ึง │β│ > 1  และ ชุดตัวเลขแบบจํากัด (finite digit-set) D ท่ีตัวเลขสามารถ
เปนไดท้ังจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน 
กําหนดให X เปนจํานวนใด ๆ โดยท่ี X สามารถมีรูปแบบแทนจํานวนแสดงไดในเลขฐาน β ใน
รูปแบบ 

1 0 1 2( . )n nX x x x x x β− − −= " "  

ซ่ึง xi ∈  D โดยท่ี i ≤ n, ∃ n ∈  z  
โดยคาเชิงตัวเลขของ X ฐาน β สามารถเขียนใหอยูในรูป 

i
i

i n
X x β

−∞

=

=∑  

ซ่ึงคาเชิงตัวเลขท้ังหมดท่ีแสดงไดสามารถเขียนใหอยูรูปของเซต [ ],P Dβ  ไดดังนี้ 

{ }
{ }

1 1

1

[ , ] ( ) ,

[ , ] ( ) ,

m
n n n m m i

n n n i

P D X x x x x x D m i n

P D X x x x D i n

β

β

β

β

− +

−

= = ∈ ≤ ≤

= = ∈ ≤

"

"
 

โดย [ , ]m
nP Dβ  และ [ , ]nP Dβ  เทากับ เซตจํากัดและเซตไมจํากัด ตามลําดับ ในระบบเลขฐาน

จํานวนเต็มโดยท่ัวไปแลวนิยมให D = {0, 1, …, │β│ - 1} ซ่ึง D จะถูกเรียกวาเปน ชุดตัวเลข
แบบบัญญัติ (canonical digit-set) 
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2.2 ระบบจํานวนซํ้าซอน (Redundant Number Systems) 

ระบบจํานวนแบบซํ้าซอน คือ ระบบจํานวนท่ีคาเชิงตัวเลขของ X อาจมีรูปแบบในการ
แสดงคาไดหลายรูปแบบ เชน กําหนดให β = {bj}, b, j ∈ Z และ b เปนเลขฐาน โดยท่ี b เปน
จํานวนเต็มท่ี b ≥ 2 และกําหนดให D เปนชุดตัวเลขซ่ึงอธิบายไดดวย {d ∈  Z │α1 ≤ d ≤ α2} โดย 
–α1 + α2 ≥ b + 1 ตัวอยางเชน ชุดตัวเลข { }2,1,0,1,...4D =  บนเลขฐาน b = 5 และคาเชิงตัวเลข 

X = 57 จะมีรูปแบบ ไดหลายรูปแบบดังตัวอยาง ดังนี้ 

( )
( ) ( )
( ) ( ) 57525453243

57535252322

57525152212

012
5

012
5

012
5

=×+×−+×=

=×−+×+×=

=×+×+×=

 

ในกรณีท่ี α1 หรือ α2 ไมเปนไปตามเงื่อนไขดังกลาว ระบบจํานวนจะไมมีคุณสมบัติของความ
ซํ้าซอน เนื่องจากไมสามารถแสดงคาของตัวเลข X ไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ โดยสามารถอธิบาย
คุณสมบัติของชุดตัวเลขไดดังนี้ 

{ }( , ) ( ) [ , ]  DV i P P D P iβ β= ∈ =  

โดยท่ี 1[ , ] { ( ) }j j jP D P d d d Dββ −= = ∈" , 
n

j
j

j l

P d β
=

=∑ และ j Z∈  

สมการดังกลาวแสดงถึงเซตของรูปแบบท่ีสามารถแสดงคาท้ังหมดของคา สามารถกลาววาระบบ
จํานวนเต็มบวกใด ๆ มีคุณสมบัติ 
 สมบูรณ (complete for radix β ) ก็ตอเม่ือ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∀ ∈ ≥  

 กึ่งสมบูรณ (semi-complete for radixβ ) ก็ตอเม่ือ ( , ): ( ) 1Dj N V jβ∀ ∈ ≥  

 ซํ้าซอน (redundant for radix β ) ก็ตอเม่ือ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∃ ∈ > ยกเวน 0=j  

 ไมซํ้าซอน (non-redundant for radixβ )  ก็ตอเม่ือ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∀ ∈ ≤   

 

2.3 จํานวนฟโบนาชชีและจํานวนลูคัส (Fibonacci numbers and Lucas number) 

จํานวนฟโปนาชชี [7] จัดเปนรูปแบบของสมการแบบเวียนเกิด (recursive equation) 
ชนิดหนึ่งไดถูกเสนอโดย นักคณิตศาสตรชาวอิตาเลียนชื่อลีโอนาโด ปซาโน (Leonardo Pisano) 
หรืออีกช่ือวา ฟโบนาชชี (Fibonacci) ซ่ึงไดสรางโจทยทางคณิตศาสตร โดยการสมมติมีกระตายคู
หนึ่ง (ตัวผูและตัวเมีย) และกําหนดใหกระตายตองมีอายุครบ 2 เดือนกอน จึงจะสามารถสืบพันธุได 
และเวลาใหกําเนิดลูก กระตายตัวเมียจะใหกําเนิดลูกกระตาย 1 คู เปนตัวผู 1 และตัวเมีย 1 เสมอไป 
อีกท้ังกระตายทุกตัวจะไมลมปวย หรือลมตาย คําถามมีวาในเวลา1 ป จะมีกระตายท้ังหมดกี่คู 
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ในการพิจารณาทําโจทยนี้ เราก็จะเห็นวาเม่ือส้ินเดือนแรก จะมีกระตายท่ีอายุนอย 1 คู 
เม่ือส้ินเดือนท่ี 2 กระตายคูนี้ก็พรอมจะสืบพันธุ ดังนั้น เม่ือส้ินเดือนท่ีสองเราจะมีกระตายอายุมาก 1 
คู และเม่ือส้ินเดือนท่ีสาม เราก็จะมีกระตายคูเดิม และกระตายคูใหมท่ีถือกําเนิดจากมัน ทําใหมีรวม
ท้ังส้ิน 2 คู และเม่ือส้ินเดือนท่ีส่ี เราจะมีกระตาย 2 คูเดิม และคูใหม รวมทั้งส้ิน 3 คู เม่ือส้ินเดือนท่ี
หาจะมี 5 คู  เดือนที่ 6 จะมี 8 คู จํานวนจะเพ่ิมเร่ือย ๆ จนสามารถเขียนเปนอนุกรมไดดังนี้คือ 1, 1, 
2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 นั่นคือ เม่ือส้ินหนึ่งป จะมีกระตายรวม 144 คู 

จะเห็นไดวาจํานวนกระตายโดยรวมนั้นจะเกิดจากจํานวนกระตายท่ีเดือนท่ีแลวรวมกัน
กับจํานวนกระตายของสองเดือนท่ีแลวไปเร่ือย ๆ อยางมีระบบ สามารถนํามาสรางเปนสมการ จะ
ไดเปนสมการ (2.1) 
 ( ) ( ) ( )21 −+−= nFnFnF  (2.1) 
โดยท่ี ( ) ( ) 11,00 == FF  ซ่ึงก็คือสมการเวียนเกดิของจํานวนฟโบนาชชี 
 
 ตารางท่ี 2.1 ตัวอยางคาของจาํนวนฟโบนาชชี 

n  Fibonacci number ลําดับท่ี n 

0 0 

1 1 

2 1 

3 2 

4 3 

5 5 

6 8 

7 13 

8 21 

9 34 

10 55 
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จํานวนลูคัส [7] เปนอนุกรมท่ีมีลักษณะเวียนเกิดและรูปแบบของสมการเหมือนกัน
จํานวนฟโบนาชชีแตกตางกันเพียง ( ) ( ) 32,11 == LL  ซ่ึงมีรูปสมการเวียนเกิดเหมือนกับสมการเวียน
เกิดของจํานวนฟโบนาชชีดังสมการ (2.2)  
 ( ) ( ) ( )21 −+−= nLnLnL  (2.2) 
โดยท่ี ( ) ( ) 32,11 == LL  

 ตารางท่ี 2.2 ตัวอยางคาของจาํนวนลูคัส 

 n Lucas number ลําดับท่ี n 

0 0 

1 1 

2 3 

3 4 

4 7 

5 11 

6 18 

7 29 

8 47 

9 76 

10 123 

 
2.4 เศษสวนทองคํา (Golden ratio) 

ในทางคณิตศาสตร เรามักพบเลขคงท่ีเชน π, e แตในโลกของคณิตศาสตรยังมีเลขคงท่ี
อีกจํานวนหนึ่ง นั่นคือ เศษสวนทองคํา [7,8,9] ซ่ึงมีอักษรแทนดวย Ø 

เศษสวนทองคํา เปนคาท่ีไดจากการหารากของสมการ X2 – X – 1 = 0 และเม่ือถอด
รากของสมการจะได X มีคาเทากับ ( ) 251±  หรือมีคา 1.618... และ -0.618... โดยมีทศนิยมเรียง
กันไปไมรูจบ แตโดยปกติเศษสวนทองคํานั้นจะครอบคลุมเฉพาะ ( ) 251+  เทานั้น ซ่ึงเศษสวน
ทองคํานี้มีคุณสมบัติท่ีนาท่ึงหลายประการเชน จากสมการ X2 – X – 1 = 0 เราจะได X2 = X + 1 
และเม่ือทําการแทนคา X ดวย Ø จะทําใหไดสมการใหมคือ Ø2 = Ø + 1 หรือมีคาเทากับ  
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(1.618…)2 = 1.618… + 1 = 2.618… และจากสมการ Ø2 = Ø + 1 หากเราหารสมการนี้ตลอดดวย 

Ø เราจะได Ø = 1 + 1/Ø นั่นแสดงวา 1/Ø = Ø – 1 หรือ 1/1.618... = 1.618… = 0.618… เปนตน 
และถาเรานํา Ø คูณสมการ Ø2 = Ø + 1 ตลอด เราจะได Ø3 = Ø2 + Ø แตเม่ือ Ø2 = Ø + 1 ดังนั้น 
Ø3 = Ø + Ø +1 = 2Ø +1= 2(1.618…) + 1 = 4.236… นั่นแสดงวา (1.618…)3 = 4.236… ใน
ทํานองเดียวกันนี้ เราก็อาจแสดงใหเห็นไดวา ไมวา Ø จะยกกําลังเทาใด เราก็สามารถเขียนคําตอบ
ในเทอมของ Ø ไดเสมอ 

เศษสวนทางคํานั้นยังมีความสัมพันธเกี่ยวของกับจํานวนฟโบนาชชี โดยเม่ือนําเลขฟ-
โบนาชชีท่ีลําดับตอกันมาทําการหารอัตราสวนกันดังสมการ F(n)/F(n-1) เม่ือคาของ n มากข้ึน 
เร่ือย ๆ คาท่ีไดจะเร่ิมลูเขาสูคา 1.61803398874989...หรือก็คือคาเศษสวนทองคํานั่นเอง 
 

2.5 การแปลงชุดตัวเลข (Digit set conversion) 

การแปลงชุดตัวเลข [6,10] คือการแปลงจากชุดตัวเลขรูปแบบหนึ่งไปยังชุดตัวเลขอีก
รูปแบบหนึ่ง ซ่ึงไดถูกศึกษาและวิจัยอยางละเอียดในงานวิจัย [6] โดยกําหนดให D และ E เปนชุด
ตัวเลขแบบจํากัดท่ีตางกันและกําหนดให β เปนเลขฐานท่ีสามารถเปนไดท้ังจํานวนจริงและจํานวน
เชิงซอน การแปลงชุดตัวเลขในระบบเลขฐาน β จาก D ไปเปนชุดตัวเลข E สามารถเขียนเปน
สมการฟงกชันดังนี้  
 ED →:λ  โดยท่ี ( ) XXDX =∈ λ,  

ในทางทฤษฏีแลว การแปลงชุดตัวเลขถูกนําไปใชในการอธิบายการคํานวณพื้นฐานทาง
คณิตศาสตรมากมาย เชน การบวกสามารถเทียบไดกับการแปลงชุดตัวเลขบนเลขฐานเดียวกัน แตมี
ชุดตัวเลขท่ีตางกันในลักษณะ D = {d ∈  Z|2a ≤ d ≤ 2b} และ E = {e ∈  Z|a ≤ e ≤ b} 

ตัวอยางท่ี 2.1 การบวกสองจาํนวนบนระบบจํานวนฐานสอง X = 1011101 และ Y = 0000101  

วิธีทํา เร่ิมแรกเราจะทําการบวกแบบขนานในแตละหลักโดยเพิ่มชุดเลขโดดเปน {0, 1, 2} และ
พิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขบนเลขฐานสองจากตัวเลข {0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลข {0, 1} โดย
เปนการแปลงจาก 1011202ไปสู 1100010 ดังแสดงในรูปท่ี 2.1  
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รูปท่ี 2.1 การบวกโดยใชวิธีการแปลงชุดตัวเลข 

 □ 

 

2.6 สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน (On-the-fly architecture) 
การแปลงชุดตัวเลขนั้นไดถูกพัฒนาข้ึนมาอยางกวางขวาง เนื่องจากรูปแบบการคํานวณ

นั้นสอดคลองกับการคํานวณพื้นฐานทางคณิตศาสตร เชน การบวกและลบ ทําใหการแปลงชุดตัว-
เลขท่ีมีประสิทธิภาพจะสงผลถึงการคํานวณพื้นฐานทางคณิตศาสตรท่ีมีประสิทธิภาพดวย โดย
นักวิจัยไดคิดวิธีการแปลงชุดตัวเลขออกมาอยางหลายหลายวิธี โดยในงานวิจัยนี้จะใชแนวคิดของ
การแปลงชุดตัวเลขท่ีใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน [6] เปนแนวคิดพื้นฐาน ดังนั้นจะขอ
กลาวถึงหลักการของสถาปตยกรรมนี้ 

สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน เปนกระบวนการผลิตเลขโดดแบบขนานซ่ึงสงผลให
ความซับซอนเชิงเวลาเปนลอการิทิมิกฟงกช่ัน ในงานวิจัยของคอรเนอรับ สถาปตยกรรมแบบทํา
ควบคูกันถูกเสนอข้ึนเพื่อแปลงชุดตัวเลขซํ้าซอนใหเปนชุดตัวเลขไมซํ้าซอน การแปลงชุดตัวเลข
แบบทํา-ควบคูกันมีความจําเปนท่ีจะตองอาศัยคุณสมบัติของระบบจํานวนซํ้าซอนแบบมี
เคร่ืองหมายบนเลขฐานเดียวกันเพื่อลดการเกิดสายการแพรของตัวทด ขอดีของการคํานวณแบบทํา
ควบคูกันคือ เปนการคํานวณแบบขนาน จึงทําใหการคํานวณมีความเร็วสูงเพราะทุกเลขโดดของ
จํานวนนําเขา (input) สามารถคํานวณไดพรอมกัน และจํานวนเลขโดดท่ีนําออก (output) สามารถมี
จํานวนท่ียาวกวาจํานวนเลขโดดท่ีนําเขา ทําใหไมจําเปนตองทําการเพิ่มเลขโดดท่ีไมมีคาไปกอน
นําเขาระบบการคํานวณ สวนขอเสียของการคํานวณแบบทําควบคูกันคือ ในการแปลงจําเปนตองใช
ทรัพยากร เชน เรจิสเตอร เปนจํานวนมากข้ึนอยูกับขนาดของจํานวนนําเขา ทําใหส้ินเปลือง
ทรัพยากรเปนอันมาก ในการคํานวณจึงจําเปนตองจํากัดขนาดของจํานวนเลขโดดท่ีนําเขา เพื่อท่ีจะ
สามารถจํากัดปริมาณของเรจิสเตอรได  และกอนท่ีจะสามารถทําการแปลงชุดตัวเลขนั้นจําเปนท่ี
ตองทราบจํานวนเลขโดดท่ีนําเขาท้ังหมดกอน ดังนั้นจึงไมสามารถนํามาใชอยางมีประสิทธิภาพกับ
การคํานวณแบบ เช่ือมตรง (on-line conversion) 
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ในการแปลงชุดตัวเลข D →  E โดยท่ี X [ ],P Dβ∈  และ Y [ ],P Eβ∈  โดย      
||X|| = ||Y||และ D ≠  E จะมีนัยสําคัญดังนี้ 

กําหนดให ชุดตัวเลข E เปนชุดตัวเลขท่ีไมซํ้าซอน กําหนดเซต C เปนเซตของตัวทด c 
เราสามารถเขียนเลข d ใด ๆ ท่ีอยูในชุดตัวเลข D ซ่ึงเปนชุดตัวเลขซํ้าซอนใหอยูในรูปสมการของ
การแปลงจาก [ ]DP ,β  ไป [ ]EP ,β  ไดเทากับ d = cβ + e โดยท่ี e ∈  E และ c ∈  C แตในปรกติ
กอนการแปลงจะตองทําการรวมตัวทดท่ีไดมา (incoming carry) เขากับ d กอน แลวจึงคิดรวมกับตัว
ทดท่ีสงออกไป (outgoing carry) ในภายหลัง เพราะฉะน้ันจะได ความสัมพันธการแปลงระหวางชุด
ตัวเลข λ (conversion mapping) เปนฟงกชันการแปลงดังนี้ 

ECDC ×→×:λ  
เม่ือชุดตัวเลขตัวทด สําหรับบาง (c, d) ใน C ×  D มี c’ อยูใน C และ e อยูใน E ท่ีซ่ึง 

( ) ( )ecdc ,,': →λ  
ซ่ึงเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี ้

ecdc +=+ β'  
เม่ือ β เปนฐาน จากฟงกชันดานบนสามารถเรียกไดวา c’ และ c เปนตัวทดนําเขาและตัวทดนําออก
ตามลําดับ ในแตละเลขโดดนําเขา d กําหนดให D = {0, 1, 2}, E = {0, 1} และ β = 2 ฟงกชันการ
แปลงสามารถแสดงไดดังตารางท่ี 2.3 
 

ตารางท่ี 2.3 ฟงกชันการแปลงจาก D ไป E บนเลขฐานสอง 
 

 
 

ผลลัพธในแตละคูในตารางท่ี 2.3 แทนคา ce ซ่ึง ( )ec,  อยูใน EC×  โดยการคํานวณในตารางเร่ิม
จากท่ีคา 0=c จะเห็นวา ce ท่ีเปนไปไดคือ 00, 01 และ 10 เม่ือ 2,1,0=d  ดังนั้นตัวทดนําออกเปนไป
ไดท้ัง 0 และ 1 เราจึงตองเพ่ิมแถวท่ีคา 1=c  และผลลัพธท่ีไดคือ 01, 10 และ 11 ตามลําดับ ในขณะ
นี้จากคา ce  ท้ังหมดท่ีไดจะเห็นวาตัวทดท่ีเกิดข้ึนคือ 0 และ 1 เทานั้น ดังนั้นตารางนี้จึงสมบูรณแลว 

จากแนวคิดสมการฟงกชันการแปลงชุดตัวเลข สามารถเขียนเซตของฟงกช่ันตัวทด C

ได { } CCdd →:,σσ  โดยท่ี Dd ∈ เรียกวาฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-transfer function) ซ่ึง
สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 
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( ) ccCc d =∈∀ ':σ โดยท่ี ( ) ( )ecdc ,,' =λ  
โดยท่ี dσ เปนฟงกชันท่ีอธิบายเกี่ยวกับการจับคู (mapping) คาของตัวทดท่ีเขามา ( )'c  ไปยังคาของ
ตัวทดที่สงออกไป ( )c  โดยผานเลขโดด d  หนึ่ง ๆ เทานั้น ซ่ึงเราสามารถเขียนฟงกชันการจับคูนี้
ผาน d  ทุกตัวท่ีอยูใน D  ไดดังนี้  

( ) )))(((
1

……… cc
jijii ddddd σσσ =

−
 

เรียกฟงกชันนี้วาฟงกชันประกอบ และจากฟงกชันนี้เองทําใหสามารถหาคา c ใด ๆ ได โดย
กําหนดให 0c  เร่ิมตนมีคาเทากับ 0 

)0(
1 jii dddic …−

= σ  

เม่ือเราสามารถหาฟงกชันท่ีทําการสรางตัวทดไดแลว ก็สามารถหาฟงกชันในการหา e ในลําดับ
ตอไปไดดวย ฟงกชันจับคูตัวเลข (digit mapping function) { } ECdd →:,εε  โดยท่ี Dd ∈  ซ่ึงเรา
สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

))0((
1 jiii ddddie …−

= σε  

 
ตัวอยางท่ี 2.5 กําหนดให X = x7x6x5…x0 เปนสายบิตนําเขาโดยท่ี xi ∈ D เม่ือ i เปนจํานวนเต็ม
บวก กําหนดให X = 10210112 ฟงกชันการแปลงจะทําการผลิตคูผลลัพธไดแก ตัวทดนําออกและ
เลขโดดท่ีเปนผลลัพธท่ีตองการดังสมการตอไปนี้ 
 

c′ + d = cβ + e 
สามารถเขียนใหมไดดังนี ้

iiii ycxc +=+ + β1  
 

โดยท่ีมีตัวทดนําเขาเร่ิมตน (c0) เปนศูนย และ yi ∈ E ผลลัพธท่ีไดคือ Y = 11011000 เม่ือ ||X|| = 

||Y|| ทําการแปลง D = {0, 1, 2} ไปเปน E = {0, 1} โดย β = 2และ C = {0, 1} จะได c และ e 
ดังนี้ 

คา c จากสมการฟงกชันประกอบ 

c0 = 0 

c1 = σ1 (c0) = σ1(0) = 1 

c2 = σ2σ1 (0) = σ2(1) = 1 

c3 = σ3 σ2 σ1 (0) = σ3(1) = 1 

c4 = σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ4(1) = 0 

c5 = σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ5(0) = 0 

c6 = σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ6(0) = 1 

c7 = σ7 σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ7(1) = 0 

 ∴ c = (0 1 0 0 1 1 1 0) 
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คา e จากสมการฟงกชันจับคูตัวเลข 

 e0 = ε0(c0) = ε0(0) = 0 = y0 

 e1 = ε1(c1) = ε1(1) = 0 = y1 

 e2 = ε2(c2) = ε2(1) = 0 = y2 

 e3 = ε3(c3) = ε3(1) = 1 = y3 

 e4 = ε4(c4) = ε4(0) = 1 = y4 

 e5 = ε5(c5) = ε5(0) = 0 = y5 

 e6 = ε6(c6) = ε6(1) = 1 = y6 

 e7 = ε7(c7) = ε7(0) = 1 = y7 

 ∴ Y = 11011000 

เพราะฉะน้ัน X = 10210112, xi ∈ D จะถูกแปลงเปน Y = 11011000, yi ∈ E 

กระบวนการการแปลงเปนแบบขนานโดยอาศัยสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันนี้
สามารถแสดงใหเห็นในรูปของตารางดังตารางท่ี 2.2 สําหรับการคํานวณในรอบแรก (r1) นําสอง

กรณีท่ีเปนไปไดของตัวทดนําเขา (คือ 0 กับ 1) มาคํานวณกับคา xi ท้ัง 8 เลขโดด ซ่ึงจะไดผลลัพธ 
16 คู จับคูท้ัง 8 คอลัมนมาคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สอง (r2) โดยอาศัยแนวคิดของฟงกชัน
ประกอบ จับคูผลลัพธในรอบที่สอง (r2) กับรอบท่ีหนึ่ง (r1) เพื่อคํานวณหาผลลัพธในรอบท่ีสาม 
(r3) ดังแสดงในตารางท่ี 2.4 ทําซํ้ากระบวนการเดิมจนจบ (r4) 
 

 ตารางท่ี 2.4 ตัวอยางการแปลงแบบทําควบคูกัน 
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จากตารางท่ี 2.4 จะเห็นวาผลลัพธในแตละสวนของการคํานวณคือ ce ผลลัพธ
ทายท่ีสุด (Y) ไดจากการพิจารณากรณีท่ีตัวทดนําเขา c′ = 0 ของผลลัพธทางดานขวาสุดในแตละ
รอบ ซ่ึงก็คือ Y = 11011000 □ 

จากท่ีกลาวมาจะเห็นไดวาเวลาในการคํานวณโดยอาศัยสถาปตกรรมแบบทําควบคูกัน
สงผลใหเวลาในการทํางานมีความซับซอนเชิงเวลา O )log( n เม่ือ n  เปนขนาดของรูปแบบแทน
จํานวนท่ีนํามาคํานวณ 

 

2.7 ระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน (Bergman’s irrational number 
system) 

ในป ค.ศ.1957 จอรจ เบิรกแมน ไดเสนอระบบจํานวนใหมท่ีสรางข้ึนมาจากฐานท่ีเปน
จํานวนอตรรกยะ [1] โดยจํานวนที่ใชคือเศษสวนทองคํา ซ่ึงระบบจํานวนนี้มีความสามารถพิเศษมา
จากคุณสมบัติของเศษสวนทองคํา ซ่ึงก็คือความสามารถในการกําจัดเลขโดดท่ีมีท่ีอยูติดกัน โดยใช
สมการแบบเวียนเกิดของเศษสวนทองคําคือ 12 += φφ  นอกจากน้ีเบิรกแมนไดนิยามตัวแปรใหม
ใหเศษสวนทองคําจาก φ  เปน τ  และสรางสมการข้ึนมาใหมดังสมการ (2.3)  

 121 −−− ×=+= nnnn τττττ  (2.3) 

โดยท่ี ,...3,2,1,0 ±±±=n  จะเห็นไดวา งานวิจัยนี้ไดทําการขยายใหเศษสวนทองคําครอบคลุมถึงสวน
กําลังติดลบดวยเพ่ือใชในการแสดงคาไดครอบคลุมยิ่งข้ึน โดยมีตัวอยางการขยายตัว (expansion) 
ดังนี้ 

 100 += ττ  111 −=− ττ  
 011 += ττ  212 +−=− ττ  
 112 += ττ  323 −=− ττ  
 123 += ττ  534 +−=− ττ  
 234 += ττ  855 −=− ττ  
 355 += ττ  
และไดนิยามรูปแบบแทนจํานวนดังสมการ (2.4) 

  i

alli
idX τ∑=  (2.4) 

โดยท่ี id คือชุดของตัวเลข { }1,0 มีวิธีการสรางรูปแบบแทนจํานวนดังตอไปนี้ 
โดยวิธีการสรางระบบจํานวนนี้ข้ันตน ทําไดโดยนําสมการแบบเวียนเกิดของเศษสวนท่ีถูกขยายแลว
มาใช คือ  011 += ττ  และ  212 +−=− ττ  เ ม่ือนํา ท้ังสมการสองสมการมารวมกันจะพบวา 
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( ) ( ) 2210121 =+−++=+ − ττττ  เราสามารถนํามาแสดงในการแทนของเลขฐานเศษสวนทองคํา
ตามคํานิยามไดเปน 10.01 วามีคาเทากับ 2 ในระบบจํานวนฐานสิบ ตอมาการสรางการแทนของ
จํานวนเต็มถัดไป โดยใชการสรางจากนิยามของสมการ 100 += ττ  ท่ีแสดงวา 10 =τ  เสมอแทนเขา
ไปไดเปน 01.11 ในระบบเลขฐานเศษสวนทองคํามีคาเทากับ 3 ในระบบเลขฐานสิบ และทําเชนนี้
สําหรับจํานวนนับถัดไปเร่ือย ๆ โดยหลังจากการเพิ่มคาลงไปในแตละคร้ังจะมีตัวดําเนินการ 
(operator) อยูสองรูปแบบคือ 
ก. การสังวัตนาการ (convolution) คือการลดรูปของรูปแบบแทนจํานวนจากเลขโดดท่ีมีคา

ติดกัน จากสมการ 21 −− += nnn τττ  ซ่ึงทําใหรูปแบบแทนจํานวน 011  สามารถเปล่ียนเปน
รูปแบบแทนจํานวน 100  ไดซ่ึงมีคาเทากันทุกประการ 

ข. การคลายคา (devolution) คือการขยายรูปของรูปแบบแทนจํานวนจากเลขโดดตัวเดียวเปน
เลขโดดท่ีมีคาติดกันแทน จากสมการ 21 −− += nnn τττ  ซ่ึงทําใหรูปแบบแทนจํานวน 100  
สามารถเปล่ียนเปนรูปแบบแทนจํานวน 011 ได 

จากตัวดําเนินการดังกลาว ทําใหสามารถลดรูปจาก 11.01  ไปเปน 100.01 ไดซ่ึงมีคา
เทากับ 3 เชนกัน 3211101.100 22 =+−+=+= − ττττ  ซ่ึงรูปแบบแทนจํานวนหลังการจัดนี้เรียกวา 
รูปแบบแทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุด (minimal form) ท้ังนี้การจัดรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนนี้
สามารถจัดในรูปแบบท่ีมีเลขโดดท่ีไมมีคาติดกันได หรือสามารถเรียกวาอยูในรูปแบบแทนจํานวน
ท่ีมากท่ีสุด (maximal form) โดยเราสามารถอาศัยหลักการนี้ในการสรางระบบจํานวนของเลข
จํานวนเต็มไดท้ังหมดโดยมีกฎพื้นฐานสองขอ ไดแก 
ก. เปล่ียนใหอยูในรูปแบบแทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดทุกคร้ัง 
ข. ถาท่ีตําแหนงท่ี 0τ มีเลขโดดท่ีมีคา 1 อยูใหทําการกําจัดโดยการทดไปดานหลัง เร่ิมจากการ

ตรวจสอบในตําแหนง 2−τ วามีเลขโดดท่ีมีคาอยูหรือไม (เนื่องจากตอนนี้อยูในรูปแบบ
แทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดซ่ึงจะไมมีเลขโดดท่ีมีคาท่ีติดกันอยูทําใหไมจําเปนตองตรวจสอบ
ในตําแหนงท่ี 1−τ ) ถาไมมีใหทําการคลายคาจากสมการ  21 −− += nnn τττ  ไดเปน 1.00 มา
เปน 0.11 ถาท่ีตําแหนง 2−τ มีเลขโดดท่ีมีคาอยู ก็ใหทําการตรวจสอบท่ีตําแหนง 4−τ วามี
เลขโดดท่ีมีคาอยูหรือไม เพื่อคลายคาเลขโดดที่มีคาท่ีตําแหนง 2−τ  ไปกอนแลวจึงทําการ
คลายคาของเลขโดดท่ีมีคาของตําแหนง 0τ  ทําเชนนี้ไปเร่ือย ๆ จนกวาจะสามารถกําจัดเลข
โดดท่ีมีคาท่ีตําแหนงท่ี 0τ  แตถารูปแบบแทนจํานวนนั้นเปน 1.010101010101... ใหทํา
รูปแบบแทนจํานวนเปล่ียนเปน 10.0000000... 

2.7.1 การบวกในระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน 

การบวกในระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมนนั้น ใชวิธีคลายกับการ
สรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีไดกลาวไวขางตน โดยใชอัลกอริทึมตามกฏการสังวัตนาการและการ
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คลายคาในการจัดตําแหนงของเลขโดดท่ีมีคา เพื่อใหเลขโดดท่ีมีคาไมตรงกันและไมติดกันเพื่อให
อยูในรูปแบบแทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุด ดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยางท่ี 2.2 ทําคํานวณทางคณิตศาสตรการบวก 9+6 = (10010.0101+1010.0001) ในระบบ
จํานวนอตรรกยะของเบิรกแมน 

วิธีทํา  ในการคํานวณจะใชรูปภาพเพื่องายตอการอธิบายการบวกดังนี้  (แสดงในรูปท่ี 2.2 โดยเสน
หนาคือตําแหนงของจุดทศนิยมในรูปแบบแทนจํานวน) จากรูปท่ี 2.3 จะเห็นวา 4τ และ 3τ ท้ังคูมีคา
ใหเราสามารถสังวัตนาการได จากน้ันจะเห็นวาไมมีจุดท่ีเราจะทําการสังวัตนาการอีก ทําใหเราตอง
ใชคุณสมบัติอีกประการของระบบจํานวนนี้ก็คือการคลายคาโดยเราจะทําการคลายคาท่ีตําแหนง 1τ

ได ดังรูปท่ี 2.4 จะเห็นวาเราสามารถทําการสังวัตนาการไดสองชุดดวยกัน ดังรูปท่ี 2.5 และ 2.6 
จากนั้นจึงทําการคลายคาอีกคร้ังท่ีตําแหนง 4−τ ดังรูปท่ี 2.7 และจึงทําการสังวัตนาการอีกคร้ัง ดังรูป
ท่ี 2.8 จะเห็นวา ไมมีเลขโดดท่ีมีคาท่ีตรงกันและอยูติดกันอีก จึงไดคําตอบเปนรูปแบบแทนจํานวน
ท่ีนอยท่ีสุด  

 
รูปท่ี 2.2 รูปแบบแทนจํานวนกอนการบวก 

 

 
รูปท่ี 2.3 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากสังวตันาการท่ี 4τ และ 3τ  

 

 
รูปท่ี 2.4 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากคลายคาท่ีตําแหนง 1τ  

 

 
รูปท่ี 2.5 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากสังวตันาการท่ีตําแหนง 1τ และ 0τ  
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รูปท่ี 2.6 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากสังวตันาการท่ีตําแหนง 1−τ และ 2−τ  

 

 
รูปท่ี 2.7 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากคลายคาท่ีตําแหนง 4−τ  

 

 
รูปท่ี 2.8 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากสังวตันาการท่ีตําแหนง 4−τ และ 5−τ  

ผลลัพธของการคํานวณเปน (100101.001001) = 15 

  □ 

จากการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบจํานวนนี้แสดงใหเห็นวาการสังวัตนาการและการ
คลายคาเปนสวนสําคัญท่ีทําใหสามารถทําการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตได ซ่ึงท้ังการสังวัตนา
การและการคลายคาจะทําการคํานวณเม่ือไมสามารถทําการคํานวณตอไปไดแตยังคงมีเลขโดดท่ีมี
คาของรูปแบบแทนจํานวนที่มาทําการคํานวณท้ังสองตรงกันอยู ซ่ึงท้ังสองกระบวนการนี้เปนการ
ทํางานท่ีตองข้ึนอยูกับจํานวนท่ีนํามาทําการคํานวณเปนสําคัญ  

 

2.8 ระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล (Ternary Mirror-symmetrical 
number system)  

ในป ค.ศ. 2001 อเล็กซี สแตกฮอฟ ไดนําเสนอระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมท-
ริกคอล [2-4] ซ่ึงไดมาจากการพัฒนาจากระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน ซ่ึง
ระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล ไดใชพื้นฐานของระบบจํานวนแบบซ้ําซอนมา
ประยุกตใชโดยทําการเพ่ิมชุดเลขโดดจากเดิม { }1,0 มาเปน { }1,0,1  และทําการแปลงผันจากระบบ
จํานวนฐานเศษสวนอตรรยกะของเบิรกแมนท่ีอยูในรูปแบบแทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดโดยใชกฎใน
การแปลงผันตามสมการ (2.5)  

  11 −+ −= kkk τττ  (2.5) 
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โดยกฏการแปลงผัน จะใชเฉพาะเลขโดดท่ีตําแหนง τ  มีกําลังเปนค่ีเทานั้น จะไดผลดังรูปท่ี 2.9 

 
รูปท่ี 2.9 การแปลงผันจากระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมนไปสูระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

ตัวอยางท่ี 2.6 การแปลงผันรูปแบบแทนจํานวน 5 = (1000.1001) จากระบบจํานวนฐานเศษสวน  
อตรรกยะของเบิรกแมนไปสูระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

วิธีทํา แสดงดังรูปท่ี 2.10 

 

 
รูปท่ี 2.10 ตัวอยางการแปลงผัน 

ผลลัพธของการแปลงผันจะไดวา 5 = (1000.1001) = )0110.01110(  

  □ 

จากตัวอยางท่ี 2.6 จะเห็นวารูปแบบแทนจํานวนท่ีไดจากการแปลงผันนั้นอยูในรูปท่ีมีคุณสมบัติการ
สะทอนและผลจากการแปลงผันทุกคร้ังจะทําใหเกิดผลอีกอยางตอการแทนคือ ท่ีตําแหนง τ มีกําลัง
เปนค่ีนั้นมีคาเปน 0 เสมอ จึงไดทํานิยามรูปแบบแทนจํานวนใหมดังสมการ (2.6) 

  i

alli
idX 2τ∑=  (2.6) 

โดยท่ี di เปนชุดจํานวนของ { }1,0,1  ทําใหจัดรูปใหมออกมาดังรูปท่ี 2.11 

 
รูปท่ี 2.11 ตัวอยางรูปแบบแทนจํานวนของเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  

จากรูปท่ี 2.11 สรุปไดวา 5 = )0110.01110(  = (111.11)  ซ่ึงจะเห็นไดวารูปแบบการแทนสําหรับทุก
จํานวนเต็มนั้นจะมีคุณสมบัติการสะทอนเสมอ โดยระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรยกะของ       
เบิรกแมนและระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลน้ันไดถูกใชงานในสวนของการแปลง
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คาระหวางคาดิจิตตอลกับคาอนาล็อค (digit to analog converter, DAC และ analog to digit 
converter, ADC) [11-12] 

 

2.8.1. การบวกและการลบในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  

การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 
จะมีความแตกตางจากระบบจํานวนฐานสอง คือการทดของสายการทดจากสมการ (2.7) 
 )1(22)1(222 −+ +−= kkkk ττττ  (2.7) 
จาก สมการ (2.7) สายการทดของระบบจํานวนนี้ทําการทดท้ังไปทางดานหนาและไปทางดานหลัง
ซ่ึงสามารถสรุปไดเปนตารางท่ี 2.4 
 
 ตารางท่ี 2.5 รูปแบบการบวกของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  
 

ka  

kb  
010  000  010  

010  111  010  000  

000  010  000  010  

010  000  010  111  

 
โดยท่ี ka  และ kb  คือคาเลขโดดตําแหนง kτ  ใด ๆ ท่ีนํามารวมกัน สามารถนําไปใชกับการบวกได 
ดังรูปท่ี 2.12 

 
รูปท่ี 2.12 การบวกของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  

ในสวนของการคํานวณลบทําไดโดยการแปลงผันเลขโดดท่ีมีคา 1 เปนเลขโดดท่ีมีคา
เปน 1  และเปล่ียนเลขโดดท่ีมีคาเปน 1  มาเปนเลขโดดท่ีมีคา 1 แทนและจึงทําการคํานวณบวกตาม
ตารางท่ี 2.4 ดังรูปท่ี 2.13 

 



 20 

 
รูปท่ี 2.13 การลบของระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  

ซ่ึงในการคํานวณบวกและลบในระบบจํานวนนี้นั้นรูปแบบท่ีเลวรายท่ีสุด (worst case) 
ของการคํานวณนั้นจะเปนการคํานวณในแบบลําดับ ดังแสดงในตัวอยางท่ี 2.7 

ตัวอยางท่ี 2.7 ทําการคํานวณการบวกในระบบจํานวนเทอนาร่ี มลิเลอร ซิมเมทริกคอลระหวาง
รูปแบบแทนจาํนวน 11 = (0111.110) และ 1 = (0001.000) 

วิธีทํา สามารถแสดงไดดังรูปท่ี 2.14 

 
รูปท่ี 2.14 รูปแบบท่ีเลวรายท่ีสุดของการบวกในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

จากรูปท่ี 2.14 เปนการบวกของรูปแบบแทนจํานวนระหวาง 11 = (0111.110) และ 1 = (0001.000) 
ซ่ึงไดผลลัพธออกมาเปน ( )12 1101.011=  จะเห็นไดวาผลของการบวกนั้นสรางตัวทดท่ีกระจาย

ออกไปเร่ือย ๆ ซ่ึงทําใหสรุปไดวา การคํานวณการบวกและลบในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร    
ซิมเมทริกคอลแทจริงแลวนั้นยังคงอยูในแบบลําดับ 

  □ 
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2.8.2. การคูณในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

การคูณในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลนั้นคลายกับการคูณของระบบ
เลขฐานสอง โดยที่ผลการคูณในแตละคร้ังจะกระจายออกโดยยึดตําแหนง τ0 เปนจุดศูนยกลาง เปน
การดังรูปท่ี 2.15 เปนการแสดงข้ันตอนการคูณระหวาง ( ) ( )6 2 101.01 11.1 1101.011 12− × = × = =−  

 
รูปท่ี 2.15 ข้ันตอนการคูณ ในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

2.8.3. การหารในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

การหารในระบบจํานวนนี้ ทําไดโดยในการหารแตละคร้ังจะยึดท่ีตําแหนง τ0 เปนหลัก 
และนําผลหารที่ไดท้ังหมดมารวมกันภายหลัง โดยจะแสดงใหเห็นในตัวอยางของการหาร 

( ) ( )24 2 110 1.011 1 1.1 1 101.0 11 12÷ = ÷ = =  ดังรูปท่ี 2.16 และ รูปท่ี 2.17 
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รูปท่ี 2.16 การหารของระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  
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รูปท่ี 2.17 การนําผลหารมารวมกันในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

 
เนื่องจากระบบจํานวนนี้มีรากฐานมาจากระบบจํานวนเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน ทําให
ระบบจํานวนนี้ไมสามารถที่จะหารเลขเปนเศษสวนได ซ่ึงถาทําการหารแลวรูปแบบแทนจํานวนจะ
เสียคุณสมบัติการสะทอนกลายเปนระบบจํานวนท่ีมีการแทนไมรูจบ (infinite representation) 
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บทที่ 3 
 

ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่และอัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบและคูณแบบขนาน 
 

ในบทนี้จะกลาวถึง การนิยามระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีซ่ึงถูกพัฒนาข้ึนมาจากระบบ
จํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล รวมท้ังอัลกอริทึมการแปลงจากระบบจํานวนเต็มใด ๆ 
พรอมท้ังบทพิสูจน และอัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบและคูณแบบขนานพรอมท้ังบทพิสูจนการ
ทํางาน 
 

3.1 ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ (Half ternary number system) 
จากเดิมท่ีระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลท่ีมีคุณสมบัติของการสะทอน 

ไดใชเลขโดดในรูปแบบแทนจํานวนท่ีเหมือนกันแตกลับดานกัน ทําใหเกิดแนวคิดท่ีจะทําการลด
จํานวนของเลขโดดท่ีซํ้าซอนกันออกไป จึงใชแนวคิดในการนิยามระบบจํานวนข้ึนมาใหมโดย
แสดงรูปแบบแทนจํานวนท่ีมีขนาดเล็กลง ซ่ึงสงผลใหใชทรัพยากรในการจัดเก็บรูปแบบแทน
จํานวนนอยลง 
 
นิยามที่ 3.1 ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีหมายถึงระบบจํานวนท่ีมีฐานมีคาเปน nn 22 −+ττ  โดย
รูปแบบของการแทนคาจํานวนเต็ม X สามารถเขียนไดดังนี้ 

 ( ) 0
0

1

22 τττ ddX
i

ii
i ++= ∑

=

−  (3.1) 

โดยท่ี φτ = , { }1,0,1, 0 ∈ddi  
จากนิยามบท 3.1 ทําใหเราสามารถสรางระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีได โดยมีรูปแบบแทนจํานวนท่ี
มีคาเชิงตัวเลข (numerical value) เทากับระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล เห็นไดชัดวา 
ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่มีความสมบูรณ จํานวนเต็มทุกจํานวนสามารถหารูปแบบแทนจํานวน
ในระบบนี้ได ดังตัวอยางท่ี 3.1 
ตัวอยางท่ี 3.1 จํานวนเต็ม 20 สามารถหารูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีได และ
เม่ือแทนคากลับจะไดคาออกมาไดดังนี้ 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0224466 110120 τττττττ ×−++×++×++×= −−−  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
×−+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
×+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
×=

−− 02266

2
511

2
51

2
511

2
51

2
511  

 ( ) 1131181 ×−+×+×=  □ 
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3.2 การแปลงจากจํานวนเต็มใหอยูในรูปแบบการแทนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 

ในการแปลงผันจํานวนเต็มใหอยูในรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฮาลฟ 
เทอนาร่ี จะใชอัลกอริทึมเชิงละโมบ (greedy algorithm) ในการหารูปแบบการแทน จะใชวิธีการ
คํานวณคาของหลักแตละหลักและคาขอบเขตที่หลักนั้น ๆ สามารถแสดงคาได โดยคาของหลักแต
ละหลักและคาของเขตน้ันสามารถคํานวณไดดังนี้ 
จากนิยามท่ี 3.1 ทําใหสามารถหาคาของหลักแตละหลัก iX ใด ๆ ไดจากสมการ 

( ) 0:22 >+= − iX ii
i ττ และ 00

0 == τX  
โดยท่ี φτ =  , จํานวนเต็ม i  คือหลักใด ๆ ในการแทนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี  

สวนการหาคาขอบเขตท่ีหลักนั้น ๆ สามารถแสดงคาไดนั้น กลาวคือเปนผลรวมของ 

iX  ใด ๆ จนถึง 0X  ซ่ึงสมการเขียนไดเปนสมการดังนี ้

 ( ) 0

1

22 τττ ++∑
=

−
n

i

ii  (3.2) 

โดยท่ี φτ = , จํานวนเต็ม i  คือหลักใด ๆ ในการแทนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีและจํานวน
เต็ม n  คือหลักใด ๆ ท่ีตองการหาคาขอบเขต ดังแสดงในตัวอยางท่ี 3.2 

ตัวอยางท่ี 3.2  หาคาขอบเขตในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีของหลักท่ี 4 
วิธีทํา  จากสมการ (3.1) สามารถแทนคาไดเปน 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0224466880
4

1

22 ττττττττττττ ++++++++=++ −−−−

=

−∑
i

ii  

 761371847 =++++=  
 
ซ่ึงก็คือคาขอบเขตในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีของหลักท่ี 4 มีคาเทากับ 76 นั่นเอง 
 □ 

จากตัวอยางท่ี 3.2 จะเห็นไดวา การคํานวณคาขอบเขตน้ันจําเปนท่ีจะตองเก็บคาของ
หลักแตละหลักไวเสมอทําใหส้ินเปลืองทรัพยากรอยางมากมาย ดังนั้นจึงไดนําสมการ (3.2) มาจัด
รูปใหมดงันี้ 

 ( ) 0

1 1

220

1

22 ττττττ ++=++ ∑ ∑∑
= =

−

=

−
n

i

n

i

ii
n

i

ii   (3.3) 

จะเห็นไดวาการคํานวณคาขอบเขตแตละคร้ังนั้นจําเปนตองคํานวณคาประจําหลักทุกหลักและนํามา
รวมกันซ่ึงใชเวลาในการคํานวณสูงและมีความยุงยาก ดังนั้นจากความรูเร่ืองอนุกรมเรขาคณิต เรา
สามารถสรางสูตรอยางงายไดดังนี้ 
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จาก nn aaaaS ++++= …321  จะไดสองสมการท่ีเปนจริงดังตอไปนีใ้นรูปของ a1, n, r ดังนี ้

 1
1

2
111

−++++= n
n rararaaS …   

 n
n rararararS 1

3
1

2
11 ++++= …   

นําสมการ (3.3) และ (3.4) มาหักลางกันจะได 

  n
nn raarSS 11 −=−  

 ( ) ( ) ( )nn
n raarSr −=−=− 111 11  (3.4) 

ดังนั้นจะไดวา ( ) ( )
1

1
1
1 11

−
−

=
−
−

=
r
ra

r
ra

S
nn

n โดยท่ี คาของ 1≠r นํามาแทนสมการ (3.3) จัดรูปใหมได 

   ( ) ( ) 0
2

22

2

22

1
1

1
1 τ

τ
ττ

τ
ττ

+
−

−
+

−

−
=

−

−− nn
 

( ) ( ) 022 1618.01618.1 τττ +−+−= − nn  

   022 618.0...618.0...618.1618.1 τττ +×−+−×= − nn  
จาก 10 =τ  จัดรูปใหมได 

11 212 +×−−×= −− nn ττττ  
 nn 212 −− ×−×= ττττ  
จาก n2−τ  ท่ี n ใด ๆ มีคานอยมากทําใหสามารถตัดท้ิงได 

 ( ) ( )⎣ ⎦n
n

i

ii 20

1

22 τττττ =++∑
=

− ,  (3.5) 

โดยท่ี 0≠n  จากสมการ (3.5) ทําใหเราสามารถหาคาขอบเขตได โดยคํานวณจากคาหลักแตละหลัก
เทานั้น ซ่ึงทําใหมีความรวดเร็วในการคํานวณยิ่งข้ึน ดังแสดงในตารางท่ี 3.1 

 ตารางท่ี 3.1 คาหลักและคาขอบเขตของหลักท่ี n ใด ๆ ในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

n nn
iX 22 −+= ττ  ( ) ( )⎣ ⎦n

n

i

ii 20

1

22 τττττ =++∑
=

−  

0 1 - 

1 3 4 

2 7 11 

3 18 29 

4 47 76 

5 123 199 

6 322 521 

7 843 1364 

8 2207 3571 

9 5778 9349 

10 15127 24476 
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หลังจากไดกลาวถึงการหาคาหลักและคาขอบเขตแลว จะขอกลาวถึงอัลกอริทึมการแปลงผันจํานวน
เต็มใหอยูในรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ดังอัลกอริทึมท่ี 3.1 

 
อัลกอริทึมท่ี 3.1 อัลกอริทึมการแปลงจํานวนเต็มใหอยูในรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวน
ฮาลฟ เทอนาร่ี 
Input: Integer X  
Output: ( )021 yyyyY jjj …−−=  
 
begin 
 all 0←iy  where (j ≥ i ≥ 0) 
 while ( )0≠X  do 
 Find minimum integer n that ( )⎣ ⎦ Xn ≥2ττ  
 If  0>X do  

  1←nY  
  ( )nnXX 22 −+−← ττ  
 else 

  1←nY  
  ( )nnXX 22 −++← ττ  
 enddo 
 enddo 
end. 
 
เพื่อใหเขาใจในการทํางานของอัลกอริทึมท่ี 3.1 มากข้ึน จึงขอยกตัวอยางการทํางานดังแสดงใน
ตัวอยางท่ี 3.3 
ตัวอยางท่ี 3.3 หารูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 25 ในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
ให X = 25, All yi  = 0 
รอบท่ี 1 
หา n ท่ีนอยท่ีสุดท่ีสอดคลองกับอสมการ ( )⎣ ⎦ Xn ≥2ττ  
ได n = 3 และ X > 0 ดังนั้น 13 ←y  
หักลบคา X กับคาประจําหลัก ( ))3(2)3(2

3
−+= ττZ  = 18 

นํา X - Z3 = 7 = 'X  ซ่ึง 'X  ≠ 0 จึงดําเนินการตอ 
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รอบท่ี 2 
ได n = 2 และ 'X  > 0 ดังนั้น 12 ←y   
หักลบคา X กับคาประจําหลัก Z2 = 7 
นํา X - Z1 = 0 = ''X  ซ่ึง ''X  = 0 จึงหยุดการทํางาน 
โดยอัลกอริทึมขางตนจะไดรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ของจํานวนเต็ม 25 
เปน ( )1100   
 □ 
 
การพิสูจนผลทํางานของอัลกอริทึม 

ในท่ีนี้จะทําการพิสูจนอัลกอริทึมโดยการแสดงวา รูปแบบแทนจํานวนท่ีไดจาก
อัลกอริทึมนั้น (โดยท่ี yn ทุกตําแหนงมีคาเปนสมาชิกใน { }1,0,1  เสมอ) มีคาเชิงตัวเลขเทากับคา
จํานวนเต็มเร่ิมตนเสมอ จากการพิจารณาอัลกอริทึมจะพบวา หลักการทํางานนั้นใชการวนซํ้า 
(recursive) โดยหา n ท่ีสอดคลองกับสมการ 

( )2n
nY Xτ τ⎢ ⎥= ≥⎣ ⎦

 

และนําคา n ท่ีไดมาคํานวณคาตามสมการ 

10 1nX Z X− =  
แลวจึงนํามาวนซํ้า หาคา n ใหมและคํานวณตอไป จนไดสมการดังนี้ 

21 2nX Z X− =  

32 3nX Z X− =  

#  
1

0
ii nX Z
+

− =  
ซ่ึงเม่ือนําสมการท้ังหมดมารวมกันจะได 
 

1 2 3 10 .......
in n n nX Z Z Z Z
+

= + + + +  (3.6) 
ทําใหสามารถสรุปไดวาคา Zn ใด ๆ ท่ีไดจากอัลกอริทึมเม่ือนํามารวมกันจะมีคาเทากับ X0 หรือ
กลาวคือจํานวนเต็มต้ังตนเสมอ  
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
 

3.3 การบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 
จากการศึกษาระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอล จะพบวาการคํานวณของ

ระบบจํานวนนี้มีวิธีการคํานวณท่ีแตกตางจากระบบจํานวนอื่น ๆ กลาวคือระบบจํานวนนี้การ
คํานวณจะเกิดตัวทดข้ึนในสองทิศทางไปท้ังขางหนาและขางหลัง ทําใหการคํานวณท่ีแทจริงของ
ระบบจํานวนนี้ยังอยูในรูปแบบของการประมวลผลแบบลําดับ ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงไดเสนอ
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อัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบแบบขนาน (โดยการคูณจะกลาวถึงในหัวขอถัดไป) โดยในการ
สรางอัลกอลิทึมในการคํานวณบวก ลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่นี้ ไดใชการ
ประยุกตจากแนวคิดของสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน โดยแบงแยกออกมาเปนสองสวนคือ การ
สรางรูปแบบท่ีเปนไปไดท้ังหมดของเลขโดดแตละตัวจากนั้นจึงมาทําการผสานแบบตอเนื่องจนได
คําตอบท่ีถูกตอง 

โดยการอธิบายอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ 
เทอนาร่ีนี้ จะแยกออกเปนสองสวนคือการสรางรูปแบบของเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง
จากเลขโดดท่ีทําการแปลงและการผสานรูปแบบของเลขโดด 3 ตําแหนงนั้นอยางตอเนื่องจนได
คําตอบท่ีถูกตอง 

 

3.3.1 การสรางรูปแบบเลขโดดซ้ําซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง 
จากการประยุกตแนวคิดจากสถาปตยกรรมการคํานวณแบบทําควบคูกัน ทําใหเราตอง

สรางรูปแบบท่ีเปนไปไดของการเกิดการทดออกมากอน เพื่อเปนจุดเร่ิมในการคํานวณความเปนไป
ไดของตัวทดท่ีจะสงผลถึงเลขโดดในตําแหนงเลขช้ีกําลังถัดไปทั้งหนาและหลัง ยังผลใหสามารถ
สรางออกมาเปนคําตอบท่ีถูกตองไดโดยไมจําเปนตองรอผลของตัวทดอีก ซ่ึงก็คือการคํานวณแบบ
ขนานนั่นเอง โดยทําการสราง ดังรูปท่ี 3.1 

 

 
รูปท่ี 3.1 การแปลงจากเลขโดดมาสูรูปแบบเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง 

 
โดยเร่ิมแรก จําเปนท่ีจะตองทําการรวมคาของรูปแบบแทนจํานวนที่จะทําการคํานวณโดยทําการ
รวมคาในแตละตําแหนงออกมากอน โดยจะไดรูปแบบการแทนท่ีมีเลขโดดท่ีเปนสมาชิกใน 
{ }2,1,0,1,2  แลวจึงทําการแปลงผันตามรูปแบบท่ีแสดงในรูปท่ี 3.1 โดยในแตละคอลัมภจะแสดงถึง
รูปแบบเลขโดดท่ีซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนงท่ีจะสรางได โดยตําแหนงซาย, ขวาคือตัวทดท่ีมี
ผลไปยังตําแหนงเลขช้ีกําลังถัดไปซายและขวาตามลําดับ และเลขโดดตําแหนงกลางคือเลขโดด
ตําแหนงเดิมท่ีมีผลอันเนื่องมาจากการเกิดตัวทดซายและขวา โดยจะทําการพิสูจนวาหลังการแปลง
คาท่ีไดนั้นมีคาเชิงตัวเลขเทากันกับเลขโดดกอนการแปลงเสมอ โดยต้ังเปนทฤษฏีดังนี้ 
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บทตั้งท่ี 3.1 การแปลงเลขโดดท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2  ไปสูรูปแบบแทนจํานวนเลขโดด 3 หลัก
อันเกิดจากกฏการแปลงดังรูปท่ี 3.1 นั้นจะมีคาคงเดิมเสมอ 
พิสูจน : ในการพิสูจนบทตั้งท่ี 3.1 นั้นจะใชคาในรูปแบบแทนจํานวนตามสมการเพื่อพิสูจนวา
หลังจากการแปลงแลวคายังคงเดิม โดยนิยามวาการแปลงจากเลขโดดต้ังตนใด ๆ a ท่ีมีสมาชิกเปน 
{ }2,1,0,1,2  ไปสูรูปแบบแทนจํานวนเลขโดด 3 หลัก bcb มีการเปล่ียนคาตามสมการ 
 bcba ++= 242 τττ  (3.7) 

โดยท่ีกฏการแปลงนั้นจะมีการบังคับให b นั้นเปนสมาชิกใน { }1,0,1  เสมอ โดยการพิสูจนจะถูกแบง
ออกเปน 5 กรณีดังนี้ 
กรณีท่ี 1 : a = 2  
 2222 τττ −−=−  
 01222 ττττ −−−=−  
 0322 τττ −−=−  
 220322 τττττ −+−−=−  
 022322 τττττ −+−−=−  
 12 242 −+−=− τττ  
กรณีท่ี 2 : a = 1  
 2222 ττττ +−−=−  
 20122 τττττ +−−−=−  
 0232 ττττ −+−=−  
 220232 ττττττ +−−+−=−  
 220232 ττττττ +−−+−=−  
 12 242 −+−=− τττ  

กรณีท่ี 3 : a = 0 มีสองรูปแบบ ไดแก 
 222220 τττττ ++−−=  
 220232 20 ττττττ +−−+−=  
 130 242 −+−= τττ  

และสวนกลับคือ 
 130 242 +−= τττ  

กรณีท่ี 4 : a = 1 
 2222 ττττ −+=  
 20122 τττττ −++=  
 222032 ττττττ −+−+=  
 12 242 +−= τττ  

กรณีท่ี 5 : a = 2 
 2222 τττ +=  
 01222 ττττ ++=  
 220322 τττττ −++=  
 12 242 +−= τττ  
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
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3.3.2 การผสานรูปแบบเลขโดดซ้ําซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง 
ในสวนนี้จะอธิบายถึงการผสานรวมรูปแบบเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนงท่ี

ไดทําการสรางไวในหัวขอท่ี 3.4.1 จะทําการผสานตามตําแหนงเลขโดดท่ีทําการแปลงเปนสําคัญ 
โดยจะผสานจากตําแหนงท่ีใกลกันเขาดวยกันทีละคูไปเร่ือย ๆ จนสามารถสรางรูปแบบที่มีความ
เปนไปไดวาจะเปนคําตอบท่ีถูกตองไวและทําควบคุมไมใหทําการสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีไม
สามารถนําไปสูคําตอบไดโดยการใชกฏการผสานท่ีจะกลาวถึงในภายหลัง ในท่ีนี้จะทําการอธิบาย
ลักษณะของการผสานอันเปนแกนหลักของการคํานวณบวกและลบแบบขนานกอน 

การผสานคือการนําเลขโดดที่ตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบแทนจํานวนเลข
โดด 3 หลัก (และขอบของรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดจากหลังการผสานรวมในแตละข้ัน) ท่ีอยูติดกัน
มารวมกันแบบขนานหลักตอหลักโดยไมมีการสงตัวทดออกมา ดังรูปท่ี 3.2 

 
รูปท่ี 3.2  ลักษณะการผสานของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบการแทนจํานวน 

 
จากรูปท่ี 3.2 สวนบนแสดงถึงตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบแทนจํานวนท่ี

เปนเลขโดด 2 หลักขอบสุดทางดานขวา X = d1d2d3…x1c1 ตามลําดับ และสวนลางแสดงถึง
ตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนเลขโดด 2 หลักขอบสุดทางดานซาย Y = 

c2x2… e3e2e1 ตามลําดับ การผสานจะเปนการรวมคาของ x1 + c2 และ x2 + c1 ภายใตกฎการผสาน
ดังนี้ 
 22 121 −−≥≥+− cxc  (3.8) 
และ 22 212 −−≥≥+− cxc  (3.9) 
ซ่ึงจะเห็นไดวาจากกฏการผสานเปนการบังคับใหการรวมคาของ x1 + c2 และ x2 + c1 นั้น ทําให
เลขโดดท่ีไดหลังจากการผสานตองเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2  และรวมถึงหลังทําการผสานจะทําการ
ตรวจสอบเลขโดดทุกตัวท่ีไมใชตําแหนงขอบสองหลักซายและขวาในรูปแบบแทนจํานวนวาเปน
สมาชิกใน  { }1,0,1  เทานั้นอีกดวย 
 

3.3.3 อัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 
เม่ือนําแนวคิดท้ังหมดท่ีไดกลาวในหัวขอท่ี 3.4.1 และ 3.4.2 มาทําการรวมกันจะ

สามารถสรางการคํานวณเชิงคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีได
ตามทฤษฏีบทดังนี้ 
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ทฤษฏีบทท่ี 3.1 
การบวกและการลบของรูปแบบแทนจํานวนสองรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ   
เทอนาร่ีนั้นสามารถท่ีจะทําไดในการคํานวณแบบขนาน 
 
การพิสูจน : ในการพิสูจนนัน้ ผูวิจยัขอเสนออัลริทึมในการคํานวณบวกและลบแบบขนานพรอมท้ัง
การพิสูจนความถูกตอง 
 
อัลกอริทึมท่ี 3.2 อัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี  
Input: ( ) 2021 τxxxxX nnn …−−= , 

 { }2,1,0,1,2=∈Dxi  
Output: ( ) 2011 τyyyyY nnn …−+= , 
 { }1,0,1=∈ Eyi  where YX =  
begin 
//Convert each digit to redundancy 3-digit forms 
for each i (0 ≤ i ≤ n) 
case 2=ix  do 
 ( ) 0201 ←

−+
iii xxx ; 

 ( ) 1112 ←
−+
iii xxx ; end; 

case 1=ix  do 
 ( ) 0101 ←

−+
iii xxx ;  

 ( ) 1212 ←−+
iii xxx ; end; 

case 0=ix  do 
 ( ) 0001 ←

−+
iii xxx ; 

 ( ) 1312 ←−+
iii xxx ; 

 ( ) 1313 ←
−+
iii xxx ; end; 

case 1=ix  do 
 ( ) 0101 ←

−+
iii xxx ; 

 ( ) 1212 ←−+
iii xxx ; end; 

case 2=ix  do  
 ( ) 0201 ←

−+
iii xxx ; 

 ( ) 1112 ←−+
iii xxx ; end; 

enddo; 
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//Merge algorithm 
 2←m ; 
 while nm <  do 
  for ( )mlllnl −←>← ;1;  do 
   for all a and b  
    if boundary digits satisfy the merging rules do 
    for all possible a, b do 
    ( ) ( )alabl xx ++ ← ; 
    all ( ) ( )aiabi xx ← ; 
   ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

bmlamlabml xxx +
−−+−+ +← 2/2/12/1 ; 

   ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
amlbmlabml xxx −

−+−− +← 2/12/2/ ; 

    all ( ) ( )biabi xx ← ; 
    ( )( ) ( )( )

bmlabml xx −
−+

−
−+ ← 11 ; 

    if all digits that are not the boundary digit { }2, 2∈  do delete the representation; 

   enddo; 
  enddo; 
  2×← mm ; 
 enddo. 
//Merge with X0 
for all a and b  
 if boundary digits satisfy the merging rules do 
  for all possible a, b 
  ( ) ( )anabn xx +

+ ←1 ; 
  for each j (n > j > 1) 
   all ( ) ( )aiabi xx ← ; 
  end; 
  ( ) ( ) ( )baab xxx ++← 011 ; 
  ( ) ( ) ( )baab xxx 010 2 +← − ; 
  if all digits that are not the boundary digit { }2, 2∈  do delete the representation; 

 end; 
end; 
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//digit checking process 
 for all representation do 
  if digit set in { }1,0,1  do 
   ( ) 2011 τyyyy nnn …−+ ← ( )011 xxxx nnn …−+ ; 
  enddo; 
end. 
หรือสามารถอัลกอริทึมท่ี 3.2 ไดดังรูปท่ี 3.3 

 
รูปท่ี 3.3 อัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

 
การพิสูจนความถูกตองของอัลกอริทึมท่ี 3.2 จะแบงเปนสองสวนคือ การพิสูจนความ

สมเหตุสมผลจากการผสานตามกฏการผสานท่ีถูกใชในอัลกอริทึม และการพิสูจนความถูกตองของ
ผลลัพธท่ีไดจากอัลกอริทึม โดยจะเร่ิมจากการพิสูจนความสมเหตุสมผลของการผสานกอน 
 
การพิสูจนความสมเหตุสมผลของการผสาน 

จากรูปท่ี 3.3 เปนการแสดงวิธีการทํางานของอัลกอริทึม การทํางานจะเร่ิมจากการรวม
คาของรูปแบบแทนจํานวนสองรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะมาทําการบวกและลบกันหลักตอหลัก 
จากนั้นจึงมาทําการแปลงสูรูปแบบเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 หลักตามกฏการแปลงซ่ึงใน
ข้ันตอนนี้ไดทําการพิสูจนในบทตั้งท่ี 3.1 แลววาการแปลงนั้นยังคงมีคาคงเดิมอยู และตอมาจึง
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เร่ิมทําการผสานทีละคูของรูปแบบแทนจํานวนท่ีมีตําแหนงใกลเคียงกันเปนคู ๆ ภายใตกฎการ
ผสานซ่ึงเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลัก (ท้ังซายและขวา) ของทุกรูปแบบแทนจํานวน ในระหวาง
การทํางานของอัลกอริทึมไมสามารถท่ีจะรวมกับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักของทุกรูปแบบ
แทนจํานวนได ดังนั้นจึงจําเปนตองทําการพิสูจนวาการผสานสามารถที่จะเกิดข้ึนไดในทุกการ
ผสานอยางนอย 1 คร้ังเสมอเพ่ือนําไปสูคําตอบท่ีถูกตองตอไป 

เม่ือพิจารณาอัลกอริทึม 3.2 จะพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลัก (ท้ังซายและขวา) 
ท่ีถูกนํามาผสานกัน มีอยูดวยกัน 21 รูปแบบดวยกัน ( { }3,2,1,0,1,2,3, 21 ∈xx  และ { }1,0,1, 21 ∈cc ) ซ่ึง
แทจริงแลว เลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักท่ีเกิดข้ึนในอัลกอริทึมท่ี 3.2 นั้นจะไมปรากฏรูปแบบเลข
โดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักดังตอไปนี้ 

x = 3  กับ c = 1 , 
x = 2  กับ c = 1 , 
x = 1  กับ c = 1 , 
x = 1 กับ c = 1, 
x = 2 กับ c = 1, 

และ x = 3 กับ c = 1. 
เนื่องจากสมการการแปลงคาเลขโดดมาสูรูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนไปได 3 หลักดังนี้ 
 
 ,2 )1(22)1(22 −+ +−= iiii ττττ  (3.10) 
 ,22 )1(22)1(2222 −+ +−==− iiiiii ττττττ  (3.11) 
 ,3022 )1(22)1(2222 −+ +−==− iiiiii ττττττ  (3.12) 
 )1(22)1(22 30 −+ −+−= iiii ττττ  (3.13) 
 

โดยคาสัมประสิทธิของ τ2i และ τ2(i-1) คือคาของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ x และ c 
ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นไดวาคาของ x และ c นั้นแตกตางกันอยูอยางนอย 2 เสมอ ซ่ึงการจะ
เปล่ียนแปลงคาใหกลับมามีลักษณะเหมือนเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักท่ีกลาวมานั้น จําเปนท่ี
จะตองมีการเปล่ียนแปลงคาของ x หรือ c อยางนอย 2 ข้ึนไปในการผสานแตละคร้ังเพื่อท่ีจะทําให
เกิดเลขโดดท่ีตําแหนงขอบตามรูปแบบดังท่ีกลาวขางตน (การผสานมากสุดในตําแหนงหนึ่ง ๆ ของ
อัลกอริทึมนี้คือ 2 คร้ังซ่ึงหลังจากการผสาน 2 คร้ังแลวตําแหนงนั้นจะไมมีทางเปนเลขโดดท่ี
ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนใด ๆ อีก) แตการเปล่ียนแปลงคาตอการผสานแตละคร้ังนั้น
ไมเพียงพอตอการสรางใหเกิดเลขโดดท่ีตําแหนงขอบท่ีกลาวมาขางตน 6 รูปแบบได ดังนั้นจึงสรุป
ไดวารูปแบบของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักท่ีเกิดข้ึนในอัลกอริทึมนั้นเหลือเพียงแค 15 รูปแบบ
เทานั้น 
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ในข้ันตอไปของการพิสูจน จะทําการแบงกลุมของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักท่ี
เกิดข้ึนพรอมกันเสมอออกมาเปน 8 กลุมดวยกัน อันไดแก 
1. x = 2  กับ c = 1, x = 1 กับ c = 0 
2. x = 2 กับ c = 1 , x = 1  กับ c = 0 
3. x = 3  กับ c = 0, x = 0 กับ c = 1   
4. x = 3 กับ c = 0, x = 0 กับ c = 1 
5. x = 2  กับ c = 0, x = 1 กับ c = 1   
6. x = 2 กับ c = 0, x = 1  กับ c = 1 
7. x = 0 กับ c = 0, x = 3  กับ c = 1 
8. x = 0 กับ c = 0, x = 3 กับ c = 1   
 

จากขางตน กลุมท่ี 1 และ 2, กลุมท่ี 3 และ 4, กลุมท่ี 5 และ 6, กลุมท่ี 7 และ 8 เปนสวน
กลับของกันและกันซ่ึงการพิสูจนจะคลายกันเพียงแตกลับคาของทุกสมการเทานั้น ดังนั้นในการ
พิสูจนจะพิสูจนเพียงเฉพาะกลุมท่ี 1, 3, 5 และ 7 เทานั้น 

 

กลุมท่ี 1 
พิจารณาจากรูปแบบแทนจํานวน Y = ym…y0 2 1 เกิดข้ึน จะทําการพิสูจนวาจะมีรูปแบบแทน
จํานวน Z = zm…z010 เกิดข้ึนเสมอในระหวางการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
พิจารณาขอบของรูปแบบแทนจํานวน Y : y = y0 2 1 มีคาตามสมการ 
 )1(22)1(2

0 2 −+ +−= iiiyy τττ  (3.14) 

บวกดวยสมการ (3.11) ท่ีมีคาเปน 0 เสมอ จะไดสมการท่ีมีรูปดังนี้ 
 2( 1) 2 2( 1)

0 0i i iy z τ τ τ+ −= + +  (3.15) 
โดยสมการดานบนนั้นคือสมการเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z010 แสดงใหเหน็วา
รูปแบบขอบท้ังสองจะเกดิข้ึนพรอมกันเสมอ  
 
กลุมท่ี 3 
พิจารณาจากรูปแบบแทนจํานวน Y = ym…y0 3 0 เกิดข้ึน จะทําการพิสูจนวาจะมีรูปแบบแทน
จํานวน Z = zm…z001  เกิดข้ึนเสมอในระหวางการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
พิจารณาขอบของรูปแบบแทนจํานวน Y : y = y0 3 0 มีคาตามสมการ 
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 )1(22)1(2
0 03 −+ +−= iiiyy τττ  (3.16) 

บวกดวยสมการ (3.11) ท่ีมีคาเปน 0 เสมอ จะไดสมการท่ีมีรูปดังนี้ 
 2( 1) 2 2( 1)

0 0i i iy z τ τ τ+ −= + −  (3.17) 
โดยสมการดานบนนั้นคือสมการเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z001  แสดงใหเห็นวา
รูปแบบขอบท้ังสองจะเกดิข้ึนพรอมกันเสมอ 
 
 
กลุมท่ี 5 
พิจารณาจากรูปแบบแทนจํานวน Y = ym…y0 2 0 เกิดข้ึน จะทําการพิสูจนวาจะมีรูปแบบแทน
จํานวน Z = zm…z011  เกิดข้ึนเสมอในระหวางการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
พิจารณาขอบของรูปแบบแทนจํานวน Y : y = y0 2 0 มีคาตามสมการ 
 )1(22)1(2

0 02 −+ +−= iiiyy τττ  (3.18) 

บวกดวยสมการ (3.11) ท่ีมีคาเปน 0 เสมอ จะไดสมการท่ีมีรูปดังนี้ 
 2( 1) 2 2( 1)

0
i i iy z τ τ τ+ −= + −  (3.19) 

โดยสมการดานบนนั้นคือสมการเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z011  แสดงใหเห็นวา
รูปแบบขอบท้ังสองจะเกดิข้ึนพรอมกันเสมอ 
 
กลุมท่ี 7 
พิจารณาจากรูปแบบแทนจํานวน Y = ym…y000 เกิดข้ึน จะทําการพิสูจนวาจะมีรูปแบบแทน
จํานวน Z = zm…z0 3 1 เกิดข้ึนเสมอในระหวางการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
พิจารณาขอบของรูปแบบแทนจํานวน Y : y = y000 มีคาตามสมการ 
 )1(22)1(2

0 00 −+ ++= iiiyy τττ  (3.20) 

บวกดวยสมการ (3.11) ท่ีมีคาเปน 0 เสมอ จะไดสมการท่ีมีรูปดังนี้ 
 2( 1) 2 2( 1)

0 3i i iy z τ τ τ+ −= − +  (3.21) 
โดยสมการดานบนนั้นคือสมการเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z0 3 1 แสดงใหเหน็
วารูปแบบขอบท้ังสองจะเกดิข้ึนพรอมกันเสมอ 
 
เนื่องดวยอัลกอริทึมในการคํานวณบวกและลบแบบขนาน จะทําการสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ี
เปนไปไดท่ีจะนําไปสูคําตอบท่ีถูกตองท้ังหมด ภายใตขอจํากัดคือ ตําแหนงรองขอบ x จะตองเปน



 38 

สมาชิกใน { }2,1,0,1,2  และตําแหนงขอบสุด c จะตองเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ดังนั้นรูปแบบแทน
จํานวนท่ีมีคาเทากันและมีคา x และ c ท่ีอยูภายใตขอจํากัดเหลานี้จะเกิดข้ึนพรอมกันเสมอ 

 
หลังจากท่ีไดทําการแบงกลุมของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักของรูปแบบการแทนท่ีจะนํามาทํา
การผสาน จะทําการพิสูจนวาแตละกลุมของขอบที่เกิดข้ึนพรอมกันเสมอน้ันสามารถรวมเขากับทุก
กลุมของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2หลักเสมอ 

 
กลุมท่ี 1 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y0 2 1 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 
คือ 2  และ c1 คือ 1) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }0,1,2,3 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z010 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }0,1  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3 กับ c2 = 1 , 
และ x2 = 3 กับ c2 = 0. 
ท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 และ c2 = 0, 
และ x2 = 0 และ c2 = 1. 

ซ่ึงท้ังสองรูปแบบที่สามารถผสานเขากับ Y = ym…y0 2 1 หรือ/และ Z = zm…z010 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 1 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 2 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y021  คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
2 และ c1 คือ 1 ) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }3,2,1,0 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }0,1  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z010 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 
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x2 = 3  และ c2 = 1, 
และ x2 = 3  และ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 และ c2 = 0, 
และ x2 = 0 และ c2 = 1 . 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y021  หรือ/และ Z = zm… z010 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 2 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 3 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y0 3 0 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 
คือ 3  และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ
ของรูปแบบแทนจํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิก
ใน {}1  ในข้ันตอไปทําการพิจารณาการผสานที่เปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = 

zm…z001  ซ่ึงสามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }3,2,1,0,1  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  
ในทายท่ีสุดจะเหลือเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานได
ภายใตกฏอยูสองรูปแบบคือ 

x2 = 3  กับ c2 = 0, 
x2 = 2  กับ c2 = 0, 

และ x2 = 3  กับ c2 = 1. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 และ c2 = 1 , 
x2 = 1 และ c2 = 1 , 

และ x2 = 0 และ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y0 3 0 หรือ/และ Z = zm… z001  ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 3 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 4 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y030 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
3 และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน {}1  ในข้ัน
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ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z001 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1,2,3  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3 กับ c2 = 0, 
x2 = 2 กับ c2 = 0, 

และ x2 = 3 กับ c2 = 1 . 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 1, 
x2 = 1  กับ c2 = 1, 

และ x2 = 0 กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y030 หรือ/และ Z = zm… z001 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา ขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 4 นั้นสามารถผสานเขากับขอบของ
รูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 5 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y0 2 0 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 

คือ 2  และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z011  ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }3,2,1,0,1  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3  กับ c2 = 0, 
และ x2 = 3  กับ c2 = 1. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 1 , 
และ x2 = 0 กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y0 2 0 หรือ/และ Z = zm…z011  ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 5 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
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กลุมท่ี 6 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y020 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
2 และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }0,1  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z011 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1,2,3  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3 กับ c2 = 0, 
และ x2 = 3 กับ c2 = 1 . 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 1, 
และ x2 = 0 กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y020 หรือ/และ Z = zm…z011 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 6 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 7 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y000 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
0 และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z0 3 1 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1,2,3  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1  ในทายท่ีสุดจะ
เหลือเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3 กับ c2 = 1 , 
x2 = 3 กับ c2 = 0, 

และ x2 = 3  กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 0, 
x2 = 0 กับ c2 = 1, 

และ x2 = 0 กับ c2 = 1 . 
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ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y000 หรือ/และ Z = zm…z0 3 1 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 7 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 8 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y000 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
0 และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z031  ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }3,2,1,0,1  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน {}1  ในทายท่ีสุดจะ
เหลือเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3  กับ c2 = 1, 
x2 = 3  กับ c2 = 0, 

และ x2 = 3 กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 0, 
x2 = 0 กับ c2 = 1 , 

และ x2 = 0 กับ c2 = 1. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y000 หรือ/และ Z = zm…z031  ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 8 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
การพิสูจนความถูกตอง 

จากการพิสูจนในบทต้ังท่ี 3.1 ทําใหเราทราบแนชัดวาคาของเลขโดดท่ีถูกแปลงมาอยูใน
รูปแบบแทนจํานวนเลขโดด 3 หลักนั้นมีคาคงเดิมอยูแลวและในอัลกอริทึมนั้นก็ไมมีการเพ่ิมหรือ
ลดคานั้นอีกยกเวนในชวงของการผสานท่ีมีการเพ่ิมตัวทดท่ีจะผสานเขากับตําแหนง τ0 เปนสองเทา
ซ่ึงอาจทําใหคามีการเปล่ียนแปลงข้ึนดังนั้นจึงจะทําการพิสูจนในสวนนี้เปนหลัก โดยแนวคิดการ
เพ่ิมคาของตัวทดเปนสองเทานั้นมาจากงานวิจัยเดิมของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริก-
คอล ท่ีสามารถทําการยุบการบวกลงคร่ึงหนึ่งไดโดยการทําซํ้า ตัวทดท่ีเขาสูตําแหนง τ0 เขาไปอีก
คร้ังหนึ่งโดยจะอธิบายโดยสังเขปจากรูปท่ี 3.4 
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รูปท่ี 3.4 ลักษณะการทดเขาสูตําแหนง τ0 ในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

 

โดยท่ี x0 คือสัมประสิทธิหรือเลขโดดของตําแหนง τ0 
 x1 คือสัมประสิทธิหรือเลขโดดของตําแหนง τ1 
 x-1 คือสัมประสิทธิหรือเลขโดดของตําแหนง τ-1 
และ  ci คือตัวทดท่ีเกิดมาจากตําแหนงท่ี i 

จากคุณสมบัติผันกลับไดของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลนั้นซ่ึงบังคับคา c1 และ 
c-1 ตองมีคาเทากันเสมอ ดังนั้นเม่ือทําการลดรูปแบบแทนจํานวนลงเหลือเพียงคร่ึงเดียวในการ
คํานวณนั้นการทดเขาสูตําแหนง τ0 จึงสามารถผสานไดดังรูปท่ี 3.5 

 

 
รูปท่ี 3.5 ลักษณะการทดในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

 
ดังนั้นสามารถสรุปไดวาการผสานท่ีมีการเพิ่มตัวทดท่ีจะผสานเขากับตําแหนง τ0 เปนสองเทานั้น 
ไมทําใหคาของผลลัพธมีการเปล่ียนแปลงใด ๆ เกิดข้ึน 
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
 
เพ่ือใหสามารถทําความเขาใจอัลกอริทึมท่ี 3.2 มากยิ่งข้ึน จึงขอยกตัวอยางการทํางาน ดังแสดงใน
ตัวอยางท่ี 3.4 
ตัวอยางท่ี 3.4 ทําการบวกรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีระหวาง ( )1111140 =

กับ ( )103 =  แบบขนาน 
วิธีทํา สามารถทําการคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนานไดดังรูปท่ี 3.6 
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รูปท่ี 3.6 ตัวอยางคํานวณทางคณิตศาสตรบวกแบบขนาน 

จากรูปท่ี 3.6 จะเห็นไดวาข้ันตอนแรกจะทําการแทนท่ีเลขโดดแตละตัวดวยรูปแบบ
แทนจํานวนท่ีเปนไปไดของเลขโดด 3 หลักแทนในทุกหลักพรอม ๆ กัน จากน้ันจึงเร่ิมทําการผสาน
เปนคู ๆ โดยเวนเลขโดด 3 หลักของเลขโดดหลักสุดทายไว ซ่ึงจะทําการผสานในตอนหลังแทน 
โดยสีเขมท่ีเกิดหลังการผสานคือตําแหนงท่ีมีการรวมคาของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักเขา
ดวยกัน และข้ันตอนสุดทายจะทําการทําซํ้าตัวทดกอนท่ีจะผสานเขากับเลขโดด 3 หลักของเลขโดด
หลักสุดทายเพื่อใหไดรูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนคําตอบออกมาและทําการตรวจสอบสมาชิกของ
เลขโดดใหอยูในชุดของเลขโดด { }1,0,1  โดยในท่ีนี้จะแสดงใหดูถึงลักษณะวิธีการผสานโดยจะแสดง
การผสานในตําแหนงของเลขโดดสองตัวซายสุดของรูปท่ี 3.6 ดังรูปท่ี 3.7 
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รูปท่ี 3.7 ตัวอยางการผสานในการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกแบบขนาน 

จากรูปท่ี 3.7 จะเห็นไดวา การผสานรวมกันและการรวมคาหลักตอหลักออกมาเปน
รูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนไปไดตอไป โดยรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักคูสุดทาย 121  และ 121  ไม
สามารถรวมกันได ตามกฎการผสาน ในทายท่ีสุดหลังทําการผสานไปเร่ือย ๆ จะไดคําตอบท่ีถูกตอง
คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีมีคาเทากับ ( )1011043 =  

 □ 

3.4 การคูณแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 

จากแนวคิดจากการประยุกตใชแนวคิดของสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน ทําให
สามารถสรางอัลกอริทึมการคํานวณเชิงคณิตสาสตรบวกและลบแบบขนานได ผูวิจัยจึงไดนํามาทํา
การตอยอดเพื่อประยุกตใชกับการคูณท่ีแทจริงแลวหมายถึงการบวกแบบหลายคร้ังของรูปแบบแทน
จํานวนท่ีนํามาคูณกันนั่นเอง 

ในงานวิจัยระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลไดนิยามการคูณไวดังท่ีได
กลาวไวในหัวขอท่ี 2.8.2 ซ่ึงก็คือการทําซํ้ารูปแบบแทนจํานวน จัดตําแหนงแลวจึงนํามารวมคา
เหมือนกับการบวกหลายคร้ังซอนกันนั่นเอง ทําใหเราสามารถนําแนวคิดนี้มาประยุกตเขากับระบบ
จํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีท่ีผูวิจัยไดนําเสนอข้ึน พรอมท้ังสรางแนวคิดในการคํานวณเชิงคณิตศาสตร
คูณแบบขนานไดดังนี้ 

เร่ิมแรกดวยคุณสมบัติการสะทอนของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 
เราจึงจําเปนท่ีจะตองนําระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่มาทําการสวนเพิ่มเติมอันไดแกเลขโดดชุดท่ีมี
คุณสมบัติการสะทอนท่ีดังรูปท่ี 3.8  
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รูปท่ี 3.8 การเพิ่มเลขโดดในการคูณของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

 

ข้ันตอนตอไปจึงทําการสรางรูปแบบแทนจาํนวนท่ีตองมาทําการบวกท้ังหมด ซ่ึงกรรมวิธีการสราง
นั้นเหมือนกับระบบจํานวนท่ัวไป แตมีการจัดตําแหนงท่ีกลาวออกไปกลาวคือ ตําแหนงของ X0 

ตองตรงกับ Yi ใด ๆ เทานั้น ดังรูปท่ี 3.9 

 
รูปท่ี 3.9 สรางรูปแบบแทนจาํนวนท่ีทําการบวก 

เม่ือไดรูปแบบแทนจํานวนท่ีทําการรวมคาแลว ข้ันตอนตอไปจะทําการตัดเลขโดดท่ีไดทําการเพ่ิม
ข้ึนมาเพื่อใหเขาสูรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีเหมือนเชนเดมิ ดังรูปท่ี 3.10 

 
รูปท่ี 3.10 การกําจัดเลขโดดในรูปแบบแทนจํานวน 

ข้ันตอนตอไปจะทําการบวกโดยใชสูอัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานเปนคู ๆ ซ่ึงในทายท่ีสุด
ก็จะไดคําตอบของการคูณท่ีถูกตองออกมา ดังรูปท่ี 3.11 
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รูปท่ี 3.11 การประยุกตใชอัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานในการคูณ 

โดยคําตอบในท่ีนี้คือ X’’ = x’’4x’’3x’’2x’’1x’’0 

เพื่อใหเขาใจในการทํางานมากข้ึน จึงจะขอแสดงตัวอยางการทํางาน ดงัแสดงในตัวอยางท่ี 3.5 
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ตัวอยางท่ี 3.5 ทําการคํานวณทางคณิตศาสตรคูณของรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ 
เทอนาร่ีระหวาง ( )1018 =  กับ ( )112 =  

วิธีทํา ข้ันตอนการทํางานเร่ิมจากทําการสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะตองนํามารวมกันจากการคูณ
ไดดังรูปท่ี 3.12 

 
รูปท่ี 3.12 การจัดรูปแบบแทนจํานวนเพ่ือทําการรวมคาใหไดผลการคูณ 

จากการสรางรูปแบบแทนจํานวนอันเกิดจากการคูณ เราจะไดรูปแบบแทนจํานวนท่ี
จําเปนตองนํามารวมคากันไดแก ( )10  , ( )101  และ ( )1010  โดยทําการคํานวณดวยอัลกอริทึมการบวก
และลบแบบขนานโดยเร่ิมจากการคํานวณบวกระหวาง ( )10  และ ( )101  

จากอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีจะตองทําการรวมคาในแตละ
ตําแหนงแบบขนานกอน ไดดังรูปท่ี 3.13 

 
รูปท่ี 3.13 การรวมคาในแตละหลักระหวาง ( )10  และ ( )101  

จากนั้นจึงนํามาทําการคํานวณบวกแบบขนานดวยอัลกอริทึมท่ี 4.2ไดผลลัพธ ดังรูปท่ี 3.14 
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รูปท่ี 3.14 การคํานวณบวกแบบขนานระหวาง ( )10  และ ( )101  

ซ่ึงไดคําตอบท่ีไดเปน ( )111  จากนั้นจึงนําคําตอบท่ีไดมารวมกับ ( )1010  โดยรวมคาแตละหลักได 

 
รูปท่ี 3.15 แสดงการรวมคาในแตละหลักระหวาง ( )111  และ ( )1010  

จากนั้นจึงนํามาทําการคํานวณบวกแบบขนาน ดังรูปท่ี 3.16 
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รูปท่ี 3.16 การคํานวณบวกแบบขนานระหวาง ( )111  และ ( )1010  

ซ่ึงไดคําตอบของการคูณเทากับ ( )1110  ซ่ึงมีคาเทากับ 16 

 □ 

3.5 สรุป 

ในบทนี้ไดกลาวถึงการนิยามระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ อัลกอริทึมการแปลงจาก
จํานวนมาสูรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี และอัลกอริทึมการคํานวณทาง
คณิตศาสตรบวก ลบและคูณแบบขนานในระบบจํานวนภายใตแนวคิดของสถาปตยกรรมแบบทํา
ควบคูกัน เพื่อทําใหการคํานวณทางคณิตศาสตรในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลเดิม
นั้นมีประสิทธิภาพและความหลากหลายในการใชงานมากข้ึน โดยไดมีการพิสูจนผลการทํางานวา
สามารถทําการคํานวณไดอยางถูกตอง 



บทที่ 4 
 

วิเคราะหอัลกอริทึมคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 
 

ในบทนี้ จะเปนการวิเคราะหในรายละเอียดตาง ๆ ของอัลกอริทึมการคํานวณทาง
คณิตศาสตรในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีท่ีไดถูกนําเสนอในบทที่ 3 อันไดแก การวิเคราะหความ
ซับซอนในการคํานวณรวมถึงขอดีขอเสียในการนิยามระบบจํานวนฮาลฟเทอนาร่ี และความเปนไป
ไดของการนําวิธีการผสานมาประยุกตใชกับการคูณและการหารในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

4.1 อัตราการเติบโตเชิงฟงกชันเวลาของการคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนาน 

จากเดิมท่ีการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิ-
มเมทริกคอลเปนการคํานวณแบบลําดับ ในงานวิจัยนี้จึงไดนําเสนอการคํานวณแบบขนานของการ
คํานวณบวกและลบข้ึนมา ซ่ึงทําใหการคํานวณน้ันมีประสิทธิภาพมากข้ึนโดยสามารถวัดไดจากการ
วิเคราะหอัลกอริทึมในรูปแบบสัญกรณเชิงเสนกํากับ (asymptotic notation) ดังนี้ 

ก) สัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณเชิงคณิตศาสตรบวกและลบแบบลําดับในระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

โดยเราจะเร่ิมจากการสรางสมการประสิทธิภาพเชิงเวลาของการคํานวณบวกและลบ
ซ่ึงตัวแปรท่ีสงผลตอความเร็วของการคํานวณแบบลําดับนั้นจะข้ึนกับความยาวของสายการทดโดย
ในรูปแบบท่ีเลวรายท่ีสุด (worst case) ดังท่ีแสดงในตัวอยางท่ี 2.7 จะพบวาสมการประสิทธิภาพเชิง
เสนนั้นจะมีสมการดังนี้ 

 Tseq(n) = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

− 1)
2

1(n Tplus (4.1) 

โดยท่ี Tseq(n) คือเวลาการทํางานของการคํานวณบวกและลบแบบลําดับ, Tplus คือเวลาในการ
คํานวณบวกและลบของแตละรอบ และ n คือขนาดของรูปแบบแทนจาํนวนท่ีมาทําการคํานวณ 

เม่ือสรางสมการประสิทธิภาพเชิงเวลาแลว เราจึงนํามาหาสัณกรณเชิงเสนกํากับของ
การคํานวณบวกและลบแบบลําดับไดมีคาเทากับ 

 Tseq(n) = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

− 1)
2

1(n Tplus = O(n) (4.2) 
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จากสมการขางตน เราสามารถหาอัตราการเติบโตของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบของ
ระบบจํานวนเทอนาร่ีมิลเลอร ซิมเมทริกคอลมีคาเทียบเทากับ O(n) 
 
ข) สัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

ในสวนนี้ จะทําการนําเสนออัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบ
ขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลท่ีสามารถทําการคํานวณแบบขนานได
ภายใตแนวคิดท่ีเหมือนกับอัลกอริทึมท่ี 3.2 โดยยังคงใชรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลเชนเดิม ซ่ึงการพิสูจนอัลกอริทึมนั้นเหมือนกับการพิสูจนใน
อัลกอริทึมท่ี 3.2 ดังนั้นจึงจะแสดงแตเพียงอัลกอริทึมเทานั้น 
 
อัลกอริทึมท่ี 4.1 อัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 
Input: ( ) 2112212 τxxxxX nnn …−+= , 

 { }2,1,0,1,2=∈Dxi  
Output: ( ) 2110111 τ−−−−−+= nnnnn yyyyyyyyY …… , 
 { }1,0,1=∈ Eyi  where  
begin 
 00 ←x ; 
//Convert each digit to redundancy 3-digit forms 
for each i (0 ≤ i ≤ 2n+1) 
case 2=ix  do 
 ( ) 0201 ←

−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1112 ←
−+
ciici xxx ; end; 

case 1=ix  do 
 ( ) 0101 ←

−+
ciici xxx ;  

 ( ) 1212 ←−+
ciici xxx ; end; 

case 0=ix  do 
 ( ) 0001 ←

−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1312 ←−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1313 ←
−+
ciici xxx ; end; 
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case 1=ix  do 
 ( ) 0101 ←

−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1212 ←−+
ciici xxx ; end; 

case 2=ix  do  
 ( ) 0201 ←

−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1112 ←
−+
ciici xxx ; end; 

//Merge algorithm  

 ;2←m  
 while 12 +< nm do 
  for );0;12( mlllnl −←>+← do  
    If boundary digits satisfy the merging rules do 
    for all possible a, b  
    ( ) ( )aclabcl xx ++ ← ; 
    all ( ) ( )aiabi xx ← ; 
    ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

bmlcamlabml xxx +
−−+−+ +← 2/2/12/1 ; 

    ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
amlcbmlabml xxx −

−+−− +← 2/12/2/ ; 

    all ( ) ( )biabi xx ← ; 
    ( )( ) ( )( )

bmlcabmlc xx −
−+

−
−+ ← 11 ; 

    if all digits that are not the boundary digit { }2, 2∈  do delete the representation; 

   enddo; 
  enddo; 
  2×← mm ; 
 enddo. 
 for all a and b 
 ( ) ( )

abncabn xx +
++ ← )12(22 ; 

 //Mirror checking process 
 for all representation do 
  if Mirror property and digit set in { }1,0,1  do 
   ( ) 2111 τ−−−+ nnnn yyyy … ← ( )121222 xxxx nnn …++ ; 
  enddo; 
end. 
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หรือสามารถแสดงลักษณะการทํางานของอัลกอริทึม 4.1 ไดดังรูปท่ี 4.1 
 

 
 
รูปท่ี 4.1 อัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวน  เทอนาร่ี  มิลเลอร ซิมเมท-
ริกคอล 

จากรูปท่ี 4.1 จะเห็นไดวามีลักษณะการทํางานคลายคลึงกับอัลกอริทีมท่ี 3.2 โดยมีจุดตางกันคือ ไม
มีการทําซํ้าตัวทดท่ีทําการผสานกับรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักอันเกิดจากเลขโดดท่ีตําแหนง τ0 
และมีการตรวจสอบคุณสมบัติการสะทอนเพิ่มเติมข้ึนมา โดยอัลกอริทึมท่ี 4.1 นั้นสามารถสราง
ออกมาเปนสมการประสิทธิภาพเชิงเวลาไดดังสมการ 
 TFP(n) = TplusP + Tadd + Tconvert + (log n+1)Tmerge + ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1n Tcheck (4.3) 

โดยท่ี TFP(n) คือเวลาการทํางานของการคํานวณบวกและลบแบบขนาน, TplusP คือเวลาในการรวม
คาแตละหลักเขาดวยกันแบบขนาน, Tadd คือเวลาท่ีใชในการเพิ่มเลขโดดท่ีไมมีคาหนึ่งตัวใน
ตําแหนงทายสุดของรูปแบบแทนจํานวนที่จะนํามาทําการคํานวณ, Tconvert คือเวลาที่ใชในการ
แปลงเลขโดดไปสูรูปแบบแทนจํานวน 3 หลัก, Tmerge คือเวลาท่ีใชในการผสานแตละรอบและ 
Tcheck คือเวลาท่ีใชในการตรวจสอบคําตอบในแตละบิท แลวนํามาคํานวณหาสัญกรณเชิงเสนกํากับ
ของการคํานวณเชิงคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมท
ริกคอลไดดังนี้ 
 TFP(n) = Θ(n) (4.4) 
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จากสมการขางตน สามารถหาอัตราการเติบโตของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบ
ขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ีมิลเลอร ซิมเมทริกคอลนั้นมีคาเทียบเทากับ Θ(n) 
 
ค) สัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณเชิงคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวน
ฮาลฟ เทอนาร่ี 
จากอัลกอริทึม 3.2 เราสามารถนํามาสรางสมการประสิทธภาพเชิงเวลาไดดังนี ้

 THP = TplusP + Tconvert + ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡ −

2
1log n Tmerge + Tmerg(0) + Tcheck (4.5) 

โดยท่ี THP คือเวลาการทํางานของการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนา
ร่ี, TplusP คือเวลาในการรวมคาแตละหลักเขาดวยกันแบบขนาน, Tconvert คือเวลาที่ใชในการแปลง
เลขโดดไปสูรูปแบบแทนจํานวน 3 หลัก, Tmerge คือเวลาท่ีใชในการผสานแตละรอบ, Tmerge(0) คือ
เวลาท่ีใชในการผสานของรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักของตําแหนง τ0 และ Tcheck คือเวลาท่ีใชใน
การตรวจสอบคําตอบในแตละบิท ทําการคํานวณหาสัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณทาง
คณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีได ดังนี้ 
 THP = Θ(log n) (4.6) 
จากสมการขางตน สามารถหาอัตราการเติบโตของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบ
ขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ีมิลเลอร ซิมเมทริกคอลนั้นมีคาเทียบเทากับ Θ(log n) 
 
จากการคํานวณหาสัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบในขอ ก ข 
และ ค เม่ือนํามาเปรียบเทียบกัน 

Θ(log n) ≤ O(n) ≤ Θ(n) 
สามารถสรุปไดวา ในสวนของการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร 
ซิมเมทริคอลกลับมีอัตราการเติบโตที่ไมชากวาการคํานวณบวกและลบแบบลําดับ อันเนื่องมาจาก
ข้ันตอนของการตรวจสอบคําตอบท่ีตองมีคุณสมบัติของการสะทอนเสมอ ซ่ึงทําใหมีอัตราการ
เติบโตเฉพาะสวนนี้มากกวาการคํานวณในสวนอ่ืน ทําใหการคํานวณน้ันไมมีประสิทธิภาพ ผูวจิยัจงึ
ไดทําการนิยามระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีข้ึน เพื่อลดข้ันตอนของการตรวจสอบคําตอบใหมี
คุณสมบัติของการสะทอน (แตยังคงจําเปนตองทําการตรวจสอบสมาชิกของเลขโดดใหเปนสมาชิก
ของเซ็ตท่ีกําหนดเหมือนเดิม) ซ่ึงอัตราการเติบโตของฟงกช่ันเชิงเวลาของการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีนั้นมีการเติบโตท่ีไมเร็วกวาการคํานวณบวกและลบ
แบบลําดับของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอล จึงสามารถสรุปไดวาการคํานวณบวก
และลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี สามารถเพิ่มประสิทธิภาพการคํานวณของระบบ
จํานวนไดจริง 
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4.2 ความเปนไปไดในการพัฒนาการคํานวณการคูณแบบขนาน 

จากท่ีไดแสดงในหัวขอท่ี 3.5 นั้นเปนเพียงการประยุกตการคํานวณทางคณิตศาสตร
บวกและลบแบบขนาน เพื่อทําใหสามารถทําการคูณไดแตมีขอจํากัดหลายอยางอันไดแก จําเปนท่ี
จะตองทําการสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะตองนํามารวมกันอันเกิดจากการคูณ โดยที่จําเปนท่ี
จะตองแปลงระบบจํานวนกลับสูในรูปแบบแทนจํานวนในระบบเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอล
เหมือนเดิมและจัดรูปใหมเพื่อนํามารวมกันตามอัลกอริทึมการคํานวณแบบขนานเปนคู ๆ ซ่ึงผูวิจัยมี
ความเห็นอาจจําเปนตองการสรางรูปแบบท่ัวไป (generic form) ของการสรางรูปแบบแทนจํานวน 3 
หลักของเลขโดดท่ีมีคาใด ๆ เพ่ือจะมาทําการผสานรวมภายใตกฏท่ีไดถูกขยายข้ึนเชนกัน ซ่ึงจะทํา
ใหสามารถลดเวลาการคูณจาก O(n2) ลงมาเหลือเพียง Θ (log n) โดยท่ี n คือขนาดของรูปแบบ
แทนจํานวนท่ีมาทําการคูณ ซ่ึงลดเวลาการคํานวณไดมาก 

 

4.3 ความเปนไปไดในการพัฒนาการคํานวณทางคณิตศาสตรหาร 

ในการหารนั้น เนื่องจากขอจํากัดของสถาปตยกรรมการทําควบคูไมสามารถนํามา
ประยุกตใชกับการหารที่จัดวาเปนการคํานวณท่ียากท่ีสุดในรูปแบบการคํานวณพื้นฐานทาง
คณิตศาสตรได อีกท้ังจากการศึกษางานวิจัยในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลเดิมนั้น
พบวามีจุดบอดในการคํานวณการหารท่ีทําใหไมสามารถทําการหารออกมาได โดยท่ีการหารจะเปน
การวนรอบกลับมาเปนตัวตั้งเหมือนเดิม ทําใหไมสามารถหาคําตอบได ดังตัวอยางท่ี 4.1 

ตัวอยางท่ี 4.1 ทําการหารในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลของรูปแบบแทนจํานวน 
110.011112 =  ดวย 1.114 =   

วิธีทํา เราสามารถทําการคํานวณทางคณิตศาสตรหาร ไดดังรูปท่ี 4.2 และ 4.3 ดังนี้ 

 
รูปท่ี 4.2 การหารรอบท่ี 1 
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รูปท่ี 4.3 การหารรอบท่ี 2 

จากรูปท่ี 4.3 จะเห็นไดวาหลังจากการหารรอบที่ 2 นั้น รูปแบบแทนจํานวน D2 มี
ลักษณะเหมือนรูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนตัวต้ังทุกประการ รวมทั้งผลหาร Q1 และ Q2 เม่ือนํามา
รวมกันก็ไดคาเปน 0 จะไดเหน็วาเกิดการวนซํ้าเกิดข้ึนซ่ึงทําใหไมสามารถหาคําตอบได  

 □ 

จากตัวอยางท่ี 4.1 จะเห็นวาในรูปแบบแทนจํานวนบางรูปแบบเม่ือนํามาทําการหารกัน
นั้นจะเกิดการวนรอบทําใหไมสามารถหาคําตอบออกมาได ดังนั้นในการท่ีจะเพิ่มประสิทธิภาพการ
หารในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริคอลหรือระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่นั้นจําเปนตอง
มีการแกไขในจุดนี้กอน 

 

4.4 สรุป 

ในบทนี้ไดกลาวถึงการวิเคราะหประสิทธิภาพการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณ
ทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่โดยเทียบกับการคํานวณ
แบบลําดับ และการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนาน ภายใตการนิยามของสัญกรณ
เชิงเสนกํากับ อีกท้ังยังทําการวิเคราะหความเปนไปไดในการสรางการคํานวณเชิงคณิตศาสตรแบบ
ขนานของการคูณและการหารของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีอีกดวย 
 



บทที่ 5 
 

สรุปผลการวิจัย 
 
5.1 สรุปผลการวิจัย 

งานวิจัยชิ้นนี้ไดนําเสนอการคํานวณพื้นฐานทางคณิตศาสตรบวก ลบและคูณแบบ
ขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอล โดยนําแนวคิดของสถาปตยกรรมการทํา
ควบคูกันมาประยุกตใชยังผลใหแมระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริคอลนั้นจะมีวิธีในการ
คํานวณท่ีแตกตางจากระบบจํานวนอ่ืน ๆ กลาวคือ ในการคํานวณนั้นจะเกิดตัวทดไปสูเลขโดดท่ี
ตําแหนงอ่ืน ๆ ท้ังดานหนาและดานหลังสงผลกระทบเปนวงกวาง ทําใหในการสรางการคํานวณ
แบบขนานข้ึนนั้นจําเปนท่ีจะตองทําการคาดเดาลวงหนาถึงความเปนไปไดของตัวทดที่จะสงออก
ไปทุกรูปแบบ ออกมาในรูปของการสรางรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักจากเลขโดดใด ๆ ข้ึนมาและ
ทําการผสานรูปแบบท่ีเปนไปไดเหลานั้นเขาดวยกันจนสุดทาย จะไดชุดของรูปแบบแทนจํานวนท่ีมี
คําตอบท่ีถูกตองรวมอยู แตเนื่องจากคุณสมบัติการสะทอนของระบบจํานวนทําใหในข้ันตอนการ
ตรวจสอบคําตอบนั้น กลายเปนอัลกอริทึมแบบไมมีรูปแบบ ทําใหผูวิจัยไดทําการนิยามระบบ
จํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีข้ึน โดยทําการลดรูปของรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิล-
เลอร ซิมเมทริคอลลง และกําจัดคุณสมบัติการสะทอนออกไป แตยังสามารถท่ีจะแปลงรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีระหวางเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลได ซ่ึงเม่ือนํา
อัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบและคูณแบบขนานมาประยุกตใชกับระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีทํา
ใหสามารถเพ่ิมความเร็วและลดทรัพยากรที่ใชในการคํานวณแบบขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ี 
มิลเลอร ซิมเมทริคอลลงได พรอมท้ังไดสรางอัลกอริทึมการแปลงจากระบบจํานวนเต็มมาสูระบบ
จํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ซ่ึงทําใหระบบจํานวนนี้มีความหลากหลายในการใชงานมากข้ึน 

โดยในงานวิจัยนี้ไดทําการวิเคราะหถึงประสิทธิภาพการทํางานของการคํานวณทาง
คณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานเปรียบเทียบกับการคํานวณบวกและลบแบบลําดับในระบบ
จํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลและฮาลฟ เทอนาร่ี ผานทางการสรางสมการประสิทธิภาพเชิง
เวลาและสัญกรณเชิงเสนกํากับซ่ึงไดผลวาการคํานวณบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวน
ฮาลฟ เทอนาร่ีมีการเติบโตเทียบเทา Θ(log n) โดยที่ n คือขนาดของรูปแบบแทนจํานวนท่ีนํามา
คํานวณ ซ่ึงมีอัตราการเติบโตท่ีไมมากกวาการคํานวณบวกและลบแบบลําดับในระบบจํานวน
เทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริคอลท่ีมีอัตราเติบโตเทียบเทา O(n) จากการเปรียบเทียบสัญกรณเชิงเสน
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กํากับท่ีกลาวมาสามารถสรุปไดวา การคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานนั้นมี
ประสิทธิภาพของการคํานวณในเชิงความเร็วท่ีสูงกวาการคํานวณบวกและลบแบบลําดับ 

 
5.2 ขอเสนอแนะ 

ในงานวิจัยนี้ไดทําการสรางการคํานวณทางคณิตศาสตรบวก ลบและคูณในระบบ
จํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี แตการคํานวณคูณนั้นเปนการประยุกตการคํานวณบวกมาใช ซ่ึงจริง ๆ แลว
อาจสามารถที่จะทําการสรางรูปท่ัวไปของการสรางรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักและกฏท่ีทําให
สามารถใชไดกับสมาชิกของเลขโดดท่ัวไปได ซ่ึงทําใหสามารถทําการคูณไดอยางมีประสิทธิภาพ
มากข้ึน แตสําหรับการหารน้ัน เนื่องจากอัลกอริทึมท่ีไดนําเสนอในงานวิจัยนี้ ไดใชแนวคิดมาจาก
สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันซ่ึงไมสามารถทําการคํานวณหารได นับวายังเปนขอจํากัดของ
อัลกอริทึมการคํานวณหารของระบบจํานวนนี้ อีกท้ังการหารในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร       
ซิมเมทริคอลนั้นยังมีจุดบกพรองคือ ไมสามารถหารไดทุกจํานวนอันเปนขอจํากัดของระบบจํานวน
กลาวคือ ไมสามารถหารใหออกมาในรูปเศษสวนได และดังท่ีไดแสดงในตัวอยางท่ี 4.1 จะเห็นได
วาการหารนั้นไมสามารถทําไดทุกรูปแบบการแทนซ่ึงนาจะเปนหัวขอในการพัฒนาระบบจํานวนนี้
ตอไป 
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มัธยมศึกษาที่โรงเรียนอัสสัมชัญ กรุงเทพ ในป พ.ศ. 2542 สําเร็จการศึกษาระดับปริญญาตรี สาขา
วิศวกรรมศาสตรเคมี จากภาควิชาวิศวกรรมเคมี คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ใน
ปการศึกษา 2547 และเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิทยาศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิชาวิทยาศาสตร
คอมพิวเตอร ท่ีภาควิชาวิศวกรรมคอมพิวเตอร คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ป
การศึกษา 2548  
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