
บทท่ี 3

แบบจำลองคณิตศาสตร์ของแขนกลอ่อนตัวข้อต่อเดียวของทุ'นยนต์

3.1 แบบจำลองของออยเลอร์-เบอร์ทุลลี (Euler-Bemoulli)
แบบจำลองของออยเลอร์-เบอร์นูลลี (Euler-Bemoulli) เป็นแบบจำลองแบบแรกที่ถูกสร้าง 
ขึ้นสำหรับบีม วัตลุประสงค์เพ่ืออธิบายการเคลื่อนท่ีของบีมให้ถูกต้อง ซึ่งมีสมการดังนี้

a  พ * ' * พ  -0  <31)

E คือมอดูลัสของความยืดหยุ่น (modulus of elasticity)
I  คือโมเมนตของความเฉื่อย (moment of inertia)
El คือปริมาณต้านความโต้งงอของของแข็งในบีม (flexural rigidity of beam)
A คอพนทภาคดัดขวาง (area of the cross-section)
p  คือความหนาแน่นของวัสดุ (density of the material)
y  = y(x, t)  คอพิงกชันของระยะขจัด (displacement function)

3.2 ต่อมาเรเลห้ (Rayleigh) ไต้พัฒนาสมการของออยเลอร์-เบอร์นุเลลีให้ดีข้ึนโดยพิจารณาผล 
กระทบจากความเฉื่อย1ของการหบุน (rotational inertia) ไต้สมการการเคลื่อนท่ีของบีมใน 
รูปดังต่อไปนี้

d4y
dx2d t * pA พ  -  ° (3-2)

3.3 ต่อมาในปี ค.ศ. 1921 ทิมอสเชนโก (Timoshenko) ไต้พัฒนาสมการของเรเลห์ให้
สมทุรณ์ยิ่งข้ึนโดยพิจารณาผลกระทบอันเนื่องมาจากความเต้นเฉือน (transverse shear) ท่ีมี 
ต่อบีมจนสามารถสร้างสมการการเคลื่อนที่ของบีมไต้ดังนี้

EI ป ีV 
ÔX4 + pA ô2y

J t 2 -  พ  +
E d'y  P2I  ô4y

k2G ôx2dt2 k2G dt* = 0 (3-3)

G คือมอคูลัสความแข็งของเนือสาร (modulus of rigidity of the material)
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K  คือสัมประสิทธิความเค้นของทิมอสเชนโก (Timoshenko’s coefficient)

จะเห็นว่าในสมการการเคลื่อนที่ของบีมทั้งหมดท่ีผ่านมาไม,ไค้มีการพิจารณาผลกระทบจาก 
ความหน่วงต่อจากนีจะเป็นการสร้างแบบจำลองคณิตศาสตร์ของแขนกลอ่อนตัวข้อต่อเดียวอันมีผล 
กระทบจากความหน่วง

3.4 การสร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ของแขนกลที่มีผลกระทบจากความหน่วง

X

รูปท่ี 3.1 ลักษณะของแขนกลอ่อนตัวข้อต่อเดียว

รูปท่ี 3.1 
พิจารณาดังรูปท่ี

เป็นบีมที่มีลักษณะเนือสารเหมือนกันตลอดทั้งบีม ตัดบีมสิ'วนเล็กๆยาว dx มา
3.2
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รูปท่ี 3.2 ผลกระทบจากโมเมนต์และแรงเค้นที่กระทำกับส่วนแขนกล

พิจารณาตามรูปที่ 3.2 แบ่งบีมออกเป็นส่วนเล็กๆยาว dx ส่วนเล็กของบีมยาว dX ถูก 
แรงเค้นกระทำ ทำให้ส่วน dx เบ่ียงเบนไปจากเดิม

กำหนดให้

p (x ,t) คือ ความชันท่ีเกิดจากความเค้น (shear angle)
a (x ,t ) คือ ความชันที่เกิดจากการหมุนแล้วเบ่ียงออกจากแนวเดิม

คือ ระยะเบ่ียงท้ังหมด (total bending)

A 51 _ _ ๘ _ _เม่ือ /? และ a มีขนาดเล็กๆ

สามารถสร้างสมการได้ดังนี้

- --̂  = a(x, 0  + p{x, t) (3-4)dx

จากรูปท่ี 3.2 แยกพิจารณาได้ 2 ส่วนคือ
รวมแรงทังหมดท่ีกระทำกระบีมยาว dx โดยใช้กฎข้อท่ี 2 ของนิวตันจะได้1.
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dS^ d x - y ôy^ d x  = pA**£ 1'ป ี. *

dS{x 11) d y ( X ' t )  = a2y(;r,0
~Fx 7 Ft = p d t2 (3-5)

โดยที pA — ^  คือแรงเฉือยตามขวาง (transverse inertia force)ô f 2

ร (X, t) คือ แรงเค้น (shear force)

d /C * ; 0  ดื0 แรงเสียดทานอากาศ (air resistance force)dt

2. รวมโมเมนต์ท้ังหมดที่กระทำกับ dx สร้างสมการได้ดังนี

ป ี-dX- 5 (X, t)dx = pi< ^ปี!1ป ี dx

dM (x,t) _ 5^  ^  = p1 d2cc(Xjt)
dx dt* (3-6)

โดยท่ี p i  d â 2' คือ ความเฉื่อยเนื่องจากการหมุน (rotational inertia)

M (x,t) คือ โมเมนต์ของการโค้งงอ (bending moment)

กำหนดให้

M { x , t )  ะ-- EI ป ี- + çl d2a
dx dtdx (3-7)

โดยท่ี cl  d a  คือ ความหน่วงเคลวิน-วอจ์ทdtdx

S (x ,t ) = KAGp(x,t) = kAG ôy{x 11) 
dx -a (x ,t ) (3-8)
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แทน (3-8) ลงใน (3-5) จะได้

—  \_kA Gdx
ày{x,t)

dx - a ( x , t ) 7 dy(x, t)  = ô2y(x, t)
dt d t

;ะ,'\G \ô 2 y d « ( * , 0 - |  d K * , 0dx2 dx ] r d t = pA à2y{x, t )
d t 2

จัดรูปสมการใหม่จะได้

“A G y *  -  kA G ccx -  y y t =  p A y n

xAG(yXX - a x) - y y t = pAya (3-8A)

y X X  ~  « X K AG [ y y t + p A y tt] (3-8B)

/xx ~ ^ G /n  ~ ;̂ AG Vt (3-8C)

À dyเมอ y t = -7-dt 1 y«
d2y
dt2 Yt = dx_

~dt / y  XX
d2y
dx2

แทนสมการ (3-7) ลงในสมการ (3-6) จะได้

d r r -T  d a  ,  d 2a dy(x,t)[E l -7— + ç l -ม่——] -  kAG[ dx dx dtdx dx - a ( x , t )] = pi d2a(x 11)
d t 2

E Ia xx + ÇI a xxt -  xAG{yx -  a )  =  p l a tt (3-9)

แทนสมการ (3-7) และ (3-8) ลงในสมการ (3-5) และ (3-6) จะได้

* A G { y „  -  a x ) - y y t =  p A y t1 (3-9A)

= p la aElaXX +  çfoxxt  +  « A G { y x -  a ) (3-9B)
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จากสมการที่ (3-8C)

a , Yxx~ ^ G y t t~^ÂGyt

« X X  =  y
P

XXX ร ~  /  x t ty y
kG m kAG y>

P y
y  xxxx ~Î(Ç ^ xxtt K  AG y  ̂

P  Y
( x tt ~ y  xxtt ~ y  tttt ~~ ky\g  y  m

P  Y
 ̂xxxt ~  yxxxx t ~  y x x ttt ~  fc A G  y ^

หาอนุพันธ์สมการ (3-9B) เทียบกับ X อีกหนึ่งครั้งจะได้

Ha XXX + çfoxxxt + KAGyXX -  xAGax = pla x tt

Ha XXX + çla xxxt + tcAGy XX 
-K A G {y x x -~ y t t - - ^ y t ) = pla x tt

Ha XXX + ÇI a xxxt + KAGyXX -  KAGyXX

+ Apytt + yyt = pla x tt

H a XXX + ç fo x x x t + pAya + yyt -  P I a x tt =  °

ในสมการ (3-10) มีเทอมที่พิจารณาอยู่ 5 พจน์1ลังนี้

พจน์ท่ี 1
Ela, Ely -  y  -  ~/  xxxx /  xxtt เ^ /\Q y xxt

(3-10)
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พ จน ์ท ี ่  2

çla xxxt rlY - ï P y  - É L -ไ? /  xxxxt -̂. //c-6- '  **๓ kAG y xxtt

พจน์ท่ี 3

pAy,

พจน์ท่ี 4

yy t

พจน์ท่ี 5

pdaxtt = p ly  xxtt ~ y  tttt ~ K/\ç  y m

แทนทัง 5 พจน์ลงในสมการ (3-10) จะได้สมการ ทิมอสเชนโก ที่พิจารณาผลกระทบจาก
ความหน่วงซึ่งมีสมการอยู่ในรูป

Ely xxxx y xxtt ~  Y xxt $ y  xxxxt ~  y xx ttt ~  xAG y xxtt

+ pAytt+YYt- p ly  x x t t+ ^ r  y  tttt + - ^ ç Y «  = 0 (3-11)

จัดรูปสมการ (3-11) ใหม่เพื่อให้รูปแบบสมการดูง่ายขึ้น จะได้

Wxxxx + (b + f  + j ) y  xxtt + cy xxt + dy xxxxt + ey 10tttt + gytt + hyt

+ ky tttt+rym = 0

กำหนดค่าคงที่ต่างๆดังนี้
(3-12)
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Epi
kG

K  AG
çly

g = pA

pi, kG

p k  
K  AG

จากสมการท่ี (3-12) เป็นสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลอ่อนตัวข้อต่อเคียวที่พิจารณาผล 
กระทบจากความหน่วง ซึ่งอธิบายได้ด้วย สมการอนุพันธ์ย่อย อันดับ 5

พิจารณาสมการ (3-12) หากไม่พิจารณาผลกระทบจากความหน่วง คือตัดเทอมท่ีมี y (ค่า 
คงที่ของความหน่วงอากาศ) และ Ç  (ค่าคงที่ความหน่วงเคลวิน-วอจ์ท) สมการ (3-12) จะกลาย 
เป็นสมการ ทิมอสเชนโก

สมการ (3-12A) หากไม'พิจารณาผลกระทบจากความหน่วงและไม่พิจารณาผลกระทบจาก 
ความเฉื่อยเนื่องจากการหนุน (rotation inertia) และ การเสียรูปเนื่องจากความเค้น (shear 
deformation) สมการ (3-12A) จะกลายเป็นสมการของออยเลอร์-เบอร์นูลี

ay XXXX +  by x x t t  + gy t t  + jy  x x t t  + ky t t t t  = 0
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หาคำตอบของสมการ (3-12) โดยวิธีแยกตัวแปร (separation of variables)- สมมติให้คำ 
ตอบอยู่ในรูป

y ท(*,0  = 0 (3-13)

จะเห็นว่ามีพิงก์ชันอยู่ 2 พิงก้'ชัน คือ

1. พิงก้ชัน </>n(x) ซึ่งเป็นพิงก์ชันของ X
1.1 สำหรับการแก้ปิญหาเพ่ือหาค่า <j)n(x ) นั้นกำหนดให้ <j)n{x) เป็น mode 

shape โดยให้บีมเป็นชนิดบีมปลายหนุนทั้งสองข้าง (pinned-pinned beam)
ที่เป็นไปตามเงื่อนไขสมการบีมปลายหนุนทั้งสองข้าง (pinned-pinned beam)
ของออยเลอร์-เบอร์นูลลี
สมมติให้ mode shape แบบ อยู่ในรูป

<j)n{x) = Sin '11 ท = 1 ,2 ,3 ,-  (3-14)

เนื่องจากบีมปลายหนุนท้ังสองข้างมีเง่ือนไขขอบเขตอยู่ 4 เง่ือนไขในสมการ 
ของ <p(x) จึงมีค่าคงที่เกิดขึ้น 4 ค่า จากสมการ (2-27) ได้พิงก์ชันโหมด 
ความถี่ธรรมชาติเป็น

<เ> ท(x) = V 2 s i n ^ ^ -

หากพิงก์ชันโหมดความถี่อยู่ในรูปทั่วไป ควรจะมีสมการอยู่ในรูป

<f)(x) = C1 sin (ร* + C2 sinh 5)( + C3 cos (ร* + c , cosh^x
(3-14A)

เม่ือนำสมการ (3-14A) แทนลงในสมการ (3-13) ก็จะได้คำตอบ 4 ค่า 
เหมือนเดิม
แทนสมการ (3-13) และ (3-17) ลงในสมการ (3-12) เพ่ือพิจารณาให้ง่ายขึ้น
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จึงจะขอแยกพิจารณาทีละเทอมคังนี 
กำหนดให้ รn = ^ -

พจน์ท่ี 1

ay XX** =  a ô y n{t) รพ\ônx  

พจน์ท่ี 2

by 101ท = - b ô 2y n{t)s\nônx

พจน์ท่ี 3

cy X* = -(=รพท (O s in  ônx

พจน์ท่ี 4

Ytt = v l( t )  ร\nôx

พจน์ท่ี 5

dy1000tt = dô*yn{t) S\nsnx 

พจน์ท่ี 6

cYxxm = c o s in g *

พจน์ท่ี 7

'h x tr = - ^ „ V ) i2)(O s in £ ,,*
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QYtt = ฟ 2:1 (Osin 8nx

พจน์ท่ี 9

hyt = h ÿ  n{t)s\ท 8nx  

รวมท้ัง 9 พจน์แทนลงในสมการ (3-12) จะได้

a s y n(0  sin + y/n[2) (t) sin 8nx  -  b82iyn(0  sin รnx +

cy/nw ( f )  Sin กั,7*  + d8'n ท ั7้7 ( f )  sin £ 77*  -  eS2n ท ั้77 (0  sin 8nx  -  

f82nY{2\ t )  Sin 8nx  + £  ท ั7้7 (0  sin £ 77*  + / V f  (0  sin £ 77*  =

เอา sin หารตลอดพร้อมกับจัดรูปสมการ (3-15)

a5>„(f) + - bs„v„(f) + < พ ’(0  + 0»; ^ ( 0  -  

eS2„ v j t )  - fs2y ? ( t)  + g v j t )  + /V '3,(f) = 0

จัดรูปสมการใหม่จะได้

cv„m (t)H b- fsl ><3> (t) + (l-bâl V® (t) +

M -e Æ ,2+ p K (f)  + a^ V „ B  = 0

พจน์ที่ 8

0
(3-15)

(3-16)

นำ c  หารตลอดจะได้
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๙ 4)( 0  + { h - f s 2n) ix - b s 2n) ฬ 2, (0 +

{ds_:_-eô2n + g) ^ ( 0  + (0  = 0

เปลี่ยนค่าคงที่ในสมการ (3-16) ใหม่

^ - ^ )  ; g = (1 - ^ )

( d -  Pd2ไ

ดังน้ันสมการ (3-16) จะอยู่ในรูป

ท 14’ (f) + ^ < 3)( 0  + ̂ ' 2,( f ) + c ^ ( f )  + D r„( f)  = 0

ให้คำตอบของสมการ (3-17) อยู่ในรูป

(3-17)

?>„ = me* (3-18)

แทนสมการ (3-18) ลงในสมการ (3-17) จะได้

O 4 + /4* 3 + Bx2 + Or + D]me* = 0

A4* + Ax3 + Bx2 + Cx + D ะะะ 0 (3-18A)

ค่า X  ที่ได้คือรากสมการ (3-18A) ซ่ึงมีท้ังหมด 4 ค่าคือ X1 , x 2 X 2 และ x4 ใน 
การหาค่า X  ได้ใช้โปรแกรม Mathematica ช่วยในการคำนวณ เน่ืองจากสมการ (3-18A) เปีน 
สมการโพลิโนเมียลอันดับสี่ หากทำการวิเคราะห์ด้วยมือจะมีความยู่งยากลำบากมาก โปรแกรม 
Mathematica เป็นโปรแกรมที่ช่วยคำนวณหาคำตอบของสมการต่างๆ ในโปรแกรม Mathematica 
จะมีคำสั่งเฉพาะเพื่อให้โปแกรมหาคำตอบสมการ ก่อนท่ีจะแก้สมการ (3-18A) ขอยกตัวอย่างการ 
ใช้โปรแกรม Mathematica ค่อนดังตัวอย่างต่อไปนี้
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In[\] = Solve[x*2 + X  -  6 == 0, x]
หมายความว่าสั่งให้โปรแกรม Mathematica คำนวณทาค่า X  เมอโปรแกรมทำการ 

คำนวณเสร็จสิ้นจะให้ผลลัพธ์ออกมาในบรรทัดที่สองเป็น

0 ฬ [ 1 ] '{ น - > - 2 } , { * - + 3 } }

สำหรับคำสั่งอีกคำสั่งหนึ่งที่ใช้สั่งให้โปรแกรม Mathematica คำนวณคือ NSolve เป็น 
คำสั่งที่ให้โปรแกรมคำนวณคำตอบสมการออกมาในรูปของตัวเลขธรรมดา ไม,ว่าคำตอบจะอยู่ใน 
รูปของรากอันดับที่เท่าไรก็ตาม โปรแกรมจะทำการถอดรากให้คำตอบอยู่ในรูปตัวเลขธรรมดา ดัง
ตัวอย่าง

In[l] = NSolve[x* 2 + X  + 1 == 0, x]

Out[ 1] = {{A' ->  -0 .5  -  0 .866025  /■ }, -»  - 0 .5  + 0 .866025  /■ }}

เร่ิมแก้สมการ (3-18A) โดยใช้โปรแกรม Mathematica ตังนี้
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Outil]-*

S o l v e [ x A 4 + À x A 3 + B x A 2 + C x  + D -  0, x]

( 2 1 / 3  ( B 2  -  3  A  c  +  1 2  D )  )  /
(3 (2 B3 -  9 A B C + 27 c 2 + 27 A2 D -

7 2 B D  + ^ ( - 4  (B2 -  3 A C  + 12 D ) 3 + 
(2 B3 -  9 A B C + 27 c 2 + 27 A2 D -  

72 B D) A 2)  ) " (1 /  3)  ) +
3 21173 ( (2 B3 -  9 A B C + 27 C2 + 27 A2 D -

7 2 B D  + ^ / j - 4  (B2 -  3 A c  + 12  D ) 3 +
(2 B3 -  9 A B  C + 27 c 2 + 27 A2 D -  72 B-E>>2 
> > - ( 1 / 3> > )  -

y  4 { ^ r  -  -  (2l /3  (B2 - 3  A C  + 12 D) )  /
(3 (2 B3 -  9 A B  C + 27 C2 + 27 A2 D -  72 B D +

( - 4  (B2 -  3 A c  + 12  D) 3 + {2 B3 -  9 A B C  + 
27 C2 + 27 A.2 D -  7 2  B D) A 2). ) ^

(1 /  3 ) }  -  -3 ■2̂ 3  ((2 B3 -  9 A B C  + 27  c2 +
27 A2 D -  72 B D + V (“4 (B2 -  3 A c  + 12 อ)3 +

(2 B3 -  9 AB C + 27  C2 + 27 A2 D -  72 B D) 2 
) )  A ( 1 / 3 ) )  -

( -  A3 + 4 A B - 8 C )  j

(4 7 ( x  -  + ( 2 l / 3  (B2 - 3 A C  + 1 2 D ) ) /
(3 (2 B3 -  9 A B c + 27 c 2 + 27 A2 D -

72 ร อ  + 7 ( - 4  (B2 -  3 A C + 12 D) 3 + 
(2 B3 -  9 A B C + 27 C2 + 27 A2 
D - 7 2 B D )  A2 ) j  A ( l / 3 ) j  +
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■ -3- 2 1 / 2 ( (2 B3 -  9 A B c  + 27  c 2 + 27 A2 D -
72 B D + ^  ( - 4  (B2 -  3 A c  + 12 D) 3 +

( 2 B3 -  9 A B c  + 2 7 c 2 + 2 7 A2 D - 
7 2 B D )  - 2 ) )  -  ( 1 / 3 ) )  ) ) ) } ,

+ <21/3 (B2 - 3 A C  + 1 2 D ) ) /
(3 เ 2 B3 -  9 A B C  4 27  c 2 + 27 A2 D -

7 2 B D r ^ / ( - 4  (B2 -  3 A c  + 12  D ) 3 +
(2 B3 -  9 A B C  -t- 27 c 2 4-27 A2 E> -  

7 2 B D )  A2 ) ) A ( l / 3 ) )  +
3 2 L1/3 ( (2 B3 -  9 A B C  + 27 e 2 + 27  A2 D -

72 BD + 1/ ( - 4  (B2 -  3 A C  + 12  D) 3 +
(2 B3 -  9 A B  c  + 27 c 2 + 27 A2 D -  72 B D) 2 
) ) -  (1 /  3)  ) ) +

\  V  ( - y -  -  -  ( 2 1/3 (B2 -  3 A c  + 12  D) ) /
(3 (2 B3 -  9 A B c  + 27 c 2 + 27 A2 D -  72 B D +

V ( - 4  (B2 -  3 A c  + 12 D) 3 + ( 2 B 3 -  9 A B C  + 
27 c 2 + 27  A2 D -  72 B D) A2) ) ^

(1 /  3) ) -  — 2-Ï7 3 ( (2 B3 -  9 A B  C + 27 C2 +
2 7 A 2 D - 7 2 B D + t/ ( - 4 (B2 -  3 A c  + 12 D) 3 +

(2 B3 -  9 A B c  + 27 c 2 + 27 A2 D -  72 R D) 2 
) ) " ( ! / 3 } )  -

( -  A3 + 4 A B - 8 C )  /

( 4 V  ( " r  “ ^  + ( 2 l / 3  (B2 -  3 A C +  12 D) ) /
(3 (2 B3 -  9 A B C 4- 27 c 2 + 27 A2 D -
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72 BD + v ( - 4 (B2 -  3 A c  + 12 D) 3 + 
(2 B3 -  9 A B c  + 27 c 2 + 27 A2 
D - 7 2 B D )  A2 ) )  A ( l / 3 ) )  +

Y J Ï J J  ( (2 B3 -  9 A B C + 27 c 2 + 27 A2 D -
72 B D + ^  ( - 4  (B2 -  3 A c  + 12 D) 3 +

(2 B3 -  9 A B  C + 27 C2 + 27 A2 D -  
7 2 B D )  - 2) )  A (1 /  3)  ) ) i ) },

+ (2l / 3 (B2 -  3 A c  + 12 D) ) /
( 3  ( 2 B 3 - 9 A B C  + 2 7 C 2 f 2 7 A 2 D -

7 2 B D  + 7 ( - 4  (B2 -  3 A c  + 12  อ) 3 + 
( 2 B 3 - 9 A B C  + 27 c 2 -t- 27 A2 D -  

72  B D) * 2) )  * ( 1 /  3)  ) +
— \ /3 ( (2 B3 -  9 A B C + 27 C2 + 27 A2 D -

72 B D + ( - 4  (B2 -  3 A c  + 12 D) 3 +
(2 B 3 -  9 A B C + 2 7  c 2 + 21  A2 D -  72 B D) 2 
) )  - ( 1 / 3 ) ) )  -

Y  7  { ^ - -  ^ 3 - -  <21/3 (BZ “ 3 A C  + 1 2 D ) ) /
(3 (2 B3 -  9 A B c  + 27 c 2 + 27 A2 อ -  72 B D +

( - 4  (B2 -  3 A C  + 12 อ) 3 + (2 B3 -  9 A B  C + 
27 C2 + 27 A2 D -  72 B D) A 2 ) ) ~

(1 /  3)  ) -  1 , 3 ( (2 B3 -  9 A B C  + 27 C2 +
27 A2 D -  72 B อ + ^  ( - 4  (B2 -  3 A c  + 12 D) 3 +

(2 B3 -  9 A B C + 27 C2 + 27 A2 D -  72 B D) 2 
} } -  ( 1 / 3 ) }  +

( - A 3 + 4 A B -  8 C) f
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( B2 -  3 A C  + 12 D) ) /
(3 (2 B3 - 9 A B c + 27 c 2 + 27 A 2 D -

7 2 B D  + ^ ( - 4  (B2 -  3 AC + 12 D) 3 4 
<2 B3 -  9 A B c  + 27 c 2 + 27 A2 
D - 7 2 B D )  A 2 ) )  A ( 1 / 3 ) )  +

3 21173 ( (2 B3 -  9 A B C + 27 C2 + 27 A 2 D -

7 2 B D 4 - ^ / ( - 4  (B2 -  3 A  c  + 12  B ) 3 +
(.2 B3 -  9 A B  c + 27 c 2 + 27 A 2 D -  

7 2 E D ) ' ' 2 } } * ( 1 / Î ) ) } | | } ,

(3 (2 B3 -  9 A B  C 4- 27 c 2 + 27 A2 D -
72  BD + 7  ( - 4  (B2 -  3 A C + 12 D ) 3 +

(2 B3 -  9 A B C  + 27 c 2 + 27 A2 D -  
7 2  B D) ~ 2 ) )  ~ ( 1 /  3 ) )  +

3 21173 ( (2  B3 -  2 A B C  + 27 c 2 + 27 Az D -
7 2 B D  + ^ / ( - 4  (B2 -  3 A C + 12 D) 3 +

(2 B3 -  9 AB C + 27 c 2 + 27 A2 D -  72 B อ) 2
) ) M l / 3 > ) )  +

y  V  ( y -  -  - y  - <21/3 (B2 -  3 A C  + 12 D) ) /
(3 ( 2 B 3 - 9 A B C  + 2 7 C 2 + 2 7 A 2 D - 7 2 B D  +

V  ( - 4  (B2 -  3 A  C + 12 D) 3 + (2 B3 -  9 A B c +

( 1 / 3 ) . )  -  •— A - ( ( 2  B 3 - 9  A B C + 27 ๙  +
27 A2 D -  72 B D + ^/ ( - 4  (B2 -  3 A c  + 12 D) 3 + 

(2 B3 -  9 A B C + 27 c 2 + 27 A2 D -  72 B D ) 2

B -  + ( 2 1/3 (B2 -  3 A c  + 12 D) ) /

27 C2 + 2 7 A 2 D - 7 2 B D )  A 2 ) j  A
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) )  -  ( 1 /  3 ) )  +
{ - A3 + 4 A B - 8 C )  /

( 4 V  ( ^ "  "  + ( 2 l / 3  ( B2 -  3 A C  + 12 D) ) /
(3 ( 2 B 3 - 9 A B C  + 2 / C z + 2 7 A 2 D -

7 2 B D + - ^ ( - 4  (B2 -  3 A C  + 12 D) 3 + 
(2 B3 -  9 A B c + 27 c2 + 27 A2 
D - 7 2 B D )  A2 ) )  A ( 1 / 3 ) )  +

J  2 1 / 3  ( ( 2 B3 -  9 A B- c +- 2 7 c 2 +- 2 7 A2 D -
7 2 B D + ^ / ( - 4  (B2 -  3 A c + 12  D ) 3 +

(2 B3 -  9 A B C + 27 c 2 + 27 A2 D -  
72  B D ) - 2 } }  " { 1 / 3 ) ) } } ) } }
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-In /-?;-• = 

Out-[3] =

โท 141: = 

Out-[4] =

-In I S]  : = 

Out-[ร] =

m[6]: =

CMt-[g] =

I n ] 7 ] :  = 

Out ]7] =

In[8]:~ 
Ou t  [8]  =

N S o l v e [
X  A 4 + 100000 X  A 3 + 3000000 X A 2 + 2001 X  + 2 0, x ]

{ { x  -* - 9 9 9 7 0 .  } ,  ( x - *  - 3 0 . 0 0 8 3 } ,
{ x  -> - 0 . 0 0 0 3 3 3 4  96 -  0 . 0 0 0 7  4 52 93 i  } ,
( X  -* - 0 . 0 0 0 3 3 3  4 96 + 0 . 0 0 0 7  4 52 93 i  } }

N S o l v e [
X  A 4 + 100000 X  A 3 + 3000000 X A 2 + 2010 X  + 2 == 0, x]

{ { x - >  - 9 9 9 7 0 .  } ,  { x . ^ - 3 0 . 0 0 8 3 } ,
{ X  -> - 0 . 0 0 0 3 3 4 9 9 6  -  0 . 0 0 0 7 4 4 6 2  i } ,
{ X  -» - 0 . 0 0 0 3 3 4  99 6 + 0 . 0 0 0 7  4 4 62 1 } }

N S o l v e [
X A 4 + 100000 X A 3 + 3000000 X A 2 + 2050 X + 2 =  0, x]

{ { x - > - 9 9 9 7 0 .  } ,  { x - > - 3 0 . 0 0 8 3 } ,
{ x  - 0 . 0 0 0 3 4 1 6 6 3  -  0 . 0 0 0 7  4 1 5 8 5  i } ,
( X  - 0 . 0 0 0 3 4 1 6 6 3  + 0 . 0 0 0 7  4 1 5 8 5  i } }

N S o l v e [
X A 4 + 100000 X A 3 + 300C000 X A 2 + 2100 X + 2 =  0, x]

{ { x - * - 9 9 9 7 0 . } ,  ( x - ^ - 3 0 . 0 0 8 3 } ,
{ x  -» - 0 . 0 0 0 3 4 9 9 9 7  -  0 . - 0007  37 688 i } ,
{ X  - 0 . 0 0 0 3 4  9997  + 0 . 0 0 0 7 3 7  688 i } }

NSolve [xA 4 + 5 x A 3 + 3 x A 2 + x + 2==0, x]
{ { x  -> -  4 . 3 3  6 9 1 }  , { x - » - l . } ,

( x  -> 0 . 1 6 8 4  5 6 -  0 . 6 5 7 8 6  i } ,
{ x - >  0 . 1 6 8 4 5 6  + 0 . 6 5 7  86 1 }  }

NSolve [x A 4 + 10 X  A 3 + 300 X  A 2 + 20 X  + 2 = 0 , x]
{ { x - ^  - 4 . 9 6 6 7  - 1 6 . 5 7 3 1 } ,  ( x  -> -  4 . 9 6 6 7  + 1 6 . 5 7 3  1 } ,  

{ x  -> - 0 . 0 3 3 2 9 6 9  -  0 . 0 7 4 6 5 1 6  i } ,
{ x  - 0 . 0 3 3 2  9 69 + 0 . 0 7  4 6 5 1 6  i } }
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In-lU-

Out[2]

จากค่า X ท้ัง 4 ค่าซ่ึงเป็นคำตอบของสมการ X4 + Ax3 + Bx2 + Cx + D = 0 
จะเห็นว่าค่าที่ควรนำมาวิเคราะห์ควรจะเป็นค่าที่อยู่ในรากที่สองมีสองราก เพราะเป็นค่าท่ีทำให้เกิด 
จำนวนจินตภาพ คำตอบเหล่านีสามารถหาความหมายทางฟิสิกส์ได้

เพ่ือความสะดวกในการวิเคราะห์คำตอบของสมการจะทำการแทนค่า /4 , B 1 C 1 D แต่ 
ละค่าลงไป เพราะค่า A , B , C , D แต่ละค่าจะให้คำตอบท่ีแตกต่างกัน คำตอบท้ัง ส่ีค่าจะ 
เป็นตัวบ่งชีถึงลักษณะการสั่นของบีมว่ามีการสั่นในลักษณะใด

ร๐ L v e J วCA 4- + 2  วc A 2 + 2  วCA 2  + 2  X  + 2  : :  O r x ]

แ
1 1X -+ -  ห์ห์ + ห ์- 2 2 T +

8 2 2/3
3 ( - 5  + 3 1 V l l l  ) 1/2 +

\  ( 2  ( - 5  + 3  i  V ï î ï )  ) 1 /3

JJ
y

2_y
8 22/3

3 ( - 5  + 3 i  V l l l  ) 1 / 3

JL
y ( 2  ( - 5  + 3 1 V l l l  ) ) 1 /3

//
JJ
y +

8 2 2/3
3 ( - 5  + 3 1 V l l l  ) 1 / 3 4~

- J  (2 ( - 5  +  3 i  V l l l ) ) 1 7 3

\  ไ

}  «
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1 1
2 2

1_y + 8 22/3

_1_
y

1_
y

<

(2  ( - 5  + 3 i

3 - 5  + 3 i

1 /3

1 /3 +

+

2_
y

8 2 2/ 3
3 ( - 5  + 3 i 1 /3

1 (2 ( - 5  + 3 1 V l l l  ) ) 1 /3

2 _1_y +
8 22/ร

3 ( - 5  + 3 i Vlll )1 / 3 +

1 (2 ( - 5  + 3 1 Vlll) )
\

ท 1 / 3
) 1 )

1

^ - - 2  -  2
1_
y +

8 22/3
3 ( - 5  + 3 1 Vlll )1 /3 +

-1 (2 ( - 5  + 3 i  V Ï Ï T )  )
1 /3

1_
y

8 22/3
1 /3

1y
2

ช 3 ( - 5  + 3 i  

(2 ( - 5  + 3 1  Vlll ) ) 1/3 +

8 2 2/31_y 3 ( - 5  + 3 i  Vlll )1 /3 +

1  ( 2  ( - 5  + 3 i3
1 /3

1
/ /
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I n  1-3] s -  

Out {3 ]  =

In {ร]  —

Out IS] =

y  (2 ( - 5  + 3 i  y f ï ï ï )  ) 1/3 +

8 22/3
3 ( - 5  + 3 i  Vlll ) 1/3

+

1_
3 (2 ( - 5  + 3 1 Vlll ) )

'l \ . \

) ) 1/3
1 ) I

} }

N S o l v e [ x A 4  +  2  X A 3  + 2 x A 2  + 2 x  +  2  == 0 ,  x ]
{ {x -» - 1 . 1 8 9 7  8 -  0 . 6 0 2 8 0 3  i } ,

{ x - >  - 1 . 1 8 9 7 8  + 0 . 6 0 2 8 0 3  1 } ,
{ x - +  0 . 1 8 9 7  8 5 -  1 . 0 4 3 1 8  1 } ,
{ x  -> 0 . 1 8 9 7 8 5  + 1 . 0 4  3 1 8  i }  }

N S o l v e  [ x  A 4  + 1 0 0  X  A 3  + 2 x A 2 +  2 x  + 2  : :  0 ,  x ]
{ { x  - 9 9 . 9 8 0 2 } ,  { x  - + - 0 . 2 5 3 3 3 2 } ,

{ x  -» 0 . 1 1 6 7 6 3  -  0 . 2 5 5 5 9 7  i j ,
{ x  -4 0 . 1 1 6 7  6 3  + 0 . 2 5 5 5 9 7  1 } }
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ln[61 : = 
Ou t  [ 6 1 -

Ul[91 : = 

OÙCI9ไ ^

In 110] :■

ait n o r­

man:
o u t n i ] =

m{12]: =
Out 112] =

N S o lv e [x A4 + 2000 x A3 + 2 x A2 + 2 x + 2  ะ: 0 f x]
{ { x .  - > - 2 0 0 0 . } ,  { x - > - 0 . 0 9 6 9 9 2 4 } ,

{.X -> 0 . 0 4 7  9 9 6 5  -  0 . 0 8 9 4 7 8 6  i } ,
{ x  - > 0 . 0 4 7 9 9  6 5  +  0 . 0 8 9 4 7 8 6  i } }

N S o lv e [x A4 + 1000000 x A3 + 2 x A2 + 2 x + 2 : : 0 ,  x]
{{ๆ * - r - 1 .  x i o 6} ,  { x  - Û - .0 1 2 5 4 7 } ,

{ X  —> 0 . 6 . 0 6 2 7 2 4 8  -  0 . 0 1 0 9 5 7 1  i } ,
( x  -> 0 . 0 0 6 2 7 2 4  8 + 0 . 0 1 0 9 5 7 1  i } }

N S olve[
X  A 4  + 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0  X A 3  +  2 x A 2 +  2 x  + 2 = = 0 ,  x]

{ {X  - 1 . X IQ-9} ,  { x  -> - 0 . 0 0 1 2 5 9 3 9 } ,
{ X  —> 0 .0 0 0 6 2 9 6 9 5  -  0 .0 0 1 0 9 1 5 8  i } ,
( x  -> 0.000629695  + 0.00109158  i } }

NSolve [x A 4 + 2 X  A 3 + 100 X  A 2 + 2 X  + 2 == 0 , x]
{ {x -» - 0 . 9 9 0 1 9 2  -  9 . 9 4 7 9  1 } ,

{x -> - 0 . 9 9 0 1 9 2  + 9 . 9 4 7 9  i j ,
{ x h > - 0 . 0 0 9 8 0 7  6 2 -  0 . 1 4 1 1 2 3  1 } ,
{x -> - 0 . 0 0 9 8 0 7  62 + 0 . 1 4 1 1 2 3  i } }

NSolve [x A 4 + 2 X A 3 + 1000000 x A2 + 2 x  + 2==0,  x]
{ { x  -> - 0 . 9 9 9 9 9 9  -  9 9 9 . 9 9 9  i } ,

{ x  -> - 0 . 9 9 9 9 9 9  + 9 9 9 . 9 9 9  i } ,
{ X  —> - 0 . 0 0 1 4 1 4 2 1  i } ,  { X  —> 0 . 0 0 1 4 1 4 2 1  i }  }
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I n  11 3 1 :

Ou t 1 1 3 1

I n  114]  ะ

Out 114-1 =

I n  ( 1 5 ]  : =

O u t [ 1 5 ]  =

I n  [ 1 6 ] ;  =

O u t { l f J  =

N Solve[
X  A 4 + 1 000000 X A 3 + 500000 X A 2 + 2 X  + 2 == 0, x]

{ { x - >  - 9 9 9 9 9 9 . } ,  { x - >  - 0 . 5 0 0 0 0 4 } ,
{ x  -> 1 . 9 9 9 9 5  X 1 0 “ 6 -  0 . 0 0 1 9 9 9 9 9  i } ,
{ x - *  1 . 9 9 9 9 5  x l 0 ~ 6 + 0 . 0 0 1 9 9 9 9 9  i } }

NSolve [x A 4 + 1 0 0 0 0 0 0 x A3 +
500000 x A 2 + 2 X  + 10000 == 0, x]

{ { x - ^ - 9 9 9 9 9 9 . } ,  { x - >  - 0 . 5 3 4 9 4 2 } ,  
{ x  -> 0 . 0 1 7  4 7 0 7  -  0 . 1 3 5 6 0 4  i } ,
{ x  0 . 0 1 7 4  7 0 7  + 0 . 1 3 5 6 0 4  i } }

NSolve [x A 4 + 1000000 X  A 3 +
500000 X A 2 + 100 x +  10000 == 0, xj

( x  -» 0 . 0 1 7 3 8 9 7  + 0 . 1 3 5  6 3 5  i }  }

NSolve [ x A4 + 1 0 0 0 0 0 0 x A3 +
500000 X  A 2 + 1000 X  + 10000 == 0, x]

{ { x ^ - 9 9 9 9 9 9 . } ,  { x - * - 0 . 5 3 3 2 8 7 } ,
{ x  -> 0 . 0 1 6 6 4  3 6  -  0 . 1 3 5 9 2 1  i } ,
( x  0 . 0 1 6 6 4 3 6  + 0 . 1 3 5 9 2 1  1 } }
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Xrs ! 7 I ; = 

O u r. /  7 1  =

I n i  81-.= 

O v t [ 8 ]  =

O u t [ 9 ) =

l a  [lay-.  

Outciaj

In11-2J ะ’ 

oa ะ liz;

NSolve [xA 4 + 1000 X A 3 + 30000 X A 2 + 200 X-»- 2 — 0, x]
{ { x  -> - 9 6 9 . 0 4 2 }  ,  { x  -» - 3 0 . 9 5 1 5 } ,

{ x  - >  -  0 . 0 0 3 3 3 2 9 6  -  0 . 0 0 7 4 5 4  7 2  i } ,
{ X  - >  - 0 . 0 0 3 3 3 2  9 6  +  0 . 0 0 7  4  5 4  7 2  i }  }

NSolve [x A 4 +10000 x A 3 + 30000 x A 2 + 200 X + 2 " 0, x]
{ { x  -+ - 9 9 9 7 .  }., ( x -+ - 2 . 9 9 4 2 4 } . ,

{.X -> - 0 . 0 0 3 3 2 9 5 9  -  0 . 0 0 7 4  6 5 1 7  1 } ,
{ x  -> -  0 . 0 0 3 3 2 9 5 9  + 0 . 0 0 7  4 6517  i }  }

NSolve[
X  A 4 +  1 0 0 0  0 0 0  X  A 3  +  3 0 0 0 0  X  A 2  +  2 0 0  X  +  2 ~  0 ,  x ]

{ { x  - > - 0 . 0 0 3 3 3 3 3 3  -  0 . 0 0 7  4 5 3 5 6  i }  ,
{ x  -> - 0 . 0 0 3 3 3 3 3 3  + 0 . 0 0 7  4 5 3 5 6  1 }  ,
{ x  -» 0 . 0 0 3 3 3 3 3 3  -  1 7 3 . 2 0 5  i } ,
( x  -> 0 .  0 0 3 3 3 3 3 3  + 1737 2 0 5  i  J J
NSolve[

X  A 4 +  1 0 0 0 0 0  X  A 3  +  3 0 0 0 0 0 0  X A2  +  2 0 0  X  +  2  -  0 , x ]

{ { . X - + - 9 9 9 7 0 . } ,  ( x - >  - 3 Q . Û Q 8 9 } ,
{ x  -> -  0 . 0 0 0 0 3 3 3 2 2 3  -  0 . 0  0 0 8 1 5 8 1 7  i  } ,
( x  -+ - 0 . 0 0 0 0 3 3 3 2 2 3  + 0 . 0 0 0 8 1 5 8 1 7  i } }

NSolve [ x A4 +  1 0 0 0 0 0 0 0  X  A 3  +
3 0 0 0 0  0 0 0 0  X A2 +  2 0 0  X  +  2 =  0 ,  x ]

{ { x  -> - 1 .  X 1 0 7 } ,  [ x  -> - 0 . 0 0 4 7 2 5 1 3 } ,
( x  -> 0 . 0 0 2 3  6257  -  0 . 0 0 6 0 6 1 7 8  i } ,
( x  -+ 0 . 0 0 2 3  6 25 7  + 0 . 0 0  60 617 8 i } }
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จากการสุ่มแทนตัวเลขเพื่อแทนค่า A , B , C , D พบว่า คำตอบท่ีไค้มี 4 คำตอบ มีทัง 
เป็นจำนวนจริงและจำนวนเชิงซ้อน พบว่าคำตอบส่วนที่เป็นจำนวนเชิงซ้อนอย่างน้อยจะมี 1 คู่ท่ี 
เป็นคอนจูเกตกัน เช่น

In[l] = NSolve[x*A + 10* A3 + 300*A2 + 20* + 2 == 0, * ]

_ [{X -> -4.9667 - 16.573 /}, { *  -> -4.9667 + 16.573 /}, 
u [  = K *  -> -0.0332969 -  0.0746516 /}, { *  -> -0.0332969 + 0.0746516 /

ในตัวอย่างนีเปีนการแสดงให้เห็นว่า เราสามารถนำค่าทัง 4 ค่านี้มาวิเคราะห์ไค้ว่าบีมมีการ 
สั่นในลักษณะใดและค่าที่ทำให้สมการเปลี่ยนคำตอบที่คีความหมายในเชิงการสั่นของบีมมากที่สุค 
คือค่าของ A , B และ C ดังนั้นอาจสรุปไค้ว่าค่าคงที่ท้ัง 3 ค่าจะเป็นตัวกำหนดว่าบีมจะสั่น 
มากหรือน้อยหรือไม่มีการสั่นเลย ในตัวอย่างนี้วิเคราะห์ไค้ว่าบีมมีการสั่นแล้วทำให้แอมปลิจูดของ 
การสั่นลดลงจนสุดท้ายบีมจะหยุดน่ิง การหยุดนิ่งของบีมมีผลมาจากความหน่วงที่มากระทำกับบีม 
ซึ่งเป็นไปตามเป็าหมายของการสร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ของแขนกลอ่อนตัวข้อต่อเคียวของ 
ทุ่นยนต์ที่พิจารณาผลกระทบจากความหน่วง

จากการแล้สมการ (3-18A) ไค้คำตอบท้ังหมด 4 ค่า ดังนั้นคำตอบทั่วไปของสมการ 
(3-17) จะอยู่ในรูปดังต่อไปนี้

(pn{t) = ทา1e*lt + ทา2e Xlt + โท3e*3t + กา4e XAt

และไค้สมการการเคลื่อนที่ของบีมที่พิจารณาผลกระทบจากความหน่วงอยู่ในรูป

y „ ( x , t ) == J ^ [ s in â „ x ] [ทา1e Xlt +ทา2e X}t +ทา3e X3t + ทา4e x'c] (3-19)
r7=1

เม่ือ * 1 , * 2 , * 3 / X4 เป็นรากของสมการ (3-18A)

จากการทคลองแทนค่า A , B , C , D ซึ่งเป็นค่าคงที่ทังหมดผลของคำตอบจะไค้ออกมา 
แตกต่างกัน ค่า A , B , c ,  D  เหล่านีต่างกีเปีนคุณสมบัติเฉพาะของวัสดุแต่ละชนิด
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ดังนั้นสรุปไต้ว่าหากต้องการให้ปลายบีมหยุดสั่นในขณะทำงาน จะต้องเลือกวัสดุท่ีมีคุณ 
สมบัติเหมาะสมกับการทำงานโดยใช้ สัมประสิทธิหน้าตัวแปรเป็นหลักเพื่อเลือกวัสดุที่นำมาทำบีม 
จากการทดลองสุ่มแทนค่า A ,B  1 C,D  ลงในสมการ (3-18A) ค่าคงที่ท่ีเปีนตัวบ่งบอกว่าบีม 
จะหยุดสั่นคือค่าคงที่ที่อยู่1ในเทอมของ A 1 B และ C

โด 0ที่ A = (h ~ fô i ï r  + K AG
Ely 

K  AG

r kAG + ç lô 2n ^

B  = 0 --àS 2n) 1 + E p lô l
k G

E ly
K  AG

kAG  + EIApôn
~Ëïÿ~

2 \

C  = พ - ^ 2ท) พท  + çlpôn
kG

2 \

E ly
~kAG

çs2 k GS2 + P
Ey

จะเห็นว่าลัมประสิทธิต'วแปรของสมการ (3-18A) ไต้จากคุณสมบัติธรรมชาติของบีมนั้น 
ในแง่ของทฤษฎีสามารถกล่าวไต้ว่าปิญหาการสั่นของแขนกลนั้นแก้ได้โดยการกำหนดคุณสมบัติ 
ของวัสดุที่จะนำมาทำแขนกลให้เหมาะสมและสอดคล้องกับทฤษฎี โดยดูไต้จากค่าคงท่ี 3 ค่าคือ 
ค่า A 1 B และ C ทังสามค่ามีผลกระทบต่อกันอย่างมีนัยสำคัญ ในการหาค่าคงที่ดังท่ีกล่าว 
นายังเป็นปิญหาท่ีน่าสนใจและควรจะไต้มีการสืกษาต่อไป และเป็นหน้าที่1ของผู้ท่ีจะสร้างแขนกล 
ต้องหาวิธีวัคค่าคงที่เหล่านีออกมาเพื่อจะไต้สร้างแขนกลให้ถูกต้องตามความต้องการ

ล้าแขนกลเป็นอลูมิเนียมบางสมประสิทธิของ y/ {: \ t )  และ y/ จะมีค่าน้อยมากจะ
เหลือเฉพาะลัมประสิทธิของเทอมที่มีอันดับตํ่าๆซึ่งเป็นผลที่คาดคะเนไต้จากการทดลอง ดังน้ันใน 
สมการ (3-16) จะประมาณค่าให้เหลือเพียงเทอมที่มีอนุพันธ์อันดับสองเท่านั้น

จากสมการเติม

« พ ,, (f) + (h -  fô i V f ( t ) + (1 -  b s 2„  V f  ( f ) +
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{ds: -  eô2n + g)vn ( 0  + ^ > n ( 0  = 0 -

ตัดพจน์ที่มีอนุพันธ์อันดับ 4 และอันดับ 3 ทิ้งจะได้

(1-w „2) r f> ( f )+ ( < # ; -ฬ„2 + ฬ <1.; (f) + ay„v„(f) = 0

กำหนดให้

m n = 1 - bôl

เท = d s :-e s 2n + g

kn =

ดังน้ันจะได้สมการเป็น

^ f  ( 0  + 0 ( ^ ( 0 + = 0 (3-20)

พิจารณาสมการ (3-18) จะเห็นว่าเป็นสมการที่บรรยายการกวัคแกว่งแบบถูกหน่วง 
(damping oscillation) ที่มีรูปแบบคำตอบดังนี้

ÿ /„ (0  = (3-20A)

เม่ือ /I เป็นค่าคงท่ีขึ้นอยู่กับเงื่อนไขการทดลอง (arbitrary constant) ส่วน /I เป็นค่าท่ี 
ต้องหาในเทอมของ ทา,เ และ k

แทนสมการ (3-20A) ลงในสมการ (3-20) จะได้

(/ท}} + /ดั + พ ั) /l e 2'  = 0

(/77/i2 + IA + k) = 0

แก้สมการได้ค่า A ดังนี้
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/ I  = -  /  ± น ี้/2 -  4/77/r
2m

จะได้ค่า 2  สองค่าดังนี้

K = -  / + V/2 -  4/77/r
2/77

ด ั1 = -  / -  นี้/2 -  Amk
2/77

จากสมการ (3-20A) จะได้คำตอบอยู่ในรูป

y/n{t) = (3-20B)

แทนค่า และ Â2 ลงในสมการ (3-20B) จะได้

Vn(t) = e พ ' Ae‘lพ ■ ¥ +

ในทีนีจะพิจารณาคำตอบกรณีที ----- - < —  ซ่ึงเป็นกรณี underdamping oscillation4/772 /77
กรณีน้ีจะมีคำตอบในรูปจำนวนจินตภาพติดอยู่ จากสมการ (3-20B) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น

y/n(t) = A e^+B e*7

ดังนั้นจะได้คำตอบของสมการ (3-20) ดังนี้

V'flCO = e - พ ' / le ( / i - ~ 1 - ) fV ทา Am2 + £ e m 4m

Vn(t) = e-(y-)t2m (A + fi)C0ฯm -  w  )f + ^ - 5) - น ี้น ี้*
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จะได้สมการใหม่เป็น

¥ ท ( t) = e ^ f [(>1 + 5)cos(«nO + ̂ ( ^ - ^ ) s in ( ^ 0 ]

จัดสมการใหม่ได้ดังนี้

¥ท (0  = e '" '  f c  cos(<y„f ) + c 2 sin(a>flf)]

เม่ือ €1 และ €2 เป็นจำนวนจริง 
แปลงรูปสมการใหม่ได้สมการดังนี้

¥ 1,(0 =  Jcî+cle-* ด

กำหนดให้ COS /? =

Sin f i =

e  r '

1 
“

^
 N

J 

+
 

-

NJ
 M

C l

Je;  + c l

c 2

cos (û>„f) + f i
^ c [V c l ■ sinKO

(3-21)
(3-21A)

-2
•2

(3-21B)

แทนสมการ (3-21A) และ (3-21B) ลงในสมการ (3-21) จะได้รูปสมการดังนี

y/n( f ) = Jcf+~cje~fJt [cos f i  c o s{cont)  -  sin f i  s in (® „f )] 

¥ ท ( f  ) = Jcf+c[*e~Mt [cos(ûï„f + /?)] (3-22)
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กำหนดเงื่อนไขเริ่มต้นคังนี

^ ( 0 )  = ^ 0 cos (3 เม่ือ t  = 0

ใช้เงื่อนไขเริ่มต้นแทนลงในสมการ (3-22) จะไต้ 

y/0 COS (3 = น้ี(โ,2 + c \  cos (3

ดังน้ัน

Vo = ^Jc[V cf  (3-22A)

แทนสมการ (3-22A) ลงในสมการ (3-22) จะไต้

^ ( 0  = ^ ' " ' [ c o s  {(Ont+ p )]  (3-23)

จากสมการการเคลื่อนที่ของบีม

y n{x ,t)  = Y j„ {x )y /n{t)

รวมสมการ (3-14) กับสมการ (3-23) แทนลงในสมการ (3-13) จะไต้สมการดังนี้

y „ (* ,0  = ^Oe " f[cos(û>„f + /?)]

y n{x ,t)  = [ร\น{ ^ - ) ] [cos{cont + เ3)\ (3-24)

สมการท่ี (3-24) เป็นคำตอบของสมการ (3-12) และเป็นแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ของ 
แขนกลอ่อนตัวข้อต่อเคียวของทุ่นยนต้ที่พิจารณาผลกระทบจากความหน่วงภายในและภายนอกบีม 
สมการการเคลื่อนที่นี้เป็นตัวบ่งบอกว่า ณ ธุดปลาย'ของบีม'ซ่ึงเป็นชุดท่ี X — เ  ^ะทำให้เกิด 
เทอม รพ[ทท: = 0 ( /7 เป็นจำนวนเต็ม) นั่นหมายความว่าท่ีชุคปลายของบีมจะไม,มีการ 
เคล่ือนท่ี นั่นคือปลายของบีมจะนิ่ง ซึ่งเป็นผลจากความหน่วงที่มากระทำกับบีม
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