
บทที่ 4
การพิจารณาแรงและโมเมนต็ในทิศทางต่างๆที่กระทำต่อ 

อุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดด้วยทฤษฎีของคาน

รูปท่ี 4.1 แสดงลักษณะของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดในสภาพปกติ 
กำหนดให้ ความยาวของแกนทั้ง 4 แกน เท่ากับ L

หน้าดัดของแกนท้ัง 4 แกน เป็นรูปส่ีเหล่ียมจตุรัส มีความกว้างยาวเท่ากับ b 
คร่ึงหน่ึงของ b เท่ากับ C 

การพิจารณาแรงในแนวแกน X
จากลักษณะรูปร่างของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิด เม่ือมีแรงในแนวแกน X มากระท่า 

จะท่าให้เกิดลักษณะดังรูปท่ี 4.2 เน่ืองจากอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดมีการเสียรูปไปน้อย
มาก ดังนั้นเราจึงถือว่าวงกลมยังรักษาสภาพความเป็นวงกลมอยู่ได้
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เน่ืองจากศูนย์กลางของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิด (จุด E) น้ันถูกยึดอยู่กับที่ และวงกลมมี 
ลักษณะของความสมมาตร แกน B และแกน D จึงมีขนาดของแรงและโมเมนต์ท่ีมากระทำเท่า 
กัน

รูปท่ี 4.3 แสดงลักษณะการโก่งงอของแกน B และ อ เม่ือมี Fx มากระทำ 
เม่ือพิจารณาแรงในแนวแกน X ท่ีมากระทำจะได้ว่า

Fx = f 1 + 2 - f 2 + f 3 ...4.1
พิจารณาการโก่งงอของแกน B และ D
เน่ืองจากอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดมีการบิดเสียรูปไปน้อยมาก ด้งน้ันเราจึงถือว่าวงกลมยัง 
รักษาสภาพความเปีนวงกลมอยู่ได้ ด้งน้ันเราจะได้ว่า 
มีเง่ือนไขขอบเขตด้งน้ี

จากทฤษฎีการโก่งงอของคาน

ๆ(0) =  0
dr|(0 )

4

= 0 

= 0

M  = f • ( L - Ç ) - m  
d 2ri _  M

El
d 2r| f - ( L - £ , ) - m  
d ^ 2 = El

^ n  = e  = - Ld£, El
f - L - Ç - ^ 2  m -Ç  +  C!

_1_
El

f  • L • ^ 2 f - ^ 3 m - 4 + Cj -Ç + c :

...4.2

...4.3

...4.4

...4.5

...4.6

...4.7

...4.8

...4.9
V

จากเง่ือนไขขอบเขตสมการท่ี 4.2, 4.3 เราได้ว่า C, และ c2 เท่ากับ 0
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จากเง่ือนไขขอบเขตสมการท่ี 4.4 เราได้ว่า
f - L

m  ะ=

เพราะฉะน้ัน สมการ 4.5, 4.8 และ 4.9 จะกลายเป็น

dr| 1
dÇ Ë T

ๆ = E - I

( L  '
2 ^V 2 2

f  L  S, f  -Ç2>
2 2 J

• L ^ 2 f - Ç 3 ไ
4 6  J

...4.10

...4.11

...4.12

...4.13

โดยท่ี f l นสมการ 4.11, 4.12 และ 4.13 คือ f2ในรูปท่ี 4.2 
ระยะการโก่งด้วท่ีปลายด้านนอกของแกน ธ และ อ เท่ากับ

ๆ ( L ) =  f 2 ' L3
เมื่อทำการพิจารณาที่แกน A 
ระยะท่ีแกน A หดตัวเท่ากับ 5 =

1 2 - E - I  

f, -L
A E

...4.14

.4.15
เพราะเหตุว่าวงกลมรักษาสภาพความเป็นวงกลมอยู่ได้ ด้งน้ันระยะท่ีแกน ธ และ อ โก่งงอลงมา 
ท่ีปลายด้านนอก จึงเท่ากับระยะท่ีแกน A หดตัว และแกน C ยึดตัวออก ตังน้ันจึงได้ว่า

f  1 • L f  2 - L3
A - E  12■  E ■ I

fi =
f 2 -L - A 

12-1

...4.16

...4.17
การพิจารณาแรง f, ท่ีแกน C ก็เป็นไปในทำนองเดียวกับท่ีได้แสดงข้างด้น 
ด้งน้ันเราจะได้

f 3 = E TE 7 A
12-1

จากสมการ4.1 เราจะได้ว่า

F  = 2 -1 X  z -

ก ็ ! 2 . A  ^ L + 112 1 ■ f, ...4.18
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f 2 = L2 • A
12-1

...4.19
+  1

จากสมการ 4.11 จะได้

V
M  =

f  L ไ
= ■ -^น

(  \ }  -A \ ...4.20
+ 1

V 
ธ =

ธ =

12-1
M -C
E - I  
c L

f l }  - A \ ...4.21

โดยท่ี
V 
c =

12-1 
b 
2

+ 1 E - I

moment of inertia 1 = 12
จากลักษณะในการติดสเตรนเกจเข้ากับอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดและจากการท่ีใช้วงจรแบบ 
half bridge จะฑำใหในทางทฤษฎีแล้ว การวัดค่าความเครียดที่คู่ของสเตรนเกจชุด 8,, ร2, ร3 , 
ร41 ร5 และ ร7 จะได้ค่าเท่ากับ 0 เนื่องจากคู่ของชุดสเตรนเกจเกิดความเครียดขึ้นมาเท่ากัน 
ส่วนสเตรนเกจชุด ร61 ร8 จะวัดค่าความเครียดได้เปีนลัดส่วนตรงกับแรงท่ีมากระท่าตามสมการ
4.21
กา?พิจารณาแรงในแนวแกน V

ก็เป็นไปในลักษณะเดียวกันกับการพิจารณาแรงในแนวแกน X 
การพิจารณาแรงในแนวแกน Z

จากการพิจารณาพบว่า เม่ือมีแรงมากระท่าจะทำให้แกนท้ัง 4 รับภาระเท่าๆกัน ด้งน้ัน

รปท่ี 4.4 แสดงลักษณะของอปกรณ์ตรวจรัแรงและแรงบิดเม่ือมี Fz มากระทำ
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เมื่อพิจารณาลักษณะของแรงในแนวแกน Z  ท่ีมากระทำ จะได้ว่า

f ...4.22

รูปท่ี 4.5 แสดงลักษณะการโก่งงอของแกน เม่ือมี Fz มากระทำ 
จะเห็นได้ว่าลักษณะการโก่งงอของแกนก็เป็นไปในลักษณะเดียวกันกับการพิจารณาการ 

โก่งง.อเนื่องจากแรงในแนวแกน X ต่างกันเพียงแต่ทิศทางในการโก่งงอเท่านั้น ด้งนั้นเราจึงได้ว่า

เพราะฉะนั้น จึงได้ว่า

M  = f  •

M  = S -

(  L รี
น
( L รี

- “ Sน

...4.23

...4.24

8 =
L

น ิ y
4 • E  • I ...4.25

จากลักษณะในการติดสเตรนเกจเข้ากับอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดและจากการที่ใช้วงจรแบบ 
half bridge จะทำให็ในทางทฤษฎีแล้ว การวัดค่าความเครียดที่คู่ของสเตรนเกจชุด ร2 , £4 , £6 
และ £8 จะได้ค่าเท่ากับ 0 เนื่องจากคู่ของชุดสเตรนเกจเกิดความเครียดขึ้นมาเท่ากัน ส่วน 
สเตรนเกจชุด £1, £3, ร5 และ ร7 จะวัดค่าความเครียดได้เป็นลัดส่วนตรงกับแรงที่มากระทำ 
ตามสมการ 4.25

ก า ร พ ิ จ า ร ณ า โ ม เ ม น ต 6ใ น แ น ว แ ก น  X

เมื่อพิจารณาจะเห็นได้ว่าเมื่อมีโมเมนต์มากระทำ แกน A และ แกน C จะรับแรงบิด ส่วนแกน B 
และ แกน D จะรับโมเมนต์ดัด



23

รูปท่ี 4.6 แสดงลักษณะของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิด เม่ือมี Mx มากระทำ
T

พิจารณาที่ แกน A และ แกน C
เราจะได้ว่าแกน A และ C บิดไปเปีนมุมท้ังหมด

0 = T L  
ปิทั้G

polar moment of inertia for square area

พิจารณาที่ แกน B
J — 0.141 - b 4

รูปท่ี 4.8 แสดงลักษณะการโก่งงอของแกน เม่ือมี Mx มากระทำ 
โดยมีเงื่อนไขขอบเขตด้งนี้

ๆ (0) = 0 
ปๆ(0)

dç
= 0

...4.26

,..4.27
...4.28

จากทฤษฎีการโก่งงอของคานและเง่ือนไขขอบเขตสมการ 4.27 และ 4.28 เราจะได้ว่า



24

M  =  f - ( L - Ç ) - m  

d 2 r|  _  M

dÇ2 = Ë Î
ช 2 ทุ  _  f  - ( L  - £ ) -  m

d ^ 2

^  =  e  =  - L .
d £ 1 E l 2

1
ๆ  =  — -  -

E l
f  ■ L  • ^ 2 f  • ç 3 m  ■ ç 2 ไ

...4.29

...4.30

...4.31

...4.32

...4.332 6 2 
เน่ืองจากอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดมีการเสียรูปไปน้อยมาก และวงกลมยังรักษาสภาพความ 
เป็น,วงกลมไวใต้ ดังน้ันเราจึงสามารถกำหนดให้

ๆ(L)s i n ( 0 )  =  0  =  ■ ...4.34
โดยท่ี R คือ ระยะทางจากจุดศูนย์กลางของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดถึงปลายคานด้านท่ี 
ติดกับวงแหวนนอก

0 คือ มุมท่ีวงแหวนนอกของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดหมุนไป 
จากสมการ 4.32, 4.33 และ 4.34 เราได้

E l
f  ■ L 3 m  - L 2 ไ

2 E l
f - L 2 ไ

-  m  • L ...4.35

f  L -
' R L 1 f

=  m  -
3 , 1  2 )

J
...4.36

m  = ...4.37f ' l ’ ( 2 l )  f  ■ L  • ( 3  ■ R  -  2  • L )  
r _ L  3 - ( 2 R - L )

2
มุมท่ีแกน A และ แกน C บิดไปเท่ากับมุมท่ีเกิดข้ึนท่ีปลายคานด้านท่ีติดกับวงแหวนด้านนอก 
ด้งน้ันได้ว่า

f  r  T 2 AT L  1
J G  E l

f  ■ บ
-  m  • L .4.38

y
แทนค่าของ m ลงไปจะได้
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T  • L  _  1 " f  - L 2 f - L 2 - ( 3 - R - 2 - L ) " f - L 2 r i ( 3 - R - 2 - L )  ไ
J  • G  ~  E l 1 2 3  • ( 2  • R  -  L ) E  - 1 b 3  • ( 2  • R  -  L )  J

4.39

สมการของโมเมนต์แกน X

T  f - L  J  G  r  1 
E l

ท่ีมากระทำเขียนได้เปีน

( 3 - R - 2 - L ) "  
3  • ( 2  • R  -  L ) v

...4.40

M v = 2 - T  +  2 - f - R - 2 - m ...4.41
แทนค่าของ T , m ลงในสมการข้างด้น จะได้ 

M v
2 •  f  ■ L  • J  • G  ( \  ( 3 - R - 2 - L ) >| 2 - f - L - ( 3 - R - 2 - L )

E  - 1

สุดท้ายจะได้ว่า

f  =

^ 2  3  • ( 2  • R  -  L )

M ,

y

2  • L  • J  • G  
E  - 1

r  1 _  ( 3  • R  -  2  • L )  ̂
2  3  • ( 2  • R  -  L ) ,

+  2  • R  -
2  • L  • ( 3  • R  -  2  • L )  

3  • ( 2  • R  -  L )

3  • ( 2  • R  -  L )
...4.42  

..4.43

M

M  =  f  ■

f

K

L - Ç -

M L - Ç -

L  • ( 3  • R  -  2  • L )  
3 - ( 2 - R - L )

L  • ( 3  • R  -  2  • L )
3  • ( 2  ■ R  -  L )

...4.44

2  • L  • J  • G  
E l

1  _  ( 3  • R  -  2  • L )
2  3  • ( 2  ■ R  -  L )

+  2  • R 2  • L  • ( 3  • R  -  2  • L )  
3  • ( 2  • R  -  L )

..4.45

จากลักษณะในการติดสเตรนเกจเข้ากับอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดและจากการท่ีใช้วงจรแบบ 
half bridge จะทำใหในทางทฤษฎีแล้ว การวัดค่าความเครียดท่ีเกิดข้ึนที่คู่ของสเดรนเกจชุด ร1, 
ร3 , ร5, ร6, ร7 และ £8 จะได้ค่าเท่ากับ 0 เน่ืองจากคู่ของชุด สเตรนเกจ เกิดความเครียดขึ้น 
มาเท่ากัน ส่วนสเตรนเกจชุด ร2 และ £4 จะวัดค่าความเครียดได้เป็นลัดส่วนตรงกับโมเมนต์ท่ี 
มากระทำ
ค ่า ค ว า ม เค ร ีย ด ท ี่เก ิด ข ึ้น ก ับ ค ู่ส เด รน เก จ ช ุด  £ 2 และ £ 4 เท ่าก ับ
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M , L - Ç
8 =

L  • ( 3  • R  -  2  • L )  
3  • ( 2  • R  -  L )  ,

E l
^ 2  • L  • J  • G  f

E - I
1 ( 3  • R  -  2  • L )
2  3  • ( 2  • R  -  L )

+  2  • R  - 2  ■ L  • ( 3  • R  -  2  • L ) ไ
y 3  • ( 2  ■ R  -  L ) y

.4.46

การพิจารณาโมเมนุตไ,นแนวแกน V
ก็เป็นไปในลักษณะเดียวกับการพิจารณาโมเมนดีในแนวแกน X

การพิจารณาโมเมนดีในแนวแกน Z
จากการพิจารณาพบว่า เม่ือมีโมเมนดีในแกน Z มากระทำ จะทำให้แกนท้ัง 4 รับภาระ 

เท่าๆกัน ดังน้ัน

รูปท่ี 4.9 แสดงลักษณะของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิด เม่ือมี Mz มากระทำ 
เม่ือพิจารณาท่ีแต่ละแกน พบว่ามีเง่ือนไขขอบเขตดังน้ี

รูปท่ี 4.10 แสดงลักษณะการโก่งงอของคานเม่ือมี Mz มากระทำ
ๆ ( 0 )  =  0  ...4.47
นี้ๆ(0) = 0 ...4.48
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M  =  f  - ( L - ^ ) - m  

d 2r|  _  M  

dÇ2 m
d 2r|  _  f  • ( L - Ç ) - m  

d ^2 E l

...4.50

...4.51

...4.52

ไ ท  =  e  =  7
d£,  E l

f - L - ร ฺ , - f - ^ m  •รุ, ...4.53

ๆ
1

E l
•L •ร ุ2 f ^ 3 1ท-ร ุ2 >

V 2 6 2 y
...4.54

เน่ืองจากอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดมีการเสียรูปไปน้อยมาก และวงกลมยังรักษาสภาพความ 
เป็นวงกลมไวได้ ด้งน้ันเราจึงสามารถกำหนดให้

s i n ( 0)  =  0 =  ^ 2 l )  4.55

โดยท่ี R คือ ระยะทางจากจุดศูนย์กลางของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดถึงปลายคานด้านท่ี 
ติดกับวงแหวนนอก

0  คือ มุมท่ีวงแหวนนอกของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดหมุนไป 
ด้งน้ันจากสมการ 4.53, 4.54 และ 4.55 จะได้

1 (  ç  T 3 1 2 ใ  I • L  m  • L R f f - L 2

E  I 3  2'v ) = E - I 2
f  - L - ( 2 - L - 3 - R )  

m =  3  • ( L  -  2  • r )
สมการของ Mz ท่ีมากระทำเขียนได้เป็น

\
-  m  • L

>
...4.56

...4.57

M z =  4  • f  • R  -  4  • m  
T. . , f  • L  • ( 2  • L  -  3  • r )

' ■ ณ ร์
เพราะฉะน้ันจากสมการ 4.50 และ 4.57 เราจะได้ว่า

M  =  f  • ( L - 0 -
L  • (2 • L  -  3  • r )  

3  • ( L  -  2  • r )

...4.58

...4.59

...4.60

...4.61

จากสมการ 4.60 และ 4.61 เราจะได้
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M  =
4  ■ R  -  4  •

M z
L  • ( 2  • L  -  3  • r )  

3  • ( L  -  2  • R )

( L - 0 -
L  • ( 2  • L  -  3  • R )  

3  • ( L  -  2  • r )
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จากลักษณะในการติดสเตรนเกจเข้ากับอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรงบิดและจากการท่ีใช้วงจรแบบ
half bridge จะทำใหในทางทฤษฎีแล้ว การวัดค่าความเครียดที่เกิดขึ้นกับคู่ของสเตรนเกจชุด 
ร,, ร3, ร5 และ ร7 จะได้ค่าเท่ากับ 0 เนื่องจากคู่ของชุดสเตรนเกจเกิดความเครียดขึ้นมาเท่า 
กัน ส่วนสเตรนเกจชุด ร2, ร41 ร6 และ £8 จะ'วัดค่าความเครียดใด้เปีนลัดส่วนตรงกับโมเมนต์ 
ท่ีมากระท่า ดามสมการ 4.63

ผลการคำนวณ 
เม่ือกำหนดให้

R=0.04 ทา. L=0.0315 ทา. J=0.141 *ธ4*1 o'12 ทา4
E=70,000 MPa G=26923 MPa l=(54*10'12)/12 IT,4
ช=0.005 mm. c=0.0025 mm. A=ช2

ตำแหน่งท่ีติดสเตรนเกจคือ ท่ีระยะ 13.5 mm. จากจุดศูนย์กลางของอุปกรณ์ตรวจรู้แรงและแรง 
บิดไปตามแนวแกน หรือเท่ากับ 5 mm. จากขอบนอกของวงแหวนใน เพราะฉะน้ัน

£,=0.005 mm.

ดารางท่ี 4.1 แสดงค่าความเครียดที่ได้จากกา?คำนวณด้วยทฤษฏีของคาน
Load ท่ีตำแหน่ง ผลจากทฤษฎีของคาน

Fx £6j£8 0.090
Fy £5>£7 0.090
Fz £ b £2>£3>£4 1.843
Mx £2>£4 162.481
My ธ 1,ธ3 162.481
Mz £5>£65£75£8 87.751



จ าก ค ่าค วาม เค ร ียด ท ี่ห าไ ด ้ เราได ้ strain  com pliance  matrix เท ่าก ับ
0 0 1.843 0 -162.481 0
0 0 -1.843 -162.481 0 0
0 0 1.843 0 162.481 0
0 0 -1.843 162.481 0 0
0 0.090 0 0 0 87.751

0.090 0 0 0 0 -87.751
0 -0 .090 0 0 0 87.751

-0 .0 9 0 0 0 0 0 -87.751
จาก strain compliance matrix ทีหาได้นี เราสามารถหาค่า singular value ได้เท่ากับ 

Cf1=229.7828 a 2=229.7828 a 3=175.502
G4=3.686 G5=0.1273 a 6=0.1273

จากสมการ 3.28 เราจะได้ condition number เท่ากับ 229.7828/0.1273= 1805.05
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