
CHAPTER IV

EMBEDDING THEOREMS

In  t h i s  ch a p ter  we s h a l l  s tudy  embedding theorems  
i n v o l v i n g  r a t i o  s e m i n e a r - r i n g s  and s e m i n e a r - f i e l d s .

Theorem *f.1. Every r a t i o  s e m i n e a r - r in g  can be embedded i n t o  a 
o - s e m i n e a r - f i e l d .

P r o o f . Let D be a r a t i o  s e m i n e a r - r i n g .  Let a be a symbol not  
r e p r e s e n t i n g  any e lement o f  D. Extend + and • from D to  D u  {a}
by ax = xa  ะ= a fo r  a l l  X E D บ {a} and a + x = x + a = x fo r  a l l
x £ D บ  {a} . I t  i s  e a s y  t o  check t h a t  (D 'J {a} , + 1*) i s  a
s e m i n e a r - f i e l d .  D e f in e  f  ะ D—*D บ {a} by f ( x )  = X fo r  a l l  X £ D
Then f  i s  c l e a r l y  a monomorphism. Hence D can be embedded i n t o  
a o - s e m i n e a r - f i e l d . #
Theorem k , 2 . Every r a t i o  s e m in e a r - r i n g  can be embedded i n t o  an 
00 -  s e m i n e a r - f  i e l d .

P r o o f . Let D be a r a t i o  s e m i n e a r - r i n g .  Let a be a symbol not  
r e p r e s e n t i n g  any e lement o f  D. Extend + and • from D to  D บ {a}
by ax = xa  = a fo r  a l l  X £ D บ {a} and a + x = x + a =  a fo r  a l l
X  £ D U { a ) .  I t  i s  easy  to  check t h a t  (D U  {a} 1 + 1*) i s  a
s e m i n e a r - f i e l d .  D e f in e  g ะ D—?D บ  {a} by g ( x )  = X fo r  a l l  X £ D
Then g i s  c l e a r l y  a monomorphism. Hence D can be embedded i n t o
a ° ° - s e m i n e a r - f i e l d .

- #
Theorem ^ . 3 » Let D be a r a t i o  s e m i n e a r - r i n g  such  t h a t  (D 1+) i s  
a l e f t  zero  sem igroup .  Then D can be embedded i n t o  an a d d i t i v e  
l e f t  zero  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a c a t e g o r y  I  s p e c i a l  e l e m e n t .
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Extend + and • from D to  D น {a} by ax = xa = a fo r  a l l  X £ D บ {a} 
and a + X = a and X + a = X for  a l l  X ธ D บ { a} . Claim th a t
X + y = X fo r  a l l  x , y  £ D บ  {a } .  Let x , y  £ D บ {a} . I f  x , y  £ D
t h e n  X + y = X s i n c e  ( D, +)  i s  a l e f t  zero  semigroup. Suppose th at
X = a or y = a .  By e x t e n d i n g  +, we g e t  t h a t  X + y = X. Hence
X + y = X fo r  a l l  x , y  £ D น { a ) .  T h ere fo re  (D น { a } 5+ , * )  i s  a
s e m i n e a r - f i e l d .  D e f in e  f  ะ D—»D บ {a} by f ( x )  = X f o r  a l l  X £ D.
Then f  i s  c l e a r l y  a monomorphism. Hence we o b t a in  t h i s  Theorem.

if
Theorem b . k .  Let D be a r a t i o  s e m in e a r - r in g  such  t h a t  (D, + ) i s  
a r i g h t  zero  sem igrou p .  Then D can be embedded i n t o  an a d d i t i v e  
r i g h t  zero  s e m i n e a r - f i e l d  w ith  a c a t e g o r y  I  s p e c i a l  e l e m e n t .

P r o o f .  T h i s  p r o o f  i s  s i m i l a r  to  th e  p ro o f  o f  Theorem 4 . 3 .

From Theorem 2 . 1 2  and Theorem 3*2^ we get  th e  f o l l o w i n g
two th eroem s .

Theorem 4 . 3 » Every r a t i o  s e m i n e a r - r i n g  can be embedded i n t o  a 
s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a c a t e g o r y  I I  s p e c i a l  e lem en t .

Theorem k , 6 . Every r a t i o  s e m i n e a r - r i n g  can be embedded i n t o  a 
s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a c a t e g o r y  VI s p e c i a l  e l em ent .

Theorem -̂. 7 » Let K be a s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a c a t e g o r y  I  s p e c i a l  
e l e m e n t .  Then K can be embedded i n t o  a s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a 
c a t e g o r y  I I  s p e c i a l  e lem ent  i f  and o n ly  i f  I K| = 2 .

P r o o f .  Let a be th e  c a t e g o r y  I s p e c i a l  e lement o f  K and e th e  
i d e n t i t y  o f  (KN{ a } , * ) .  Assume t h a t  t h a t  K can be embedded i n t o  
a s e m i n e a r - f i e l d  K w i t h  a c a t e g o r y  I I  s p e c i a l  e l e m e n t .  Let a 
be th e  c a t e g o r y  I I  s p e c i a l  e lement o f  K and l e t  e be th e

P r o o f , L e t a  be a  sym bol n o t r e p r e s e n t i n g  any e le m e n t o f  D.
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i d e n t i t y  o f  ( K ' '{ a  } 1 ' ) .  T h e n , up  to  i s o m o rp h is m , we c a n  c o n s i d e r  
t h a t  K Q  K . S i n c e  K h a s  tw o m u l t i p l i c a t i v e  i d e m p o t e n t s ,  {e , a  } = 
( e  , a  } . I f  e = e t h e n  a  = a  . T h u s a  = a  = a * e  = a -  e = e , 
a  c o n t r a d i c t i o n .  H en ce  e = a  a n d  a  = e . S u p p o se  t h a t  | k | > 2 .
L e t  X £ K s { e , a } .  T h en  X = e X = a x  = a , a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e  
|K | = 2 .

C o n v e r s e l y ,  a ssu m e  t h a t  | k | = 2 .  T h en  K = { a ^  . By
T h eo rem  1 .3  ๆ 1 K m u st h a v e
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I t  i s e a s y  to v e r i f y t h a t  K w i th  s t u r e t u r e  (

o r

o r

( if )  a n d  ( 5 )  a r e  i s o m o r p h ic  t o  K w i th  s t r u c t u r e  ( i )  , ( i i ) , ( i i i )  , 

( i v )  a n d  ( v )  r e s p e c t i v e l y .

T h e o re m  ^ . 8 . L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  I  o r  I I  
s p e c i a l  e l e m e n t .  T h en  K c a n n o t  be  em bedded i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  
w i t h  a  c a t e g o r y  VI s p e c i a l  e l e m e n t .

P r o o f . By h y p o t h e s i s ,  K h a s  tw o m u l t i p l i c a t i v e  i d e m p o t e n t s .
S i n c e  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  VI s p e c i a l  e le m e n t  c o n t a i n s  
e x a c t l y  o n e  m u l t i p l i c a t i v e  i d e m p o te n t ,  we a r e  d o n e .

fr

C o r o l l a r y  ^ . 9 » L e t  K b e  a  O - s e m i n e a r - f i e l d  o r  a n  “ - s e m i n e a r - f i e l d .  
T h e n  K c a n  n o t  b e  em bedded  i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  
VI s p e c i a l  e l e m e n t .

P r o o f .  F o l lo w s  d i r e c t l y  fro m  T h eo rem  ^ . 9 .
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T h eo rem  4 . 1 0 . L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  VI 
s p e c i a l  e l e m e n t .  T h en  K c a n n o t  be  em bedded i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  
v / i th  a  c a t e g o r y  I  s p e c i a l  e l e m e n t .

P r o o f . L e t  a  b e  a  c a t e g o r y  VI s p e c i a l  e le m e n t  o f  K an d  e t h e  
i d e n t i t y  o f  ( K \ { a } , ' ) .  S u p p o se  t h a t  K c a n  b e  em bedded  i n t o  a  
s e m i n e a r - f i e l d  K w i t h  a  c a t e g o r y  I  s p e c i a l  e le m e n t  a  .

L e t  e b e  t h e  i d e n t i t y  o f  ( K ^ { a  } , * ) .  C o n s i d e r ,  up  t o
is o m o r p h is m ,  K . N o te  t h a t  a  /  a  . S in c e  e ^  = e ,  e = e o r

» ' « .e = a  . I f  e = e t h e n  a  = e a  = e a  /  a ,  a  c o n t r a d i c t i o n .
H e n c e  e = a  . S in c e  a ^  a ,  a  ะ: a ^ a  = a ^ e  = .  S in c e
a  £ K s { a  } , t h e r e  i s  a y  £ K ^  { a  } s u c h  t h a t  a y  = e . T hus 
a  = a e  = a ( a y )  = a ^ y  = a  y  = a  , a  c o n t r a d i c t i o n .

#
T h eo rem  4 , 1 1 . L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  VI s p e c i a l  
e l e m e n t .  T h en  K c a n n o t  b e  em bedded  i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  v / i th  
a  c a t e g o r y  I I  s p e c i a l  e l e m e n t .

P r o o f . L e t  a  b e  a  c a t e g o r y  VI s p e c i a l  e le m e n t  o f  K an d  e t h e  
i d e n t i t y  o f  ( K > { a } ,‘ ) .  S u p p o se  t h a t  K c a n  b e  em bedded  i n t o  a  
s e m i n e a r - f i e l d  K w i th  a  a s  a  c a t e g o r y  I I  s p e c i a l  e l e m e n t .  L e t  
e b e  t h e  i d e n t i t y  o f  ( K s {a } , * ) .  C o n s id e r ,  up  t o  i s o m o r p h is m ,
K Q  K . N o te  t h a t  a  /  a  . S in c e  e ^  = e , e = e o r  e = a  . I f  
e = e t h e n  a e  = a e  = a  c o n t r a d i c t i n g  t h e  f a c t  t h a t  a e  j= a .  
I f  e = a  t h e n  a e  = a a  = a  c o n t r a d i c t i n g  t h e  f a c t  t h a t  
a e  /  a .

MT r

R em ark  k . 1 2 . L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  I I I  o r  IV 
s p e c i a l  e l e m e n t .  T h en  K c a n n o t  b e  em bedded  i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  
w i t h  a  c a t e g o r y  V s p e c i a l  e l e m e n t .
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P r o o f . S in c e  K h a s  tw o m u l t i p l i c a t i v e  i d e m p o te n t s  b u t  a  
s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  V s p e c i a l  e le m e n t  c o n t a i n s  e x a c t l y  
o n e  m u l t i p l i c a t i v e  i d e m p o t e n t ,  we o b t a i n  R em ark ^ . 3 . พit

U s in g  a  s i m i l a r  p r o o f  a s  i n  R em ark * t .1 2 , we o b t a i n  t h e  
f o l l o w i n g  r e m a r k s  :

R em ark  4 . 1 3 » L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  I I I  o r  IV 
s p e c i a l  e l e m e n t .  T h en  K c a n n o t  b e  em bedded i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  
w i t h  a  c a t e g o r y  VI s p e c i a l  e l e m e n t .

R em ark  4 . 1 4 . L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  V s p e c i a l  
e l e m e n t .  T h en  K c a n n o t  b e  em bedded  i n t o  a s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  
c a t e g o r y  I I I  a n d  IV s p e c i a l  e l e m e n t .

R em ark  k . 1 3 . L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  o f  o r d e r  2 w i th  a  c a t e g o r y  
VI s p e c i a l  e l e m e n t .  T hen  K c a n n o t  b e  em bedded  i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  
w i t h  a  c a t e g o r y  I I I  a n d  IV s p e c i a l  e l e m e n t .

R em ark  4 . 1 6 . L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  o f  o r d e r  2 c o n t a i n i n g  a  
c a t e g o r y  I  o r  I I  s p e c i a l  e l e m e n t .  T hen K c a n n o t  b e  em bedded  i n t o  
a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  V s p e c i a l  e l e m e n t .

From  p a g e  6 4  we s e e  t h a t ,  up  t o  is o m o r p h is m , t h e r e  a r e  3 
s e m i n e a r - f i e l d s  w i th  a  c a t e g o r y  V s p e c i a l  e l e m e n t .  L e t  K = { a ,e }  
w i t h  s t r u c t u r e  g i v e n  i n  p a g e  6 4 .

L e t  ( G, *)  b e  a  g r o u p  c o n t a i n i n g  a n  e le m e n t  XQ o f  o r d e r  2 .
L e t  a  b e  a  sy m b o l n o t  r e p r e s e n t i n g  an y  e le m e n t  o f  G a n d  l e t  d £ G. 
L e t  K = G บ { a } .  D e f in e  + on K and  e x te n d  • t o  K by

a x  = dx  a n d x a = xd  f o r  a l l  X £ G, a'

( i ) X + y =  y f o r  a l l  x , y  e K o r

( i i ) X + y = X f o r  a l l  x , y  £ K .

d ^  a n d  e i t h e r
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D e f in e  f  ะ K—»K by f ( e )  = e and f ( a )  = XQ. I t  i s  e a sy  

t o  check  t h a t  K w i th  s t r u c t u r e  (3) can be embedded i n t o  a 

s e m i n e a r - f i e l d  K w ith  s t a t e m e n t  ( i )  and K w i th  s t r u c t u r e  ( b )  

can  be embedded i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  K w i th  s t a t e m e n t  ( i i ) .

C o n j e c t u r e  ะ K w i th  s t r u c t u r e  (ๆ ) c a n  b e  em b ed d ed  i n t o  a 
s e m i n e a r - f i e l d  w i th  a  c a t e g o r y  VI s p e c i a l  e l e m e n t .

D e f i n i t i o n  4. 17 . L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d  a n d  L Q.  K. L i s  s a i d  
t o  b e  a  s u b s e m i n e a r - f i e l d  o f  K i f f  L fo rm s  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i th  
r e s p e c t  t o  t h e  sam e o p e r a t i o n s  on K.

D e f i n i t i o n  ^■ .ๆร. L e t  K b e  a  s e m i n e a r - f i e l d .  L e t  L b e a  s u b s e m i n e a r - f i e l d
o f  K. L i s  c a l l e d  t h e  p r im e  s e m i n e a r - f i e l d  o f  K i f f  L i s  t h e  s m a l l e s t  
s u b s e m i n e a r - f i e d  o f  K.

Let  K be a  s e m i n e a r - f i e l d  and l e t  a be a s p e c i a l  e lem en t  

o f  K. I f  a^ = a  ( i . e .  a i s  a c a t e g o r y  I , I I , I I I  o r  IV s p e c i a l  

e le m e n t  o f  K) t h e n ,  by Theorem 3*9 i n  [ 1] page 27 , t h e r e  e x i s t  a 

s m a l l e s t  s u b s e m i n e a r - f i e l d  c o n t a i n e d  i n  K.
F o r  exam ples ,  s e e  page ^7 -  59 i n  [ ]ๆ .

Now we s h a l l  g i v e  a n  e x a m p le s  o f  a  s e m i n e a r - f i e l d  K w i th  
a  a s  a  c a t e g o r y  VI s p e c i a l  e le m e n t  s u c h  t h a t  t h e  p r im e  s e m i n e a r - f i e l d  
d o e s  n o t  e x i s t .

E x am p le  b . ๆ9 . L e t  K = { e , b , a }  w i th  t h e  s t r u c t u r e  ะ

T h e n  ( K , + , • )  i s  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a  a s  a  c a t e g o r y  V I

s p e c i a l  e l e m e n t .  L e t  e  b e  t h e  i d e n t i t y  o f  ( G , * )



I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  K i s  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a  a s  

a  c a t e g o r y  V I  s p e c i a l  e l e m e n t .

L e t  = ( e , ๖} . T h e n  (K 1+ , * )  i s  a  s u b s e m i n e a r - f i e l d  

o f  K.  N o t e  t h a t  K i s  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  ๖ a s  a  c a t e g o r y  V 

s p e c i a l  e l e m e n t .

L e t  = { e , a } .  T h e n  c »-*-»") i s  a  s u b s e m i n e a r - f i e l d  o f

K. N o t e  t h a t  i s  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a  a s  a  c a t e g o r y  VI  

s p e c i a l  e l e m e n t .  T h u s  K ,1 n  = {a} w h i c h  i s  n o t  s e m i n e a r - f  i e l d .

H e n c e  a  p r i m e  s e r a i n e a r - f i e l d  d o e s  n o t  e x i s t .

R e m a r k  ะ We s h a l l  s t a t e  o p e n  q u e s t i o n s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .

( ๆ )  C a n  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a  c a t e g o r y  V s p e c i a l  e l e m e n t

b e  e m b e d d e d  i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a  c a t e g o r y  I I  s p e c i a l  e l e m e n t

( 2 ) C a n  a  s e m i n e a r - f i e l d  v / i t h  a  c a t e g o r y  V s p e c i a l  e l e m e n t

b e  e m b e d d e d  i n t o  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a  c a t e g o r y  V I  s p e c i a l  e l e m e n t

( 3 ) U n d e r  w h a t  c o n d i t i o n s  c a n  a  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a

c a t e g o r y  I  s p e c i a l  e l e m e n t  b e  e m b e d d e d  i n t o  a  n e a r - f i e l d .
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