
บทที 4

ค ิ เนมาค ิกของแขนกล (MANIPULATOR KINEMATICS)

ค ิ เนมาค ิกของแขนกล เป ็นก ารค ิกษาก ี ง ,.รขาคผ ิดของการI,คล ีชนที Iฑ ึอบก ับนกนอ ้ าง 

อ ิ ง ท ี เว ล า ใ ด ๆ  โดยไม ่คำน ึ งถ ี งแรง หร ีอโมเมนต ่ท ีทำให ้ เก ิดการเคล ื ่อนท ี ่  ก า ร 1 ท ค ิ เน ม า  

ค ิกของแขนกลสามาร!ทแยกได ้ เป ็น 2 ลักพน« คิอ
' i i s

I . เ ร ิมจากทรามขนาดม ุมการ เดลอนท ีของแขนย ่อยแต ่ล«แขนของแขนกล แล ้วหาตา 

แหน่งท ี เฅลอนทีไม ่ของ!]ลายแขนแขนกล เร ี ย ํกว ่ า  น ่อร เว ิ ร ด ไ ค เน ค ิก  ( f o r w a r d
k i n e m a t  i c J

2 .  เร ิมจากทราบตำแหน ่งท ีปลายแขนแขนกล แล้วหาขนาดของมุมที ่ เคล ื ่อนที ่ ไม ่ของ 

แขนย ่อยแต ่ล«แขน เ ร ี ยก ว ่ า  อ ินเวอรสืคิ เน.มาด ิก ( i n v e r s e  k i n e m a t i c )

ก ่อนท ีจ«ทำการน ิจารเาทถ ิงไคเนค ิกของแขนกลท ัง  2 ลักษเน«นี ค ว ร ท ำ ค ว า ม เ ข ้ า ใ จ  

ใน เร ีอ ง ก าร ก ำ ห น ด น า ร าม ี เต อ ร ต ่ าง ๆ ข อ ง แ ข น ก ล เส ียก ่อ น  ท ั ง น ี เป ็น เน ร า« ก าร ก ่ าห น ด น าร า  

ม ี เตอรที ใข ้ล ้ าหร ับแขนกลมีว ิธ ีการกำหนดไค ้หลายว ิธ ี  แล«ม ีความแตกต ่ างก ้นอย ู ่มาก

ก า ร ก ำห น ด น าร าม ี เต อ ร ์ต ่ า ง ๆ  ของแขนกล»ไวท'ว ิธ ีจองค ินาว ิฑ-ราเทนเบอ'รก
( D e n a v i t  HARTENBERG NOTATION)

( John J .  , 1 9 5 5  pp.  67)
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จากความต ้องการความส ืะดวกในการระม ุตำแหน ่งของแขนย ่อยแต ่ละแขนของแขนกล 

จ ็งไค้มิ ว ิ เก า รกำหนด หา ราม ิ เตอร ์ เน ็อแสดงก ึ งตำแห น ่งต ่ างๆ  ของแขนย่ออขีน ว ิ เข อง ด ีนา 
ว ิท - อ า เ ท น เ บ อ ร ก  ก ็ เ $ นวิเหนีงทีนิยมใช้กันอ ย ่ า ง ก ว ้ า ง ข ว า ง  ก า ร ก ำห น ด ห าร าม ิ เต อ ร ์ลา  

มารถกระทำได ้โคอห ิจารทเาจากรปท ื ่  4 . 1  

กำหนดให้

Z 1 = แกน Z ของระบบแกนอ ้ างอ ิง  i โดยระบบแกนอ้างอิงนิ ้ จะซ้อนทับกับ

แกนข้อต่อของแขนย่อยที  1 - 1  และ i
Z = แกน Z ของระบบแกนอ ้ างอ ิง  1+1 โดยระบบแกนอ้ างอ ิ งนีจะซ้อนทับ 

กับแกนข้อต่อของแขนย่อยที  1 และ Ï+1 

X = แกน X ของระบบแกนอ ้างอ ิง  i โคอระบบแกนอ้างอิงนีจะซ้อนทับกับ 

แกนข้อต่อของแขนย่อยที  1 - 1  และ i

X t + t  = แกน X ของระบบแกนอ ้างอ ิง  i + t  โดยระบบแกนอ้ างอ ิ งนีจะซ้อนทับ 

กับแกนข้อต่อของแขนย่อยที  i และ 1+1 

a t = ร ะ ย ะ จ า ก  Z 1 กึง Z โดยก ัดดามแนวแกน X1 

« 1 = มุมระหว ่ าง  Z 1 ถ ี ง .  Z 1 + 1 โดยว ัดรอบแกน X1

cl 1  = ร ะ ย ะ จ า ก  Xt _ 1 กึง X 1 โ ด ย ว ั ด ตามแนวแกน Z  1

9 1 = ม ุมระหว ่าง X1_ 1 กึง X 1 โดยว ัดรอบแกน Z 1

และการ เล ือกด ้ งระบบ แกน อ ้ างอ ิ งควรใ ห ้  แกน Z ซ้อนทับกับแกนของข้อต่อของแขน 

ย ่อยแต ่ละแขน และให้แกน X อย ู ่ ในแนวเด ี ยวก ับความยาวของแขน <ร-ปที 4 . 2 )

«
( J o h n  ช . ,  1 9 5 5  p p .  1 0 7 )
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สำหร ับการบอกตำแหน่ง แล ะกา ร เร ี ยงต ัวของแขนย ่อยของแขนกลโดย?ทไปม ักบอก 

I ป็นรูป เว ก เต อ รเท ียบ ก ับร ะบ บแ ก น อ ้ าง อ ิ งใ ตๆ  ช ิ ง เข ี ยนอย ่ ในร ูป เมตร ิก  4x 4  เ ร ี ยก ว ่ า  

ทรานลน ่อร เมช ัน เมตร ิก  ( t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x )  บ่ระกอบตํวย เมตร ิกย ่อยของ 

ก า ร เ ร ี ย ง ต ัว  ( o r e i n t a t i o n  m a t r i x )  แ ล ะเ ว ก เต อ ร บ อ ก ต ำ แ ห น ่ง  ( p o s i t i o n

v e c t o r )

a  น {ก า ร เ ร ี ย ง ค ิว เว ก เต อ รบ อ ก ตา แห น ง
T เมตร ิก 3x3 เมตร ิก 3x1

0 0 0 1

ในกรพ ีการบอกตำแหน ่ง  และการ เร ี ยงต ัวของแ ขนอ ่อยท ี  i เทียบกับแขนย่อยที  i - t  

( ‘ ' ' ' 1! )  ลามารถแลตงได ้โดยพ ิจาร เนาจากร ูปท ี  4 . 3

I I

รูปที 4 . 3  แลลงการบอกตำแหน่ง  และ ก าร เร ี ยงต ัวข อง แข น ย ่อ ยท ี  i 

เทียบกับแขนย่อยที  i - 1  ( J o h n  J . ,  1955  p p .  7 3 )
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ซึงจะไต้
=  R o i ( X 1 ,  a )

-  t
T r a n s ( X 1 ,  a  1 1 ) R o i ( Z  1 , t  1 ) T r a n s ( Z  , d 1

1 เ  R
T

R
T

a

a  P
T  T

P t

c e  1 - s e 0 a
1 -  t

ะะ s e  c a
i  -  t

c e  1 c a  1 - s a  1 1 - s a  1 1 d  1

s e  1 ธ a
1 -  1

c e  1 s a - c a  1 - c a 1 1 d  1

0 0 0 1

.............................................. ( 4 ,

Ci •J

c a  1 1  นละ ร « 1_ เ หมายต ิง c o s ( a t _ 1 ) และ s i n ( a t ) ตามลำค ับ

การพาปอรเวิรคตินมาติกลำพรับแขใ;กลจุป้า2

รปที 4 . 4  แสด งก ารก ำพ น ด นา ราม ิ ;ฅ อร ต ่ าง ๆข อ งแ ข น ก ลจ ุป ้ า2
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เมื่อหิจารผาแขนกลจุป้า2 ดังรุใ]ฑ่ื 4 .4  เราลามารสํกำหนดใทรามิเตอรของแขน 

ย่อยต่างๆ สำหรับแขนกลจุป้า2 ลามารถแลดงได้ดังนึ

1 a a d 3t - L t - 1 t i

1 0 0 d 9t 1

9 0 a - d eL 2 2

3 + 180 a d + 902 3

จากทรานป้อรเมช’นเมตริก 1~ เ 1T เราจ«ได้ทรานป้ฮร์เมชันเมตริกของใ]ลายแขน 
แขนกลเทียบกับร«บบแกนอ้างอิงทีจานของแขนกลจุป้า2

O ๐ 1T = T3 L , T 2 3 T

5 น 0 a c2 t 2 + a c
= ~ c 12 0 a ธ2 L 2 + a ธ

0 0 -1 d -  d -  d2 3
0 0 0 1

. . . . (4

โดย -

ธ La หมายถ็ง ร 1 ท < 9 เ + e )

c t 2 หมายถ ี ง COB( 9  1 + ^ )

1/ 1 1
ฉน้นสำแหนงทบลายแขนแขนกลเท ียบก ับ'รนบบแกนอางองทจานแขนกล < X , y , Z )

X = a C + a C2 t 2  L เX



27
y = a ธ + a ร2 12 L i
z = d 1 “ d 2 -  d 3 .....................  ( 4 . 3 )

ก า ร ห า อ ิน น อ ร ส ค ิ เ  นมาต ิกรำหร ัมแข นก รจงา2
{  ;  1. 0 1. À  .

การจ ีนI.วอรส ืต ิ เนมาต ิกรำหร ับแขนกล เข ้รำหร ับหาขนาดของม ุมท ี เคล ี  g นทีไป113ง

แขนย ่อยแต ่ล«แขน เม ีอทราบตำแหน ่งแล«การIร ี ยงต ัวท ีปลายแขนแขนกลเท ียบก ับร«บมนกน

อ ้ างอ ิ งท ีรานแขนกร

โดยกำหนดให้  ตำแหน ่งและการ เร ี ยงต ัวท ีปลายแขนแขนกลอย ู ่ ในรปทรานฟ ่อร เมช ั ่น  

เมตร ิก V

C ร1]) ง X
5$ -Cl}) 0 y
0 0 -1 2
0 0 0 1

.....................  ( 4 . 4 )
เม ีอ $ เใ}นมมระหว่างแกน X ของระบบแกนอ ้ างอ ิงท ีปลายแขนแขนกล

(Frame E) เทียบกับแกน X ของระบบแกนอ ้ างอ ิง ทีรานแขนกล 

(Frame B)
X เใ1นตำแหน่งของปลายแขนแขนกลเท ียบก ับระบบแกนอ้างอ ิงท ีราน

แขนกลในแนวแกน X

y Iใ}นตำแหน่งของปลายแขนแขนกลเท ียบก ับระบบแกนอ ้างอ ิงท ีราน

แขนกลในแนวแกน y

Z เ ใ}นตำแหน่งของปลายแขนแขนกลเท ียบก ับระบบแกนอ้ างอ ิงท ีราน

แขนกลในแนวแกน Z 
c$  หมายก ั ง c O ร ( 4เ )

และ ร']) หมายก ั ง s  i n (  <เ) )

เม ีอนำค ่ าท ีกำหนตนีไปเปร ียบเท ียบก ับทรานฟ่อร ํ ๋ เมข ันเมตร ิกของปลายแขนแขนกลที  

หาจากฟ่อร  เ ว ี'}คติ เ น.มาติก เ รา จะ ได ้
C $ = 5 .................... .. (4 . ร)
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ร« -C L 2 ...............  (4 .6)
X - a c + a C • • » ............... (4 .7 )2 t 2 L 1
Y = a s  + a ร . . . ...............  (4 .8 )2 L 2 t L
7 - d -  d - ci ...............  (4 .9)1 2 3

จากส»1,รผลบวกของ s i n e  แลบ c o s i n e
s i n (  9 + 9 > s i n ( 9  ) c 0 s ( 9 ) + CQ s ( 9 ) ร i n ( 9 )L — 2 1 2 — t 2
cos ( 9 + 9 ) CO s (9 ) c 0 s (9 ) s in<9 ) s i n ( 9 )L — 2 t 2 L 2

จะไล้ว่า
s in(  9 + 9 ) - c 0 s ( 9 + 9 - 9 0 )  . . . ............  ( 4 . 10)t L t

- c o s (9 + 9 ) ร i ท ( 9 + 9 -  ๐ก 1 . . . 11 )1 2 L L
เมื ่อนำไปเทียบกับลมการที 4 . 5  แลบ 4 .6  จบไล้

à = 9 + 9 -  90 ............. < 4. 12)1 1 2
แลบจากลมการที 4 .7 และ 4 .8

2 2 2 2X + y = a + 3 + 2a a c o s ( t  )L 2 L 2 2
จบไล้ C 0 ร ( 9 ) = (X2 + y 2 -  a 2 - a 2 ) /  ( 2 a a )2 L 2 L 22 L / 2และ ธ 1 ท < 9 } = < 1 -  c 0 5 (9 ท2 2
ฉนัน'จะไล้ e = t a n  l ( s i n ( 9  ) / c o s ( e  )) .............  <4. 13)2 2 2

และจากลมการที 4 .7 และ 4 .8  แทนล่าผลบวกของ s in e  แลบ COs i n e
X = k c 0 อ ( 9 ) -  k ร in < 9 ) ............. (4 . 14)L t 2 t
V = k R i ก ( B ) -f k (ไ ก <=; (ft ) ............  ( 4 . 15)L t 2 L

โดย k 1 = a c o s (9 ) + a 1
k__ = ร2 )

m s  า ม า ร ถนก iî นการไล้ ง ่ าฮขี นโ?,ยกำนนดใ พ
โ' - ( k  + k )

และ
V

? t a n  ( k / k )

ฉนั น k = PCOS( ^ )

k = r s  i n (  ft )
จากรรมการที  4 . 1 4  แลบ 4 . 1 5  เ ร า ล า ม าร ท เข ี ยน ใ ห ม ่ไ ค ้ เป ็น

X /  r  = c 0 s ( fi + 8 )

y  /  P = ธ i ท < P + 8 )
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แ ล ะ จ า ก ส ม ก า ร ท ง 2 เ ร า ช ุะ ไ ด ้

ร 1 = t a n  ( y / x )  -  P

= t a n  ( y / x )  -  t a n  ' ' ( k ^ / k ^ j  . . . ( 4 . 1 6 )  

จะเห ็นว ่ าในกรพ ีของแขนกลจ ุป ้ า2 น ีการ เร ี ยงต ัวท ีปลายแขนแขนกล เ ร า จ ะ ไ ม ่ส า  

ม าร เา ก ำห น ด เอง ไค ้  ม ุมก าร เร ี ยง ต ัว  <$)  จะข ั ้นก ับการเปล ี ่ ยนแปลงด ่ าม ุมของแขนย ่อยท ี ่  1 

และ ที 2
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