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คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ 
 

a   คาสัมประสิทธิ์ในสมการพีชคณิต 

A   พื้นที่หนาตัดของปริมาตรควบคุม 

CV   ปริมาตรควบคุม 

pc   คาความรอนจาํเพาะที่ความดันคงที ่

D   สัมประสิทธิก์ารแพร 

E   พลังงานรวม 

e   พลังงานภายในของของไหล 

F   ฟลักซการพา 

f
r

  แรงที่กระทําตอของไหล 

Gr   กราชอฟนัมเบอร (Grashof number) 

g   แรงโนมถวงโลก 

H   ความสงูของชองทางไหล 

h   ความสงูของสิง่กีดขวาง, เอนทาลป 

K   อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนาํความรอนของของแข็งตอของไหล 

k   สัมประสิทธิก์ารนําความรอน 

L   ความยาวของชองทางไหล 

eL   ระยะทางชวงขาเขาของชองทางไหล 

oL   ระยะทางชวงขาออกชองทางไหล 

m   มวล 

Nu   นัซเซิลทนมัเบอร (Nusselt number) 

Pe   เพกเลตนัมเบอร (Peclet number) 

Pr   พรันดเทิลนัมเบอร (Prandtl number) 

p   ความดัน 

Q   ความรอนที่ถายเทเขาออกปริมาตรควบคุม 

q ′′   ฟลักซความรอน 

Ra   เรยเลหนัมเบอร (Rayleigh number) 

Re   เรยโนลดนมัเบอร (Reynolds number) 

rr   เวคเตอรแสดงตําแหนง 



 ฒ 

S   พจนของ Source 

T   อุณหภูมิ 

0T   อุณหภูมิอางองิ 

t   เวลา 

u   ความเร็วในแนวแกน x  

V   ปริมาตรควบคุม 

V
r

  เวคเตอรความเร็ว 

v   ความเร็วในแนวแกน y  

W   งานทีก่ระทาํตอปริมาตรควบคุม 

w   ความกวางของสิ่งกีดขวาง 

rX   ระยะการหมนุวน 

x   ระยะในแนวแกน x  

y   ระยะในแนวแกน y  

β   สัมประสิทธิก์ารขยายตัวทางความรอน 

φ   ตัวแปรสเกลาร 

Γ   สัมประสิทธิก์ารแพร 

μ   ความหนืดพลศาสตร (Dynamic viscosity) 

θ   อุณหภูมิไรมิติ 

ρ   ความหนาแนน 

σ   ความเคน 

τ   ความเคนเฉือน 

 

ตัวหอย (Subscripts) 
 

SNWE ,,,  จุดที่อยูขางเคยีงตามทิศ east, west, north และ south 

snwe ,,,  ผิวของปริมาตรควบคุม 

 f   ของไหล 
JIji  , ,,  indices 

nb   จุดตอที่อยูขางเคียง 

 s   ของแข็ง 

w   ผนัง 



บทที่ 1 

บทนํา 
 

1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 

ปญหาการถายเทความรอนเปนปญหาที่มีผูสนใจศึกษากันเปนจํานวนมากเนื่องมาจาก

การถายเทความรอนมักจะเกี่ยวของกับงานทางวิศวกรรมหลายๆประเภท เชน การถายเทความ

รอนออกจากครีบของอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน การถายเทความรอนออกจากอุปกรณ

อิเล็กทรอนิคส การถายเทความรอนของรอยเชื่อมออกสูอากาศ การระบายความรอนภายในใบพัด

กังหันกาซ และการระบายความรอนของเตาปฏิกรณนิวเคลียร เปนตน จะเห็นวาการถายเทความ

รอนสวนใหญจะเปนการถายเทความรอนจากของแข็งไปสูของไหลทั้งสิ้น  โดยในอดีตเพื่อให

ปญหามีความงายตอการคํานวณจึงทําการตั้งสมมติฐานใหอุณหภูมิหรือฟลักซความรอนที่ผิว

ของแข็งมีคาคงที่ ซึ่งในความเปนจริงแลวอุณหภูมิหรือฟลักซความรอนที่บริเวณดังกลาวอาจมีคา

ไมคงที่ ทําใหการคํานวณการถายเทความรอนมีความคลาดเคลื่อนไปจากความเปนจริง ดังนั้น

เพื่อใหการคํานวณมีความถูกตองมากขึ้นจึงตองพิจารณาการนําความรอนในของแข็งและการพา

ความรอนในของไหลควบคูกัน ซึ่งการถายเทความรอนแบบนี้เรียกวาการถายเทความรอนแบบ

คอนจูเกต โดยสามารถอธิบายไดดวยรูปที่ 1.1 ดังนี้ 

 

 

T w

T f

 

รูปที่ 1.1 ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
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พิจารณาจากรูปจะเห็นวามีของไหลอุณหภูมิ fT  ไหลผานทอที่มีครีบระบายความรอน 

โดยที่ผนังทอและครีบมีความหนา ที่ผิวดานนอกทอมีอุณหภูมิคงที่ wT  ซึ่งเปนผลใหเกิดการนํา

ความรอนและมีการกระจายตัวของอุณหภูมิเกิดขึ้น โดยอุณหภูมิที่ผิวรอยตอระหวางครีบและของ

ไหลยอมตองมีคาไมคงที่อยางแนนอน ดังนั้นแลวถากําหนดใหอุณหภูมิที่ผิวรอยตอมีคาคงที่เพื่อใช

เปนเงื่อนไขขอบของของไหลแลว ผลเฉลยของการคํานวณยอมตองคลาดเคลื่อนไป 

ปญหานี้สามารถแกไดโดยการใชโดเมนการคาํนวณที่รวมสวนของของแข็งและของไหลไว

ในโดเมนเดียวกัน ซึ่งกรณีนี้จะทําใหใชเงื่อนไขขอบของอุณหภูมิที่ผิวดานนอกอยางเดียวก็สามารถ

หาผลเฉลยได สวนวิธีการเชื่อมโยงระหวางการนําความรอนในของแข็งและการพาความรอนใน

ของไหลใชหลักการที่วาปริมาณความรอนที่เขาและออกจากทั้งของแข็งและของไหลที่ผิวรอยตอ

ของทั้งคูตองมีคาเทากัน 

ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในอดีตเริ่มจากการศึกษาปญหาของการไหล

ผานแผนราบโดยใชวิธีเชิงวิเคราะห เชน Luikov (1974), Payvar (1971) และ Pozzi and Lupo 

(1989)  ศึกษาปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตของแผนราบโดยวิเคราะหการนําความ

รอนในของแข็งเพียง 1 มิติ ทําใหทราบถึงการกระจายตัวของอุณหภูมิทั้งในสวนของแข็งและของ

ไหล ตอมา Rizk et al. (1992) และ Vynnycky (1998)  ไดศึกษาการถายเทความรอนแบบคอน

จูเกตของแผนราบเชนกันแตไดรวมผลของการนําความรอนตามแนวแกนไวดวยทําใหทราบถึง

ความสัมพันธระหวางอุณหภูมิ ฟลักซความรอน และนัซเซิลทนัมเบอรที่ผิวรอยตอในกรณีตางๆ 

โดย Vynnycky (1998) ไดนําผลการวิเคราะหไปเปรียบเทียบกับผลจากวิธีเชิงตัวเลขแบบผลตาง

สืบเนื่อง (Finite difference method) พบวามีความสอดคลองกันเปนอยางดี  

เมื่อตองการวิเคราะหปญหาที่มีรูปรางซับซอนขึ้นทําใหการใชวิธีเชิงวิเคราะหทําไดยากจึง

มีการพัฒนาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อใชในการคํานวณและนําไปประยุกตใชกับงานในหลายๆ

แขนง เชน  

Choi and Kim (1996) วิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตดวยระเบียบวิธีเชิง

ตัวเลขแบบผลตางสืบเนื่อง โดยจําลองปญหาการถายเทความรอนภายในทอทรงสี่เหลี่ยมซึ่งมีการ

พาความรอนแบบผสม จากการศึกษาสามารถอธิบายผลกระทบของการพาความรอนแบบอิสระ

เฉพาะชวงคาเรยโนลดนัมเบอรต่ํา แตในชวงคาเรยโนลดนัมเบอรสูงสามารถพิจารณาเปนการพา

ความรอนแบบบังคบัโดยไมจําเปนตองคํานึงถึงผลของการพาความรอนแบบอิสระ 

Young and Vafai (1998) ไดวิเคราะหการระบายความรอนของสิ่งกีดขวางในชองการ

ไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอเลเมนต โดยศึกษาถึงผลกระทบของเรยโนลดนัมเบอร อัตราสวน

สัมประสิทธิ์การนําความรอน วิธีการใหความรอน และรูปรางของสิ่งกีดขวาง วามีผลอยางไรตอ

การถายเทความรอนแบบคอนจูเกต  
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Chen and Hans (2000) ไดแสดงขอผิดพลาดของการใชข้ันตอนวิธี SIMPLE กับการ

ถายเทความรอนแบบคอนจูเกตเนื่องจากคาความจุความรอนในสมการพลังงาน โดยกรณีที่ใช

สัมประสิทธิ์ของเทอมการแพรเปนอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนตอคาความจุความ

รอน จะทําใหผลการคํานวณผิดไปจากความเปนจริง ซึ่งวิธีแกไขคือการใชคาความจุความรอนของ

ของไหลแทนคาความจุความรอนของของแข็งจะทาํใหผลการคํานวณที่ผิวรอยตอมีความตอเนื่อง

และสอดคลองกับปรากฏการณจริงที่เกิดขึ้นจริง 

Chiu at al. (2001) ไดแสดงรายละเอียดของผลการทดลองและผลจากวิธีไฟไนตวอลุม 

ของปญหาการไหลในชองการไหลที่มีแผนราบไดรับความรอนจากดานลาง พบวาผลจากทั้งสองวธิี

มีความสอดคลองกันเปนอยางดี และเมื่อเปรียบเทียบกับกรณีที่ไมคิดผลของการนําความรอนจะ

เห็นความแตกตางกันอยางชัดเจนทั้งในสวนของอุณหภูมิและอัตราการถายเทความรอน 

Liaqat and Baytas (2001) เปรียบเทียบการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตกับกรณี

พิจารณาใหอุณหภูมิที่ขอบมีคาคงที่ของปญหาการพาความรอนแบบอิสระในบอรูปคร่ึงวงกลม 

พบวาผลของคอนจูเกตจะเกิดขึ้นเมื่อผนังนําความรอนมีความหนาและอัตราสวนสัมประสิทธิ์การ

นําความรอนมีคานอย 

Pratumwal (2002) ใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจู

เกตโดยใชวิธีการประมาณคาสัมประสิทธิ์ที่ผิวรอยตอดวยวิธีคาเฉลี่ยฮารโมนิค โดยศึกษา

ผลกระทบจากการเปลี่ยนแปลงคาคุณสมบัติตางๆตอการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตและ

ศึกษาผลกระทบของแรงลอยตัวเนื่องจากความแตกตางของอุณหภูมิที่มีตอการไหล 

Malatip (2004) ใชระเบียบวิธีไฟไนตเอเลเมนตในการวิเคราะหปญหาการถายเทความ

รอนแบบคอนจูเกต ซึ่งคํานวณดวยวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคินในของไหลและวิธีกา-

เลอรคินในของแข็ง และประยุกตเขากับปญหาที่มีรูปรางซับซอน โดยทําการศึกษาผลกระทบใน

สวนของการถายเทความรอนจากการเปลี่ยนแปลงตอคาคุณสมบัติตางๆ 

Kanna and Das (2006) ศึกษาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตกับปญหาการไหล

ผาน Backward-facing step โดยศึกษาผลของตัวแปรสี่ตัวคือ เรยโนลดนัมเบอร พรันดเทิล 

นัมเบอร อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอน และความหนาของชั้นของแข็ง วามีผลอยางไร

ตอนัซเซิลทนัมเบอร นัซเซิลทนัมเบอรเฉลี่ย และอุณหภูมิที่ผิวรอยตอ 

Mobedi and Sunden (2006) วิเคราะหการระบายความรอนของครีบที่มีแหลงกําเนิด

ความรอนขนาดเล็กดวยวิธีผลตางสืบเนื่อง โดยพิจารณาวาเปนการพาความรอนแบบอิสระ พบวา

ตําแหนงที่ดีที่สุดของแหลงกําเนิดความรอนจะขึ้นอยูกับตัวแปรสองตัวคือ พรันดเทิลนัมเบอรและ

พารามิเตอรที่เกี่ยวของกับคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนและความหนาของครีบ  
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Jahangeer et al. (2007) ศึกษาถายเทความรอนในชิ้นสวนของเตาปฏิกรณนิวเคลียรที่ใช

โซเดียมเหลวเปนตัวหลอเย็น โดยใชสมการชั้นขอบเขต (Boundary layer equation) รวมกับ

ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง ทําใหทราบถึงชวงการใชงานของคาพารามิเตอรตางๆที่มีผลตอ

ขีดจํากัดของอุณหภูมิ 

Divo and Kassab (2007) ไดพัฒนาวิธี Radial basis function meshless method 

และประยุกตใชกับปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในลักษณะตางๆเปรียบเทียบกับผล

การคํานวณจากโปรแกรมสําเร็จรูป พบวาการใชวิธีดังกลาวจะใชกริดในการคํานวณนอยลงโดยที่

ยังใหผลการคํานวณที่มีความสอดคลองกันเปนอยางดี 

 Wang et al. (2007) ไดพัฒนาอัลกอริทึม Lattice Boltzmann เพื่อประยุกตใชกับการ

ถายเทความรอนแบบคอนจูเกตรวมกับการประมาณคาที่บริเวณผิวรอยตอของของแข็ง-ของไหล

ดวยวิธี Half lattice division ซึ่งการคํานวณดวยวิธีดังกลาวนี้ทําใหใชหนวยความจําในการ

คํานวณลดลงเปนอยางมาก 

 

จากที่ไดกลาวมาจะเห็นวางานวิจัยสวนใหญจะใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการวิเคราะห

ปญหา ทั้งนี้ เนื่องมาจากความซับซอนของการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตทําใหการ

ประยุกตใชวิธีเชิงวเิคราะหทําไดลําบากหรือทําไมไดเลยในกรณีที่ปญหามีความซับซอนมาก 

สําหรับวิทยานิพนธนี้จะใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในการวิเคราะหปญหาการถายเทความ

รอนแบบคอนจูเกตโดยจะคํานวณการถายเทความรอนทั้งในสวนของของแข็งและของไหลไวใน

โดเมนเดียวกัน ทําการคํานวณสมการความตอเนื่อง สมการโมเมนตัม และสมการพลังงานไป

พรอมๆกันในเวลาเดียว ซึ่งวิธีการคํานวณแบบนี้ทําใหลดข้ันตอนและความซับซอนของการ

คํานวณแบบแยกกันดังเชนในกรณีของ Limtrakarn (2002) กลาวคือ โดเมนการคํานวณของของ

ไหลและของแข็งจะแยกจากกัน โดยการคํานวณเริ่มแรกจะคํานวณในสวนของของไหลกอนแลวจึง

นําผลลัพธที่ไดหลังจากคําตอบลูเขาแลวไปเปนเงื่อนไขขอบของของแข็ง หลังจากนั้นจึงคํานวณหา

ผลเฉลยในโดเมนของของแข็ง และนําผลลัพธที่ไดกลับไปเปนเงื่อนไขขอบของของไหลอีกครั้งหนึ่ง 

แลวจึงทําซ้ํากระบวนการดังกลาวจนไดคําตอบ ซึ่งการคํานวณแบบกลับไปกลับมานี้มีขอเสียคือ 

จะตองใชเวลาในการคํานวณคอนขางนานและทําใหเกิดความคลาดเคลื่อนของคําตอบ เนื่องจาก

ไมมีความตอเนื่องของฟลักซความรอนที่ผิวรอยตอ จะเห็นไดวาวิธีการคํานวณแบบแยกกันนี้เปน

วิธีที่ไมเหมาะสมที่จะนํามาใชกับการคํานวณการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต เนื่องจากการ

คํานวณการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตตองพิจารณาการนําความรอนในของแข็งและการพา

ความรอนในของไหลควบคูกันไปในเวลาเดียวกัน 
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1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 

1.2.1 เพื่อศึกษาพฤติกรรมการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

1.2.2 พัฒนาแบบจําลองที่ใชสําหรับการคํานวณการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

1.2.3 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบไฟไนตวอลุมให

สามารถทํานายพฤติกรรมถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่มีการพาความรอน

แบบอิสระและแบบบังคับ 

 

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 

1.3.1 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อคํานวณปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจู-

เกตสําหรับการไหลแบบราบเรียบอัดตัวไมไดในสองมิติที่สภาวะคงตัว 

1.3.2 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นกับลักษณะการนําความรอน 

และการพาความรอนกับปญหาการไหลแบบงายที่มีผลเฉลยแมนตรง ผลการ

ทดลองที่มีผูทํามาแลว หรือจากผลการคํานวณโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอื่นๆ 

1.3.3 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ตรวจสอบความถูกตองแลวมาประยุกตเขากับปญหา

การถายเทความรอนแบบคอนจูเกตและวิเคราะหผลที่ไดจากการคํานวณ   

 

1.4 ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 

1.4.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีที่เกี่ยวของในสวนของการถายเทความรอนแบบคอนจู-

เกต ซึ่งประกอบไปดวยการถายเทความรอนในของแข็ง ของไหล และการถายเท

ความรอนที่มีการนําความรอนและการพาความรอนควบคูกัน   

1.4.2 ศึกษางานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของ 

1.4.3 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใหสามารถคํานวณการไหลที่มีการถายเทความ 

รอนแบบคอนจูเกต 

1.4.4 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรกับปญหาแบบงายที่มีผลเฉลย 

แมนตรง ผลการทดลองที่มีผูทํามาแลว หรือผลการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิง

ตัวเลขอื่นๆ 
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1.4.5 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ตรวจสอบแลวไปคํานวณการถายเทความรอนแบบ 

คอนจูเกต 

1.4.6 วิเคราะหและสรุปผล 

1.4.7 จัดทําวิทยานิพนธ 

 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากวิทยานิพนธ 
 

1.5.1 เขาใจลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นในของแข็งและของไหล เมื่อ

พิจารณาการพาความรอนและการนําความรอนควบคูกัน 

1.5.2 เขาใจถึงความสัมพันธระหวางสาขาวิชาพลศาสตรของไหลกับการถายเทความ

รอน 

1.5.3 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นสามารถใชทํานายพฤติกรรมการถายเทความ

รอนจากของแข็ง ไปสูของไหลได 

1.5.4 สามารถนําความรูที่ไดไปใชในการออกแบบอุปกรณถายเทความรอนไดอยาง

เหมาะสมและมีประสิทธิภาพ  

1.5.5 ลดคาใชจายในการใชโปรแกรมสําเร็จรูปสําหรับการวิเคราะหการถายเทความ

รอนในปญหาทางวิศวกรรมทั่วไป 

 

 

 

 

 

 

 



บทที่ 2 

สมการพื้นฐาน 

 
ปรากฏการณทางกายภาพที่เกิดขึ้นของการถายเทความรอน การไหล หรือกระบวนการ

อ่ืนๆตองเริ่มตนจากกฎหรือความจริงพื้นฐานที่เปนตัวกํากับกระบวนการ ซึ่งโดยทั่วไปแลวมักจะอยู

ในรูปของแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่เปนสมการเชิงอนุพันธ โดยในบทนี้จะไดอธิบายถึงการ

ไดมาของสมการพื้นฐานที่เปนตัวกํากับลักษณะทางกายภาพของปญหาการไหลและการถายเท

ความรอนอันไดแก สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล (Conservation of mass) สมการเชิง

อนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม (Conservation of momentum) และสมการเชิงอนุพันธของ

การอนุรักษพลังงาน (Conservation of energy) โดยทั้งสามสมการจะอยูภายใตขอสมมติฐาน

ดังนี้ 

1) การไหลเปนแบบราบเรียบและอัดตัวไมได 

2) การไหลอยูในสภาวะคงตัว 

3) การไหลเกิดขึ้นใน 2 มิติ 

4) คุณสมบัติตางๆของของไหลมีคาคงที่ 

 

2.1 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 
 

สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวลไดมาจากนิยามของกฎการอนุรักษมวลที่กลาววา 

“มวลนั้นไมสูญหายไป” ซึ่งเมื่อประยุกตเขาใชกับปริมาตรควบคุมแลวจะสามารถเขียนสมการเชิง

อนุพันธของการอนุรักษมวลในพิกัดแบบคารทีเซียนสองมิติในรูปทั่วไปไดดังนี้ 

 
( ) ( ) 0       =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u

t
ρρρ  (2.1)

      

 จากสมมติฐานขางตนที่วาการไหลเปนแบบอัดตัวไมได กลาวคือ ปริมาตรควบคุมที่

พิจารณามีขนาดคงที่ไมเปลี่ยนแปลง ดังนั้นความหนาแนนของของไหลจึงมีคาคงที่ ทําใหสมการ

ลดรูปเปน  

 

0      =
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u  (2.2)
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หรือเขียนในรูปเทนเซอรไดดังนี้ 

 

0      =
∂
∂

i

i

x
u  (2.3)

     

สมการ (2.3) คือ สมการเชงิอนุพนัธของการอนุรักษมวลหรือที่เรียกกันโดยทั่วไปวาสมการ

ความตอเนื่อง (Continuity equation) 

 

2.2 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม 
 

สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมไดมาจากกฎขอที่สองของนิวตันที่กลาววา 

“แรงเทากับมวลคูณความเรง” ซึ่งสามารถเขียนสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมในรูป

ทั่วไปไดดังนี้ 

 

ในแกน x   
yx

g
Dt
Du yxx

x ∂

∂
+

∂
∂

+=
τσ

ρρ                    (2.4ก)

 

ในแกน y   
yx

g
Dt
Dv yxy

y ∂

∂
+

∂

∂
+=

στ
ρρ                     (2.4ข)

        
    สําหรับของไหลแบบนิวโทเนียน (Newtonian fluid) สามารถเขียนความเคนตางๆ ใหอยู

ในรูปของความเร็วและความดันไดโดยใชสมมติฐานของสโตกส (Stokes’ hypothesis) ดังนี้ 

 

 
x
upxx ∂
∂

+⋅∇−−= μμσ 2  V
3
2         

r
   (2.5ก)

 

y
vpyy ∂
∂

+⋅∇−−= μμσ 2  V
3
2         

r   (2.5ข)

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

==
x
v

y
u

yxxy              μττ    (2.5ค)

               
     

โดย μ  คือ คาความหนืดพลศาสตร (Dynamic viscosity)  
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เมื่อนําคาความเคนในสมการ (2.5) แทนลงในสมการ (2.4) จะไดสมการของการเคลื่อนที่

สําหรับของไหลแบบนิวโตเนียนที่เรียกกันโดยทั่วไปวา สมการนาเวียร-สโตกส (Navier-Stokes 

equations) ดังนี้ 

 

( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅∇−

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=∇⋅+
∂
∂

x
v

y
u

y

x
u

xx
pgu

t
u

x

μ

μμρρρ

                                

V
3
22 V

rr

 (2.6ก)

 

             
( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅∇−

∂
∂

∂
∂

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=∇⋅+
∂
∂

V
3
22                                

 V

r

r

μμ

μρρρ

y
v

y

x
v

y
u

xy
pgv

t
v

y

 (2.6ข)

            

 จากสมมติฐานขางตนที่วาเปนการไหลชนิดอัดตัวไมไดที่อยูในสภาวะคงตัว ทําใหสมการ

นาเวียร-สโตกสลดรูปเปน 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

yx
u

xx
pg

y
uv

x
uu x μμρρρ       (2.7ก)

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

yx
v

xy
pg

y
vv

x
vu y μμρρρ        (2. 7ข)

 

หรือเขียนใหอยูในรูปเทนเซอรไดดังนี้ 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

i

j

j

i

ji
i

j

i
j x

u
x
u

xx
pg

x
uu  μρρ  (2.8)

 

สมการ (2.8) คือ สมการของการอนุรักษโมเมตัม หรือที่เรียกกันโดยทั่วไปวาสมการนา

เวียร-สโตกส  
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 สําหรับกรณีของการไหลที่มีอุณหภูมิเขามาเกี่ยวของทําใหมีความแตกตางของอุณหภูมิ

เกิดข้ึน คาความหนาแนนของของไหลจะเปลี่ยนแปลงไป เปนผลทําใหของไหลที่มีอุณหภูมิสูงจะ

ลอยตัวขึ้นในขณะที่ของไหลที่มีอุณหภูมิต่ําจะเคลื่อนตัวลง ซึ่งลักษณะการไหลแบบนี้เรียกวาการ

พาความรอนโดยธรรมชาติ (Natural convection) โดยที่แรงลอยตัว (Bouyant force) ของของ

ไหลอันเนื่องมาจากความแตกตางของอุณหภูมิสามารถประมาณคาจากการใชสมมติฐานของบุซ-

ซิเนสค (Boussinesq approximation) ที่สมมติวามีการเปลี่ยนแปลงความหนาแนนเฉพาะพจน

ของแรงลอยตัวในขณะที่พจนอ่ืนๆไมมีการเปลี่ยนแปลง ซึ่งในความเปนจริงแลวเทอมของแรงโนม

ถวงจะมีเฉพาะในทิศแนวดิ่ง ดังนั้น สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y  จึง

เปลี่ยนรูปเปน 
 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−−=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

yx
v

xy
pTTg

y
vv

x
vu y μμβρρρ 0       (2.9)

 

เมื่อ 
2

minmax
0

TTT +
=  คือ อุณหภูมิอางอิงที่ของไหลไมเกิดการลอยตัว  

0/1 T=β              คือ สัมประสิทธิ์การขยายตัวทางความรอน (Coefficient of thermal  
   expansion) 

 

2.3 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน 
 

สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานไดมาจากกฎขอที่หนึ่งของเทอรโมไดนามิคสที่

กลาววา “อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในปริมาตรควบคุมจะมีคาเทากับอัตราความรอนที่

ถายเทเขาสูปริมาตรควบคุมรวมกับอัตราของงานที่กระทําบนปริมาตรควบคุม” ซึ่งสามารถเขียน

สมการในรูปของอัตราการเปลี่ยนแปลงเทียบกับเวลาไดดังนี้ 

 

dt
dW

dt
dQ

dt
dEt +=  

 
(2.10) 

 
        

โดย tE  คือพลังงานรวมทั้งหมดของปริมาตรควบคุม 

 Q  คือความรอนที่ถายเทเขาสูปริมาตรควบคุม 

 W  คืองานที่กระทําตอปริมาตรควบคุม 
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อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานรวมมีคาดังตอไปนี้ 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅−++⋅= rf

22

22 rrvue
dt
ddxdy

dt
dEt ρ  (2.11)

 
โดย e  คือ พลังงานภายในของของไหล 

f
r

 คือ แรงที่กระทําตอของไหล โดยที่  jfif yx
ˆˆf +=

r
 

 rr  คือ เวคเตอรแสดงตําแหนงของของไหล 

 

อัตราของความรอนที่ถายเทเขาสูปริมาตรควบคุมมีคาดังตอไปนี้ 

 

dxdy
y
q

x
q

dt
dQ yx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

−=  (2.12)

                         

โดย xq  คืออัตราการถายเทความรอนในแนวแกน x  

yq  คืออัตราการถายเทความรอนในแนวแกน y  

 

อัตราของงานที่กระทําตอปริมาตรควบคุมมีคาดังตอไปนี้ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) dxdyv
y

v
x

u
y

u
xdt

dW
yyxyyxxx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= σττσ  (2.13)

               

นําสมการ (2.10), (2.11) และ (2.12) แทนลงไปในสมการ (2.9) แลวจัดรูปใหมจะไดเปน 

 

( ) ( )

( ) ( )yyxy

yxxx
yx

v
y

v
x

u
y

u
xy

q
x
qvue

dt
d

στ

τσρ

∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−++

                                              

Vf
22

22 rr

 (2.14)

  

เมื่อใชกฎการถายเทความรอนของฟูริเยร (Fourier’s Law) ไมคิดผลของฟงกชันการ

กระจายความหนืด (Viscous dissipation function) และกําหนดใหเอนทาลป 
ρ
peh +=   ทํา

การจัดรูปสมการใหมจะได 

 



 12 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

y
Tk

yx
Tk

xy
hv

x
huρ  (2.15)

หรือ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

y
Tk

yx
Tk

xy
Tv

x
Tucpρ  (2.16)

        

หรือเขียนใหอยูในรูปเทนเซอรไดดังนี้ 

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

jjj
jp x

Tk
xx

Tucρ  (2.17)

                

สมการ (2.17) คือ สมการของการอนุรักษพลังงานซึ่งเปนสมการที่กําหนดลักษณะทาง

กายภาพของการถายเทความรอน 

 

2.4 สรุปสมการพื้นฐาน 
 

จากที่ไดกลาวมาทั้งหมดจะเห็นไดวาสมการพื้นฐานที่เปนตัวกําหนดลักษณะทางกายภาพ

ของการไหลและการถายเทความรอนประกอบดวยสามสมการ ไดแก สมการความตอเนื่อง สมการ

นาเวียร-สโตกส และสมการของการอนุรักษพลังงาน ซึ่งสามารถสรุปไดดังตอไปนี้ 

 

0      =
∂
∂

i

i

x
u  (2.18)

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

i

j

j

i

ji
i

j

i
j x

u
x
u

xx
pg

x
uu  μρρ  (2.19)

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

jjj
jp x

Tk
xx

Tucρ  (2.20)

 

เมื่อพิจารณาสมการทั้งสามจะพบวารูปแบบของสมการมีความคลายคลึงกัน ดังนั้นแลว

จะสามารถจัดรูปสมการใหมใหอยูในรูปทั่วไปของตัวแปร φ  ไดดังนี้ 
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( )
φ

φφρ S
xxx

u

jjj

i +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

Γ
∂
∂

=
∂

∂  (2.21)

            

สมการ (2.21) คือ สมการในรูปทั่วไปของตัวแปร φ  หรือที่เรียกกันวาสมการการสงผาน 

(Transport equation) ของตัวแปร φ  โดยที่รายละเอียดของแตละสมการไดแสดงไวในตารางที่ 
2.1 
 

ตารางที่ 2.1 รายละเอียดของตัวแปรในสมการการสงผานของตัวแปรφ  

Equation φ  φΓ  φS  

Continuity 1 0 0 

Momentum iu  μ  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂

∂
∂

+
∂
∂

−
i

j

ji
i x

u
xx

pg μρ  

Energy* T  k  0 

 

* หมายเหต ุคาความรอนจําเพาะในสมการของการอนุรักษพลังงานจะรวมอยูในพจนเดียวกับคา 
      ความหนาแนน )( pcρρ =  

 

 สําหรับสมการเชิงอนุพันธที่ไดแสดงไวในบทนี้จะถูกดิสครีไทซเปนสมการพีชคณิตเพื่อ

นําไปเขียนเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชในการหาผลเฉลยของปญหา โดยรายละเอียดและวธิกีาร

จะไดกลาวถึงในบทตอไป 

 



บทที่ 3 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 

 
หลังจากไดสมการเชิงอนุพันธที่เปนตัวกําหนดลักษณะทางกายภาพของปญหาแลว 

ขั้นตอนตอมาคือการนําสมการเชิงอนุพันธที่ไดมาแปลงเปนสมการพีชคณิตเพื่อหาผลเฉลยดวย

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข โดยระเบียบวิธีที่ใชในงานวิจัยนี้คือระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม (Finite volume 

method) ซึ่งจะเปนเนื้อหาหลักของบทนี้  

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งที่นิยมนํามาใชในการคํานวณหา

ผลเฉลยของการไหลและการถายเทความรอนเนื่องจากวิธีนี้มีขอดีคือจะแบงโดเมนของปญหาที่

พิจารณาออกเปนปริมาตรควบควบคุมยอยๆ ที่ไมทับซอนกัน แลวจึงอินทิเกรตตลอดปริมาตร

ควบคุม ซึ่งทําใหคาคุณสมบัติตางๆ มีความสมดุลและสอดคลองทั่วกันทั้งหมด นอกจากนี้ยังทําให

เห็นคาคุณสมบัติตางๆที่เขาและออกจากปริมาตรควบคุมไดอยางชัดเจน 

 

3.1 การวางกริดและปริมาตรควบคุม  
 

ดังที่ไดกลาวมาขางตนวาโดเมนของปญหาถูกแบงออกเปนปริมาตรควบควบคุมยอยๆ 

และเมื่อใชการวางกริดแบบเยื้อง (Staggered grid arrangement) ดังแสดงในรูปที่ 3.1 จะเห็นวา

คาของตัวแปรสเกลารจะถูกเก็บไวที่จุด P  สวนความเร็ว u  และ v  จะเก็บคาไวตรงกลางระหวาง

จุดกริด โดยที่จุด P จะเปนตัวแทนของปริมาตรควบคุมของสเกลารที่แสดงไวโดยการแรเงา สวน

ปริมาตรควบคุมของ u  และ v  ถูกแสดงดวยเสนทึบและเสนประตามลําดับ 

 การวางกริดแบบเยื้องกันนี้มีขอดีคือสนามความเร็วจะสอดคลองกันกับสมการความ

ตอเนื่อง ซึ่งเปนการปองกันการเกิดปญหา Checker-board effect และ Wavy velocity field 

กลาวคือ ผลตางของความดันของจุดกริดที่อยูติดกันจะเปนแรงขับโดยธรรมชาติสําหรับความเร็วที่

อยูระหวางจุดกริดนั้น (Patankar, 1980) 

 

3.2 การดิสครีไทซสมการ 
 

การดิสครีไทซเปนวิธีการเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธที่มีความซับซอนไปเปนสมการพีชคณิต

เพื่อนําไปคํานวณหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีทางตัวเลขซึ่งมีข้ันตอนดังตอไปนี้ 
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u

P

v

 
 

รูปที่ 3.1 การวางตวัของปรมิาตรควบคุมสําหรับกริดแบบเยื้อง 

 

พิจารณาสมการการสงผาน (3.1) จะเห็นวาสมการประกอบไปดวยเทอมตางๆ สามเทอม 

คือ พจนของการพา (Convection term) พจนของการแพร (Diffusion term) และพจนของ 

Source (Source term) ดังนี้ 

 
( ) ( )

{
Term SourceTermDiffusion Term Convection

φ
φφφρφρ S
yyxxy

v
x
u

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

Γ
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

Γ
∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

4444 34444 2144 344 21

 (3.1)

 

ทําการดิสครีไทซดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมโดยการอินทิเกรตสมการ (3.1) ตลอด

ปริมาตรควบคุมจะได 

 
( ) ( )

∫∫∫ ∫∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

Γ
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

Γ
∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

CVCVCV CVCV

dVSdV
yy

dV
xx

dV
y
vdV

x
u

φ
φφφρφρ  (3.2)

 

           เพื่อใหงายตอการพิจารณาจึงแยกคิดทีละพจนดังนี้ 
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3.2.1 พจนของการพา  
 

อินทิกรัลของพจนของการพาคือ ( ) ( )
∫∫
ΔΔ ∂
∂

+
∂

∂

VV

dV
y
vdV

x
u φρφρ  

 

กําหนดให yAA we Δ×== 1  และ xAA sn Δ×== 1  จะไดพจนของการพาคือ 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ssnn

wwee
VV

vAvA

uAuAdVv
y

dVu
x

φρφρ

φρφρφρφρ

−+

−=
∂
∂

+
∂
∂

∫∫
ΔΔ

                                                      

    
 (3.3)

           

เมื่อกําหนดใหฟลักซการพา (Convection flux) คือ uAF ρ=  สมการ (3.3) จะลดรูปเปน 

 

( ) ( ) ssnnwwee
VV

FFFFdVv
y

dVu
x

φφφφφρφρ −+−=
∂
∂

+
∂
∂

∫∫
ΔΔ

     (3.4)

               

โดยคา eφ , wφ , nφ  และ sφ คือคาของφ ที่ผิวของปริมาตรควบคุมซึ่งไดมาจากการ

ประมาณคาจากจุดกริดที่ติดกันโดยที่ความถูกตองของการประมาณจะขึ้นอยูกับ Numerical 

scheme ที่ใช  สําหรับงานวิจัยนี้ใชการประมาณคาแบบ Upwind differencing scheme ซึ่งมี

รายละเอียดดังนี้ 

 

Upwind differencing scheme ใชสมมติฐานที่วา คาของ φ  ที่ผิวของปริมาตรควบคุม

จะมีคาเทากับคาของφ ที่จุดกริดของปริมาตรควบคุมดานตนกระแสการไหล (Upstream) นั่นคือ 

 

Pe φφ =  เมื่อ 0>eF   

Ee φφ =  เมื่อ 0<eF   

และ  Ww φφ =  เมื่อ 0>wF   

Pw φφ =  เมื่อ 0<wF   

 

ขอดีของการประมาณคาดวยวิธีนี้คือทําใหการคํานวณเชิงตัวเลขคอนขางมีความสเถียร

และไมเกิดการสั่นของผลลัพธ แตมีขอดอยคือความถูกตองของการประมาณอยูในอันดับความ

ถูกตองที่ 1 เทานั้น (1st order of accuracy) 
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3.2.2 พจนของการแพร  
 

อินทิกรัลของพจนของการแพรคือ  ∫∫
ΔΔ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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∂
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∂
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∂
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∂
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ในทํานองเดียวกันกับพจนของการพา ทําการดิสครีไทซพจนของการแพรไดดังนี้ 
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∂
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φφ

φφφφ

                                                           

    
 (3.5)

 

เมื่อกําหนดใหสัมประสิทธิ์การแพร คือ 
δ
AD Γ

=  สมการ (3.5) จะลดรูปเปน 

 

( ) ( )

( ) ( )SPsPNn

WPwPEe
VV

DD

DDdV
yy

dV
xx

φφφφ

φφφφφφ

−−−+

−−−=⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
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∂

+⎟
⎠
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⎜
⎝
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∂
∂

Γ
∂
∂
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ΔΔ

                                                            

     
 (3.6)

 

 
3.2.3 Source term 

 
เมื่ออินทิเกรต Source term ตลอดปริมาตรควบคุมจะได 

 

VSdVS
V

φφ =∫
Δ

 (3.7)

     

เพื่อความสะดวกในการคํานวณจะแยก Source term ออกเปนสองสวนโดยใชการ

ประมาณแบบเชิงเสนดังนี้ 
 

PPu SSS φφ +=  (3.8)

         

โดย uS  คือ พจนที่มีคาคงที่ 

           PS  คือ พจนที่เปนสัมประสิทธิ์ของ Pφ   
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ดังนั้นแลว Source term จะมีคาเปน 

 

VSVSdVS PPu
V

φφ +=∫
Δ

     (3.9)

                

3.3 รูปสุดทายของสมการดิสครีไทซ 
 

หลังจากดิสครีไทซสมการที่อยูในรูปอินทิกรัลครบทุกพจนแลวจึงนําคาที่ไดมารวมกันดังนี้ 

 
( ) ( )
( ) ( ) VSVSDD

DDFFFF

PPuSPsPNn

WPwPEessnnwwee

φφφφφ
φφφφφφφφ

++−−−+
−−−=−+−

                                               
     

 (3.10)

          

เมื่อใชการประมาณคาแบบ Upwind differencing scheme และจัดรูปสมการใหมใหอยู

ในรูปของสัมประสิทธิ์ของคา φ  จะไดสมการดิสครีไทซในรูปทั่วไปคือ 

 
VSaaaaa uSSNNWWEEPP ++++= φφφφφ  (3.11)

            

โดย  [ ]0,max nN Fa −=  

  [ ]0,max sS Fa =  

  [ ]0,max eE Fa −=  

  [ ]0,max wW Fa =  

  ( ) VSFFFFaaaaa PwesnWESNP −−+−++++=  
 

เมื่อ   [ ]BA,max  คือ คาสูงสุดที่ไดจากการเปรียบเทียบคาของ AกับB  

 

สมการ (3.11) คือสมการดิสครีไทซที่อยูในรูปทั่วไปที่นํามาใชในการคํานวณ โดยที่คา

สัมประสิทธิ์ Na , Sa , Ea  และ Wa  จะมีคาเปลี่ยนไปตามวิธีการประมาณคาที่ใช 
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3.4 เง่ือนไขขอบ 
 

การใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการหาผลเฉลยของปญหาจําเปนตองกําหนดเงื่อนไขขอบ

ดวยทุกครั้งเนื่องจากลักษณะทางกายภาพของปญหาจะขึ้นกับการกําหนดเงื่อนไขขอบดวย 

กลาวคือ เมื่อเงื่อนไขขอบเปลี่ยนไปจะกอใหเกิดผลลัพธที่มีลักษณะเปลี่ยนแปลงไปดวยเชนกัน 

สําหรับเงื่อนไขขอบที่ใชในงานวิจัยมดีังตอไปนี้ 

 
3.4.1 เง่ือนไขขอบที่ทางเขา  
 

  คาของตัวแปร φ  ทุกตัว ( u, v, T ) จะถูกกําหนดคาที่ขอบทางเขา โดยคาที่

กําหนดอาจไดมาจากผลการทดลองหรือการประมาณคา ตามแตลักษณะของปญหาที่คํานวณ  

 
3.4.2 เง่ือนไขขอบที่ทางออก 
 

  คาของตัวแปรที่ทางออกจะไมสามารถรูคาได  ดังนั้นจึงตองใชวิธีพิจารณาคือ 

เมื่อตําแหนงทางออกของการไหลมีระยะทางที่ไกลเพียงพอแลว การไหลจะเปนแบบพัฒนาเต็มที่ 

(Fully developed flow) ซึ่งคาของตัวแปรตางๆจะมีคาไมเปลี่ยนแปลงตามทิศทางการไหล ทํา

ใหไดเงื่อนไขขอบที่ทางออกดังนี้ 

 

0  =
∂
∂

exitx
φ  (3.12)

 
3.4.3 เง่ือนไขขอบที่ผนัง  
 

สําหรับกรณีที่ผนังไมมีการเคลื่อนที่ ความเร็วที่ผนังทุกจุดจะถูกกําหนดใหมีคา 

เทากับศูนย )0,( =vu  และคาสัมประสิทธิ์ของสมการดิสครีไทซดานที่อยูติดกับผนังก็จะมีคาเปน

ศูนยดวย )0( =a   

เนื่องจากเปนการไหลแบบหนืด ดังนั้น ความเร็วที่บริเวณใกลกับผนังจะกอใหเกิด 

ความเคนเฉือนดังแสดงในรูปที่ 3.2 ซึ่งจะเห็นวาความเร็ว u  ที่ไหลขนานไปกับผนังทําใหมีความ

เคนเฉือน wτ  เกิดขึ้นที่บริเวณผนัง โดยความเคนเฉือนดังกลาวจะตองนําไปรวมกับ Source term 

ในสมการดิสครีไทซของโมเมนตัม u  ดังนี้  
 



 20 

P

P
w y

u
Δ

= μτ  (3.13)

และแรงเฉือนมีคาเปน  

cell
P

P

cellwS

A
y

u
AF

Δ
−=

−=

μ

τ

      

  
 (3.14)

     

โดย cellA  คือพื้นที่ของผนังปริมาตรควบคุม  

 

ดังนั้นแลว Source term ของสมการโมเมนตัม u  จะมีคาดังนี้ 

 

cell
P

P A
y

S
Δ

−=
μ  (3.15)

 

u P

I=1 I=2 I=3 I=4
J=1

J=2

J=3

τ w

∆y

 
 

รูปที่ 3.2 ปริมาตรควบคุมของความเร็ว u  ที่อยูติดผนงั 
 
 
3.4.4 เง่ือนไขที่ผิวรอยตอ 
 

  พิจารณาปริมาตรควบคุมบริเวณผิวรอยตอที่อยูติดกันดังแสดงในรูปที่ 3.3 จะเห็น

วาปริมาตรควบคุมดานซายจะอยูในของแข็งสวนดานขวาอยูในของไหลโดยมีฟลักซความรอนจาก

ของแข็งเขาสูของไหลที่ผิวรอยตอ เพื่อใหสอดคลองกับกฎการอนุรักษพลังงาน ฟลักซความรอนที่

ออกจากของแข็งตองเทากับฟลักซความรอนที่เขาสูของไหล นั่นคือ fs qq =  โดยที่ 
x
Tkq
∂
∂

−=  

ดังนั้น จะไดเงื่อนไขของการถายเทความรอนที่ผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหลดังนี้ 
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e

q s

P E

exδ

fluidsolid
q f

 
 

รูปที่ 3.3 เงื่อนไขที่ผิวรอยตอ 

 

 

fluidsolid x
Tk

x
Tk fs ∂

∂
−=

∂
∂

−  (3.16)

 

จากสมการ (3.16) จะเห็นวาอุณหภูมิที่ใชในการคํานวณคือคาที่อยูบริเวณผิวรอยตอซ่ึงใน

ความเปนจริงอาจหาไดไมงายนัก จึงตองหาวิธีการที่สามารถคํานวณคาฟลักซความรอนไดอยาง

ถูกตอง สําหรับวิทยานิพนธนี้จะนําเสนอวิธีการคิดคาฟลักซความรอนที่ผานผิวรอยตอโดยการใช

คาสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่จุด P  และ E  เปนตัวเชื่อมโยงในการคํานวณ แลวจึงนําไปรวม

กับ Source term ของสมการพลังงาน ดังนี้  

พิจารณารูปที่ 3.4 จะเห็นวามีฟลักซความรอนที่บริเวณผิวรอยตอสองคาคือ sq  และ fq  

ซึ่ง sq  คือฟลักซความรอนที่ออกจากของแข็ง และ fq  คือฟลักซความรอนที่เขาสูของไหล โดย

คาฟลักซทั้งสองนี้สามารถคํานวณไดจากสมการ (3.17) และ (3.18) ตามลําดับ 

 

e

PEf
s x

TTk
q

 
)(

δ
−

−=  (3.17)

 

e

PEs
f x

TTkq
 

)(
δ
−

−=  (3.18)
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q s

P E

exδ

fluidsolid

q f

 
 

รูปที่ 3.4 เงื่อนไขที่ผิวรอยตอที่ใชในการคํานวณ 

 

 เมื่อใชการประมาณแบบเชิงเสน ดังนั้น Source term ของสมการพลังงานสําหรับปริมาตร

ควบคุมของของแข็ง (ปริมาตรควบคุม P) จะมีคาเปน 

 

  PPus TSSq +=  (3.19)

โดย 

cell
e

E
fu A

x
TkS
 δ

=  

 

e

cell
fP x

AkS
 δ

−=  

 

ในทํานองเดียวกัน สําหรับปริมาตรควบคุมของของไหล (ปริมาตรควบคุม E) จะมีคา 

Source term ดังนี้ 

 

 EPuf TSSq +=  (3.20)

โดย 

cell
e

P
su A

x
TkS
 δ

=  

 

e

cell
sP x

AkS
 δ

−=  
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คาฟลักซความรอน sq  ที่คํานวณไดจะถูกนําไปรวมกับ Source term ของปริมาตร

ควบคุม P  ที่อยูในของแข็ง และในทํานองเดียวกัน ฟลักซความรอน fq  จะนําไปรวมกับ Source 

term ของปริมาตรควบคุม E  ที่อยูในของไหล หลังจากนั้นการคํานวณจะดําเนินการตามขั้นตอน

ปกติโดยไมตองตัดความเชื่อมโยงของปริมาตรควบคุมที่อยูติดกัน 

 

3.5 กระบวนการหาผลเฉลย 
 

ในหัวขอกอนหนานี้ไดกลาวถึงวิธีการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธของการไหลและการ

ถายเทความรอน โดยผลลัพธที่ไดจากกระบวนการดังกลาวจะอยูในรูปของระบบสมการพีชคณิต

เชิงเสนซึ่งตองทําการหาผลเฉลยเสียกอน โดยที่ความซับซอนและขนาดของระบบสมการจะขึ้นอยู

กับจํานวนของกริดที่ใชและวิธีการดิสครีไทซ  สําหรับข้ันตอนวิธีที่ใชแกระบบสมการในงานวิจัยนี้

คือข้ันตอนวิธีของเมทริกซสามแนวเฉียง (TDMA) รวมกับเทคนิควิธีทําซ้ํา (Iterative method) 

ซึ่งวิธีนี้มีขอดีคือใชหนวยความจําในการคํานวณนอยกวาวิธีแกสมการโดยตรง (Direct or 
Explicit method)  

 

 ปญหาสําคัญอีกอยางหนึ่งในการหาผลเฉลยคือความสอดคลองกันของคําตอบที่ไดจาก

การคํานวณ ซึ่งเปนผลมาจากการที่สมการความตอเนื่องและสมการโมเมนตัมมีความเกี่ยวโยงตอ

กัน (Couple equations) เพื่อแกปญหานี้จึงใชขั้นตอนวิธี SIMPLE เพื่อใหไดคําตอบที่ถูกตอง

และสอดคลองกัน ซึ่งจะไดกลาวถึงรายละเอียดตอไป 

 
3.5.1 ขั้นตอนวิธีเมทริกซสามแนวเฉียง (Tri-diagonal matrix algorithm, 

TDMA) 
 

พิจารณาระบบสมการที่อยูในรูปเมทริกซสามแนวเฉียงดังนี้ 

 

11                                                                                        C=φ  

2322212                                                            CD =−+− φαφφβ  

3433323                                                            CD =−+− φαφφβ  

4544434                                                            CD =−+− φαφφβ  (3.21)

   . . . .          .  

nnnnnnn CDβ                                                        11- =−+− +φαφφ  

nn C                                                                                     1 =+φ  
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ในระบบสมการดานบนนั้น 1φ  และ 1+nφ  จะทราบคามาจากเงื่อนไขขอบ ดังนั้น สมการที่

เหลือสามารถเขียนในรูปทั่วไปแบบสมการเดี่ยวไดดังนี้ 

 

jjjjjjj CD =−+− +− 11 φαφφβ  (3.22)

        

ชุดสมการ (3.21) สามารถเขียนใหมไดเปน 

 

2

2
1

2

2
3

2

2
2 D

C
DD

++= φβφαφ  (3.23ก)

3

3
2

3

3
4

3

3
3 D

C
DD

++= φβφαφ  (3.23ข)

3

3
3

4

4
5

4

4
4 D

C
DD

++= φβφαφ  (3.23ค)

                   

n

n
n

n

n
n

n

n
n D

C
DD

++= −+ 11 φ
β

φ
α

φ  

 

สมการเหลานี้สามารถแกไดโดยกระบวนการกําจัดไปขางหนา (Forward elimination) 

และการแทนที่ยอนกลับ (Back-substitution)  

สําหรับกระบวนการกําจัดไปขางหนาทําไดโดยการนําคา 2φ  จากสมการ (3.23ก) ไปแทน

คาในสมการ (3.23ข) ซึ่งจะได 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

2

2
33

3
2

2
1

2

2
3

4

2

2
33

3
3        

D
D

C
D
C

D

D
D αβ

φββ
φ

αβ

α
φ  (3.24ก)

           

เพื่อลดความซับซอนของสมการจึงกําหนดให 

 

2

2
2 D

A α
=  และ 

2

2
1

2

2
2 D

C
D

C +=′ φβ  (3.24ข)

            

สมการ (3.24ก) จึงลดรูปลงเปน 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+′

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
233

323
4

233

3
3        

AD
CC

AD β
β

φ
β

α
φ  (3.24ค)

   

กําหนดให 

233

3
3 AD

A
β

α
−

=  และ 
233

323
3 AD

CCC
β

β
−
+′

=′  

 

สมการ (3.24ค) จะเขียนใหมไดเปน  

 

3433     CA ′+= φφ  (3.25)
                   

จะเห็นไดวาสมการ (3.25) สามารถกําจัด 3φ  ที่มีอยูในสมการ (3.23ค) ไดแลว และใน

ทํานองเดียวกันกระบวนการนี้สามารถทําซ้ําขึ้นใหมไปจนถึงสมการสุดทายของระบบสมการ 

 

สําหรับกระบวนการแทนที่ยอนกลับ (Back-substitution) จะใชสมการในรูปทั่วไปที่

คลายๆ กับสมการ (3.25) ดังนี้ 

  

j1j     CA jj ′+= +φφ  (3.26)
 

โดยที่  
1−−

=
jjj

j
j AD

A
β
α

 และ 
1

1

−

−

−

+′
=′

jjj

jjj
j AD

CC
C

β
β

 

 

เมื่อทําการประยุกตเงื่อนไขขอบที่จุด 1=j  และ 1+= nj  ทําใหกําหนดคาสําหรับ A

และ C′  ไดดังนี้ 

  01 =A   และ 1φ=′C  

  01 =+nA  และ 11 ++ =′ nnC φ  

 

จากที่กลาวมาจะเห็นวาในการแกระบบสมการนั้นอยางแรกคือตองจัดใหอยูในรูปของ

สมการ (3.22) แลว jjj D,,βα  และ jC ก็จะสามารถหาคาได จากนั้นจึงคํานวณคาของ jA  และ 

jC′  โดยเริ่มจาก 2=j ไปจนถึง nj =  และเมื่อรูคาของ φ  ที่ตําแหนงขอบ ( )1+n  คาของ jφ  ก็

สามารถหาไดจากการแทนที่ยอนกลับในลําดับถัดไป ( )221 ,...,,, φφφφ −− nnn  โดยการใชสมการ 
(3.26) 
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3.5.2 การประยุกตใช TDMA  
 

วิธีการ TDMA สามารถประยุกตใชเขากบัปญหาเพื่อแกระบบสมการไดโดยการ 

พิจารณากริดในรูปที่ 3.5 จะเห็นวาเสนที่ไดเลือกมาคํานวณคือเสน sn − และสมการดิสครีไทซที่

อยูในรูปทั่วไปคือ 
baaaaa NNSSEEWWPP ++++= φφφφφ  (3.27)

             

เมื่อจัดรูปใหมจะได 

 
baaaaa EEWWNNPPSS ++=−+− φφφφφ  (3.28)

 

พจนทางดานขวาของสมการ (3.28) จะถูกสมมติวารูคาชั่วคราว และจะสังเกตเห็นไดวา

รูปแบบของสมการ (3.28) นั้นเหมือนกันกับสมการ (3.22) ซึ่ง jNa α≡ , jSa β≡ , jP Da ≡  

และ Cbaa EEWW ≡++ φφ  ดังนั้น จะสามารถแกสมการในทิศ sn −  ของเสนที่เลือกไวไดแลว 

ซึ่งก็คือคาที่ nj ,...4 ,3 ,2=  ดังแสดงในรูปที่ 3.5 

 

 n

4

3

2

เสนท่ีเลือก
 j

 i

EastWest

North

South

 
รูปที่ 3.5 การคํานวณโดยใชวิธี TDMA แบบ Line-by-line 

     จุดที่ทําการคํานวณ 

     จุดที่สมมติวารูคาชั่วคราว 

     จุดที่รูคาจากเงื่อนไขขอบ 
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 ลําดับตอมาเมื่อคํานวณครบทุกจุดในเสน sn − ที่เลือกไวแลวก็จะเปลี่ยนไปคํานวณที่เสน 

sn − ถัดไป ซึ่งคาของ Wφ ที่อยูทางดาน West  ของจุดตอ P  ก็จะรูคามาจากการคํานวณของ

เสนกอนหนานั่นเอง อยางไรก็ตามเนื่องจากยังไมทราบคา Eφ  ดังนั้นกระบวนการหาคาํตอบจงึตอง

ทําซ้ํา และในแตละรอบของการทําซ้ํา Eφ  ก็จะมีคาจากการคํานวณในรอบกอนหนาหรือจากคา

เร่ิมตนที่มาจากการเดาในกรณีที่เปนการคํานวณรอบแรก  กระบวนการคํานวณแบบเสนตอเสน 

(Line-by-line) จะถูกทําซ้ําใหมหลายครั้งจนกระทั่งผลลัพธลูเขาสูคําตอบ 

 
 

3.5.3 ขั้นตอนวิธี SIMPLE 
 

 ขั้นตอนวิธี SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked 

Equations) เปนวิธีการแกปญหาสนามการไหลเพื่อใหความเร็วและความดันที่คํานวณไดจาก

สมการโมเมนตัมสอดคลองกันกับสมการความตอเนื่อง โดยรายละเอียดสามารถหาไดจาก 

Patankar (1980) และ Versteeg and Malalasekera (1995) 

ข้ันตอนวิธี SIMPLE เร่ิมจากสมมติคาความดัน ∗p แลวจึงแกสมการโมเมนตัมเพื่อใหได 
∗u และ ∗v หลังจากนั้นคําตอบที่ไดจะถูกปรับคาใหมีความสอดคลองกันมากขึ้นโดยใชสมการการ

ปรับแก (Correction equation) ขั้นตอนตอมาคือแกสมการพลังงานเพื่อหาคา T  อันเปนการ

ครบรอบการคํานวณเนื่องจากรูคาของตัวแปรครบทุกตัวแลว โดยคา p ที่ปรับแกแลวจะถูกนําไป

แทนที่คา ∗p เดิมแลวจึงทําซ้ํากระบวนการจนคําตอบลูเขา 

จากรูปที่ 3.6 จะสามารถเขียนสมการดิสครีไทซโมเมนตัม u  ที่ตําแหนง ),( Ji  และ

สมการดิสครีไทซโมเมนตัม v  ที่ตําแหนง ),( jI  ไดตามลําดับดังนี้ 

 
( )∑ +−+= − JiJiJIJInbnbJiJi bAppuaua ,,,,1,,  (3.29)

 
( )∑ +−+= − jIjIJIJInbnbjIjI bAppvava ,,,1,,,  (3.30)

  

โดย )1,()1,()1,()1,(),1(),1(),1(),1( −−++++−− +++=∑ JiJiJiJiJiJiJiJinbnb uauauauaua  

 

)1,()1,()1,()1,(),1(),1(),1(),1( −−++++−− +++=∑ JiJiJiJiJiJiJiJinbnb vavavavava  
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รูปที่ 3.6 กริดแบบเยื้องที่ใชในขั้นตอนวิธี SIMPLE 

 

เมื่อเดาคาเริ่มตน ∗p  และแกสมการ (3.29) และ (3.30) สมการทั้งสองจะเปลี่ยนรูปเปน 

 
( )∑ +−+= ∗∗

−
∗∗

JiJiJIJInbnbJiJi bAppuaua ,,,,1,,  (3.31)

 
( )∑ +−+= ∗∗

−
∗∗

jIjIJIJInbnbjIjI bAppvava ,,,1,,,  (3.32)

โดย 
ppp ′+= ∗  (3.33)
uuu ′+= ∗  (3.34)
vvv ′+= ∗  (3.35)

 

เมื่อ  vup ,,           คือ คาที่ถูกตอง 

  ∗∗∗ vup ,,       คือ คาความดันและความเร็วที่คํานวณไดในแตละขั้นตอน 

  vup ′′′ ,,         คือ คาปรับแกไข                  
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นําสมการ (3.29) ลบสมการ (3.31) และนําสมการ (3.30) ลบสมการ (3.32) จะได

สมการ (3.36) และ (3.37) ดังนี้ 

 
( ) ( ) ( )∑ ∗∗

−−
∗∗ −−−+−=− JiJIJIJIJInbnbnbJiJiJi Appppuuauua ,,,1,,1,,,  (3.36)

 
( ) ( ) ( )∑ ∗∗

−−
∗∗ −−−+−=− JiJIJIJIJInbnbnbjIjIjI Appppvvavva ,,1,,1,,,,  (3.37)

                    

แทนคาสมการ (3.33-3.35) ลงในสมการ (3.36) และ (3.37) จะได 

 
( )∑ ′−′+′=′ − JiJIJInbnbJiJi Appuaua ,,,1,,  (3.38)

 
( )∑ ′−′+′=′ − jIJIJInbnbjIjI Appvava ,,1,,,  (3.39)

 

เพื่อลดความยุงยากของสมการจึงตัดเทอม ∑ ′nbnbua  และ ∑ ′nbnbva ทิ้งไป ซึ่งการตัด

เทอมทั้งสองทิ้งไปนั้นไมสงผลตอคําตอบสุดทาย เพราะวาเมื่อคําตอบลูเขาสูผลลัพธแลวคาของ 

vup ′′′ ,,  จะมีคาเทากับศูนย (Patankar, 1980) ดังนั้น สมการจะลดรูปเปน 

 
( )JIJIJiJi ppdu ,,1,, ′−′=′ −  (3.40)

 
( )JIJIjIjI ppdv ,1,,, ′−′=′ −  (3.41)

          

โดย  
Ji

Ji
Ji a

A
d

,

,
, =  และ 

jI

jI
jI a

A
d

,

,
, =  

 

นําสมการ (3.40) และ (3.41) ไปแทนในสมการ (3.34) และ (3.35) จะได 

 
( )JIJIJiJiJi ppduu ,,1,,, ′−′+= −

∗  (3.42)

 
( )JIJIjIjIjI ppdvv ,1,,,, ′−′+= −

∗  (3.43)

                            

ในทํานองเดียวกัน สําหรับ Jiu ,1+  และ 1, +jIv  จะได 
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( )JIJIJiJiJi ppduu ,1,,1,1,1 ++
∗
++ ′−′+=  (3.44)

 
( )1,,1,1,1, ++

∗
++ ′−′+= JIJIjIjIjI ppdvv  (3.45)

 

โดย  
Ji

Ji
Ji a

A
d

,1

,1
,1

+

+
+ =  และ 

1,

1,
1,

+

+
+ =

jI

jI
jI a

A
d  

 

เพื่อใหสนามความเร็วที่ไดสอดคลองกับสมการความตอเนื่องจึงตองนําสมการความ

ตอเนื่องมารวมกํากับดวย โดยสมการดิสครีไทซของสมการความตอเนื่องซึ่งไดมาจากการดิสครี

ไทซสมการ (2.3) คือ 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,1,,,1 =−+− ++ jIjIJiJi vAvAuAuA ρρρρ  (3.46)

   

นําสมการ (3.42-3.45) ไปแทนในสมการ (3.46) แลวจัดรูปสมการใหมใหอยูในรูป

สัมประสิทธิ์ของ p′  ไดดังนี้ 

 

JIJIJIJIJIJIJIJIJIJIJI bpapapapapa ,1,1,1,1,,1,1,1,1,, ′+′+′+′+′=′ −−++−−++  (3.47)

 

โดย 1,1,,1,1,         −+−+ +++= JIJIJIJIJI aaaaa  

 ( ) JiJI dAa ,1,1       ++ = ρ  

 ( ) JiJI dAa ,,1       ρ=−  

 ( ) 1,1,       ++ = jIJI dAa ρ  

 ( ) jIJI dAa ,1,       ρ=−  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,,,1,,          +
∗∗

+
∗∗ −+−=′ jIjIJiJiJI AvAvAuAub ρρρρ  

 

ซึ่งสมการ (3.47) ก็คือ สมการของการปรับแกความดัน (Pressure correction equation) นั่นเอง 

จากที่ไดกลาวมา ขั้นตอนวิธี SIMPLE สามารถนํามาเขียนสรุปดวยแผนภาพดังแสดงใน

รูปที่ 3.7 
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3.6 สรุป 
 

ในบทนี้ไดอธิบายถึงขั้นตอนระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมโดยเริ่มต้ังแตการประยุกตใชกริดแบบ

เยื้องเขากับปญหาแลวจึงดิสครีไทซสมการพื้นฐานจนไดสมการที่อยูในรูปทั่วไป ตอมาไดแสดง

วิธีการประมาณคาและเงื่อนไขขอบที่จําเปนตองใช  และสุดทายไดอธิบายกระบวนการหาผลเฉลย

ดวยใชวิธี TDMA รวมกับข้ันตอนวิธี SIMPLE เพื่อใหแนใจวาผลเฉลยที่ไดมีความถูกตองไมผิด

ไปจากลักษณะทางกายภาพที่เกิดขึ้นจริง ซึ่งทั้งหมดนี้เพื่อนําไปสูการแปลงสมการเชิงอนุพันธที่มี

ความซับซอนไปเปนสมการพีชคณิตอยางงายเพื่อที่จะสามารถนําไปเขียนเปนโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ใชในการคํานวณหาผลเฉลยไดอยางเหมาะสม 
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รูปที่ 3.7 ขั้นตอนวิธ ีSIMPLE 

Yes 

Solve discretised momentum equations 
( )∑ +−+= ∗∗

−
∗∗

JiJiJIJInbnbJiJi bAppuaua ,,,,1,,  

( )∑ +−+= ∗∗
−

∗∗
jIjIJIJInbnbjIjI bAppvava ,,,1,,,  

Correct pressure and velocities 
JIJIJI ppp ,,, ′+= ∗  

( )JIJIJiJiJi ppduu ,,1,,, ′−′+= −
∗  

( )JIJIjIjIjI ppdvv ,1,,,, ′−′+=′ −
∗  

Set 

φφ ==

==
∗∗

∗∗

,
,

vv
uupp

 

Convergence  

START 

Initial guess ∗∗∗∗ φ,,, vup  

∗∗ vu ,  

STOP 

Solve pressure correction equation 
JIJIJIJIJIJIJIJIJIJIJI bpapapapapa ,1,1,1,1,,1,1,1,1,, ′+′+′+′+′=′ −−++−−++  

p′  

Solve other discretised transport equations 
JIJIJIJIJIJIJIJIJIJIJI baaaaa ,1,1,1,1,,1,1,1,1,, φφφφφφ ++++= −−++−−++  

∗φ,,, vup  

φ  

No 



บทที่ 4 
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

 
 กอนที่จะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นไปวิเคราะหปญหาที่ตองการ จะตอง

ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมเสียกอนเพื่อใหมั่นใจวาโปรแกรมที่ใชสามารถหาผลเฉลยได

อยางถูกตองตามลักษณะทางกายภาพที่เกิดขึ้นจริง โดยในบทนี้จะทําการเปรียบเทียบผลการ

คํานวณที่ไดจากโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นกับผลของงานวิจัยท่ีผานมาวามีความสอดคลองหรือ

แตกตางกันอยางไร  

สําหรับการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมจะแบงเปนสามสวน  โดยสวนแรกจะเปน

การตรวจสอบความถูกตองของสนามการไหล ซึ่งปญหาที่ใชเปนกรณีศึกษาคือ การไหลผานสิ่งกีด

ขวางรูปส่ีเหลี่ยมในชองทางไหล สวนที่สองเปนการตรวจสอบความถูกตองของการถายเทความ

รอนสําหรับการนําความรอนและการพาความรอนทั้งแบบอิสระและแบบบังคับ และสวนสุดทาย

คือการตรวจสอบความถูกตองของการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตอยางงายที่รวมการพาความ

รอนและการนําความรอนเขาไวดวยกัน 

 
4.1 การตรวจสอบความถูกตองของสนามการไหล 
 

ในสวนนี้จะทําการตรวจสอบความถูกตองของสนามการไหลโดยปญหาที่นํามาเปน

กรณีศึกษาคือปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมในชองทางไหล เนื่องจากเปนปญหา

แบบงายที่สามารถพบไดในงานทางวิศวกรรมทั่วๆไป ซึ่งมีปรากฏการณของการไหลหลายๆอยาง

เกิดขึ้น เชน การแยกตัวของการไหล (Flow separation) การหมุนวน (Recirculation) หรือการ

พัฒนาตัวขึ้นอีกครั้ง  

 ลักษณะของปญหาไดแสดงไวในรูปที่ 4.1 จากรูปจะเห็นวามีของไหลที่พัฒนาเต็มที่ไหล

เขามาที่บริเวณทางเขาและมีส่ิงกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมวางอยูที่ผิวดานลางของชองทางไหล โดย

คาของตัวแปรตางๆไดแสดงไวในตารางที่ 4.1 เงื่อนไขขอบที่ผนังคือความเร็วมีคาเปนศูนย ที่

ทางออกกําหนดใหความเร็วไมมีการเปลี่ยนแปลงเนื่องจากเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ เรยโนลด

นัมเบอรคิดจากสมการ (4.1) มีคาเทากับ 144 โดยความเร็วอางอิงคือความเร็วสูงสุดที่ทางเขา 

)( 0U  มีคาเทากับ 0.432 m/s  

 

ν
2/Re 0HU

H =                (4.1) 
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รูปที่ 4.1 ลักษณะของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมในชองทางไหล 

(Not to scale) 
 

ตารางที่ 4.1 ขนาดของตัวแปรสําหรับปญหาในรูปที่ 4.1 

HRe  
H  

(mm) 
L  

(mm) 
l  

(mm) 
h  

(mm) 
eL  

(mm) 

144 10 200 20 5 50 

 

 ทดสอบความเปนอิสระของกริด (Grid independent) โดยใชกริดแบบสม่ําเสมอขนาด

ตางๆ กันสี่ขนาดคือ  ,3050× ,4075× 50100 ×  และ 60125×  ซึ่งเมื่อนําผลการคํานวณที่ได

จากการใชกริดทั้งสี่ขนาดที่ตําแหนง 8=x  มาเปรียบเทียบกันดังแสดงในรูปที่ 4.2 จะพบวาผล

การคํานวณที่ไดจากการใชกริดขนาด 60125×  ไมเปลี่ยนแปลงไปจากการใชกริดขนาด 

50100×  ดังนั้น การใชกริดขนาด 50100×  จึงมีความละเอียดเพียงพอตอการคํานวณโดยไมทํา

ใหผลลัพธเปลี่ยนแปลงไป สําหรับรูปรางของกริดขนาด 50100×  ที่ใชในการคํานวณไดถูกแสดง

ไวในรูปที่ 3.4  

รูปที่ 4.4 แสดงรูปรางของความเร็วที่ระยะตางๆกันเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ 

Tropea and Gackstatter (1985) และ Carvalho et al. (1987)  ซึ่งจากรูปจะเห็นวาที่ทางเขา

ความเร็วมีรูปรางเปนโคงพาราโบลา ตอมา บริเวณดานบนของสิ่งกีดขวางซึ่งคือที่ตําแหนง 

5−=x  พบวาความเร็วมีคาเพิ่มขึ้นเปนอยางมากเนื่องมาจากพื้นที่หนาตัดของการไหลลดลง

นั่นเอง จากนั้น บริเวณหลังสิ่งกีดขวางที่ตําแหนง 8=x  พบวามีความเร็วที่มีคาเปนลบนั่นคือเกิด

การหมุนวนขึ้นและจะมีคาลดลงไปเรื่อยๆตามระยะทางการไหลจนถึงระยะที่ 40=x  ก็ไมพบการ

หมุนวนอีกแลว นั่นคือการไหลไดเร่ิมมีการพัฒนาตัวขึ้นอีกครั้ง  ซึ่งเมื่อเปรียบเทียบกับผลการ

ทดลองแลวจะเห็นวาผลการคํานวณที่ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดีในทุกๆตําแหนงที่

เปรียบเทียบ 
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รูปที่ 4.2 รูปรางความเร็วทีต่ําแหนง 8=x  ในกรณีที่ใชกริดขนาดตางๆกัน 

 

 
 

รูปที่ 4.3 รูปรางของกริดขนาด 50100×  ที่ใชในการคํานวณ (Not to scale) 

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u/Uo

y/
H

Tropea and Gackstatter (1985) Carvalho et al.(1987) Present
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รูปที่ 4.4 รูปรางความเร็วทีต่ําแหนงตางๆเปรียบเทียบกบัผลการทดลอง 
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รูปที่ 4.5 แสดงผลการคํานวณที่ไดเปรียบเทียบกับผลการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิง

ตัวเลขของ Melaaen (1990) ที่ระยะ 50 40, ,30 ,20 ,8=X  จากรูปจะเห็นไดวาผลการคํานวณที่

ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดีในทุกๆตําแหนงเชนกัน 
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รูปที่ 4.5 รูปรางของความเรว็ที่ตําแหนงตางๆเปรียบเทยีบกับผลการคํานวณเชิงตัวเลข 
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 ผลการคํานวณในรูปของเสนกระแสการไหลไดถูกแสดงไวในรูปที่ 4.6 ซึ่งจากรูปจะเห็นวา

เกิดการหมุนวนที่บริเวณหลังสิ่งกีดขวางไดอยางชัดเจน และเมื่อเปรียบเทียบระยะการหมุนวนดัง

แสดงในตารางที่ 4.2 จะพบวาระยะหมุนวนที่คํานวณไดมีคาใกลเคียงกับงานวิจัยกอนหนา โดยมี

คาอยูระหวางคาจากผลการทดลองของ Tropea and Gackstatter (1985) และคาจากผลการ

คํานวณของ Melaaen (1990) 

 

 
 

รูปที่ 4.6 เสนกระแสการไหลของการไหลผานสิง่กีดขวาง (Not to scale) 

 

ตารางที่ 4.2 ระยะการหมนุวน )( rX  

งานวิจยั ระยะการหมนุวน )( rX  

ผลการทดลองของ Tropea and Gackstatter (1985) 7.1 

ผลการคํานวณของ Melaaen (1990) 7.9 

ผลการคํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอร 7.4 

  

 
4.2 การตรวจสอบความถูกตองของการถายเทความรอน 
  

ในสวนนี้จะเปนการตรวจสอบความถูกตองของการถายเทความรอน โดยปญหาที่นํามา

เปนกรณีศึกษาคือปญหาการนําความรอนในแผนโลหะ ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชอง

ปด และปญหาการพาความรอนแบบบังคับในชองทางไหล 

 
4.2.1 การนําความรอน 

 

ลักษณะของปญหาการนําความรอนในแผนโลหะไดถูกแสดงไวในรูปที่ 4.7 จาก 

รูปจะเห็นวาอุณหภูมิที่ขอบดานซาย ดานขวา และดานลางมีคาเทากับศูนย ที่ขอบดานบน

กําหนดใหอุณหภูมิอยูในรูปของฟงกชันไซน โดยปญหาดังกลาวมีผลเฉลยแมนตรงของการ

กระจายของอุณหภูมิของ Carslaw and Jaeger (1959) ดังแสดงในสมการ (4.2) 
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sin xT π
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รูปที่ 4.7 ลักษณะของปญหาการนําความรอนในแผนโลหะ 

 

2
sinh/

2
sinh

2
sin),( πππ yxyxT =  (4.2) 

 

 รูปที่ 4.8 แสดงกริดแบบสม่ําเสมอขนาด 1020×  ที่ใชในการคํานวณ ในขณะที่รูปที่ 4.9 

แสดงการกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณไดซึ่งจะเห็นไดวาแผนโลหะมีอุณหภูมิสูงที่บริเวณ

กึ่งกลางดานบน และเมื่อนําผลการคํานวณที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ระยะ 

5.0=x  ดังแสดงในรูปที่ 4.10 จะเห็นวาผลที่ไดมีความสอดคลองกันอยางดี 

 

 

 
 

รูปที่ 4.8 กริดแบบสม่ําเสมอที่ใชในการคํานวณการนําความรอนในแผนโลหะ 
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รูปที่ 4.9 การกระจายตวัของอุณหภูมิในแผนโลหะ 
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รูปที่ 4.10 อุณหภูมิที่ตําแหนง 1=x  เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง 
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4.2.2 การพาความรอนแบบอิสระ 
  

ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดถูกแสดงไวในรูปที่ 4.11  

จากรูปจะเห็นวาที่ผนังดานบนเปนฉนวนกันความรอน ผนังดานขางมีอุณหภูมิต่ํา และผนัง

ดานลางมีอุณหภูมิสูง สําหรับปญหานี้คํานวณโดยใชกริดแบบสม่ําเสมอขนาด 5050×  และทํา

การคํานวณที่สภาวะการไหลสามกรณีคือ 

1) 7.0Pr =  และ 310Ra =  

2) 7.0Pr =  และ 510Ra =  

3) 10Pr =    และ 510Ra =  

 

โดยที่คาพรันดเทิลนัมเบอร (Pr)  และเรยเลหนัมเบอร )Ra(  คิดจากสมการ (4.3) และ 

(4.4) ตามลําดับ 

k
cpμ

=Pr  (4.3) 

  

2

32)(Ra
μ

ρβ LTTg ch −=  (4.4) 

 

 
y, v

g
T c T c

x, u
T h

insulated

 
 

รูปที่ 4.11 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปด 
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ก) เวกเตอรความเร็ว 
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ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิ 

 

รูปที่ 4.12 สภาวะการไหลเนือ่งจากการพาความรอนกรณี 310Ra ,7.0Pr ==  
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ก) เวกเตอรความเร็ว 
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ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิ 

 

รูปที่ 4.13 สภาวะการไหลเนือ่งจากการพาความรอนกรณี 510Ra,7.0Pr ==  
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ก) เวกเตอรความเร็ว 
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ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิ 

 

รูปที่ 4.14 สภาวะการไหลเนือ่งจากการพาความรอนกรณี 510Ra,10Pr ==  
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ก) ผนงัดานลาง 
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ข) ผนังดานขาง 

 

รูปที่ 4.15 คานัสเซิลทนัมเบอรที่ผนังของปญหาการพาความรอนแบบอิสระ 

 

 



 
45 

ผลการคํานวณที่สภาวะการไหลทั้งสามกรณีที่ถูกแสดงไวในรูปที่ 4.12-4.14 ซึ่งเมื่อ

พิจารณาลักษณะการไหลในรูปที่ 4.12ก, 4.13ก และ 4.14ก จะพบวามีลักษณะคลายๆกันคือ เกิด

การไหลแบบหมุนวนใน 2 บริเวณ โดยการไหลหมุนวนที่ฝงซายเปนไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

สวนบริเวณการหมุนวนฝงขวาเกิดการวนไปในทิศทางตรงกันขาม ซึ่งก็เปนไปตามสมมติฐานของ

บุซซิเนสคที่ไดอธิบายไวกอนหนานั่นคือ บริเวณที่มีอุณหภูมิสูงของไหลจะลอยตัวสูงขึ้นในขณะที่

บริเวณที่มีอุณหภูมิต่ําของไหลจะเคลื่อนตัวลง และก็สอดคลองกันเปนอยางดีกับการกระจายตัว

ของอุณหภูมิที่แสดงไวในรูปที่ 4.12ข ,4.13ข และ 4.14ข   

ผลการคํานวณที่ไดถูกเปรียบเทียบกับผลงานวิจัยของ Basak et al. (2006) ที่ใชระเบียบ

วิธีไฟไนตเอเลเมนตดังแสดงในรูปที่ 4.15 โดยในรูปที่ 4.15ก แสดงคาของนัสเซิลทนัมเบอรที่ผนัง

ดานลาง ในขณะที่คานัสเซิลทนัมเบอรที่ผนังดานขางถูกแสดงไวในรูปที่ 4.15ข ซึ่งจะเห็นไดวาผลที่

ไดมีความสอดคลองกันอยางดีในทุกกรณีทั้งที่ผนังดานขางและผนังดานลาง 

 
4.2.3 การพาความรอนแบบบังคับ 

 

  ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบบังคับถูกแสดงไวในรูปที่ 4.16 ซึ่งจะ

เห็นวาของไหลอุณหภูมิต่ําที่มีความเร็วคงที่ไหลเขาไปในชองทางไหลที่มีอุณหภูมิสูงตลอดผนัง

ดานบนและดานลาง โดยการไหลจะคอยๆพัฒนาตัวไปเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ที่ทางออก 

 

1

6
T=1

T=1

T=0

 
 

รูปที่ 4.16 ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบบังคับ 

 

 สําหรับปญหานี้ใชกริดขนาด 5060×  ในการคํานวณที่เพกเลตนัมเบอรเทากับ 5.7  

และเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 150  โดยผลการคํานวณในรูปของเวกเตอรความเร็วและการกระจาย

ตัวของอุณหภูมิไดแสดงไวในรูปที่ 4.17 และ 4.18 ตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบอุณหภูมิที่บริเวณ

กึ่งกลางชองการไหลกับผลงานวิจัยของ Heinrich et al. (1977) ที่ใชระเบียบวิธีไฟไนตเอเลเมนต

ดังแสดงในรูปที่ 4.19 พบวาผลการคํานวณมีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
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รูปที่ 4.17 เวกเตอรความเร็วของปญหาการพาความรอนแบบบังคับ 
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รูปที่ 4.18 การกระจายตัวของอุณหภูมิของปญหาการพาความรอนแบบบังคับ 
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รูปที่ 4.19 อุณหภูมิที่บริเวณกึ่งกลางของชองทางไหลเปรียบเทียบกบัผลจาก 

       วิธีไฟไนตเอเลเมนตของ Heinrich et al. (1977) 
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4.3 การตรวจสอบความถูกตองของการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตอยางงาย 
  

หลังจากที่มั่นใจแลววาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นสามารถคํานวณสนามการไหล

และการถายเทความรอนไดอยางถูกตองเพียงพอแลว จึงนําโปรแกรมมาตรวจสอบความถูกตองใน

สวนของการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ที่รวมเอาการพาความรอนในของไหลและการนํา

ความรอนในของแข็งเขาไวดวยกัน โดยปญหาที่นํามาเปนกรณีศึกษาคือ ปญหาการพาความรอน

แบบอิสระในชองปดที่มีผนังนําความรอน และปญหาการพาความรอนแบบบังคับภายในชองการ

ไหลที่มีผนังนําความรอน 

 
4.3.1 การพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหลี่ยมที่มีผนังนําความรอน 

 

จากลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดที่มีผนังนําความ 

รอนไดแสดงไวในรูปที่ 4.20 ซึ่งจะเห็นวาที่ขอบดานบนและดานลางเปนฉนวนกันความรอน ที่ขอบ

ดานขวามีอุณหภูมิต่ํา 0=T  และบริเวณดานซายของชองปดเปนผนังนําความรอนที่มีอุณหภูมิสูง 

1=T  ที่ขอบดานซาย 

 
insulated

solid fluid

g
T=1  T=0

     y
x

insulated

1

10.2  
 

รูปที่ 4.20 ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระที่มีผนังนําความรอน 
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 สําหรับปญหานี้ใขกริดขนาด 5050×  ในการคํานวณที่กราชอรฟนัมเบอร )Gr( เทากับ 
510  และพรันดเทิลนัมเบอร (Pr)  เทากับ 71.0  โดยที่กราชอรฟนัมเบอรคํานวณจากสมการ (4.5) 

 

2

32

Gr
μ
ρβ LTg Δ

=                (4.5) 

 

 ผลการคํานวณในรูปของเวกเตอรความเร็วและเสนกระแสการไหลไดถูกแสดงไวในรูปที่ 

4.21 และ 4.22 ตามลําดับ จะเห็นวามีการไหลหมุนวนเกิดขึ้นในทิศตามเข็มนาฬิกา โดยบริเวณ

ผนังดานซายของชองปดที่มีอุณหภูมิสูงกวา ของไหลจะลอยตัวสูงขึ้น ในขณะที่ดานขวาของไหล

เคลื่อนต่ําลง และบริเวณตรงกลางของชองปดเกิดการไหลวนสองบริเวณโดยที่บริเวณหมุนวน

ดานซายอยูสูงกวาบริเวณหมุนวนทางขวาเล็กนอย 

การกระจายตัวของอุณหภูมิที่คาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนของของแข็งตอ

สัมประสิทธิ์การนําความรอนของของไหล )/( fs kkK =  ตางๆกันไดแสดงไวในรูปที่ 4.23 ซึ่งจะ

เห็นวากรณี 1=K  อุณหภูมิในผนังจะมีการกระจายตัวที่ถี่กวากรณีที่คา 5=K  และ 10=K  

เนื่องจากมีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่นอยกวา ทําใหมีการถายเทความรอนไปสูของไหลได

นอยลงกวากรณีอ่ืน โดยจะเห็นวาเกรเดียนทอุณหภูมิจะลดลงเมื่อ K  มากขึ้นเนื่องจากคาความ

ตานทานความรอนในของแข็งตอคาความตานทานความรอนในของไหล (Biot number, Bi) มีคา

ลดลง ดังนั้น เมื่อ K  มีคามาก (หรือ Bi มีคานอย) จะสามารถสมมติวาอุณหภูมิที่ผิวมีคาคงที่ได 

ซึ่งในกรณีนี้ก็คือการพาความรอนแบบทั่วไปที่ไมมีผลของคอนจูเกตนั่นเอง  

     

 
 

รูปที่ 4.21 เวกเตอรความเร็วของการพาความรอนแบบอสิระในชองปด 
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รูปที่ 4.22 เสนกระแสการไหลของการพาความรอนแบบอิสระในชองปด 
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ก) กรณี 1=K  

รูปที่ 4.23 การกระจายตัวของอุณหภูมิกรณี 7.0Pr,10Gr 5 ==  
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ข) กรณี 5=K  
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ค) กรณี 10=K  

 

รูปที่ 4.23 (ตอ) การกระจายตัวของอุณหภูมิกรณี 7.0Pr,10Gr 5 ==  

 

 



 
51 

รูปที่ 4.24 แสดงอุณหภูมิที่ผิวรอยตอระหวางผนังกับของไหลกรณี 5 ,1=K  และ 10  

เปรียบเทียบกับผลการคํานวณเชิงตัวเลขของ Hribersek and Kuhn (2000) ซึ่งใชวิธี Boundary 

element method พบวาเมื่อคา K  เพิ่มสูงขึ้นอุณหภูมิที่ผิวรอยตอจะมีคาสูงขึ้นตามไปดวย 

เนื่องจากผนังสามารถถายเทความรอนไปสูของไหลไดมากขึ้น นอกจากนี้คาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอก็

จะมีคาคอนขางสม่ําเสมอเมื่อคา K  สูงขึ้น และจากรูปจะเห็นไดวาผลการคํานวณทั้งสามกรณีมี

ความสอดคลองกับผลของ Hribersek and Kuhn (2000) เปนอยางดี 
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รูปที่ 4.24 อุณหภูมิที่ผวิรอยตอกรณีคา K  ตางๆกนั 

 

 
4.3.2 การพาความรอนแบบบังคับในชองทางไหลที่มีผนังนําความรอน 

 

ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบบังคับในชองทางไหลที่มีผนังนําความ 

รอนถูกแสดงไวในรูปที่ 4.25 จะเห็นวาที่บริเวณทางเขาอากาศไหลเขามาดวยอุณหภูมิและ

ความเร็วคงที่ C)0 m/s, 167.0( o== Tu  เขาสูชองการไหลที่ยาว m 1.0  สูง m 01.0  ผนัง

ดานบนและดานลางมีความหนาดานละ m 004.0  โดยที่อุณหภูมิที่ผิวดานนอกของผนังทั้ง

ดานบนและลางมีคา C100o=T  โดยคุณสมบัติตางๆของอากาศมีคาดังนี้ 
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m/s  167.0       0 =u  
3kg/m  225.1        =ρ  

25 s/mN  1079.1        ⋅×= −μ  
K  W/m1042.2         2 ⋅×= −k  

KJ/kg  43.1006       ⋅=pc  
 

และคุณสมบัติของผนังโลหะมีคาดังนี ้

 
3kg/m  8030        =ρ  

K  W/m6.271         ⋅=k  
KJ/kg  02.485       ⋅=pc  

 

 
T = 100 °C

T = 0 °C
u = 0.167 m/s

T = 100 °C

0.1 m

0.01 m 0.018 m

 
 

รูปที่ 4.25 ลักษณะปญหาการพาความรอนแบบบังคับในชองทางไหลที่มีผนงันําความรอน 

 

 ผลการคํานวณจากการใชกริดสม่ําเสมอขนาด 5070×  ไดถูกแสดงไวในรูปที่ 4.26 และ 

4.27 โดยในรูปที่ 4.26 จะเห็นวาที่บริเวณทางเขาความเร็วจะมีคาคอนขางคงที่และหลังจากนั้น

การไหลก็คอยๆ พัฒนาตัวขึ้นตามระยะทางการไหลจนเกิดการพัฒนาตัวแบบเต็มที่ในที่สุด  รูปที่ 

4.27 แสดงการกระจายตัวของอุณหภูมิ จะเห็นวาในสวนของการนําความรอนในโลหะมีอุณหภูมิ

สูงใกลเคียงกับอุณภูมิที่ขอบดานนอก เนื่องมาจากคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนของโลหะมีคา

สูงทําใหปริมาณความรอนจากโลหะถายเทไปสูของไหลไดมาก สําหรับการกระจายตัวของ

อุณหภูมิในของไหลจะเห็นวาที่บริเวณทางเขามีอุณหภูมิต่ําและคอยๆเพิ่มสูงขึ้นตามทิศทางการ

ไหลเนื่องมาจากการไดรับความรอนที่ถายเทมาจากโลหะนั่นเอง และเมื่อพิจารณาอุณหภูมิในของ
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ไหลที่ระยะ 1/4, 1/2, 3/4 และ 1/1 ของความยาวชองทางไหลจะพบวาอุณหภูมิต่ําสุดจะอยูที่

บริเวณกึ่งกลางของชองการไหลดังแสดงในรูปที่ 4.28 

 รูปที่ 4.29 แสดงการเปรียบเทียบคาฟลักซความรอนที่ผิวรอยตอกับผลการคํานวณเชิง

ตัวเลขของ Divo and Kassab (2007) ซึ่งใชวิธี Radial basis function meshless method  

พบวาผลที่ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดี  

 
รูปที่ 4.26 เวกเตอรความเร็วของการพาความรอนแบบบงัคับในชองทางไหลทีม่ีผนงันําความรอน 

 

T: 5 15 25 35 45 55 65 75 85 95  
รูปที่ 4.27 การกระจายตัวของอุณหภูมิการพาความรอนแบบบังคับ 

 ในชองทางไหลที่มีผนงันําความรอน 
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รูปที่ 4.28 รูปรางของอุณหภูมิที่ระยะ 1/4, 1/2, 3/4 และ 1/1 ของความยาวชองทางไหล 
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Present

 
รูปที่ 4.29 ฟลกัซความรอนที่ผิวรอยตอของการพาความรอนแบบบังคับที่มีผนงันําความรอน 

 

 
4.4 สรุป 
 

ในบทนี้ไดนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาตรวจสอบความถูกตองทั้งในสวนของ

สนามการไหลและการถายเทความรอนในแบบตางๆ ซึ่งพบวาผลการคํานวณที่ไดมีความ

สอดคลองกับผลงานวิจัยกอนหนาเปนอยางดีในทุกๆปญหาที่เปรียบเทียบ ดังนั้น จึงมั่นใจไดวา

โปรแกรมที่พัฒนาขึ้นมีประสิทธิภาพเพียงพอที่จะนําไปคํานวณปญหาการถายเทความรอนแบบ

คอนจูเกตที่ตองการไดอยางถูกตองตอไป 

 

 

 



บทที่ 5 
การวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

 
หลังจากไดโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใหผลการคํานวณที่ถูกตองแมนยําเพียงพอแลว จึงนํา

โปรแกรมดังกลาวมาวิเคราะหปญหาการถายความรอนแบบคอนจูเกต โดยปญหาที่นํามาเปน

กรณีศึกษาคือปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมนําความรอนที่วางอยูที่ผิวดานลาง

ของชองทางไหล ซึ่งปญหานี้เปนปญหาที่มีความนาสนใจเปนอยางยิ่ง เนื่องจากสามารถนําไป

ประยุกตใชกับงานในสาขาตางๆไดอยางหลากหลาย โดยเฉพาะกับการระบายความรอนของ

อุปกรณอิเล็คทรอนิคสที่ตองควบคุมอุณหภูมิสูงสุดไมใหเกินขีดจํากัดของอุปกรณเพื่อปองกัน

ความเสียหายที่จะเกิดขึ้น 

 
5.1 ลักษณะของปญหา 

 

ลักษณะของปญหาไดถูกแสดงไวในรูปที่ 5.1 ซึ่งจากรูปจะเห็นวามีของไหลที่มีอุณหภูมิ

คงที่ไหลเขามาที่บริเวณทางเขาแบบพัฒนาเต็มที่ดวยความเร็ว )1(6 yyu −=  โดยมีสิ่งกีดขวาง

รูปทรงสี่เหลี่ยมวางอยูที่ผิวดานลางของชองทางไหล ขอบผนังดานบนและดานลางของชองทาง

ไหลเปนฉนวนกันความรอนยกเวนที่บริเวณผิวดานลางของสิ่งกีดขวางไดรับฟลักซความรอนคงที่ 

ที่ตําแหนงทางออกกําหนดใหคาความเร็วและอุณหภูมิไมเปลี่ยนแปลงตามทิศทางการไหล

เนื่องจากเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่แลว ขนาดของตัวแปรตางๆ สําหรับปญหาไดถูกแสดงไวใน

ตารางที่ 5.1 

สําหรับตัวแปรไรมิติที่เกี่ยวของกับการคํานวณ คือ เรยโนลดนัมเบอร นัสเซิลทนัมเบอร 

และอุณหภูมิไรมิติ ไดแสดงไวในสมการ (5.1), (5.2) และ (5.3) ตามลําดับ 
 

f

hmf Du
μ

ρ
=Re  (5.1) 

     

n
f

w ∂

∂
−=

θ
θ
1Nu  (5.2) 

 

f

e

kHq
TT
/

)(
′′
−

=θ   (5.3) 

 

โดย  ∫−=
H

m dyyuHu
 

0 

1  )(  และ HDh 2=  

 



 56 

L e

H

L o

insulated

insulated

insulated
q''

wh

 
 

รูปที่ 5.1 ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต (Not to scale) 

 

 

ตารางที่ 5.1 ขนาดของตัวแปรตางๆสําหรบัปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
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เนื่องจากปญหานี้เปนปญหาที่คอนขางมีความซับซอนทั้งในสวนของการไหลและการ

ถายเทความรอนทําใหการใชกริดแบบสม่ําเสมอที่ละเอียดเพียงพอทั่วกันทั้งโดเมนจะตองใช

หนวยความจําและเวลาในการคํานวณมากเกินความจําเปน  ดังนั้น จึงแบงกริดใหมโดยที่บริเวณ

ผิวรอยตอและบริเวณที่มีเกรเดียนทสูงจะใชกริดที่มีความละเอียดมากกวาบริเวณที่หางออกไปดัง

แสดงในรูปที่ 5.2 

ทดสอบความเปนอิสระของกริดโดยใชกริดตางกันสามขนาดคือ ,60150× 75200×  และ 

90250×  โดยเปรียบเทียบอุณหภูมิไรมิติที่ผิวรอยตอจากมุมดานซายลางของสิ่งกีดขวางไปถึงมุม

ดานขวาลางในกรณี ,1000Re = 72.0Pr =  และ 10/ == fs kkK  ดังแสดงในรูปที่ 5.3 ซึ่งจาก

รูปจะเห็นวาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอจะมีคาต่ําที่สุดเมื่อใชกริดขนาด 60150×  และจะเพิ่มสูงขึ้นเมื่อ

ใชกริดที่ละเอียดขึ้น แตเมื่อใชกริดขนาด 90250×  พบวาคาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอมีคาเพิ่มข้ึน

มากกวากรณีที่ใชกริดขนาด 75200×  เพียงเล็กนอย ดังนั้น สําหรับปญหานี้การเลอืกใชกริดขนาด 

75200×  จึงมีความละเอียดเพียงพอตอการคํานวณ 
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ก) กริดในโดเมนการคํานวณ 

 

 
 

ข) ภาพขยายของกริดบริเวณสิ่งกีดขวาง 

 

รูปที่ 5.2 ลักษณะของกริดทีใ่ชในการคํานวณ 
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รูปที่ 5.3 อุณหภูมิที่ผวิรอยตอกรณีใชกริดขนาดตางกนั 
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รูปที่ 5.4–5.6 แสดงผลการคํานวณโดยใชกริดขนาด 75200×  ที่สภาวะการไหล 

,1000Re = 72.0Pr =  และ 10=K  โดยในรูปที่ 5.4 แสดงเสนกระแสการไหลซึ่งจะเห็นวาที่

บริเวณทายกระแสการไหลของสิ่งกีดขวางมีการหมุนวนเกิดขึ้นเปนระยะประมาณสิบสองเทาของ

ความสูงของสิ่งกีดขวาง  สวนที่บริเวณตนกระแสการไหลไมพบการหมุนวนเนื่องจากบริเวณการ

หมุนวนมีขนาดเล็กมากเมื่อเทียบกับบริเวณหมุนวนดานทายกระแสการไหล แตเมื่อพิจารณาอยาง

ละเอียดจะเห็นวาบริเวณดังกลาวก็เกิดการหมุนวนเชนกัน โดยทิศทางการหมุนวนจะหมุนไปตาม

เข็มนาฬิกาดังจะเห็นไดจากภาพขยายของเวกเตอรความเร็วในรูปที่ 5.5 โดยบริเวณการหมุนวนที่

เกิดขึ้นจะมีอิทธิพลตอการถายเทความรอนของสิ่งกีดขวางดังแสดงในรูปที่ 5.6 ซึ่งจากรูปจะเห็นวา

การกระจายตัวของอุณหภูมิบริเวณมุมลางดานซายจะกระจายขึ้นไปดานบน และที่บริเวณมุมบน

ดานซายบนอุณหภูมิจะมีคาต่ํากวาเนื่องจากไดรับอิทธิพลของกระแสการไหลหลักนั่นเอง ซึ่งก็

สอดคลองกับคานัสเซิลทนัมเบอรที่ผิวรอยตอเปนอยางดีดังแสดงในรูปที่ 5.7 จะเห็นวาที่ผิว

ดานซายนัสเซิลทนัมเบอรจะคอยๆเพิ่มข้ึนในชวงแรกและจะเพิ่มข้ึนอยางรวดเร็วที่บริเวณใกลมุม

บนดานซายจนมีคาสูงสุด หลังจากนั้นจึงมีคาลดลงที่บริเวณผิวดานบนตามทิศทางการไหลจนถึง

บริเวณมุมบนดานขวานัสเซิลทนัมเบอรจะเพิ่มข้ึนเล็กนอยเนื่องจากอุณหภูมิที่ผิวมีคาลดลงเพราะ

ของไหลบริเวณนั้นไมไดรับความรอนจากสิ่งกีดขวาง สําหรับนัสเซิลทนัมเบอรที่ผิวดานขวาจะเห็น

วามีคาลดลงอยางรวดเร็วในชวงแรกจนมีคาต่ําที่สุดและมีคาเกือบจะคงที่จนถึงบริเวณมุมลาง

ดานขวาจึงมีคาเพิ่มขึ้นอีกเล็กนอยเนื่องจากบริเวณนั้นมีเกรเดียนทของอุณหภูมิที่มากกวานั่นเอง 

และจากการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดกับผลการคํานวณเชิงตัวเลขของ Young and Vafai 

(1998) และผลจากวิธีเชิงวิเคราะหของ Cess and Shaffer (1959) ดังแสดงในรูปที่ 5.7 พบวาผล

การคํานวณที่ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดี  
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รูปที่ 5.4 เสนกระแสการไหลที่กรณี ,1000Re = 72.0Pr =  และ 10=K  
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h

 
 

รูปที่ 5.5 ภาพขยายเวกเตอรความเร็วบริเวณตนกระแสการไหลของสิ่งกีดขวาง 
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รูปที่ 5.6 การกระจายตวัของอุณหภูมิบริเวณสิ่งกีดขวาง 

       กรณี ,1000Re = 72.0Pr =  และ 10=K  
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รูปที่ 5.7 การกระจายตวัของนัสเซิลทนัมเบอรที่ผิวรอยตอเปรียบเทียบกับผลการ 

 คํานวณของ Young and Vafai (1998) และผลเชิงวิเคราะหของ Cess   

 and Shaffer (1959) กรณี ,1000Re = 72.0Pr =  และ 10=K   

 

 

สําหรับการวิเคราะหปญหาดังกลาวนี้จะใชสภาวะการไหลที่ ,1000Re = 72.0Pr = และ 

10=K  เปนสภาวะฐาน โดยจะเปลี่ยนคาของตัวแปรที่ตองการศึกษาและวิเคราะหถึงผลที่เกิดขึ้น

ตอการไหลและการถายเทความรอนดังตอไปนี้  

 
5.2 ผลของเรยโนลดนัมเบอร 
 
 ผลของเรยโนลดนัมเบอรตอสนามการไหลไดถูกแสดงไวในรูปที่ 5.8 โดยเปนการ

เปรียบเทียบเสนกระแสการไหลที่ 1400 ,800 ,200Re =  และ 2000  ซึ่งจะเห็นวาระยะการหมุน

วนบริเวณหลังสิ่งกีดขวางจะมีคาเพิ่มข้ึนตามคาเรยโนลดนัมเบอรที่เพิ่มข้ึน 

 รูปที่ 5.9 แสดงผลของเรยโนลดนัมเบอรตอนัสเซิลทนัมเบอรที่ผิวรอยตอสําหรับกรณี 

2000Re200 ≤≤  ดังที่ไดอธิบายไวกอนหนา นั่นคือ ในชวงแรกนัสเซิลทนัมเบอรจะมีคาต่ําที่

บริเวณมุมลางดานซายและเพิ่มข้ึนอยางรวดเร็วที่บริเวณใกลมุมดานบน หลังจากนั้นนัสเซิลทนัม

เบอรที่บริเวณผิวดานบนจะมีคาลดลงอยางรวดเร็วในชวงแรกและตอมาจึงลดลงอยางชาๆ และที่

บริเวณผิวดานขวานัสเซิลทนัมเบอรก็จะลดลงอยางรวดเร็วอีกครั้งจนมีคาต่ําที่สุดและมีคาเกือบจะ
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คงที่ไปจนสุดผิวรอยตอที่มุมลางดานขวา โดยจะเห็นวาเมื่อเรยโนลดนัมเบอรมีคาสูงขึ้น นัสเซิลท

นัมเบอรก็จะมีคาเพิ่มข้ึนตามไปดวย นั่นคือสามารถระบายความรอนออกจากสิ่งกีดขวางไดมาก

ขึ้นนั่นเอง 
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ก) 200Re =  
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ข) 800Re =  
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ค) 1400Re =  
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ง) 2000Re =  

 

รูปที่ 5.8 เสนกระแสการไหลที่คาเรยโนลดนัมเบอรตางๆกัน 
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รูปที่ 5.9 นัสเซิลทนมัเบอรที่ผิวรอยตอกรณี 2000Re200 ≤≤  

 

 
5.3 ผลของพรันดเทิลนมัเบอร 
 

 ผลของพรันดเทิลนัมเบอรตอการกระจายตัวของอุณหภูมิไรมิติไดถูกแสดงไวในรูปที่ 5.10 

ซึ่งจะเห็นวาเมื่อพรันดเทิลนัมเบอรมีคาเพิ่มข้ึนเปนผลใหชั้นขอบเขตความรอน (Thermal 

boundary layer) บางลง โดยจะขยับลงมาทางดานลางของชองทางไหลดังจะเห็นไดจากในรูป ก) 

เสนอุณหภูมิคงที่เสนนอกสุดซึ่งมีคา 0.005 จะขยับลงมาชิดกับส่ิงกีดขวางมากขึ้นเมื่อพรันด

เทิลนัมเบอรมีคาเพิ่มสูงขึ้นในรูป ข) และ ค) ซึ่งเปนผลมาจากการถายเทความรอนโดยการพามี

อิทธิพลมากขึ้นตามคาพรันดเทิลนัมเบอร และเมื่อของไหลสามารถพาความรอนไดมากขึ้นนั่นคือ

สามารถดึงความรอนออกจากสิ่งกีดขวางไดเพิ่มข้ึนเชนกันจึงทําใหอุณหภูมิในสิ่งกีดขวางมีคา

ลดลง  

 
5.4 ผลของอตัราสวนสมัประสิทธิ์การนําความรอน 
 

อัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน )(K  มีผลตอการถายเทความรอนแบบคอนจู

เกตคอนขางมากดังที่แสดงในรูปที่ 5.11 และตารางที่ 5.2 โดยจะเห็นวาเมื่อคา K  เพิ่มข้ึน

อุณหภูมิภายในสิ่งกีดขวางจะลดลงอยางเห็นไดชัด โดยในกรณี 1=K  อุณภูมิสูงสุดจะมีคา

เทากับ 0.1518 และลดลงเปน 0.0415 ในกรณี K  เพิ่มข้ึนสิบเทา และเมื่อคา 100=K  อุณภูมิ 
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ก) 072.0Pr =  
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ค) 2.7Pr =  

 

รูปที่ 5.10 ผลของพรันดเทิลนัมเบอรตอการกระจายตัวของอุณหภูมิไรมิติ 
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สูงสุดจะมีคาเทากับ 0.0249 ซึ่งมีคาใกลเคียงกับกรณี 1000=K  และเมื่อพิจารณาการกระจาย 

ตัวของอุณหภูมิจะเห็นวาในกรณีที่ 100=K  และ 1000=K  อุณหภูมิในสิ่งกีดขวางมีการ

กระจายตัวนอยมากจนกลาวไดวาอุณหภูมิทั่วทั้งสิ่งกีดขวางมีคาคงที่เทากันทําใหการนําความรอน

ในของแข็งไมมีผลตอการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ซึ่งก็เสมือนกับวาเปนการพาความรอน

โดยทั่วไปที่มีเงื่อนไขขอบเปนคาอุณภูมิคงที่นั่นเอง   

จากการกระจายตัวของอุณหภูมิที่กลาวมาจะเห็นวาสอดคลองกับคานัสเซิลทนัมเบอรที่

ผิวรอยตอดังแสดงในรูปที่ 5.12 โดยจะเห็นวาเมื่ออัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนมีคา

เพิ่มข้ึนทําใหนัสเซิลทนัมเบอรเพิ่มข้ึนตามไปดวยนั่นคือสามารถถายเทความรอนออกจากสิ่งกีด

ขวางไดมากข้ึนอุณหภูมิจึงมีคาลดลง  และเมื่อคา K  มีคาตั้งแตหนึ่งรอยขึ้นไป คานัสเซิลทนัม

เบอรจะไมมีการเปลี่ยนแปลง  สําหรับกรณี 1=K  สิ่งกีดขวางจะประพฤติตัวเสมือนกับเปนฉนวน

กันความรอนสําหรับการไหลของอากาศ กลาวคือ ในกรณีนี้คาความตานทานความรอนมีคามาก

ทําใหความรอนถายเทจากของแข็งไปสูของไหลไดนอย ดังนั้น การกระจายตัวของนัสเซิลทนัมเบอร

จึงมีความแตกตางออกไปจากกรณีอ่ืนๆ 

 

 

ตารางที่ 5.2 คาอุณหภูมิไรมิติสูงสุดกรณี ,1=K ,10 100  และ 1000  

K  1 10 100 1000 

θ  0.1518 0.0415 0.0249 0.0208 
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ข) 10=K  
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ค) 100=K  
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ง) 1000=K  

 

รูปที่ 5.11 การกระจายตัวของอุณหภูมิทีค่า K  ตางๆกนั 
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รูปที่ 5.12 ผลของอัตราสวนสัมประสิทธิก์ารนําความรอนตอนัสเซิลทนัมเบอร  

       (คา K=1, 10, 100 และ 1000) 

 

 
5.5 การเปรยีบเทียบการถายเทความรอนที่มีและไมมีผลของคอนจูเกต 
 

 ในสวนนี้จะเปนการพิจารณาความสําคัญของการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต วามี

ความแตกตางกับการพาความรอนแบบทั่วไปที่ไมคิดผลของคอนจูเกตอยางไร โดยลักษณะของ

ปญหาที่พิจารณาจะเหมือนกับการวิเคราะหที่ผานมา ยกเวนที่บริเวณผิวดานลางของสิ่งกีดขวาง

จะเปลี่ยนจากฟลักซความรอนคงที่เปนคาอุณภูมิคงที่ wT สําหรับกรณีที่คิดผลของคอนจูเกตดัง

แสดงในรูปที่ 5.13 และสําหรับกรณีการถายเทความรอนแบบทั่วไปที่ไมคิดผลของคอนจูเกตที่มี

อุณหภูมิคงที่ตลอดผิวรอยตอไดแสดงไวในรูปที่ 5.14 อุณหภูมิไรัมิติสําหรับปญหานี้คํานวณจาก

สมการ (5.4)  

 

ew

e
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TT
−
−

=θ   (5.4) 
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รูปที่ 5.13 ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตกรณีส่ิงกีดขวางมีอุณหภูม ิ

        คงที่ผิวดานลาง (Not to scale) 
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รูปที่ 5.14 ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนกรณีสิ่งกีดขวางมีอุณหภูมิคงที่ตลอดผิวรอยตอ  
   (Not to scale) 

  

ผลการคํานวณในรูปของการกระจายตัวของอุณหภูมิไดถูกแสดงไวในรูปที่ 5.15 โดยในรูป 

5.15ก-5.15ค สําหรับกรณีที่คิดผลของการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่คา K=1, 10 และ 

100 ตามลําดับ สวนในรูป 5.15ง สําหรับกรณีการพาความรอนแบบทั่วไปที่ไมคิดผลของคอนจูเกต 

จากรูปจะเห็นวากรณีการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตจะมีลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิ

ที่คลายกับหัวขอกอนหนานี้ แตคาอุณหภูมิจะตางออกไปเนื่องจากเงื่อนไขขอบที่เปลี่ยนไปนั่นเอง 

เมื่อเปรียบเทียบกับกรณีที่ไมคิดผลของคอนจูเกตจะพบวาการกระจายตัวของอุณหภูมิในสนาม

การไหลของกรณี K=1และ 10 มีความแตกตางออกไปอยางชัดเจน แตการกระจายตัวของ

อุณหภูมิจะมีลักษณะใกลเคียงกันเมื่อเปรียบเทียบระหวางรูป 5.15ค และ 5.15ง เมื่อพิจารณา

นัสเซิลทนัมเบอรที่ผิวรอยตอดังแสดงในรูปที่ 5.16 ก็จะพบวามีแนวโนมไปในทิศทางเดียวกันคือ 

กรณี K=1และ 10 นัสเซิลทนัมเบอรจะมีความแตกตางกับกรณีการพาความรอนอยางเห็นไดชัด 

และเมื่อ K เพิ่มข้ึนเปน 100 จะเห็นวานัสเซิลทนัมเบอรแตกตางกันเพียงเล็กนอย 
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ง) กรณีที่ไมคดิผลของคอนจูเกต 

 

รูปที่ 5.15 การกระจายตัวของอุณหภูมิกรณีผิวของสิ่งกดีขวางมีคาคงที ่
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รูปที่ 5.16 นัสเซิลทนมัเบอรที่ผิวรอยตอเปรียบเทียบกับกรณีการพาความรอน 

 

พิจารณารูปที่ 5.17 จะเห็นวาคาอุณหภูมิไรมิติที่ผิวรอยตอจะเพิ่มสูงขึ้นเมื่อ K  มีคามาก

ขึ้น โดยมีแนวโนมที่จะขยับเขาไปใกลคาอุณหภูมิคงที่ 1=θ  ของกรณีการพาความรอน และ

ลักษณะของเสนกราฟก็จะมีความชันลดลงดวย เมื่อพิจารณาเปอรเซ็นตความแตกตางสูงสุดของ

อุณหภูมิที่คา K  ตางๆ เปรียบเทียบกับกรณีการพาความรอนดังแสดงในตารางที่ 5.3 จะเห็นวา

กรณีที่ K  มีคานอย อุณหภูมิที่ผิวรอยตอจะมีความแตกตางกับกรณีการพาความรอนอยางชัดเจน 

โดยกรณี 1=K  จะแตกตางมากถึง 91.14% และความแตกตางนี้ก็จะลดลงไปตามคา K  ที่

สูงขึ้น จนเมื่อ 100=K  ก็จะพบวามีความแตกตางสูงสุดของอุณหภูมิเพียง 12.36% และในกรณี 

1000=K  เปอรความแตกตางมีคานอยมากเพียง 1.34% 
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รูปที่ 5.17 อุณหภูมิไรมิติทีผิ่วรอยตอที่คา K  ตางๆกนัเปรียบเทียบกับกรณีการพาความรอน 
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ตารางที่ 5.3 เปอรเซ็นตความแตกตางสงูสดุของอุณหภูมิไรมิติที่ผิวรอยตอกรณี ,1=K ,10 100  

และ 1000 เปรียบเทยีบกับกรณีการพาความรอนที่ไมคิดผลของคอนจูเกต 

K  1 10 100 1000 

% ความแตกตางสูงสุด 91.14 59.43 12.36 1.34 

 

จะเห็นไดวาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตจะมีบทบาทสําคัญมากในกรณีที่ K  มีคา

นอยๆ โดยกรณีที่ 100>K  คาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอจะมีคาคอนขางคงที่ทําใหสามารถสมมตไิดวา

เปนการพาความรอนแบบทั่วไปโดยไมทําใหผลการคํานวณคลาดเคลื่อนไปมากนัก 

 
5.6 สรุป 
 

ในบทนี้ไดนําโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นมาวิเคราะหปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปทรง

สี่เหลี่ยมที่ไดรับความรอนจากผิวดานลางของชองการไหล โดยศึกษาถึงผลของเรยโนลดนัมเบอร

นัสเซิลทนัมเบอร และอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนวามีผลกระทบตอการไหลและ

การถายเทความรอนอยางไร  ซึ่งจากการวิเคราะหสามารถสรุปไดดังนี้ 

 

1) เมื่อเรยโนลดนัมเบอรเพิ่มสูงขึ้นนัสเซิลทนัมเบอรก็จะมีคาเพิ่มข้ึนตามไปดวย 

2) เมื่อพรันดเทิลนัมเบอรมีคาเพิ่มข้ึนชั้นขอบเขตความรอนจะบางลง ของไหลสามารถดึง  

    ความรอนออกจากสิ่งกีดขวางไดเพิ่มข้ึนเปนผลใหอุณหภูมิมีคาต่ําลง  

3) อัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนจะมีผลตอการถายเทความรอนแบบคอนจู 

    เกตเมื่อ 100<K โดยถามีคาเกินไปจากนี้การนําความรอนในสวนของแข็งจะไมมีผล   

    (เกรเดียนทอุณหภูมิภายในของแข็งมีคาเปนศูนย) 

 

จากที่กลาวมาจะเห็นไดวาอัตราการถายเทความรอนมีความสัมพันธโดยตรงกับตัวแปรทั้ง

สาม กลาวคือ เมื่อตัวแปรใดตัวแปรหนึ่งมีคาเพิ่มข้ึนจะทําใหอัตราการถายเทความรอนเพิ่มข้ึนตาม

ไปดวยนั่นเอง 

 



บทที่ 6 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 
6.1 บทสรปุ 
 

 งานวิทยานิพนธนี้แสดงการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตซึ่งเปน

ปญหาการถายเทความรอนที่พิจารณาการนําความรอนในของแข็งและการพาความรอนในของ

ไหลควบคูกัน โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมภายใตสมมติฐานที่เปนการไหลแบบราบเรียบ อัดตัว

ไมได ที่สภาวะคงตัวในสองมิติ และคุณสมบัติของของไหลมีคาคงที่ ซึ่งจากผลการคํานวณจะเห็น

ไดวา โปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นสามารถใชวิเคราะหปญหาดังกลาวไดเปนที่นาพอใจ 

 

สําหรับการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ตองเร่ิมตนจากสมการพื้นฐานที่เปนตัว

กํากับกระบวนการและลักษณะทางกายภาพของปญหา โดยวิธีการไดมาของสมการเหลานี้ได

อธิบายไวในบทที่ 2 โดยสมการดังกลาวประกอบไปดวย สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 

สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม ทั้งในแนวแกน x  และในแนวแกน y  ที่รวมผลของ

แรงลอยตัวเนื่องจากความแตกตางของอุณหภูมิ และสุดทาย คือ สมการเชิงอนุพันธของการ

อนุรักษพลังงาน โดยในตอนทายของบทไดจัดรูปสมการพื้นฐานดังกลาวใหอยูในรูปทั่วไป ซึ่งจะทํา

ใหงายตอการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ดังที่ไดแสดงรายละเอียดและวิธีการไวในบทท่ี 3 

ซึ่งเร่ิมจากการแบงรูปรางของปญหาที่พิจารณาออกเปนปริมาตรควบคุมยอยๆ โดยใชกริดแบบ

เยื้อง ตอจากนั้น ทําการดิสครีไทซสมการพื้นฐานใหเปนสมการพีชคณิตอยางงาย รวมกับการ

ประมาณคาที่ผิวรอยตอและการประยุกตเงื่อนไขขอบ และสุดทายไดอธิบายกระบวนการหาผล

เฉลยดวยวิธี TDMA รวมกับเทคนิควิธีทําซ้ําและขั้นตอนวิธี SIMPLE เพื่อใหแนใจวาผลเฉลยที่

ไดมีความถูกตอง ไมผิดไปจากลักษณะทางกายภาพที่เกิดขึ้นจริง 

 

โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่พัฒนาขึ้นจากระเบียบวิธีในบทที่ 3 จะถูกนํามา

ตรวจสอบความถูกตองกับงานวิจัยกอนหนานี้ โดยแบงการตรวจสอบออกเปนสามสวนคือ สวน

ของสนามการไหล สวนของการถายเทความรอน และสวนของการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

โดยปญหาที่นํามาเปนกรณีศึกษามีดังนี้  

1) ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมในชองทางไหล 

2) ปญหาการนําความรอนในแผนโลหะ 

3) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปด 
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4) ปญหาการพาความรอนแบบบังคับในชองทางไหล 

5) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระที่มีผนังนําความรอน 

6) ปญหาการพาความรอนแบบบังคับในชองทางไหลที่มีผนังนําความรอน 

จากการเปรียบเทียบพบวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นสามารถใหผลการคํานวณที่

สอดคลองกับผลงานวิจัยกอนหนานี้เปนอยางดี ดังที่ไดแสดงรายละเอียดไวในบทที่ 4 

 

ในบทที่ 5 ไดนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ตรวจสอบความถูกตองแลวมาวิเคราะหปญหา

การถายเทความรอนแบบคอนจูเกตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมที่ไดรับ 

ความรอนที่ผิวดานลาง โดยวิเคราะหถึงผลกระทบจากการเปลี่ยนแปลงคาพารามิเตอรที่เกี่ยวของ

กับการไหลและการถายเทความรอน ซึ่งสามารถสรุปไดดังนี้ 

1) กรณีที่เรยโนลดนัมเบอรมีคาสูงขึ้น ระยะการหมุนวนบริเวณดานหลังสิ่งกีดขวางจะมคีา

มากขึ้นตามไปดวย และอัตราการถายเทความรอนที่อยูในรูปของนัสเซิลทนัมเบอรก็จะมีคาเพิ่ม

สูงขึ้นเชนกัน 

2) เมื่อพรันดเทิลนัมเบอรมีคาเพิ่มข้ึน ชั้นขอบเขตความรอนจะบางลง ของไหลจะสามารถ 

ดึงความรอนออกจากสิ่งกีดขวางไดเพิ่มข้ึน เปนผลใหอุณหภูมิในสิ่งกีดขวางมีคาลดต่ําลง  

3) อัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนจะมีผลตอการถายเทความรอนแบบคอนจู 

เกตเมื่อ K  มีคานอยๆ โดยถา 100>K  การนําความรอนในสวนของแข็งจะไมมีผล เนื่องมาจาก

เกรเดียนทอุณหภูมิภายในของแข็งมีคาเปนศูนย ทําใหสามารถสมมติไดวาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอมี

คาคงที่ 

 

จากทั้งหมดที่ไดกลาวมาสามารถสรุปไดวา วิทยานิพนธนี้ไดพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร

ข้ึนมาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพื่อใชในการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจู

เกต  การถายเทความรอนระหวางผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหลถูกเชื่อมโยงโดยใชฟลักซ

ความรอนที่ออกจากปริมาตรควบคุมในของแข็งที่ผิวรอยตอ ซึ่งฟลักซดังกลาวถูกนําไปคํานวณเปน 

Source term ของสมการอนุรักษพลังงานโดยไมตัดความเชื่อมโยงของปริมาตรควบคุมที่อยูติดกัน 

ผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นอยูในระดับเปนที่นาพอใจ 
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6.2 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยตอไป 
 

แมวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นจะสามารถนําไปวิเคราะหปญหาการถายเทความ

รอนแบบคอนจูเกตโดยใหผลการคํานวณเปนที่นาพอใจก็ตาม แตก็ยังมีขอจํากัดอีกหลายๆอยางที่

ควรพัฒนาตอไปเพื่อใหโปรแกรมมีประสิทธิภาพมากขึ้นดังนี้ 

 

1) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะการไหลแบบปนปวนได 

2) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถคํานวณการไหลในรูปรางของปญหาที่มีความซับซอนได 

3) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถคํานวณการไหลในสภาวะชั่วขณะได  

4) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถคํานวณการไหลในสามมิติได 

5) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถคํานวณการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่สามารถ  

       คํานวณการเปลี่ยนรูปเนื่องจากความเคนในของแข็งได 

6) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถคํานวณการไหลในหลายสถานะได (Multiphase flow)       

 7) พัฒนาโปรแกรมใหมีความสะดวกและงายตอการใชงานมากขึ้น 
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