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This dissertation applies the multi pole re-expansion consisting of multi pole translation and multi pole 

rotation to calculate electric field and dielectrophoretic (DEP) force on spherical dielectric particles. The DEP force 

is exerted on a polarized, but uncharged particle by a non-uniform field. This force may affect the particle motion. 

which may lead to desired or adverse consequences. Two problems of force analysis are treated in this 

dissertation: 1. A dielectric particle in the particle trap, in which the field non-uniformity is exerted by electrode 

profiles, in a gas insulated system. 2. ER fluid, a suspension of dielectric particles in a non-conducting fluid. where 

the particles themselves give rise to a non-uniform field. This dissertation focuses on differences between the 

results of thorough analysis and those from the conventional dipole approximation. 

Force in the particle trap is analyzed to investigate the particle behavior in the trap. The force on the 

particle is accurately calculated by using multi poles and all their images. The effects on the force of particle 

pOSition, the angle of the trap. and the permittivity ratio of the particle to gas are studied. To find out the case that 

force can be approximated by using only a dipole or using a dipole and a few of its images, this dissertation also 

determines the accuracy of these two kinds of approximation. 

The ER fluids are studied to determine the aggregation of partic les in the fluid and difference between 

particle arrangement from the forces obtained by (1) the dipole model and (2) the multipole model having higher 

accuracy. The simulations of the particle movement are done to show particle aggregation for different volume 

fractions of particles to system. The particle positions are computed by integrating the equation of motion when the 

dipole and the multi pole models are used. This dissertation determines the time that particles form a chain bridging 

electrodes and shows the difference in partic le aggregation by the two models. In addition, propriety of the mean 

square displacement in identifying particle aggregation and the possibi lity of the formation of body centered 

tetragonal lattice are also studied. 
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4.2 แรงดูด และแรงผลักมากที่สุดของ *
horizF  และ *

vertF  บนอนุภาคลูกลางที่คา iterN = 2  67 

4.3 คาของ 1c , 2c  และ 3c  ที่ t = 300ms จากการจําลองของไหลอีอาร 

 ระบบ (a), (b) และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกดวยแบบจําลองไดโพล (dp) และ

แบบจําลองมัลติโพล (mp) 77 
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1.1 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมในกับดักอนุภาค 7 

1.2 อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร 7 

1.3 อนุภาคจัดเรียงตัวในของไหลอีอาร 8 

2.1 ประจุเหนี่ยวนาํบนตัวนาํที่เกดิจากอิทธิพลของประจุไฟฟา q+  10 

2.2 ประจุผูกพันและการเกิดโพลาไรซในฉนวน (ก) ประจุภายในโมเลกุล และ 

 (ข) โพลาไรเซชันของอนุภาคฉนวน 10 

2.3 แรงคูลอมบระหวางประจุ 1q  และ 2q  11 

2.4 ตําแหนงของไดโพล 11 

2.5 แรงที่เกิดขึ้นกบัไดโพลภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอ 12 

2.6 ปญหาที่นาํมาวิเคราะหในวทิยานิพนธ 13 

2.7 ตําแหนงบนพ้ืนผิวของอนุภาครูปทรงกลมภายในกับดักอนุภาค 16 

2.8 ศักยไฟฟาที่จดุ C  จากผลของประจุ Q  ที่ระยะหางกนั r  18 

2.9 ตัวอยางของมลัติโพลอันดับตางๆ 18 

2.10 การกระจายมลัติโพลซ้ําจากมัลติโพลที่จุด C  ไปยังจุด A  19 

2.11 การหมนุมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมลัติโพล ,n kB  20 

2.12 เงาของมัลติโพลและระนาบกราวด  (ก) ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xy  และ 

 (ข) ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xz  21 

2.13 มัลติโพล และเงาของมัลติโพลกับระนาบเอียงทํามุม 0θ   

 (ก) มัลติโพล ,n mB  กอนทาํการหมุน   และ  

 (ข) มัลติโพล ,n kB  หลังทําการหมนุ และเงามัลติโพล ,n kB′  22 

2.14  ไดโพลและตาํแหนงในการคํานวณสนามไฟฟา 23 

2.15 อนุภาคฉนวน a  และ b  ภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก และ 

 การกระจายมลัติโพลซ้ําจากอนุภาค b ไปยัง อนุภาค a  24 

2.16 อนุภาครูปทรงกลมและ T  ที่กระทําตอพ้ืนผวิยอย ds  28 

2.17 ระบบพิกัดในการคํานวณแรงระหวางคูอนุภาค a  และ b  29 

2.18 เงาของมัลติโพล ,j kB  ของอนุภาค a  ซึ่งอยูระหวางระนาบอิเล็กโทรดเอียง 31 

3.1 การจัดวางตําแหนงของอนภุาคในการคํานวณ 34 
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3.2 ไดโพลแทนผลของอนุภาคฉนวนภายใตสนามไฟฟาภายนอก 0E  

 (ก) โพลาไรเซชันของอนุภาคฉนวน และ (ข) ไดโพลแทนการเกิดโพลาไรเซชัน 35 

3.3 ตําแหนงเงาของอิเล็กโทรดชุดแรกที่ใชในการคํานวณ 37 

3.4 การหมนุ, การเลื่อนขนาน และตําแหนงของเงาไดโพล ( )0
, 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดลาง 

และ ( )0
, 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดบนที่ใชในการคํานวณรอบแรกดวยวิธทีําซ้ําของการ

คํานวณแบบ dps 39 

3.5 การหมนุมัลติโพล การเลื่อนขนานมัลติโพล และ ตําแหนงของเงามัลติโพล เมื่อ 0α = °45  

(ก) เงามัลติโพลชุดแรกเนื่องจากอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบนจํานวน 4 ลูก และ (ข) 

เงามัลติโพลชุดที่สองเนื่องจากอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลางจํานวน 4 ลูก 41 

3.6 ตําแหนงในการคํานวณแรงบนอนุภาคเมือ่อนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง 42 

3.7 *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 30°  44 

3.8 *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 30°  44 

3.9 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 60°   

 (ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps)  และ  

 (ข) *Fα  จากการคาํนวณแบบ dps และ mps 45 

3.10 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 30°    

 (ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ  

 (ข) *Fα  จากการคาํนวณแบบ dps และ mps 46 

3.11 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 60°    

 (ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ  

 (ข) *Fα  จากการคาํนวณแบบ dps และ mps 47 

3.12 ตําแหนงในการคํานวณแรงบนอนุภาคเมือ่อนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง 48 

3.13 *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง  

 ที่ 0α = 30°  49 

3.14 *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง  

 ที่ 0α = 30°  49 
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3.15 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง ที่ 0α = 60°   

 (ก) *Fρ  จากการคาํนวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ  

 (ข) *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps 50 

3.16 *
,maxFρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  52 

3.17 *
,maxFα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อ  0α = 5°  ถึง 90°  52 

3.18 ตําแหนงที่เกิด ,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  53 

3.19 *
,maxFρ จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่อเปล่ียนอัตราสวน /N Eε ε   

 ที่ 0α = 30°  54 

3.20 *
,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อเปลี่ยนอัตราสวน /N Eε ε   

 ที่ 0α = 30°  54 

4.1 ระบบของไหลอีอารที่อนุภาคกระจายแบบสุม 58 

4.2 ระบบพิกัดในการคํานวณแรงผลักระหวางคูอนุภาค a  และ b  61 

4.3 แผนภูมิสายงานในการคํานวณตําแหนงของอนุภาค 62 

4.4 โครงขายผลึกแบบบีซทีีของอนุภาค 63 

4.5 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมสัมผัสกันภายใตสนามไฟฟาภายนอก 65 

4.6 แรงที่กระทําบนอนุภาคลูกลางในรูปที่ 4.5 จากการประมาณดวยไดโพล (dipole)  

 การประมาณดวยมัลติโพล เมื่อ mpN = 4  และ iterN = 2,3,4,5  และแรง mpN = 100  

 (ก) *
horizF  (ข) *

vertF  66 

4.7 แรงที่กระทําบนอนุภาคลูกลางในรูปที่ 4.5 จากการประมาณดวยไดโพล (dipole)  

 การประมาณดวยมัลติโพล เมื่อ iterN = 2  และ mpN = 3,4,5,20  และแรง mpN = 100  

  (ก) *
horizF   และ (ข) *

vertF  68 

4.8 ผลของ iterN และ mpN  กับเวลาในการคํานวณตอชวงกาวเวลาดวยอนุภาค 20 ลูก 69 

4.9 ตําแหนงเริ่มตนของอนุภาคฉนวนจํานวน 20 ลูกในการจําลองของไหลอีอาร 70 

4.10 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจาํนวน 20 ลูกในของไหลอีอารทุกๆ 30 ms  

 เมื่อใชแบบจําลองไดโพล 71 

4.11 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจาํนวน 20 ลูกในของไหลอีอารทุกๆ 30 ms  

 เมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล 72 

4.12 *2R จากการจําลองโดยใชแบบจาํลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp) 73 
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4.13 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (a)  

 จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp) 74 

4.14 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (b)  

 จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp) 74 

4.15 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (c)  

 จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp) 75 

4.16 *2R  ของระบบ (a), (b) และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกซ่ึงไดจากการใช 

 แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจาํลองมัลติโพล (mp) 75 

4.17 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจาํนวน 67 ลูกในของไหลอีอารระบบ (a)  

 เมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล ที่เวลา 380 ms 76 

4.18 การเปลี่ยนแปลงของคา 1c , 2c  และ 3c  ตามเวลาของของไหลออีารระบบ (a)  

 ซ่ึงมีอนุภาคจาํนวน 67 ลูก จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และ 

 แบบจําลองมัลติโพล (mp)  77 

ก.1 การหมนุมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมลัติโพล ,n kB  86 

ง.1 วางเงามัลติโพลที่กระทํากับอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบน 91 

ง.2 วางเงามัลติโพลที่กระทํากับอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลาง 92 

จ.1 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  94 

จ.2 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  95 

จ.3 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  96 

จ.4 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  97 

จ.5 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 30°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  98 

จ.6 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  99 
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จ.7 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 60°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  100 

จ.8 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  101 

ฉ.1 มุม และระยะในการคํานวณแรงระหวางไดโพล 1p  และ 2p  102 

ฉ.2 ตําแหนงและระยะหางระหวางไดโพล 0p กับเงาไดโพล 1p และ 2p  ของระนาบเอียง 104 

ฉ.3 ตําแหนง มุม และระยะของไดโพล 0p  กับเงาไดโพล 1p  105 

ฉ.4 ตําแหนง มุม และระยะของไดโพล 0p  กับเงาไดโพล 2p  106 

ฉ.5 *Fρ  จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.30) เมื่ออนุภาคอยูติดกับอิเล็กโทรดลาง 

 กับการเปลี่ยนคา ρ  ที่ 0α = 30°,45°,60°,90°  108 

ฉ.6 *Fα  จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.31) เมื่ออนุภาคอยูติดกับอิเล็กโทรดลาง 

 กับการเปลี่ยนคา ρ  ที่ 0α = 30°,45°,60°,90°  108 

ฉ.7 *
,maxFρ  จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.31) เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  109 

ฉ.8 *
,maxFα  จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.30) เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  110 

ฉ.9 ระยะ *ρ  ที่เกิด *
,maxFα  เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  110 

ช.1 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง  

 ที่ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  111 

ช.2 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง  

 ที่ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  112 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

 ปจจุบันมีการใชงานวัสดุไฟฟาในรูปแบบของอนุภาคในของเหลวหรือกาซ. ชนิดของ

อนุภาคมีทั้งอนุภาคฉนวน อนุภาคตัวนําทั้งที่มีประจุลัพธและไมมีประจุลัพธ.  เมื่ออนุภาคเหลานี้

อยูภายใตสนามไฟฟาซึ่งกอใหเกิดโพลาไรเซชันบนอนุภาค. ผลที่ตามมาคือเกิดแรงกระทําบน

อนุภาคเปนผลทําใหอนุภาคเคลื่อนที่ตามแนวของสนามไฟฟา.  แรงที่เกิดบนอนุภาคแบงออกได

เปนสองประเภทคือ แรงคูลอมบ และ แรงไดอิเล็กโตรโฟเรติก (Dielectrophoretic force) ซึ่งแรงทั้ง

สองประเภทนี้ขึ้นอยูกับสนามไฟฟาบนผิวของอนุภาค.   ดังนั้นการคํานวณสนามไฟฟาบนผิวของ

อนุภาคจึงเปนสิ่งสําคัญในการออกแบบและวิเคราะหปญหาที่เกิดขึ้นจากการใชงานวัสดุทาง

ไฟฟา. 

 การหาคาสนามไฟฟาที่ผิวของอนุภาคทรงกลมโดยทั่วไปทําไดสองวิธีคือ วิธีเชิงวิเคราะห

และวิธีเชิงเลข.   วิธีเชิงวิเคราะหมีขอดีคือใหความแมนยําในการคํานวณสูงมากเนื่องจากไมมี

ความผิดพลาดอันเกิดจากการจําลองเรขาคณิตของปญหา เพราะคําตอบที่ไดเปนไปตามสมการ

ลาปลาซหรือสมการหลัก. อยางไรก็ตามวิธีเชิงวิเคราะหมีขอเสียคือใชไดเฉพาะรูปรางและการจัด

วางเฉพาะแบบ รวมทั้งใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจํามาก ถาการคํานวณนั้นมีจํานวน

อนุภาคหรืออิเล็กโทรดมากกวาหนึ่ง. วิธีเชิงเลขมีขอดีคือ ใชในการคํานวณปญหาทั่วไปได และการ

ใชเวลาและหนวยความจําไมขึ้นกับจํานวนอิเล็กโทรดมากเทากับวิธีเชิงวิเคราะห. ขอเสียของวิธี

เชิงเลขคือ มีปญหาดานความแมนยําโดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีสนามไฟฟามีความไมสม่ําเสมอ

สูงยกตัวอยางเชนเมื่ออนุภาคสัมผัสหรืออยูใกลกับอิเล็กโทรด.   อยางไรก็ดีถาจํานวนอนุภาคมาก

วิธีเชิงเลขยังคงใชเวลาและหนวยความจําจํานวนมากเปนทวีคูณของจํานวนอนุภาค หรือ ( )2O n  

เมื่อ n คือจํานวนอนุภาค. 

 วิทยานิพนธนี้ พัฒนาวิธีการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคดวยวิธีการกระจายมัลติโพล

ซ้ํา เพื่อใหวิเคราะหปญหาไดอยางแมนยําโดยใชเวลาในการคํานวณไมนานเกินไป.  วิธีการ

คํานวณดังกลาวเปนวิธีเชิงวิเคราะหซึ่งใช  วิธีเงามัลติโพลโดยใชการกระจายมัลติโพลซ้ํา [1-3]. 

จากนั้น  ไดนําวิธีที่พัฒนาขึ้นไปวิเคราะหสนามไฟฟาและแรงในปญหาที่ยังไมไดรับการศึกษาอยาง

ละเอียด ดังแสดงในหัวขอที่ 4. 
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1.1 ที่มาของปญหา 
 ดังที่กลาวแลวในตอนตน เมื่ออนุภาคอยูภายใตสนามไฟฟา จะมีแรงเกิดขึ้นบนอนุภาคซึ่ง

ทําใหอนุภาคเคลื่อนที่.   การเคลื่อนที่ของอนุภาคกอใหเกิดผลดีหรือผลเสียตามมา.  กรณีแรกคือ 

ในระบบไฟฟาแรงสูงที่ฉนวนดวยกาซ. เมื่ออนุภาคเคลื่อนที่ใกลอิเล็กโทรดหรือในบริเวณที่มี

สนามไฟฟาสูงอาจกอใหเกิดการเบรกดาวนหรือดิสชารจบางสวนขึ้นซึ่งเปนผลเสียหายตอระบบ. 

ดังนั้น ระบบจึงมีกับดักอนุภาค (Particle trap) เพื่อปองกันการเคลื่อนที่ของอนุภาคภายใน. รูปราง

ของกับดักอนุภาคมีผลตอสนามไฟฟาและแรงที่เกิดขึ้นบนอนุภาค.  การศึกษาสวนใหญเกี่ยวของ

กบัอนุภาคตัวนํา [4,5] แตสวนที่เปนอนุภาคฉนวนยังไมไดรับการวิเคราะห.  กรณีที่สองคือ อนภุาค

ในของเหลวที่มีผลกระทบแบบอิเล็กโตรรีออลอจิคอล (Electrorheological effect fluid) หรือเรียก

สั้นๆวา ของไหลอีอาร(ER Fluid). ของไหลอีอารเปนของเหลวที่มีอนุภาคของแข็งจํานวนมากลอย

อยูกระจัดกระจาย. ของไหลอีอารเปลี่ยนสถานะจากของเหลวกลายเปนลักษณะเหมือนเจลได

อยางรวดเร็ว (มิลลิวินาที). เมื่อไดรับสนามไฟฟาภายนอก อนุภาคในของไหลอีอารจะจัดเรียงตัว

ตามทิศทางของสนามไฟฟาที่ปอนเขาไปและกอตัวเปนโซ [6].  โซอนุภาคทําใหความหนืดของของ

ไหลอีอารเพิ่มมากขึ้นจนเปลี่ยนสถานะเปนลักษณะเหมือนเจลได. ปรากฏการณนี้สามารถนําไปใช

ในงานอุตสาหกรรมเชน สวนรับแรงกระแทก, คลัช, โชกอัพ และ วาลวไฮดรอลิก เปนตน. การ

ทดลองเกี่ยวกับของไหลอีอารมีจํานวนมากแตการวิเคราะหพื้นฐานของแรงบนอนุภาคยังมีนอย 

โดยเฉพาะอยางยิ่งกรณีที่พิจารณาปฏิกิริยาระหวางอนุภาคจํานวนมาก. ในกรณีนี้ เราสนใจเวลาที่

ใชในการกอตัวของอนุภาค หรือเวลาตอบสนองของระบบของไหลอีอาร และสนใจแรงที่เกิดขึ้นเมื่อ

อนุภาคเรียงตัวเปนโซ. 

 
1.2 ผลงานการศึกษาในอดีต 
 สําหรับงานวิจัยที่เกี่ยวของกับสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาค Davis [7] และ Stoy [8] ได

คํานวณสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอ โดยทั้งสองงานคํานวณบน

พิกัดแบบสองทรงกลมซึ่งเปนพิกัดที่แสดงพื้นผิวของทรงกลมสองลูก [9]. ศักยและสนามไฟฟา

แสดงในรูปอนุกรมอนันตซึ่งสัมประสิทธิ์คํานวณไดจากวิธีทําซ้ําแตวิธีการของ [8] ใชคํานวณทรง

กลมที่ขนาดตางกันได.  ขอจํากัดของ [7,8] คือ สามารถคํานวณสนามไฟฟาไดแคจํานวนทรงกลม 

2 ลูก และใชหนวยความจํามาก เพราะใชพิกัดแบบสองทรงกลม.  สวนการศึกษาแรงบนอนุภาคใน

สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอในพิกัดทรงกลม Jones [10] เสนอการคํานวณแรงบนอนุภาคทรงกลม

ฉนวนและทรงกลมฉนวนที่มีสภาพนําจํากัด. การคํานวณแรงใชการประมาณดวยไดโพลประสิทธิ

ผล (Effective dipole). จากนั้น Jones [11] ใชการคํานวณดวยวิธีเงาประจุ (Method of images) 
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เพื่อคํานวณไดโพลและควอดรูโพลประสิทธิผลของสายอนุภาคตัวนําซึ่งมีขนาดและชนิดเดียวกัน.  

สายอนุภาคตัวนําเปนสายสั้นไมเกิน 3 อนุภาค และแตละอนุภาคไมสัมผัสกัน. ขอดอยของวิธีการ 

[10,11] คือไมสามารถใชไดเมื่ออนุภาคสัมผัสกันหรืออยูใกลกับอิเล็กโทรดซึ่งเปนบริเวณที่

สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอสูง. 

 เพื่อพัฒนาวิธีการคํานวณแรงจากเดิมที่เปนการประมาณดวยไดโพลประสิทธิผล[10] 

Washizu และ Jones [12] เสนอวิธีคํานวณแรงบนอนุภาคโดยใชการกระจายของมัลติโพลในรูป

เกรเดียนตของเวกเตอรสนามไฟฟาภายนอก ทําใหสามารถคํานวณแรงในกรณีที่อนุภาคอยูใน

บริเวณที่สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอสูงได และยังไดเสนอวิธีการที่ใชการกระจายมัลติโพลซ้ําบน

อนุภาคฉนวนสองลูก [13]. วิธีนี้ใชการกระจายมัลติโพลซ้ําในพิกัดทรงกลมซึ่งทําใหการคํานวณไม

จํากัดอยูแคสองอนุภาค. ขอจํากัดของ [12,13] คือตองสรางสมการเชิงเสนและแกสมการหา

คําตอบของระบบ จึงทําใหการคํานวณทําไดยากเมื่อจํานวนอนุภาคเพิ่มข้ึน.  สําหรับการคํานวณที่

ไมตองอาศัยการสรางสมการเชิงเสนในการหาคําตอบนั้น Techaumnat และ Takuma [1,2] เสนอ

วิธีเงามัลติโพล (Method of multipole images) ในการวิเคราะหสนามไฟฟาของสายอนุภาคทรง

กลมฉนวน.  วิธีการ [1,2] ใชหนวยความจําที่นอยกวา และการคํานวณสามารถทําไดในหลาย

รูปแบบการจัดวางของอนุภาคและอิเล็กโทรดโดยที่ชนิดของอนุภาคเปนไดทั้งฉนวนและตัวนํา แต

วิธีการดังกลาวยังไมไดนําเสนอกรณีเฉพาะเชนระนาบเอียงที่สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอซึ่งตองอาศัย

การหมุนของมัลติโพลมารวมดวยในการคํานวณ. 

การจําลองดวยคอมพิวเตอรมักใชการจําลองโดยใชแรงไดโพลในการคํานวณสนามไฟฟา

และแรงที่กระทําระหวางอนุภาค หรือเรียกสั้นๆวา แบบจําลองไดโพล (Dipole model)  [14-16]. 

เพื่อสังเกตการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอาร  Klingenberg และคณะ [14] พัฒนา

แบบจําลองที่ใชจําลองของไหลอีอารดวยคอมพิวเตอรโดยใชไดโพลในการประมาณแรงที่กระทํา

บนอนุภาค.  ผลการคํานวณระบุวาการจัดเรียงตัวของอนุภาคขึ้นกับสนามไฟฟาและความหนืด

ของของไหล ซึ่งตรงกับที่สังเกตไดจากการทดลองจริง และการจัดเรียงของอนุภาคไวตอการ

เปลี่ยนแปลงแรงผลักระหวางอนุภาคที่ใชในการจําลอง. อยางไรก็ตามงานวิจัยนี้สนใจเฉพาะ

ผลกระทบจากแรงทางไฟฟาเทานั้นจึงไมรวมผลของแรงบราวเนี่ยน (Brownian force) ซึ่งเปนแรง

ที่ทําใหอนุภาคเคลื่อนที่แบบสุมซ่ึงเกิดจากผลของอุณหภูมิที่ทําใหเกิดการชนกันระหวางอนภุาคกบั

โมเลกุลของกาซหรือของเหลว. หลังจากนั้น Tao และ Jiang [15] จําลองของไหลอีอารดวย

คอมพิวเตอรโดยใชแบบจําลองไดโพลเชนกันแตไดรวมผลของอุณหภูมิหรือแรงบราวเนี่ยนไวในการ

คํานวณดวย เพื่อศึกษาโครงสรางของอนุภาคในของไหลอีอาร. ผลการจําลองระบุวาแรงบราว

เนี่ยนนี้ขัดขวางการจัดเรียงตัวของอนุภาคเปนโครงสรางที่เสถียร และยังไดผลวาโครงสรางการ

จัดเรียงตัวของอนุภาคเปนแบบบอดีเซ็นเตอรเตตระโกนอล (Body centered tetragonal) หรือ
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เรียกสั้นๆวา บีซีที โดยสังเกตโครงขายผลึกแบบบีซีทีจากตัวแปรการจัดเรียงอันดับ (Order 

parameter). อนุภาคในของไหลอีอารจากการจําลองของ Tao และ Jiang [15] เรียงตัวตาม

ทิศทางสนามไฟฟารวดเร็วกวาในทิศทางอื่น และเมื่อเวลานานขึ้น โซเดี่ยวของอนุภาครวมตัวกัน

เปนโครงขายผลึกแบบบีซีทีซ่ึงมีคาตัวแปรการจัดเรียงอันดับใกลเคียงกับคาอุดมคติ. โซอนุภาคที่

เกิดข้ึนเร็วที่สุดใชเวลาประมาณ 10 ms ซึ่งผลที่ไดนานกวาผลจากการทดลองเนื่องมาจากการ

คํานวณที่ไมรวมผลของมัลติโพลอันดับสูง ประจุ และกระแสในของไหลอีอาร. เพื่อพิจารณาผลของ

ความหนืดของของไหลอีอารเนื่องจากความเคนฉือน (Shear stress) Enomoto และ Oba [16] 

ประมาณแรงบนอนุภาคดวยไดโพล และเปลี่ยนอัตราเฉือน (Shear rate). ผลการคํานวณพบวา

การเปลี่ยนแปลงเมื่อไมมีความเคนมี 2 สถานะ คืออนุภาครวมตัวเปนโซและโซรวมกันเปนคอลัมน

ที่แนนและเมื่อมีความเคนการจัดเรียงตัวของอนุภาคมี 3 สถานะตามความเขมของสนามไฟฟา. 

เพื่อใหผลการคํานวณไดเวลาตอบสนองของของไหลอีอารใกลเคียงกับผลที่ไดจากการทดลอง  

Wang และคณะ [17]  จึงเพิ่มจํานวนอนุภาคมากขึ้นและเปลี่ยนอัตราสวนสภาพยอมสัมพัทธ

ระหวางอนุภาคกับของไหลรวมทั้งเพิ่มความเคนเฉือนเขาไปดวย. ผลการคํานวณพบวา การ

จัดเรียงตัวของอนุภาคไมไวตออัตราสวนสภาพยอมสัมพัทธระหวางอนุภาคและของไหล แตไวตอ

การเปลี่ยนแปลงตําแหนงเริ่มตนและความหนาแนนของอนุภาค. Wang และคณะ [17] ใชแรง   

ไดโพล และแรงที่เกิดจากการเหนี่ยวนําของไดโพลจากอนุภาคอื่นในการจําลองซึ่งแตกตางจากแรง

ไดโพลใน [14-16] ทําใหแรงกระทําระหวางอนุภาคมีคาสูงขึ้น. ผลจากการใชแรงดังกลาวทําให

เวลาตอบสนองของของไหลอีอารสั้นกวาใน [14-16] ซึ่งตรงกับผลจากการทดลอง.  

อยางไรก็ตามแรงที่คํานวณไดจากแบบจําลองไดโพลมีขนาดนอยกวาแรงจริงที่เกิดขึ้นมาก

โดยเฉพาะเมื่ออนุภาคอยูใกลกัน.  Klingenberg และคณะ [18] เสนอแบบจําลองที่มีความถูกตอง

มากกวาโดยการใชฟงกชันในการคํานวณแรงที่ไดจากการทดลอง (Empirical function) ซึ่งไดรวม

ผลของมัลติโพลเทอมที่สูงกวาไดโพลที่เกิดขึ้นระหวางอนุภาคไวดวย. ผลการคํานวณระบุวาเวลา

ตอบสนองของของไหลอีอารนอกจากขึ้นกับคุณสมบัติทางไดอิเล็กตริกยังขึ้นกับแรงกระทําระยะสัน้

ระหวางอนุภาคอีกดวย. เพื่อศึกษาลักษณะสมบัติของของไหลอีอารภายใตโหลดแบบตางๆ กับ

โครงสรางแบบตางๆ คือ สายโซเดี่ยว โซเรียงตัวแบบบีซีที และ แบบบีซีทีที่อนุภาคเรียงตัวหนาแนน 

Lukkarinen และ Kaski [19] ใชแบบจําลองของ Klingenberg และคณะ [18] ในการจําลองของ

ไหลอีอาร และพบวาโซอนุภาคเกิดขึ้นในชวงเวลาเปนมิลลิวินาทีแตการกอตัวขึ้นเปนคอลัมนจะใช

เวลาประมาณ 100 วินาที หรือ มากกวา.   Clercx และ Bossis [20] เสนอวิธีการซึ่งรวมการ

กระทําแบบมัลติโพลทั้งหมดสําหรับระบบหลายอนุภาค.    อยางไรก็ตามวิธีการนี้ตองการการตั้ง

ระบบสมการเชิงเสนซึ่งไมเหมาะในการนํามาใชกับการจําลองพลวัตเมื่อมีอนุภาคจํานวนมากอยู

ในระบบของไหลอีอาร.  
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มีการศึกษาเพิ่มเติมในเรื่องของโครงสรางของการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอาร

แตก็ยังคงใชไดโพลในการจําลองดวยคอมพิวเตอร . Klingenberg และคณะ [21] ศึกษาการ

จัดเรียงตัวของอนุภาคโดยใชเวลาในการเกิดโซอนุภาคสายแรกที่เชื่อมระหวางอิเล็กโทรดในการ

ระบุเวลาตอบสนองของของไหลอีอาร. ที่อัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคกับระบบต่ํา อนุภาคใน

ของไหลอีอารใชเวลาในการสรางโซอนุภาคสายแรกนานมาก และเวลาจะลดลงเหลือประมาณ 10 

ms เมื่ออัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคกับระบบสูงขึ้นซึ่งตรงกับผลที่ไดจากการทดลอง. การ

จัดเรียงตัวของอนุภาคขึ้นกับการจัดเรียงเริ่มตนของอนุภาค. Tao และ Sun [22] ทําการจําลองดวย

คอมพิวเตอรเปรียบเทียบกับผลการทดลองและไดเสนอโครงสรางของการจัดเรียงตัวของอนุภาค

เปนแบบบีซีทีเมื่ออนุภาคอยูในสถานะกราวด (Ground state) ซ่ึงเปนสถานะที่มีพลังงานต่ําที่สุด. 

ผลที่ไดพบวา เมื่อใหความสูงระหวางระนาบของอิเล็กโทรดมีคาตั้งแต 13 เทาของรัศมีของอนุภาค

แลว อนุภาคในของไหลอีอารจะมีโครงสรางการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที. เพื่อศึกษา

โครงสรางของการจัดเรียงของอนุภาคในของไหลอีอารในภาวะไมสมดุล Hass [23] จําลองของ

ไหลอีอารดวยคอมพิวเตอรโดยใชวิธีการของ Klingenberg และคณะ [21]. ผลที่ไดเมื่อเปลี่ยน

อัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคกับระบบพบวา โซอนุภาคสายแรกที่เชื่อมระหวางอิเล็กโทรดใช

เวลากอตัวประมาณ 10 เทาของเวลาที่อนุภาคสัมผัสกันครั้งแรก. ลักษณะเหมือนเจลของของไหล

อีอารเกือบจะสมบูรณเมื่อเวลาผานไปนานมากโดยไมมีการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกอยางเปน

ระเบียบชัดเจน. Dassanayake และ คณะ [24] ศึกษาโครงสรางของของการจัดเรียงตัวของ

อนุภาคในของไหลอีอารจากการทดลองโดยการเปลี่ยนคาอัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคกับ

ระบบ. จากผลการทดลองพบวา ที่สภาวะสมดุลซึ่งอนุภาคมีพลังงานต่ําที่สุด อนุภาคมีการจัดเรียง

ตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที และที่สภาวะไมสมดุล เมื่อมองจากดานบนลงมา การจัดเรียงตัว

ของอนุภาคเปนโครงสรางแบบแผนเหมือนเขาวงกต (Sheet-like labyrinth) รวมทั้งมีโซอนุภาคที่

แยกตัวเปนอิสระดวย. โครงสรางที่ภาวะไมสมดุลข้ึนกับตําแหนงเริ่มตนของอนุภาคและ

สนามไฟฟาที่ปอนใหกับของไหลอีอาร. Guo และคณะ [25]  ศึกษาโครงสรางการจัดเรียงตัวของ

อนุภาคโดยการสรางแผนภาพการเปลี่ยนแปลงโครงสรางของของไหลอีอารซึ่งเปนฟงกชันของ 2 

ตัวแปรคือ อัตราสวนระหวางแรงไดโพลและแรงบราวเนี่ยน และอัตราสวนระหวางแรงเฉือนและ  

แรงบราวเนี่ยน. การจัดเรียงตัวเปนโครงสรางของอนุภาคแบงออกเปน 3 สถานะ คือ ของเหลว  

สายอนุภาคแบบเฉือน และคริสตัล. สถานะของเหลวนั้น เมื่ออัตราสวนระหวางแรงเฉือน และแรง   

บราวเนี่ยนเปนศูนย อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร และเมื่ออัตราสวนระหวางแรงเฉือน

และแรงบราวเนี่ยนมากกวาศูนย โซอนุภาคขนาดสั้นกอตัวขึ้นและกระจายแบบสุมในของไหล       

อีอาร. สําหรับสถานะสายอนุภาคแบบเฉือนนั้น อนุภาคเรียงตัวกันเปนสายหลายๆ เสน และสาย

อนุภาคแตละเสนเรียงตัวติดกันดานตอดานจนกลายเปนโครงขายผลึกแบบหกเหลี่ยมแบบ
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บิดเบือน (Distort hexagonal lattice). สถานะคริสตัลนั้น เมื่ออัตราสวนระหวางแรงเฉือนและ    

แรงบราวเนี่ยนเปนศูนย อนุภาคเรียงตัวเปนโซอนุภาคแบบมิติเดียวตามทิศทางสนามไฟฟาหรือ

รวมตัวกันเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที และเมื่ออัตราสวนระหวางแรงเฉือนและแรงบราวเนี่ยน 

มากกวาศูนย อนุภาคเรียงตัวเปนโครงสรางสองมิติแบบเปนชั้นๆ. 

 
1.3 วัตถุประสงค 

1.3.1 พัฒนาการคํานวณสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคฉนวนโดยใชการกระจายมัลติโพลซ้ํา. 

1.3.2 ประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ําเพื่อนําไปวิเคราะหสนามไฟฟาและแรงที่กระทําตอ

อนุภาคฉนวนในการใชงานดานตางๆ. 
 
1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 วิทยานิพนธนี้ประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ําในการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาค

ฉนวนรูปทรงกลมซึ่งแทนรูปรางของอนุภาคอยางงาย.  
 
1.4.1 อนุภาคฉนวนในกับดักอนุภาคอยางงาย  
 รูปแบบปญหานี้จําลองกับดักอนุภาคอยางงายในระบบไฟฟาแรงสูงที่ฉนวนดวยกาซ เพื่อ

ปองกันการเคลื่อนที่ของอนุภาคภายในระบบ.   อนุภาคในแบบจําลองแทนอนุภาคฉนวนอิสระที่

อยูในระบบซึ่งมีเสนผาศูนยกลาง σ . ตําแหนงที่จุดศูนยกลางของอนุภาคอยูที่ ( ),ρ α  เมือ่ α  คอื 

มุมที่จุดศูนยกลางของอนุภาคทํากับระนาบกราวด  และ ρ  คือ ระยะทางจากจุดกําเนิดหรือจุดตัด

เสมือนระหวางอิเล็กโทรดบนกับลางถึงจุดศูนยกลางของอนุภาค. กับดักอนุภาคเปนระนาบ

อิเล็กโทรดลูเขาซึ่งมีสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอซึ่งในที่นี้เกิดจากการปอนศักยไฟฟาระหวางระนาบ

อิเล็กโทรดเทากับ V  และมีมุมของกับดักอนุภาค 0α  ดังรูปที่ 1.1.  อนุภาคเปนของแข็งมี        

สภาพยอมสัมพัทธ Nε  อยูในชวง 2 ถึง 6 อยูในก็าซซึ่งมีสภาพยอมสัมพัทธ Eε  เทากับ 1.  รูปแบบ

ปญหานี้ใชวิเคราะหสนามไฟฟาและแรงที่เกิดขึ้นบนอนุภาค ซึ่งทําใหเราทราบลักษณะการ

เคลื่อนที่ของอนุภาคในกับดักอนุภาค. 
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รูปที่ 1.1 อนภุาคฉนวนรูปทรงกลมในกับดักอนุภาค.  
 
1.4.2 อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร 
 รูปแบบปญหาเปนการจําลองอนุภาคที่อยูอยางกระจัดกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร  

เมื่อปอนสนามไฟฟาซึ่งในที่นี้คือปอนศักยไฟฟาระหวางระนาบอิเล็กโทรดบนและลางเทากับ V  

ดังรูปที่ 1.2. อนุภาคในของไหลอีอารจะเกิดโพลาไรเซชัน และเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาทําให

ของไหลอีอารเปลี่ยนสถานะเปนเหมือนเจล เนื่องจากอนุภาคภายในของเหลวไดรับสนามไฟฟา

และเรียงตัวเปนโซตามแนวสนามไฟฟาระหวางระนาบอิเล็กโทรดขนาน ดังรูปที่ 1.3.  อนุภาคเปน

ของแข็งมีสภาพยอมสัมพัทธ Nε  อยูในชวง 2 ถึง 6 ลอยอยูในน้ํามันฉนวนที่มีสภาพยอมสัมพัทธ 

Eε  ประมาณ 2 ถึง 2.5 และ ขนาดของอนุภาคสวนใหญอยูในระดับไมโครเมตร. วิทยานิพนธนี้

วิเคราะหสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคโดยใชการประมาณแรงดวยมัลติโพลและเปรียบเทียบกับ

การประมาณแรงดวยไดโพล รวมทั้งเวลาที่ใชในการเรียงตัวเปนโซของอนุภาคเหลานี้.  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 1.2 อนภุาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร. 
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รูปที่ 1.3 อนภุาคจัดเรียงตวัในของไหลออีาร. 
 
1.5 เนื้อหาของวิทยานิพนธ 
 บทที่ 2 อธิบายถึงศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนในรูปฮารมอนิกทรงกลม การกระจาย    

มัลติโพลซ้ํา เงาของมัลติโพลและระนาบกราวด การคํานวณสนามไฟฟาและแรงที่กระทําบน

อนุภาคฉนวนรูปทรงกลม. ในบทที่ 3 และ 4 จะกลาวถึงการนําการกระจายมัลติโพลซ้ําไป

ประยุกตใชงานในแบบตางๆ โดยใชการคํานวณในบทที่ 2 เพื่อคํานวณสนามไฟฟาและแรงที่

กระทําบนอนุภาค.  กรณีแรกที่กลาวในบทที่ 3 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูภายในกับดักอนุภาค

อยางงาย ในปญหานี้ศึกษาพฤติกรรมของแรงที่กระทําบนอนุภาคซึ่งมีผลตอการเคลื่อนที่ของ

อนุภาคในกับดักอนุภาค พรอมทั้งพิจารณาตัวแปรอื่นที่มีผลกระทบตอสนามไฟฟาและแรงเชน   

มุมของกับดักอนุภาค ตําแหนงของอนุภาค และอ่ืนๆ. กรณีที่สองในบทที่ 4 อนุภาคกระจายแบบ

สุมในของไหลอีอาร โดยพิจารณาการจัดเรียงตัวของอนุภาค เวลาที่ใชในการจัดเรียงตัวของ

อนุภาค โครงสรางของอนุภาค และ แรงระหวางอนุภาค. บทที่ 5 เปนการสรุป และขอเสนอแนะ

ตางๆ ของงานวิจัยนี้. 

V

dielectric particle 

Eε

Nε



บทที่  2 
 

การคํานวณสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม 
 

2.1 นิยามของตัวแปรที่ใชในการคาํนวณ 
 rε   คือ สภาพยอมสัมพทัธ 

  Nε   คือ สภาพยอมสัมพทัธของอนุภาคฉนวน 

 Eε   คือ สภาพยอมสัมพทัธของตัวกลางรอบอนุภาค 

 0ε   คือ สภาพยอมของสุญญากาศ 

 σ   คือ เสนผาศนูยกลางของอนภุาค 

 ( ), ,r θ φ  คือ ระบบพิกัดทรงกลม และ 

 ( ), ,C C Cr θ φ  คือ ระบบพิกัดทรงกลมที่มีจดุ C  เปนจุดกําเนิด. 

 
2.2 ความสัมพันธระหวางปญหากับสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาค 
2.2.1 ตัวนาํและฉนวน 
 วัสดุตางๆ แบงออกเปนประเภทตามการแบงทางไฟฟาไดเปน 2 ประเภทใหญๆ คือ ตัวนํา

และฉนวน.  กลาวโดยทั่วไป คือ ตัวนําเปนวัสดุที่มีประจุอิสระที่จะเคลื่อนที่ไปไดตลอดพื้นที่ของ

วัสดุนั้น สวนฉนวนนั้นประจุทั้งหมดจะยึดติดกับอะตอมหรือโมเลกุลและสามารถเคลื่อนที่ไดเพียง

เล็กนอยภายในอะตอมหรือโมเลกุลเทานั้น. 

คุณสมบัติของตัวนําอุดมคต ิ

1. สนามไฟฟาสถิตภายในตัวนํามีคาเปนศูนย. 
2. ประจุทั้งหมดปรากฏอยูที่ผิวของตัวนําในรูปประจุเชิงผิว. 

3. ศักยไฟฟาสถิตทุกๆ จุดบนผิวตัวนํามีคาเทากัน. 

4. ที่จุดใดจุดหนึ่งภายนอกตัวนําแตใกลกับผิวตัวนํา สนามไฟฟาสถิตมีทิศตั้งฉากกับผิวของ

ตัวนําเสมอ. 

5. ไมมีกระแสไหลในเนื้อตัวนําภายใตสภาวะไฟฟาสถิต. 

คุณสมบัติของฉนวนอุดมคต ิ

1. อะตอมหรือโมเลกุลของวัสดุเปนกลางหรือไมนําไฟฟา. 

2. ไมมีประจุอิสระ (Free charge).  

3. ประจุภายในโมเลกุลของฉนวนเปนประจุผูกพัน (Bound charge). 
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2.2.1.1 ประจุเหนี่ยวนําในตัวนํา (Induced charge) 
 ถาวางประจุ q+  ใกลกับตัวนําที่ไมมีประจุ ดังรูปที่ 2.1 ประจุและตัวนําจะดึงดูดซึ่งกันและ

กันเนื่องจากประจุ q+  จะเหนี่ยวนําประจุในตัวนํา.  ประจุ q+  จะดึงประจุลบของตัวนําทั้งหมด

มาอยูทางดานใกลประจุ และผลักประจุบวกของตัวนําไปอยูทางดานไกลประจุ. ประจุเหนี่ยวนํานี้

ทําใหเกิดสนามไฟฟาภายใน iE  ซึ่งตรงขามกับสนามไฟฟาภายนอก qE  ที่เกิดจากประจุ q+ ทํา

ใหเกิดการหักลางกัน. ประจุของตัวนําจะหยุดเคลื่อนที่มาที่ผิวของตัวนําเมื่อสนามไฟฟาภายใน

เทากับภายนอกหรือการหักลางของสนามไฟฟาสมบูรณ.  

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.1 ประจุเหนี่ยวนําบนตัวนําที่เกิดจากอิทธิพลของประจุไฟฟา q+ . 
 
2.2.1.2 ประจุผูกพัน (Bound charge) และ โพลาไรเซชัน (Polarization) ของฉนวน 
 เมื่อโมเลกุลของฉนวนปราศจากอิทธิพลของสนามไฟฟา ประจุบวกและลบของแตละ

โมเลกุลของฉนวนจะเปนดังรูปที่ 2.2(ก).  ดังนั้นฉนวนจึงมีสภาพเปนกลางและประจุลบในโมเลกุล

ของฉนวนไมสามารถหลุดพนออกไปจากโมเลกุลได. ประจุภายในโมเลกุลของฉนวนจึงเปนประจุ

ผูกพัน. อยางไรก็ตามเมื่อปอนสนามไฟฟาภายนอก E  ใหแกฉนวนดังรูปที่ 2.2(ข)  ประจุบวกและ

ลบจะไมวิ่งไปที่ผิวของฉนวนเหมือนกับตัวนําแตประจุบวกและลบในโมเลกุลของฉนวนจะแยกตัว

ออกหางกันเล็กนอย และจะแสดงตัวเปนไดโพล ซึ่งเราเรียกวาเกิดโพลาไรเซชันในฉนวนดังรูปที่ 

2.2(ข) เมื่อ p  คือ ไดโพลโมเมนตที่เกิดจากโพลาไรเซชัน. 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.2 ประจุผูกพนัและการเกิดโพลาไรซในฉนวน  

(ก)ประจุภายในโมเลกุล และ (ข) โพลาไรเซชันของอนุภาคฉนวน. 

Conductor 

q+ iE

qE

Dielectric 

(ก) 

Ep

Dielectric 

(ข) 
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2.2.2 แรงคูลอมบ (Coulomb force) 
 แรงคูลอมบคือแรงระหวางวัตถุขนาดเล็กสองอันซึ่งมีประจุไฟฟา และหางกันเปนระยะทาง

ที่ยาวกวาขนาดความกวางยาวของวัตถุทั้งสองมาก. พิจารณาประจุ 1q  และ 2q  ซึ่งมีระยะหาง

ระหวางประจุทั้งสอง r  ดังรูปที่ 2.3. แรงที่กระทําตอประจุ 1q  โดยผลของประจุ 2q  คํานวณจาก 

1 2
2

0

1
4 r

r

q qF a
rπε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (2.1) 

เมื่อ ra   คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในแนวที่ลากจาก 2q  ไปยัง 1q . 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.3 แรงคูลอมบระหวางประจ ุ 1q  และ 2q . 

 

 แรงคูลอมบนี้ทําใหอนุภาคเคลื่อนที่เนื่องจากประจุลัพธบนอนุภาค. อยางไรก็ตามยังมีแรง

อีกประเภทหนึ่งซึ่งทําใหเกิดการเคลื่อนที่ของอนุภาคเชนกันแตเกิดเนื่องจากไดโพลหรือมัลติโพ

ลของอนุภาคฉนวนซึ่งเกิดจากการเหนี่ยวนําของสนามไฟฟาภายนอกดังจะไดกลาวในหัวขอถัดไป. 

 
2.2.3 แรงไดอิเล็กโทรโฟเรตติก (Dielectrophoretic force) 
 แรงไดอิเล็กโทรโฟเรตติก หรือเรียกสั้นๆ วา แรงดีอีพี (DEP force) คือแรงที่เกิดจาก

สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอที่กระทําบนอนุภาคฉนวนที่เกิดโพลาไรเซชัน และอนุภาคฉนวนไมมีการ

อัดประจุ.  ในที่นี้จะยกตัวอยางแรงดีอีพีที่เกิดจากไดโพล ดังรูปที่ 2.4. 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.4 ตาํแหนงของไดโพล. 

F

1q

2q

ra
r

r

d

q+

q−

X

Z

YO
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 ไดโพลที่กอใหเกิดแรงทางไฟฟามีตําแหนงดังรูปที่ 2.4 เมื่อ r  คือระยะจากจุดกําเนิด

มายังตําแหนงของประจุ q− . ประจุ q+  และ ประจุ q−  วางหางกันเปนระยะ d . แรงที่เกิดจาก

ไดโพลสามารถคํานวณไดจาก 

( ) ( )F qE r d qE r= + − .       (2.2) 

เมื่อกระจายพจนของสนามไฟฟา ( )E r d+  ใหอยูในรูปอนุกรมเทเลอรที่มีตําแหนง r เปนจุด

ศูนยกลางของการกระจาย. สมการที่ (2.2) เขียนใหมไดเปน 

( ) ( ) ( )...F q E r d E qE r⎡ ⎤= + ∇ + −⎣ ⎦i      (2.3) 

โดยพจนที่ 2 3, ,...d d  ถูกละไว. 

เมื่อใหระยะ 0d →  สมการที่ (2.3) เขียนไดเปน  

( ) ( ) ( )
0

lim ...
d

F q E r d E qE r
→

⎡ ⎤= + ∇ + −⎣ ⎦i  .     (2.4) 

ดังนั้นแรงที่เกิดจากไดโพลคํานวณไดจาก 

( )pF E= ∇i          (2.5) 

เมื่อ p qd=  เปน ไดโพลโมเมนต. 

 ยกตัวอยางความสัมพันธระหวางสนามไฟฟาสม่ําเสมอ และไมสม่ําเสมอ กับแรงที่เกิด

ขึ้นกับไดโพลภายใตสนามไฟฟาทั้งสองแบบตามลําดับดังนี้. 

1. สนามไฟฟาสม่ําเสมอ 

 แรงที่เกิดจากประจุ q+  และประจุ q−  ของไดโพลจะหักลางกันจึงไมมีแรงกระทําตอได

โพลดังรูปที่ 2.5. 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.5 แรงที่เกิดขึ้นกับไดโพลภายใตสนามไฟฟาสม่าํเสมอ. 

 

2. สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ 

 แรงที่เกิดจากประจุบวกและประจุลบไมหักลางกันจึงมีแรงลัพธที่กระทํากับไดโพลโดยที่

แรงลัพธคํานวณไดจากสมการที่ (2.5). ดังนั้นแรงดีอีพีจะเกิดขึ้นไดเมื่ออนุภาคฉนวนอยูภายใต

สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ และ แรงดีอีพีขึ้นกับการเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟาหรือเกรเดียนทของ

สนามไฟฟา. 

qE+

d

qE−
E
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2.3 ลักษณะรวมของปญหา 
 ปญหาที่ถูกนํามาวิเคราะหในวิทยานิพนธนี้เปนรูปแบบของอนุภาคฉนวนในตัวกลางที่เปน

ฉนวน ดังรูปที่ 2.6. รูปรางของอนุภาคฉนวนที่นํามาวิเคราะหเปนรูปทรงกลมซึ่งแทนรูปรางของ

อนุภาคอยางงายในการคํานวณ. แรงดีอีพีที่กระทําบนอนุภาคเกิดจากสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ 

ดังนั้น ความไมสม่ําเสมอของสนามไฟฟาในปญหาที่นํามาวิเคราะหดังรูปที่ 2.6(ก) และ 2.6(ข) 

เกิดขึ้นดังนี้. ในรูปที่ 2.6(ก) อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูในกับดักอนุภาคอยางงายซึ่งแทนดวย

ระนาบอิเล็กโทรดเอียง. ดังนั้น สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอเกิดจากอิเล็กโทรดโดยตรง. ในรูปที่ 2.6(ข) 

ยกตัวอยางอนุภาคฉนวนสองลูกแขวนลอยอยูในของไหลซึ่งเปนฉนวนภายใตสนามไฟฟา

สม่ําเสมอซึ่งแทนดวยระนาบอิเล็กโทรดแบบขนาน. ความไมสม่ําเสมอของสนามไฟฟาเกิดจากการ

มีอยูของอนุภาคและอนุภาคที่อยูใกลเคียง. ปญหาทั้งสองแบบตองคํานวณสนามไฟฟาที่เกิดขึ้น

บนอนุภาคกอนจากนั้นคํานวณแรงที่กระทําบนอนุภาคเนื่องจากสนามไฟฟานั้นพรอมทั้งวิเคราะห

พฤติกรรมของแรงที่เกิดขึ้น. 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.6 ปญหาที่นาํมาวิเคราะหในวทิยานิพนธ. 

 
2.4 ศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม 
 ในวิธีการคํานวณนั้นศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมถูกแสดงอยูในรูปของฟงกชัน

ที่กระจายรอบจุดศูนยกลางของอนุภาคซึ่งใชแทนจุดกําเนิดของระบบพิกัดทรงกลมโดยมีวิธีการ

คํานวณดังตอไปนี้. 

 
2.4.1 ศักยไฟฟาในรูปของฮารมอนิกทรงกลม 
 ศักยไฟฟาของอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมนั้นเหมาะที่จะใชระบบพิกัดทรงกลม ( ), ,r θ φ  ใน

การคํานวณ. สมการลาปลาซในระบบพิกัดทรงกลมเขียนไดเปน  
2

2
2 2 2 2 2

1 1 1sin 0
sin sin

r
r r r r r

ϕ ϕ ϕθ
θ θ θ θ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.   (2.6) 

(ก) 

dielectric particle 

E
Eε

Nε

(ข) 

dielectric particles 

ENε
Eε
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จากผลตอบของสมการเมื่อใชการแยกกันไดของตัวแปร (Separation of variables) ศักยไฟฟา

แสดงในรูปของอนุกรมของฮารมอนิกทรงกลมไดดังสมการ 

( ),
, ,1

0
,

j
j kj

j k j kj
j k j

B
M r Y

r
ϕ θ φ

∞

+
= =−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑       (2.7) 

เมื่อ  ,j kM  และ ,j kB  คือ  โมเมนตของการกระจาย และ 

( ), ,j kY θ φ   คือ  ฮารมอนิกฟงกชันทรงกลมแบบบรรทัดฐาน (Normalized spherical 

 harmonic function) ซึ่งนิยามโดย ( ) ( ), ,, cos ik
j k j kY P e φθ φ θ=

 และ 1i = − .  

( ), cosj kP θ  คือ ฟงกชนัเลอช็องดรสมทบแบบบรรทัดฐาน (Normalized associated Legendre 

function) ซึ่งคํานวณไดจาก ( ) ( )
( ) ( ), ,

!
cos cos

!j k j k

j k
P P

j k
θ θ

−
=

+
 เมื่อ ( ), cosj kP θ  คือ

ฟงกชันเลอช็องดรสมทบ. 

 เมื่อนําสมการที่ (2.7) มาใชคํานวณศักยและสนามไฟฟาบนอนุภาคเพื่อวิเคราะหปญหา

ในดานตางๆ ดังที่กลาวมา. ศักยไฟฟาภายใน ( )Iϕ  และศักยไฟฟาภายนอก ( )Eϕ  ของอนุภาค

ทรงกลมแสดงในรูปของกลุมฟงกชันที่กระจายรอบจุดกําเนิดของระบบพิกัดทรงกลมซึ่งเปนจุด

ศูนยกลางของอนุภาคเปนไปตามสมการดังนี้ [1,2] 

( ), ,
0

,
j

j
I j k j k

j k j
L r Yϕ θ φ

∞

= =−

=∑ ∑        (2.8) 

( ),
, ,1

0
,

j
j kj

E j k j kj
j k j

B
M r Y

r
ϕ θ φ

∞

+
= =−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑      (2.9) 

เมื่อ , ,,j k j kL M  และ ,j kB  เปนสัมประสิทธิ์ที่ตองการทราบคา. ศักยไฟฟาภายในอนุภาคตาม

สมการที่ (2.8) เกิดจากผลของสนามไฟฟาภายนอกอนุภาค. สมการที่ (2.8) ไดมาจากการที่

สัมประสิทธิ์ในพจนที่สองของสมการที่ (2.7) มีคาเปนศูนยหรือศักยไฟฟามีคาอนันตที่จุด

ศูนยกลางของอนุภาคทําใหผลเฉลยในสมการที่ (2.7) เหลือเพียงพจนแรกเทานั้น. ศักยไฟฟา

ภายนอกอนุภาคตามสมการที่ (2.9) นั้นพจนแรกของสมการแสดงศักยไฟฟาเนื่องจากสนามไฟฟา

ภายนอกอนุภาค และพจนที่สองแสดงศักยไฟฟาเนื่องจากการมีอยูของอนุภาค.   

 สัมประสิทธิ ์ ,j kL  และ ,j kB  สามารถคํานวณไดจากสัมประสทิธิ์ ,j kM  ดวยการทําให

เงื่อนไขขอบเขตของศักยไฟฟาและสนามไฟฟาบนผวิของอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมเปนจริง ดงันี ้

( )
( )

2 1

, ,2

j
E N

j k j k
E N E

j
B M

j
ε ε σ

ε ε ε

+⎡ ⎤− ⎛ ⎞= ⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎣ ⎦
                                      (2.10) 

( )
( ), ,

2 1E
j k j k

E N E

j
L M

j
ε

ε ε ε
⎡ ⎤+

= ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
  .                                          (2.11) 
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2.4.2 การคํานวณศักยไฟฟาบนอนภุาคฉนวนที่อยูภายใตอิทธพิลของสนามไฟฟา 
 หัวขอนี้กลาวถึงวิธีการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ , ,,j k j kL M  และ ,j kB  ในสมการศักยไฟฟา

บนอนุภาคที่เขียนในรูปฮารมอนิกทรงกลมในหัวขอที่ 2.4.1. ศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนรูปทรง

กลมเกิดเนื่องจากการวางอนุภาคภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอและไมสม่ําเสมอ. วิธีการคํานวณ

เปนดังตอไปนี้. 

ผลเฉลยของสมการลาปลาซในระบบพกิัดทรงกลมในรูปฮารมอนิกทรงกลมที่เปนจาํนวนจริงคือ  

( ),0 ,0
0

cosn
n n

n
U r Pϕ θ

∞

=

=∑  

    ( ) ( ){ } ( ), , ,
0 1

cos sin cos
n

n n
n m n m n m

n m
U r m W r m Pφ φ θ

∞

= =

+ +∑∑    (2.12) 

เมื่อ   ,n mU  และ ,n mW  คือ สัมประสิทธิท์ี่ตองการทราบคา.  จากผลเฉลยของสมการลาปลาซ

ตามสมการที ่ (2.7) นั้นมพีจน 1jr− −  อยูแตในสมการที ่ (2.12) ไมมีเนื่องจากศักยไฟฟาตองมีคา

จํากัด (finite) ที่ 0r =  และ 0θ = ภายในอนุภาครปูทรงกลมทาํใหพจน 1jr− −  ถูกตดัทิ้งไป. 

ความสัมพันธระหวางสัมประสิทธ  ,n mM  กับ ,n mU  และ ,n mW เปนดังนี ้

,0 ,0n nM U=            (2.13) 

( ) ( ), ,Re 1 / 2m
n m n mM U⎡ ⎤ = −⎣ ⎦        (2.14) 

( ) ( )1
, ,Im 1 / 2m

n m n mM W+⎡ ⎤ = −⎣ ⎦       (2.15) 

เมื่อ [ ]Re  และ [ ]Im  คือ สวนจริงและสวนจนิตภาพของจํานวนเชงิซอนตามลําดับ. 

สมการที ่(2.13) ถึง (2.15) ไดจากการเทยีบสัมประสิทธิข์องสมการซึง่มีข้ันตอนดังนี้.  

จากเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของอนุภาค  ผลตอบของสมการที่ (2.12) คอื 

( ) ( ) ( )0 ,0 ,0
0

, / 2 cosn
n n

n
U Pϕ θ φ σ θ

∞

=

=∑   

    ( ) ( ){ }( ) ( ), , ,
0 1

cos sin / 2 cos
n

n
n m n m n m

n m
U m W m Pφ φ σ θ

∞

= =

+ +∑∑   (2.16) 

เมื่อ ( )0 ,ϕ θ φ  คือ ศักยไฟฟาบนผิวของอนุภาคฉนวนที่ตําแหนง ( ),θ φ  ในระบบพิกัดทรงกลมที่มี

จุดศูนยกลางของอนุภาคเปนจุดกําเนิด.  

สัมประสิทธิ ์ ,n mU  และ ,n mW  ในสมการที่ (2.16) คํานวณไดจากสมการตอไปนี้ [9]  

( )
( ) ( ) ( )

2

,0 0 ,0
0 0

2 1 , cos sin
4 / 2

n nn
nU P d d

π π
ϕ θ φ θ θ θ φ

π σ

⎡ ⎤+
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫   0m =  (2.17) 

( )
( ) ( ) ( )

2

, 0 ,
0 0

2 1 , cos cos( )sin
2 / 2

n m n mn
nU P m d d

π π
ϕ θ φ θ φ θ θ φ

π σ

⎡ ⎤+
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  1m ≥  (2.18) 

( )
( ) ( ) ( )

2

, 0 ,
0 0

2 1 , cos sin( )sin
2 / 2

n m n mn
nW P m d d

π π
ϕ θ φ θ φ θ θ φ

π σ

⎡ ⎤+
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  1m ≥ . (2.19) 
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ผลเฉลยในรูปของฮารมอนิกทรงกลมที่ผิวของอนุภาคที่เปนจํานวนเชิงซอนคือ  

( ) ( ) ( )0 , ,
0

, 1 ,
n

m
n m n m

n m n
M Yϕ θ φ θ φ

∞

= =−

= −∑ ∑ .                 (2.20) 

 สําหรับศักยไฟฟาที่เปนจํานวนจริงเมื่อกระจายสัมประสิทธิ์ ,n mM  ในสมการที่  (2.20) ซึ่ง

ประกอบดวยพจน ,n mM +  และ ,n mM −  โดยที่ *
, ,( 1)m

n m n mM M− = −  เมื่อเครื่องหมาย * คือ 

จํานวนเชิงซอนสังยุค (Complex conjugate). รวมพจน ,n m+  และ ,n m−  เขาดวยกันจะได 
 

( ) ( ) ( ), , , , , ,, , 2Re ,n m n m n m n m n m n mM Y M Y M Yθ φ θ φ θ φ+ + − − + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (2.21) 
 

กระจายสมการที่ (2.20) โดยใชสมการที่ (2.21) จะได 

( )0 ,0 ,0
0

( , ) cosn n
n

M Pϕ θ φ θ
∞

=

=∑  

   ( ) ( ){ } ( ), ,
0 1

1 2Re cos cos
n

m
n m n m

n m
M m Pφ θ

∞

= =

⎡ ⎤+ − ⎣ ⎦∑∑   

     ( ) ( ){ } ( ), ,
0 1

1 2 Im sin cos
n

m
n m n m

n m
M m Pφ θ

∞

= =

⎡ ⎤− − ⎣ ⎦∑∑    (2.22) 

และเทียบสัมประสิทธิ์กับสมการที่ (2.16) จะไดผลดังสมการที่ (2.13) ถึง (2.15). 

 

ตัวอยางการคาํนวณศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนภายใตสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอภายนอก 

 พิจารณาอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมซึ่งมีจุดศูนยกลางในระบบพิกัดคารทีเซียนอยูที่จุด 

( ), ,CO CO COC x y z  เมื่อจุด O  ซึ่งเปนจุดตัดเสมือนของอิเล็กโทรดทั้งสองเปนจุดกําเนิด. อนุภาค

อยูภายในกับดักอนุภาคอยางงายซึ่งมีมุม 0α  และมีศักยไฟฟา V ระหวางอิเล็กโทรด ดังรูปที่ 2.7.  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 2.7 ตาํแหนงบนพืน้ผิวของอนุภาครูปทรงกลมภายในกับดักอนภุาค. 

C
( ), ,O O Ox y z

( ), ,C C Cx y z

α X

Z

Y
O

V

0α

dielectric sphere 
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 ตําแหนงตางๆ บนผิวของอนุภาครูปทรงกลมในระบบพิกัดคารทีเซียน ( ), ,C C Cx y z  

คํานวณไดจากระบบพิกัดทรงกลม ( ), ,C C Cr θ φ  ซึ่งมีจุดศูนยกลางของอนุภาค C  เปนจุดกําเนิด

ดังนี้ 

( )/ 2 sin cosC C Cx σ θ φ=        (2.23) 

( )/ 2 sin sinC C Cy σ θ φ=        (2.24) 

( )/ 2 cosC Cz σ θ= .        (2.25) 

ตําแหนงบนผิวของอนุภาคทรงกลมในระบบพิกัดคารทีเซียน ( ), ,O O Ox y z  ซึ่งมีจุดกําเนิด O  เปน

จุดกําเนิดในรูปที่ 2.7 คํานวณไดจาก 

( ) ( ), , , ,O O O CO C CO C CO Cx y z x x y y z z= + + + .    (2.26) 

ศักยไฟฟา ( )0 ,ϕ θ φ  ที่เกิดจากอิเลก็โทรดแบบระนาบเอียงบนที่จดุใดๆ บนผิวของอนุภาคฉนวน  

ซึ่งเปนศกัยไฟฟาที่ตําแหนง ( ),θ φ  ในระบบพิกัดทรงกลมที่มีจดุ O  เปนจุดกําเนิดคือ   

( )0
0

, V αϕ θ φ
α
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (2.27) 

เมื่อ α  คือ มุมทีจุ่ดใดๆ บนผิวของอนุภาคทาํกับอิเล็กโทรดลาง โดยที ่ 1

2 2
tan O

O O

z
x y

α −
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

จากผลเฉลยในรูปฮารมอนกิทรงกลมที่ผวิของอนุภาค ศักยไฟฟาเนื่องจากสนามไฟฟาของกบัดัก

อนุภาคที่จุดใดๆ ภายนอกอนุภาคคํานวณไดจากการแทนคาสมการที่ (2.27) ลงในสมการที่ 

(2.17) ถึง (2.19) จากนั้นคํานวณสมัประสิทธิ์ ,n mM  ดวยสมการที ่ (2.13) ถึง (2.15)  จะได

ศักยไฟฟาเปน 

( ), ,
0

,
n

n
n m C n m C C

n m n

M r Yϕ θ φ
∞

= =−

=∑ ∑ .                             (2.28) 

 
2.5 การกระจายมลัติโพลซ้ํา (Multipole re-expansion) 
 หัวขอนี้กลาวถึงการกระจายมัลติโพลซ้ําซึ่งเปนวิธีในการยายการกระจายของมัลติโพล

และวิธีการหมุนมัลติโพลเพื่อนําไปใชในการคํานวณสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาค. การ

กระจายมัลติโพลซ้ําทําใหศักยไฟฟาเนื่องจากมัลติโพลรอบจุดกําเนิดของระบบพิกัดหนึ่งเขียน

แสดงไดในรูปของฟงกชันที่กระจายรอบจุดกําเนิดของอีกระบบพิกัดหนึ่ง. การกระจายมัลติโพลซ้ํา

ลดความยุงยากในการคํานวณจากเดิมซึ่งตองคํานวณจากมัลติโพลทุกตัวซึ่งมีการกระจายคนละ

ตําแหนงในระบบทําใหสามารถคํานวณไดจากมัลติโพลตัวเดียวเมื่อทําการกระจายมัลติโพลซ้ํามา

ที่ตําแหนงเดียวกัน. การกระจายมัลติโพลซ้ําที่ใชในวิทยานิพนธนี้ประกอบดวย การเลือ่นขนานและ

การหมุนมัลติโพลดังจะไดอธิบายตอไป. 



 

 

18 

2.5.1 มัลติโพล (Multipoles) 
 พิจารณาจุด  C  อยูที่พิกัด  ( ), ,r θ φ  ซึ่ งอยู ห างจากประจุ  Q  ซึ่ งอยู ที่ ตํ าแหน ง 

( ), ,A ρ α β เปนระยะ R  ดังรูปที่ 2.8. ศักยไฟฟาที่จุด C  คํานวณไดจากสมการ 

( )
0

1
4 r

QC
R

ϕ
πε ε

= .        (2.29) 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.8 ศกัยไฟฟาที่จุด C  จากผลของประจุ Q  ที่ระยะหางกัน r . 

 

ที่ระยะ r ρ>  ศักยไฟฟาที่จุด C  สามารถเขียนในรูปมัลติโพลที่จุดกําเนิด O  ไดจาก 

( ) ( ),
,1

00

1 ,
4

k j
j k

j kj
j k jr

B
C Y

r
ϕ θ φ

πε ε

=∞

+
= =−

= ∑ ∑        (2.30) 

เมื่อ ,j kB  แทนมัลติโพลอันดับที่ ( ),j k ซึ่งวางอยูที่จุดกําเนิด O . 

มัลติโพล ,j kB  ประกอบไปดวยโพลหลายๆ อันดับ เชน ไดโพล (Dipole) ควอดรูโพล 

(Quadrupole) ออกโตโพล (Octopole) และอื่นๆ ดังแสดงในรูปที่ 2.9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.9  ตัวอยางของมัลติโพลอันดับตางๆ. 

Monopole Dipole 
 

Quadrupole Octupole 

Z 

Y 

X

O

Q

R

( ), ,C r θ φ

( ), ,A ρ α β

,j kB
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 ศักยไฟฟาในรูปฮารมอนิกทรงกลมตามสมการที่ (2.30) ใหการประมาณคาศักยไฟฟาที่

ดีกวาสมการที่ (2.29) เพราะไดรวมพจนที่มีผลเม่ือระยะ r  ระหวางการกระจายของประจุและ

ตําแหนงที่ตองการทราบศักยไฟฟามีคานอยไวในการคํานวณดวย เชน ไดโพลแปรผกผันกับ 2r  

หรือ ควอดรูโพลแปรผกผันกับ 3r .  ที่ระยะ r  มากๆ ศักยไฟฟาสามารถคํานวณโดยใชสมการที่ 

(2.29) เชนเดิม. 

 
2.5.2 การเลือ่นขนานมลัติโพล (Multipole translation) 
 หัวขอนี้แสดงวิธีการเลื่อนขนานมัลติโพลซึ่งนําไปใชในการยายมัลติโพลจากระบบพิกัด

หนึ่งมายังอีกระบบพิกัดหนึ่ง. พิจารณามัลติโพล ,n mB  ที่มีอันดับ n  ซึ่งวางอยูที่จุด C  ศักยไฟฟา

ของมัลติโพลแสดงไดโดย 

( ),
,1 ,n m

n m C Cn
C

B
Y

r
ϕ θ φ+= .        (2.31) 

กําหนดให A  เปนจุดกาํเนิดของระบบพิกัดใหม และพิกัด ( ), ,A A Ar θ φ  นิยามเหมือนกับ 

( ), ,C C Cr θ φ . ศักยไฟฟาสามารถกระจายซ้ําไปยงัรอบจุด A  ไดเปน [2] 

( ), ,
0

,
j

j
j k A j k A A

j k j
M r Yϕ θ φ

∞

= =−

= ∑ ∑        (2.32)  

โดยที ่ A CAr D≤  เมื่อ ( ), ,CA CA CAD α β  เปนพกิัดทรงกลมของ C  เมื่อ A  เปนจุดกําเนดิ ดังรูปที ่

2.10. โมเมนตการกระจายซ้าํแสดงไดเปน 

( ) ( ), , ,
, , ,11 ,n n m j k

j k j n m k CA CA n mj n
CA

A
M Y B

D
α β+ −+ += −      (2.33)  

เมื่อ , , ,n m j kA  คํานวณไดจาก 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ), , ,

! !
! ! ! !

k m k m
n m j k

n m j k n m j k
A i

n m n m j k j k
− − − + + − − + +

=
+ − + −

.   (2.34) 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.10  การกระจายมัลติโพลซ้ําจากมลัติโพลที่จุด C  ไปยังจุด A . 
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,j kM
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2.5.3 การหมนุมัลติโพล (Multipole rotation) 
 การหมุนมัลติโพลนําไปใชเพื่อหมุนมัลติโพลใหมีทิศทางตามที่ตองการสําหรับการสรางเงา

ของมัลติโพล. มัลติโพล ,n kB�  ของระบบพิกัดใหมเกิดจากการหมุนมัลติโพลของระบบพิกัดเดิม 

,n mB  เมื่อตําแหนงของมัลติโพลอยูที่เดิมดวยการใชตัวดําเนินการหมุน (Rotation operator) คือ 

( ) rikn
km rd e βα [26]. มุม rα และ rβ  ที่ใชในตัวดําเนินการหมุนคือมุมในการหมุนระบบพิกัดเดิมใน

ทิศ  θ  และ φ  ไปยังระบบพิกัดใหม  ( ), ,r θ φ� �  ตามลําดับ ดังรูปที่ 2.11. ( )n
km rd α คือ ตัว

ดําเนินการที่เกี่ยวของกับการหมุนในทิศ θ  ซึ่งคํานวณไดจากสูตรเวียนเกิด (Recurrence 

formula) [27] ซึ่งแสดงวิธีการคํานวณไวในภาคผนวก ก. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.11 การหมุนมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมัลติโพล ,n kB� . 

 

มัลติโพล ,n kB�  คํานวณไดจาก 

( ), ,
r

n
imn

n k n m km r
m n

B B d e βα
=−

= ∑� .       (2.35) 

ศักยไฟฟาของระบบพิกัดใหมแสดงไดเปน 

( ),
,1 ,

n
n k

n kn
k n

B
Y

r
ϕ θ φ+

=−

= ∑
�

� � .       (2.36) 

 
2.6 เงาของมลัติโพลและระนาบกราวด  

ปญหาที่นํามาวิเคราะหมีอิเล็กโทรดเปนตัวปอนแรงดันและสนามไฟฟา. เพื่อความถูกตอง

ในการคํานวณตองคิดผลของอิเล็กโทรดรวมดวยโดยการเพิ่มเงามัลติโพลซึ่งทํากับอิเล็กโทรดใน

การคํานวณ. พิจารณามัลติโพล ,n mB  ในทิศทาง z+  วางอยูที่ตําแหนงซึ่งสูงจากระนาบกราวด

เปนระยะ S  และระนาบกราวดขนานกับระนาบ xy  ดังรูปที่ 2.12(ก). เพื่อทําใหสภาวะแรงดันบน

ระนาบเปนศูนย เราจะวางเงามัลติโพล ,n mB′  ซึ่งมีอันดับเทากันกับมัลติโพล ,n mB  และอยูที่

Z 

YX 

Y�

X�

Z�

,n mB
,
�

n kB

rα

rβ
rα

rβ
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ตําแหนงต่ํากวาระนาบกราวดเปนระยะ S  เทากัน.  เงามัลติโพล ,n mB′  ในรูปที่ 2.12(ก) คํานวณได

จาก 

( ) 1
, ,1 n m

n m n mB B+ +′ = − .        (2.37) 

และเชนเดียวกันเมื่อมัลติโพล ,n mB  วางอยูที่ตําแหนงซึ่งสูงจากระนาบกราวดเปนระยะ S  และ

ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xz  ดังรูปที่ 2.12(ข).  เงามัลติโพล ,n mB′  คํานวณไดจาก 

( )( )*

, ,1n m n mB B′ = − .          (2.38) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  2.12 เงาของมัลติโพลและระนาบกราวด  (ก) ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xy  และ 

(ข) ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xz .  

  

 การวางเงาของมัลติโพลกับระนาบเอียงหรืออิเล็กโทรดบนของกับดักอนุภาคอยางงายซึ่ง

ทํามุม 0α  แสดงดังรูปที่ 2.13. ในรูปที่ 2.13 (ก) มัลติโพล ,n mB  วางอยูต่ํากวาระนาบเอียงเปน

ระยะ S  และอยูในระบบพิกัด ( ), ,x y z .  เพื่อทําใหมัลติโพล ,n mB  มีทิศทางตั้งฉากกับระนาบ

เอียงจึงหมุนมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมุม 0α  เทากับมุมของระนาบเอียง. ผลที่ไดจากการหมุน คือ 

มัลติโพล ,n kB�  ซึ่งมีระบบพิกัดใหมเปน ( ), ,x y z� � �  ดังรูปที่ 2.13(ข).  ตําแหนงของมัลติโพล ,n kB�  

อยูที่ตําแหนงเดียวกับมัลติโพล ,n mB  คือ อยูต่ํากวาระนาบเอียงเปนระยะ S  เทากันแตมีทิศของ      

มัลติโพลแตกตางกัน. เพื่อทําใหสภาวะแรงดันบนระนาบเอียงเปนศูนยจึงวางเงามัลติโพล ,n kB′�  ใน

รูปที่ 2.13(ข) ที่ตําแหนงสูงกวาระนาบเอียงเปนระยะ S  เทากัน. เงามัลติโพล ,n kB′�  คาํนวณไดจาก

สมการที่ (2.37) หรือ (2.38) ข้ึนกับทิศทางของระนาบเอียงวาขนานกับระนาบ xy��  หรือ ระนาบ 

xz��  ยกตัวอยางเชน ในดังรูปที่ 2.13(ข) ใชสมการที่  (2.37) ในการคํานวณเนื่องจากระนาบเอียง

ขนานกับระนาบ xy�� .  

,n mB ′

,n mB

X

Z

Y
S

S

(ก) 

,n mB ′

,n mB ′

Z

Y

X
S

S

(ข) 



 

 

22 

 

 

 

 

 

 

(ก) 

 

 

 

 

 

 

(ข) 

 

รูปที่  2.13 มลัติโพล และเงาของมัลติโพลกับระนาบเอียงทาํมุม 0θ  (ก) มลัติโพล ,n mB  กอนทํา

การหมนุ   และ (ข) มัลติโพล ,n kB�  หลงัทําการหมุน และเงามัลติโพล ,n kB′� . 

 
2.7 การคํานวณสนามไฟฟาบนอนภุาคฉนวน 
 หัวขอนีก้ลาวถึงการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคฉนวนเพื่อนาํไปใชคํานวณแรงที่กระทํา

บนอนุภาคในปญหาที่นาํมาวิเคราะห.  

 
2.7.1 สนามไฟฟาจากไดโพล 
 พิจารณาไดโพลวางอยูทีจุ่ดกาํเนิดและมทีิศทางไปตามแนวแกน +z ดังรูปที่ 2.14. 

สนามไฟฟาที่เกิดจากไดโพล dipE  ในระบบพกิดัทรงกลมที่ตาํแหนง A  ใดๆ สามารถคํานวณได

จาก 

( ) ( )3
0

p
, , 2cos sin

4
dip r

r

E r a a
r

θθ φ θ θ
πε ε

= +     (2.39) 

เมื่อ  p    คือ ไดโพลโมเมนต  

 r    คือ เวกเตอรในทิศ r  และ 

 ra  และ aθ   คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทศิ r  และ θ  ตามลําดับ. 

0α

S

,n mB

0α

XY

Z

O

0α

S

S

X�

Y�

Z�

O

,n kB′�

,n kB�

0α
rotation
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รูปที่ 2.14 ไดโพลและตําแหนงในการคาํนวณสนามไฟฟา. 
 
2.7.2 สนามไฟฟาภายในและภายนอกอนุภาค 

สนามไฟฟาภายใน ( )I
E  และภายนอกอนุภาค ( )E

E  ในระบบพกิัดทรงกลม ( ), ,r θ φ

คํานวณไดจากสมการที ่ (2.8) และ (2.9) ซึ่งแสดงศกัยไฟฟาภายในและภายนอกอนุภาคฉนวน

รูปทรงกลมตามลําดับดังวธิกีารในภาคผนวก ข. สนามไฟฟา ( )I
E  และ ( )E

E  ในระบบพกิัดทรง

กลมเปนดงัสมการตอไปนี้. 

 
2.7.2.1  สนามไฟฟาในทิศ r  

( ) ( ) ( )1
, ,

0

,
j

j
r j k j kI

j k j

E L j r Y θ φ
∞

−

= =−

= −∑ ∑       (2.40) 

( ) ( ) ( )1
, , ,2

0

1 ,
j

j
r j k j k j kjE

j k j

jE M j r B Y
r

θ φ
∞

−
+

= =−

⎡ + ⎤⎛ ⎞= − − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ .   (2.41) 

 
2.7.2.2 สนามไฟฟาในทศิ θ  

( ) ( ) ( ){

( ) ( )}

1

, ,
0

2 2
1,

1 cos ,
sin

1 ,

jj

j k j kI
j k j

j k

rE L j Y

j k Y

θ θ θ φ
θ

θ φ

−∞

= =−

+

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

− + −

∑∑
   (2.42)  

( ) ( ) ( ){

( ) ( )}

,1
, ,2

0

2 2
1,

1 1 cos ,
sin

1 ,

j
j kj

j k j kjE
j k j

j k

B
E M r j Y

r

j k Y

θ θ θ φ
θ

θ φ

∞
−

+
= =−

+

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

− + −

∑ ∑
.  (2.43)  
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2.7.2.3  สนามไฟฟาในทิศ φ  

( ) ( ) ( )
1

, ,
0

,
sin

jj

j k j kI
j k j

rE L ik Yφ θ φ
θ

−∞

= =−

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑      (2.44) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , ,2
0

1 ,
sin sin

jj

j k j k j kjE
j k j

rE M ik B ik Y
rφ θ φ

θ θ

−∞

+
= =−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ . (2.45) 

 
2.7.3 สนามไฟฟาบนอนุภาคเนื่องจากการมีอยูของอนุภาคอื่น  
 เนื่องจากปญหาที่นํามาวิเคราะหมีจํานวนของอนุภาคมากกวาหนึ่งลูก ดังนั้นนอกจาก

สนามไฟฟาจะเปลี่ยนแปลงเนื่องจากการมีอยูของอนุภาคแลว ผลของการมีอยูของอนุภาคอื่นจึง

ทําใหสนามไฟฟาบนอนุภาคที่เราพิจารณาเปลี่ยนแปลงไปดวยซึ่งแตกตางจากการคํานวณ

สนามไฟฟาบนอนุภาคในหัวขอที่ 2.7.2. พิจารณาอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม a  และ b  ดังรูปที่ 

2.15 โพลาไรเซชันในอนุภาค a  และ b เกิดเนื่องจากสนามไฟฟาภายนอก 0E . อนุภาค b  มี 

มัลติโพล ,j kB  ซึ่งเกิดจากโพลาไรเซชันวางอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค. สัมประสิทธิ์  ,j kM  ซึ่ง

อยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค a  เกิดจากการกระจายมัลติโพลซ้ําของมัลติโพล ,j kB ที่จุด

ศูนยกลางของอนุภาค b  ไปยังจุดศูนยกลางของอนุภาค a . ในกรณีที่อนุภาคใดอนุภาคหนึ่งอยู

ภายใตสนามไฟฟา 0E  สามารถคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคไดจากสมการในขอที่ 2.7.2. หวัขอ

นี้แสดงการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคหนึ่งซึ่งเกิดจากอีกอนุภาคหนึ่งซึ่งมีวิธีการดังตอไปนี้. 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.15 อนภุาคฉนวน a  และ b  ภายใตสนามไฟฟาสม่าํเสมอภายนอก และ 

การกระจายมลัติโพลซ้ําจากอนุภาค b ไปยัง อนุภาค a . 

 

 ศักยไฟฟาที่อนุภาค a  เนื่องจากผลของอนุภาค b และสนามไฟฟาภายนอกนั้นทําไดโดย

การคํานวณมัลติโพล ,j kB  ที่เกิดขึ้นบนอนุภาค b  จากสนามไฟฟาภายนอกจากนั้นทําการเลื่อน

ขนานมัลติโพลไปยังจุดศูนยกลางของอนุภาค a . ดังนั้นศักยไฟฟาบนอนุภาค a  เขียนไดดัง

สมการ 

( ), ,
0

,
j

j
a a j k j k a a

j k j

r M Yϕ θ φ
∞

= =−

=∑ ∑ .      (2.46) 

0E

,j kB

dielectric sphere b
,j kM

dielectric sphere a

Multipole re-expansion 
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สนามไฟฟาบนอนุภาค a  จากผลของอนุภาค b  ในระบบพิกัดคารทีเซียน ( ), ,x y z  คํานวณได

โดยเริ่มจากการใชกฎลูกโซตามสมการที่ (ค.1) ถึง (ค.3) ในภาคผนวก ค เพื่อแปลงระบบพิกัดทรง

กลมมาเปนระบบพิกัดคารทีเซียน. คํานวณอนุพันธเทียบกับ ( ), ,x y z  และแทนอนุพันธที่คํานวณ

ไดลงในสมการที่ (ค.1) ถึง (ค.3) ในภาคผนวก ค จะไดสนามไฟฟาบนอนุภาค a  ในระบบพิกัด

คารทีเซียนดังนี้ 

( ) ( )( ) ( )1
, , 1,

0

cos, , cos
sin sin

k j
ja

j k j k j k
j k j

jM r Y j k j k Y
x
ϕ θθ φ θ φ φ

θ θ

=∞
−

−
= =−

∂ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎩ ⎭
∑ ∑

       ( )1
, ,

0
, sin

sin

k j
j

j k j k
j k j

i k
M r Y θ φ φ

θ

=∞
−

= =−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪+ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑     (2.47) 

( ) ( )( ) ( )1
, , 1,

0

cos, , sin
sin sin

k j
ja

j k j k j k
j k j

jM r Y j k j k Y
y
ϕ θθ φ θ φ φ

θ θ

=∞
−

−
= =−

⎛ ⎞∂ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠
∑ ∑

       ( )1
, ,

0
, cos

sin

j
j

j k j k
j k j

i k
M r Y θ φ φ

θ

∞
−

= =−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪− ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑     (2.48) 

( )1 2 2
, 1,

0
,

k j
ja

j k j k
j k j

M r j k Y
z
ϕ θ φ

=∞
−

−
= =−

∂⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ ∑ .    (2.49) 

 

เมื่อใชเอกลักษณของฮารมอนิกฟงกชนัทรงกลมแบบบรรทัดฐานตามสมการที ่(ค.6) และ (ค.7) ใน

ภาคผนวก ค แทนลงในสมการที ่ (2.47) และ (2.48) จากนัน้จัดรูปสมการใหมโดยมีการแกไข

เพื่อใหคาที่ 0k < เปนจริง สมการใหมจงึเขียนไดเปน 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1, 1
1

,
0

1, 1

1 1 ,
2
1 1 ,
2

k j kk j k
ja

j k
j k j

j k

j k j k Y
M r

x j k j k Y

δ

δ

δ θ φϕ

θ φ

=∞ − −
−

= =−
− +

⎧ ⎫− + + −⎪ ⎪∂ ⎪ ⎪⎛ ⎞− = − ⎨ ⎬⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎪ ⎪+ − − −
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  (2.50) 

 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1, 1
1

,
0

1, 1

1 ,
2

1 ,
2

k j kk j k
ja

j k
j k j

j k

i j k j k Y
M r

iy j k j k Y

δ

δ

δ δ θ φϕ

δ θ φ

=∞ − −
−

= =−
− +

⎧ ⎫− + + −⎪ ⎪⎛ ⎞∂ ⎪ ⎪− = − ⎨ ⎬⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎪ ⎪− − − −
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  (2.51) 

 

เมื่อ 
1 0
1 0

k
k

δ
≥⎧

= ⎨− <⎩
  และ   

1 0
1 0kk

k
k

δ
− =⎧

= ⎨ ≠⎩
. 

 ดังนั้นสนามไฟฟาบนอนุภาค a  เนื่องจากสนามไฟฟาภายนอกและผลของอนุภาค b  ใน

ระบบพิกัดคารทีเซียนคํานวณไดโดยใชสมการที่ (2.49) ถึง (2.51). สนามไฟฟาในระบบพิกัดคารที

เซียนบนผิวของอนุภาค a  คํานวณไดโดยแทน / 2r σ=  และ 1j j= +  ลงในสมการที่ (2.49) 

ถึง (2.51) จากนั้นจัดรูปใหมจะได 
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( )( ) ( ) ( )1, , 1
0

2

1 1 ,
2 2

jj
a

j k kk j k
j k jr
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x δσ

ϕ σ δ θ φ
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= =−=
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∑ ∑           

  ( )( ) ( ) ( )1, , 1
0
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2 2

jj
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σ θ φ
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            ( )( ) ( ) ( )1, , 1
0

1 ,
2 2

jj

j k j k
j k j
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( ) ( )2 2
1, ,

0
2

1 ,
2

jj
a

j k j k
j k jr

M j k Y
z σ

ϕ σ θ φ
∞

+
= =−=

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤− = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑   (2.54) 

 
2.8 การคํานวณแรงดีอีพทีี่กระทาํบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม 
 หัวขอนี้กลาวถึงวิธีการคํานวณแรงจริงที่กระทําบนอนุภาคซึ่งใชสนามไฟฟาที่ไดจากการ

คํานวณในหัวขอที่ 2.7 เพื่อเปนพื้นฐานในการนําวิธีการคํานวณดังกลาวไปใชในการประมาณแรง

ที่กระทําบนอนุภาคสําหรับนําไปวิเคราะหปญหาที่นํามาศึกษาตอไป. 

การคํานวณแรงที่กระทําบนอนุภาคทําได 2 วิธี คือ วิธีแรกคํานวณแรงจากความหนาแนน

ประจุบนอนุภาคและการกระจายของศักยไฟฟารอบอนุภาค และวิธีที่สองคํานวณแรงจากความ

เคนที่กระทําบนอนุภาค. การคํานวณทั้งสองวิธีมีรายละเอียดดังนี้. 
 
2.8.1 การคํานวณแรงดีอีพีจากประจุบนอนุภาคและการกระจายของศักยไฟฟารอบ
อนุภาค 
แรงที่กระทําบนอนุภาคคํานวณไดจากการอินทิเกรตพื้นผิวโดยรอบอนภุาค a  ดังนี ้

( ) ( )
22

0 0

sin
2a E a a ext

F q d d
π π σε ϕ θ θ φ⎛ ⎞⎡ ⎤= −∇ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫ ∫     (2.55) 

เมื่อ  aq  คือ  ประจุประสิทธผิลบนพืน้ผิวของอนุภาค a . ประจุนี้เทียบเทาประจุจริงที่

   กอใหเกิดศักยไฟฟาเหนี่ยวนาํเชนเดียวกับที่เกิดจากอนภุาค a  และ 

 ( )a ext
ϕ  คือ  ศักยไฟฟาบนอนุภาค a  เนื่องจากสนามไฟฟาภายนอกและการรบกวน

   ของอนุภาคอืน่ทัง้หมด. 

พิจารณาอนุภาครูปทรงกลม a  ซึง่เปนฉนวนจึงไมมีประจุอิสระแตจะมีประจุผูกพนั ดงันัน้ประจุบน

พื้นผวิของอนภุาค a  คํานวณไดจาก 

( )( ) ( )( )0 01 1a E r N rE I
q E Eε ε ε ε⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦ .     (2.56) 

เมื่อแทนคา ( )r I
E  และ ( )r E

E  จากสมการที่ (2.40) และ (2.41) ลงในสมการที่ (2.56) จะได 
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จากเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของอนุภาคคือ I Eϕ ϕ=  และ I E
N Er r

ϕ ϕε ε∂ ∂
=

∂ ∂
 รวมทั้งความสัมพันธ

ระหวาง ,j kM  กับ ,j kB  และ ,j kL  ในสมการที่ (2.10) และ (2.11) ตามลําดับนั้น  เมื่อนํามาแทน

ลงในสมการที่ (2.57) พรอมทั้งจัดรูปสมการใหมจะได aq  เปน 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1
0

, ,
0

2 1
,

2

jj
N E

a j k j k
j k j E N E

j j
q M j Y
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= =−

⎡ ⎤− + ⎛ ⎞= ⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ .  (2.58) 

เมื่อทําใหอยูในรูปของมัลติโพล ,j kB  ที่จุดศูนยกลางของอนุภาค a  จะได 

( )
( )
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, ,2
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2 1
,

/ 2
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a j k j kj
j k j
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q B Y

ε
θ φ

σ

∞

+
= =−
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= ⎢ ⎥
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∑ ∑ .     (2.59) 

จาก ( )a ext
ϕ−∇ บนผวิของอนุภาค a  ตามสมการที่ (2.52) ถึง (2.54)  เมื่อแทนลงในสมการที่ 

(2.55) และทําการอินทิเกรตจะไดแรงที่กระทําบนอนุภาค a  ในระบบพกิัดคารทีเซียนดังนี ้
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เมื่อ ( ) ( )1j j jβ = +  และ  

[ ]Re และ [ ]Im  คือ สวนจริงและสวนจนิตภาพของจาํนวนเชงิซอนตามลําดับ.  
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2.8.2 การคํานวณแรงดีอีพีจากความเคนที่กระทําตออนุภาค 
แรงที่กระทําบนอนุภาคที่เกิดจากสนามไฟฟาสามารถคํานวณไดจากแรงที่กระทําบนพื้นที่

ยอยหนึ่งหนวย หรือ ความเคนไดดังนี้ 

2
0

1
2ij E i j ijT E E Eε ε δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
       (2.63) 

เมื่อ ijT  คือ เทนเซอรความเคนของแมกเวลล (Maxwell stress tensor) [28] 

        หรือ แรงในทิศ i  ที่กระทาํบนพื้นผวิยอยที่เรียงตัวในทิศ j   

 ,i j  คือ ระบบพิกัดคารทีเซียน ( ), ,x y z  

 E  คือ สนามไฟฟาบนอนุภาค และ 

 ijδ  คือ ฟงกชันทีม่ีคาดังนี ้ 0ijδ =  เมื่อ i j≠  และ 1ijδ =  เมือ่ i j=  

ยกตัวอยางเชน ( )2 2 2
0

1
2xx E x y zT E E Eε ε= − − และ ( )0xy E x yT E Eε ε= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.16 อนภุาครูปทรงกลมและ T  ที่กระทําตอพืน้ผวิยอย ds . 

 

 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมมีพื้นผิว S  ซึ่งแบงพื้นผิวออกเปนพื้นผิวยอย ds  ดังรูปที่ 2.16. 

เวกเตอรพื้นผิวยอย ds  ในระบบพิกัดคารทีเซียนคือ ( ), ,x y zds ds ds . เทนเซอรความเคนของ  

แมกเวลล ijT  ในสมการที่  (2.63) นํามาเขียนใหมในรูปของเวกเตอร T  ซึ่งเปนแรงที่กระทําตอ

พื้นผิวหนึ่งหนวย ดังรูปที่ 2.16 และ T  ทําผลคูณเชิงสเกลารกับ ds  ในทิศทาง j  ของระบบพิกัด

คารทีเซียนไดดังนี้ 
 

( )
, ,

ij ij
i x y z

T ds T ds
=

= ∑i         (2.64) 

 

เมื่อ j  แทน ,x y  หรือ z . 

T
ds

Spherical particle 

S

X 
Y 

Z 

Nε

Eε
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แรงที่กระทําบนอนุภาคในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งไดจากการอินทิเกรตแรงที่กระทําบนพื้นผิวยอย

หนึ่งหนวยหรือความเคนเปนดังสมการ 

S

F T ds= ∫ iv .         (2.65) 

 
2.9 การประมาณแรง 
 การคํานวณแรงที่กลาวมาในหัวขอที่ 2.8 เปนการคํานวณแรงที่กระทําบนอนุภาคจริงที่

เกิดขึ้นซึ่งสมการที่ใชนั้นมีจํานวนอันดับสูงสุดของมัลติโพลในการคํานวณสนามไฟฟาและแรงเปน

อนันต แตในทางปฏิบัติมัลติโพลอันดับสูงจะมีผลตอแรงที่คํานวณนอยมาก และเวลาที่ใชในการ

คํานวณแรงจะมากขึ้นตามจํานวนอันดับของมัลติโพลที่ใชซึ่งจะนานมากเมื่ออันดับของมัลติโพล

เขาใกลคาอนันต. ดังนั้นการประมาณแรงดีอีพีที่กระทําบนอนุภาคจึงถูกนํามาใชเพื่อความ

เหมาะสมของขนาดของแรงและเวลาที่ใชในการคํานวณ. การคํานวณแรงดีอีพีที่กระทําบนอนุภาค

นั้นโดยท่ัวไปใชการประมาณแรงดวยไดโพล หรือเรียกสั้นๆ วา แรงไดโพล (Dipolar force) ซึ่งงาย

และรวดเร็วแตใหความถูกตองและขนาดของแรงนอยกวาแรงจริงที่เกิดขึ้นมากโดยเฉพาะเมื่อ

อนุภาคอยูใกลกัน. สวนการประมาณแรงอีกวิธีหนึ่งใชการประมาณแรงดวยมัลติโพล หรือ แรงมลัติ

โพล (Multipolar force) ซึ่งรวมเอาการกระทําระหวางกันของมัลติโพลทั้งหมดในการคํานวณแรงที่

เกิดขึ้นบนอนุภาคและใหความถูกตองใกลเคียงกับแรงจริงที่เกิดขึ้นมากกวาแรงไดโพล. การ

ประมาณแรงทั้งสองวิธีเปนดังนี้. 

 
2.9.1 แรงไดโพล 

การประมาณแรงดีอีพีเมื่อคํานวณจากผลของไดโพลสามารถคํานวณไดตาม [14-16] 

ดังนี้. พิจารณาแรงกระทําระหวางอนุภาค a  ที่ตําแหนง ar  และอนุภาค b  ที่ตําแหนง br  ดังแสดง

ในรูปที่ 2.17. 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.17 ระบบพิกัดในการคํานวณแรงระหวางคูอนุภาค a  และ b . 

abr

a

b

abθ
ra

aθ

X

Y

Z

0E
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การประมาณแรงดีอีพีดวยแรงไดโพลเปนดังสมการ 

( ) ( )
2

2
4

0

3 p
1 3cos sin 2

4
dep

ab ab r ab
E ab

F a a
r

θθ θ
πε ε

⎛ ⎞
⎡ ⎤= ⎜ ⎟ − −⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (2.66) 

เมื่อ  p   คือ ไดโพลโมเมนตเหนี่ยวนาํ (Induced dipole moment)  

abr  คือ เวกเตอรระยะทางระหวาง อนุภาค a  และ b คํานวณไดจาก ab a br r r= −  

abθ  คือ มุมระหวาง abr  และ แกน z   

ra  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทศิ r  คํานวณไดจาก /r ab aba r r=   และ 

aθ  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทศิ θ  คํานวณไดจาก     

        ( ) ( )/r r z r r za a a a a a aθ = × × × × . 

ไดโพลโมเมนตเหนีย่วนําคํานวณไดจาก 

( )
( )

3

0 0p 4
2 2

N E
E

N E

E
ε εσπε ε
ε ε

⎡ ⎤−⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎣ ⎦
      (2.67) 

เมื่อ 0E  คือ สนามไฟฟาภายนอก. 
 
2.9.2 แรงมลัติโพล 

การประมาณแรงดีอีพีดวยแรงไดโพลไมไดคํานึงถึงผลของมัลติโพลที่อันดับสูงกวาจงึทาํให

ขนาดของแรงต่ํากวาที่ควรจะเปน.  แรงมัลติโพลประมาณคาแรงดีอีพีไดดีกวาแรงไดโพลซึ่ง

สามารถคํานวณได 2 วิธี คือ วิธีแรกคํานวณแรงไดจากประจุบนอนุภาคและการกระจายของ

ศักยไฟฟารอบอนุภาค และ วิธีที่สองคํานวณแรงไดจากความเคนที่กระทําตออนุภาค. การ

ประมาณแรงดวยวิธีแรกคํานวณไดตามสมการที่  (2.60) ถึง (2.62) ซึ่งกําหนดจํานวนอันดับสูงสุด

ของมัลติโพลที่ใช mpN  ตามความเหมาะสมของขนาดของแรงและเวลาที่ใชในการคํานวณดังจะได

กลาวในบทตอไป. สัมประสิทธิ์ ,j kM  และ ,j kB  ในสมการที่  (2.60) ถึง (2.62)  ไดมาจากการ

คํานวณดวยวิธีทําซ้ํา การวางเงามัลติโพล และการกระจายมัลติโพลซ้ํา เพื่อทําใหเงื่อนไขขอบเขต

ของศักยไฟฟาและสนามไฟฟาบนผิวของอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมเปนจริง  โดยที่ ,j kM  เปนผล

ของสนามไฟฟาภายนอกและอนุภาคอื่น สวน ,j kB  เกิดจากการมีอยูของอนุภาค. การประมาณ

แรงดวยวิธีที่สองคํานวณไดจากความเคนที่กระทําตออนุภาคตามสมการที่ (2.65). เวกเตอร T  ใน

สมการที่ (2.65) คํานวณไดจากเทนเซอรความเคนของแมกเวลล ijT  ตามสมการที่ (2.63). 

สนามไฟฟาบนอนุภาคที่ใชหาคา ijT  คํานวณไดจากสมการที่ (2.40) ถึง (2.45) โดยใชอันดบัสูงสดุ

ของมัลติโพล mpN  ในการคํานวณ. สัมประสิทธิ์ ,j kM  และ ,j kB  ในการคํานวณสนามไฟฟาตาม

สมการที่ (2.40) ถึง (2.45) นั้นหาไดจากการคํานวณดวยวิธีทําซ้ํา การวางเงามัลติโพล และการ

กระจายมัลติโพลซ้ํา เพื่อทําใหเงื่อนไขขอบเขตของศักยไฟฟาและสนามไฟฟาบนผิวของอนุภาค
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ฉนวนรูปทรงกลมเปนจริงเชนเดียวกับวิธีแรก. เมื่อไดเวกเตอร T  จากคาสนามไฟฟาบนอนุภาค

แลว แรงที่กระทําบนอนุภาคคํานวณไดจากการอินทิเกรตสมการที่ (2.65) ดวยวิธีการอินทิเกรต

เชิงเลข. 

 
2.10  ตัวอยางการคํานวณศักยไฟฟาเมื่ออนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูระหวางระนาบ

อิเล็กโทรดเอียงดวยการวางเงามัลติโพล 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.18 เงาของมัลติโพล ,j kB  ของอนุภาค a  ซึ่งอยูระหวางระนาบอิเลก็โทรดเอียง. 

 

 อนุภาค a  อยูระหวางระนาบอิเล็กโทรดเอียงซึ่งมีศักยไฟฟาของอิเล็กโทรดบน และ

อิเล็กโทรดลางเทากับ 0ϕ  และ 0 ตามลําดับ. อิเล็กโทรดทั้งสองทํามุม 0α  และ อนุภาค a  มีจุด

ศูนยกลางของอนุภาคสูงกวาอิเล็กโทรดลางเปนระยะ d . มัลติโพล ,j kB อยูที่จุดศูนยกลางของ

อนุภาค a ดังรูปที่ 2.18. วิธีการคํานวณศักยไฟฟาของอนุภาค a  เปนดังนี้. 

1. ศักยไฟฟาภายนอกอนุภาค a  เนื่องจากสนามไฟฟา 0E  ซึ่งเกิดจากผลของระนาบ

อิเล็กโทรดเอียง เขียนไดเปน 

 ( ) ( ), ,
0

,
k j

j
a j k a j k a aM

j k j

M r Yϕ θ φ
=∞

= =−

= ∑ ∑      (2.68) 

 เมื่อ  ,j kM  คํานวณไดจากสมการที่ (2.13) ถึง (2.15) และ 

  ( ), ,a a ar θ φ  คือ พิกัดทรงกลมที่มีจุดกําเนิดที่จุดศูนยกลางของอนุภาค a . 

d

d

,j kB
dielectric sphere a

2d

2d

1d

1d
0ϕ

0α

( )1
,j kC

( )1
,j kC′�

( )1
,j kC�

( )2
,j kC

Rotate 

Rotate 

( )2
,j kB

,j kB�

Rotate 

,j kB′�

Rotate 
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2. ศักยไฟฟาภายนอกอนุภาค a  เขียนไดเปน 

 ( )( ) ( ) ( )0
a a aE M B

ϕ ϕ ϕ= +       (2.69) 

 เมื่อ ( ) ( ),
,1

0

,
j

j k
a j k a ajB

j k j a

B
Y

r
ϕ θ φ

∞

+
= =−

=∑ ∑ .  

 ดังนั้นศักยไฟฟา  ( )( )0
a E

ϕ  เปนไปตามสมการปวซองแตเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดทัง้

 สองยัง ไมเปนจริงจึงตองวางเงามัลติโพลเพื่อทําใหเงื่อนไขเปนจริง. 

3. เพื่อทําใหเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดลางเปนจริง วางเงามัลติโพล ( )1
,j kC  ไวที่ตําแหนง

ต่ํากวาอิเล็กโทรดลางเปนระยะ d  เทากันกับระยะจากมัลติโพล ,j kB  ดังรูปที่ 2.18. 

ศักยไฟฟาในสมการที่ (2.69) จะกลายเปน 

 ( )( ) ( )( )
( )

( )
1

1 0 ,
, 1 11

1

,j k
a a j k C CjE E

C

C
Y

r
ϕ ϕ θ φ+= +      (2.70) 

 เมื่อ  ( ) ( ) 11
, ,1 j k

j k j kC B+ +
= −  และ 

  ( )1 1 1, ,C C Cr θ φ  คือ พิกัดทรงกลมที่มีจุดกําเนิดที่ตําแหนงของ ( )1
,j kC . 

4. เพื่อทําใหเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดบนเปนจริง วางเงามัลติโพล ,j kB′�  และ ( )1
,j kC′�  ไว

สูงจากอิเล็กโทรดบนที่ระยะ 1d  และ 2d  ตามลําดับซึ่งเปนระยะเดียวกันกับที่มัลติโพล 

,j kB  และ ( )1
,j kC  วางอยูต่ํากวาอิเล็กโทรดบน ดังรูปที่ 2.18. เงามัลติโพลทั้งสองคํานวณได

จากมัลติโพล ,j kB�  และ ( )1
,j kC�   ซึ่งเกิดจากการหมุนมัลติโพล ,j kB  และ ( )1

,j kC  โดยใช

สมการที่ (2.35) และสมการในภาคผนวก ก. มุมที่ใชในการหมุนมัลติโพลคือ 0α  เพื่อทํา

ใหทิศทางของมัลติโพลตั้งฉากกับระนาบอิเล็กโทรดบน. เงามัลติโพล ,j kB′�  และ ( )1
,j kC′�  

คํานวณไดจาก 

 ( ) 1
, ,1 j k

j k j kB B+ +′ = −� �        (2.71) 

 ( ) ( ) ( )11 1
, ,1 j k

j k j kC C+ +′ = −� � .       (2.72) 

5. เพื่อใหศักยไฟฟาที่เกิดจากเงามัลติโพล ,j kB′�  และ ( )1
,j kC′�  อยูในระบบพิกัดเดียวกันกับ

ศักยไฟฟาที่เกิดจากมัลติโพล ,j kB  และ ( )1
,j kC  จึงหมุนเงามัลติโพล ,j kB′�  และ ( )1

,j kC′�  กลับ

เพื่อใหเงามัลติโพลทั้งสองมีทิศทางและระบบพิกัดเดียวกับมัลติโพล ,j kB  และ ( )1
,j kC  โดย

ใชสมการที่ (2.35). มุมที่ใชในการหมุนมัลติโพลกลับคือ 0α− . หลังจากหมุนเงามัลติโพล

ทั้งสองกลับแลวจะไดเงามัลติโพลใหมเปน ( )2
,j kB  และ ( )2

,j kC  ตามลําดับ. ศักยไฟฟา

ภายนอกอนุภาค a  จึงกลายเปน 

 ( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
2 2

2 1 , ,
, 2 2 , 2 21 1

2 2

, ,j k j k
a a j k B B j k C Cj jE E

B C

B C
Y Y

r r
ϕ ϕ θ φ θ φ+ += + +   (2.73) 

 เมื่อ ( )2 2 2, ,B B Br θ φ  และ ( )2 2 2, ,C C Cr θ φ  นิยามเชนเดียวกับ ( )1 1 1, ,C C Cr θ φ . 

 การวาง ( )2
,j kB  และ ( )2

,j kC  จะทําใหเงื่อนไขศักยไฟฟาที่อิเล็กโทรดลางไมเปนจริงอีก. 
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6. เชนเดียวกันกับข้ันตอนที่ 3 ถึง 5 เราตองทําการวางเงามัลติโพล  ( )
,
i

j kB  และ ( )
,
i

j kC  เพื่อทํา

ใหเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดทั้งสองเปนจริง ตามลําดับ. ยิ่งจํานวนครั้งในการวาง

เงามัลติโพลมากขึ้น ระยะหางระหวางเงามัลติโพลกับอิเล็กโทรดทั้งสองจะยิ่งมากขึ้นตาม. 

ดังนั้นเราสามารถหยุดการวางเงามัลติโพลไดเมื่อผลที่เกิดจากการวางเงามัลติโพลที่มีตอ

ศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดทั้งสองนั้นมีนอยมาก. 



บทที่  3 
 

การประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ํากับอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมใน 
กับดักอนุภาคอยางงาย 

 

 รูปแบบปญหานี้มีอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูภายในคูระนาบอิเล็กโทรดเอียง. อิเล็กโทรด

ลางขนานกับแกน x  และอิเล็กโทรดบนทํามุมเอียงกับอิเล็กโทรดลางเพื่อทําใหเกิดสนามไฟฟาไม

สม่ําเสมอเหมือนกับดักอนุภาคจริงที่ใชอยูในระบบไฟฟาที่ฉนวนดวยก็าซ. หัวขอนี้วิเคราะห

สนามไฟฟาและแรงที่เกิดขึ้นบนอนุภาค. การวิเคราะหแรงบนอนุภาคใชการคํานวณ 3 วิธี คือ วิธี

ประมาณดวยไดโพล (dp) วิธีประมาณดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) 

และ วิธีคํานวณดวยมัลติโพลและเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุด (mps). 
  
3.1 การจัดวาง และขอมลูทางกายภาพที่ใชในการคํานวณ 
 การคํานวณแรงที่กระทําบนอนุภาคในกับดักอนุภาคใชการจัดวางตามรูปที่ 3.1. อนุภาค

ฉนวนรูปทรงกลมมีเสนผาศูนยกลาง σ  และ สภาพยอมสัมพัทธ Nε  อยูในกาซที่มีสภาพยอม

สัมพัทธ Eε . คูระนาบอิเล็กโทรดเอียงมีความตางศักย V และทํามุม 0α .  

 
 
 

 
 
 
 
 

 
รูปที่ 3.1 การจัดวางตาํแหนงของอนุภาคในการคํานวณ.  

 

ตัวแปร ( ),ρ α  ที่ใชในการบอกตําแหนงของอนุภาคในระบบพิกัดทรงกระบอกบนระนาบ ( ),x z

ซึ่งมีจุดกําเนิด O  อยูที่จุดตัดเสมือนของคูระนาบอิเล็กโทรดเอียงมีนิยามดังนี้ 

α  คือ มุมที่จุดศนูยกลางของอนุภาคทาํกับอิเล็กโทรดลาง 

ρ  คือ ระยะทางจากจุด O  ถึงจุดศูนยกลางของอนุภาค 

minρ  คือ ระยะ ρ สั้นที่สุดที่ใชในการคํานวณซึ่งอนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดบนและลาง 

ρ
α0α

V

Nε

Eε

σ

O

Z

X



 35 

( )min
0

/ 2
sin / 2

σρ
α

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (3.1) 

minα  คือ มุม α  เมื่ออนุภาคสัมผัสกบัอิเล็กโทรดลาง. minα  คํานวณไดจาก 

min
/ 2arcsin σα
ρ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (3.2) 

maxα  คือ มุม α  เมื่ออนุภาคอยูกึง่กลางระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง โดยที ่

max 0 / 2α α= .         (3.3)  

 

คาที่ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐาน 

 การทําใหเปนบรรทัดฐานทําใหเกิดความยืดหยุนในการนําผลการคํานวณไปใชงาน. 

นอกจากนั้น ยังทําใหการเปรียบเทียบผลการคํานวณมีความชัดเจนเพราะลดผลซึ่งเกิดจากตัวแปร

อ่ืนๆ ที่ไมเกี่ยวของ. คาที่ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐานของระยะ, สนามไฟฟา และ แรง มีขนาด

เปน σ , ( )/V σ  และ ( ) 2
0Vε1/8  ตามลําดับ เมื่อ 0ε  คือ สภาพยอมของสุญญากาศ และ

เครื่องหมาย * แทนตัวแปรที่ทําใหเปนบรรทัดฐานแลว. แรงที่ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐาน

คํานวณจาก ( ) 2
0 AEε1/2  ซึ่งเปนแรงภายใตสนามไฟฟา /E V σ=  ที่กระทําบนพื้นที่ A  ของ

อิเล็กโทรดขนาด ( )2/σ 2  เมื่อไมมีอนุภาค. 

 
3.2 การประมาณแรงที่กระทําบนอนุภาคดวยไดโพล (dp) 
 พิจารณาอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก 0E . อนุภาค

ฉนวนภายใตอิทธิพลของสนามไฟฟาภายนอกจะเกิดโพลาไรเซชันซึ่งประจุบวกและลบในโมเลกุล

ของฉนวนจะแยกตัวออกหางกันเล็กนอย ดังรูปที่ 3.2(ก) และทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงของ

สนามไฟฟาภายในอนุภาคและรอบนอกอนุภาค. วิธีการประมาณนี้แทนการวางอนุภาคฉนวนที่

เกิดโพลาไรเซชันดวยไดโพลซึ่งใหสนามไฟฟาเหมือนกับการวางอนุภาคฉนวน ดังรูปที่ 3.2(ข). 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.2  ไดโพลแทนผลของอนุภาคฉนวนภายใตสนามไฟฟาภายนอก 0E  

(ก) โพลาไรเซชันของอนุภาคฉนวน และ (ข) ไดโพลแทนการเกิดโพลาไรเซชัน. 

(ก) 

0E

(ข) 

dipole 
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จากผลเฉลยของสมการลาปลาช ศักยไฟฟาภายนอกอนุภาคคํานวณไดจาก 
3

0 0 2

cos
2

E
r

σ θϕ ϕ γ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (3.4) 

เมื่อ  0ϕ  คือ ศักยไฟฟา ณ จุดศูนยกลางของอนุภาค 

 ( ), ,r θ φ  คือ พิกัดทรงกลมซึ่งมีจุดกําเนิดอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค และ 

 ( )
( )2

N E

N E

ε ε
γ

ε ε
−

=
+

. 

พจนแรกทางดานขวามือของสมการที่ (3.4) คือศักยไฟฟาจากสนามไฟฟาภายนอก 0E  สวนพจน

ที่สองคือศักยไฟฟาเนื่องจากการมีอยูของอนุภาคฉนวน. เมื่อเทียบสัมประสิทธิ์ระหวางสมการ

ศักยไฟฟาที่เกิดจากไดโพลกับสมการที่ (3.4) เราไดไดโพล 
3

0 0p 4
2E Eσπε ε γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (3.5) 

แรงที่กระทําบนอนุภาคจากการประมาณดวยไดโพลคํานวณไดตามสมการที่ (2.5) ในบทที่ 2 ดังนี้ 

( ) 0pF E= •∇ .          

แทนสมการที ่(3.5) ลงในสมการที ่(2.5) จะไดแรงที่กระทําบนอนุภาคที่ประมาณดวยไดโพลเปน 
3

0 0 04
2dp EF E Eσπε ε γ

⎡ ⎤⎛ ⎞= •∇⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

.      (3.6) 

จากเอกลกัษณของเวกเตอร 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ABBAABBABA ×∇×+×∇×+∇•+∇•=•∇    (3.7) 

แรงในสมการที่ (3.6) เขียนไดเปน 
23

0 0
1
4dp EF Eπε ε γσ= ∇ .       (3.8) 

สําหรับอิเล็กโทรดระนาบเอียงดังรูปที่ 3.1 สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ 0E  เมื่อไมมีอนุภาคอยูภายใน

กับดักอนุภาคคือ 

0
0

VE E aα αρα
= =          (3.9) 

เมื่อ aα  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทศิ α  และมุม 0α  มีหนวยเปน เรเดียน. ดังนั้น 2
0E∇  ใน

ระบบพิกัด ( ),ρ α  ดงัรูปที่ 3.1 คํานวณไดจาก 
2

2
2 0

0 3 2
0

2E VE a aρ ρρ ρ α
∂ −

∇ = =
∂

       (3.10) 

จะไดแรงเปน 
23

0 01
2

E
dp

E
F aρ

πε ε γσ
ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (3.11) 
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จากสมการของแรงทีก่ระทาํบนอนุภาคเมือ่ประมาณดวยไดโพล ลักษณะของแรงเปนดังนี ้

1. แรงแปรผันตรงกับกําลังสองของแรงดัน และแปรผกผันกับมุมของกับดักอนุภาคยกกําลัง

สอง. นอกจากนี้ แรงยังแปรผันตรงกับกําลังสามของขนาดของอนุภาค และ แปรผันตรง

กับความแตกตางของสภาพยอมสัมพัทธระหวางอนุภาคและฉนวนรอบอนุภาค. ความ

แตกตางของสภาพยอมสัมพัทธระหวางอนุภาคกับฉนวนรอบอนุภาคมีผลตอทิศทางของ

แรงดังนี้  

 N Eε ε>  แรงกระทําบนอนุภาคดึงอนุภาคเขาสูดานในของกับดักอนุภาค 

 N Eε ε<  แรงกระทําบนอนุภาคผลักอนุภาคออกจากกับดักอนุภาค และ 

 N Eε ε=  ไมมีแรงกระทําบนอนุภาค. 

2. แรงแปรผกผันกับระยะหางของอนุภาคจากจุดตัดเสมือนของอิเล็กโทรด กลาวคือ เมื่อ

ระยะหางนอยแรงที่กระทําบนอนุภาคมีมาก. 
 
3.3  การประมาณโดยใชไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) 
 วิธีประมาณแบบ dp ละเลยผลของอิเล็กโทรดซึ่งมีผลตอสนามไฟฟาภายนอก เราสามารถ

ปรับปรุงการประมาณแรงดวยไดโพลโดยรวมผลของเงาที่เกิดจากอิเล็กโทรดชุดแรกซึ่งทําให

เงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดบนและลางมคีวามถูกตองมากขึ้นจากเดิม. เงาของอนุภาคทีท่าํกบั

อิเล็กโทรดลางและบนวางหางจากอิเล็กโทรดเปนระยะ 1d และ 2d  เทากับระยะที่อนุภาคหางจาก

อิเล็กโทรดลางและบน ตามลําดับ ดังรูปที่ 3.3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.3 ตาํแหนงเงาของอิเล็กโทรดชุดแรกที่ใชในการคาํนวณ. 

 

 สัมประสิทธิ์ ,j kM , ,j kB  และ ,j kL  ในสมการสนามไฟฟาบนอนุภาคที่กลาวไวในบทที่ 2 

วิธีการประมาณนี้ใชอันดับ j = 1 ในการคํานวณ และเนื่องจากสนามไฟฟาไมสมมาตรรอบ
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ρ
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0α

O

image 

dielectric particle 

2d

2d

1d

1d

Z

X



 38 

อนุภาคทําใหสัมประสิทธิ์มีพจนที่ k ≠ 0 . สัมประสิทธิ์ ( )
1,

i
kM  ( )

1,
i
kB  และ ( )

1,
i
kL  คํานวณดวยวิธีการ

ทําซ้ําเมื่อ ( )i  แทนลําดับที่ในการทําซ้ํา. เรานําสัมประสิทธิ์ที่ไดจากวิธีทําซ้ําไปใชในการคํานวณ

แรงบนอนุภาคตอไป. ขั้นตอนการคํานวณเปนดังตอไปนี้. 

1) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
1,kM  ที่เกิดจากศักยไฟฟาเนื่องจากคูระนาบอิเล็กโทรดเอียง. 

พิจารณาตําแหนงบนผิวของอนุภาคในระบบคารทีเซียน ( ), ,x y z  ศักยไฟฟาบนผิวของ

อนุภาคคํานวณไดจาก 

 
0

V αϕ
α
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (3.12) 

 เมื่อ 1

2 2
tan z

x y
α −

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

 แทนสมการที่ (3.12) ลงในสมการที่ (2.17) ถึง (2.19) จากนั้นอินทิเกรตสมการเพื่อ

 คํานวณ สัมประสิทธิ์ 1,kU  และ 1,kW . แทนคา 1,kU  และ 1,kW  ลงในสมการที่ (2.13) ถึง 

 (2.15) จะไดสัมประสิทธิ์ ( )0
1,kM . 

2) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
1,kB  และ ( )0

1,kL  จาก ( )0
1,kM  ดวยสมการที่ (2.10) และ (2.11) โดยที่ 

( )0
1,kB  คือ ไดโพลที่เกิดจากการมีอยูของอนุภาค. 

3) คํานวณตําแหนงของเงาไดโพลชุดแรกของ ( )0
1,kB   เนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง ดังรูปที่ 

3.4 โดยใชวิธีการในภาคผนวก ง.  

4) คํานวณเงาไดโพล ( )0
1, 1kB⎡ ⎤′⎣ ⎦  เนื่องจากอิเล็กโทรดลางจากไดโพล ( )0

1,kB  ดวยสมการที่ (2.37) 

ดังรูปที่ 3.4. 

5) คํานวณเงาไดโพล ( )0
1, 2kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดบนโดยหมุนไดโพล ( )0

1,kB  กอนเพื่อทําให

ทิศของไดโพลตั้งฉากกับระนาบอิเล็กโทรดบนดวยสมการที่ (2.35) และใชมุม 0α  ในการ

หมุน. หลังจากหมุนไดโพล ( )0
1,kB  แลวจะไดไดโพลที่ผานการหมุนแลวเปน ( )0

1,kB  ในรูปที่ 3.4. 

คํานวณเงาไดโพลที่ผานการหมุนแลว ( )0
1,kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรดบนจากสมการที่ (2.37). 

จากนั้นหมุนเงาไดโพล ( )0
1,kB′  กลับดวยมุม 0α−  เพื่อใหเงาไดโพลอยูในระบบพิกัด

เดียวกันกับ ( )0
1, 1kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ จะไดเงาไดโพลเปน ( )0

1, 2kB⎡ ⎤′⎣ ⎦  ดังรูปที่ 3.4.  

6) เล่ือนขนานเงาไดโพล ( )0
1, 1kB⎡ ⎤′⎣ ⎦  และ ( )0

1, 2kB⎡ ⎤′⎣ ⎦  จากการคํานวณในขอที่ 4 และ 5 มายังจุด

ศูนยกลางของอนุภาคจะไดสัมประสิทธิ์เปน ( )0
1,kM ′ . ( )1

1,kM สําหรับการทําซ้ํารอบถัดไป 

คํานวณไดจาก 

 ( ) ( ) ( )1 0 0
1, 1, 1,k k kM M M ′= + .       (3.13) 

 หลังจากนั้นคํานวณสัมประสิทธิ์ ( )1
1,kB  และ ( )1

1,kL  จาก ( )1
1,kM . 

7) คํานวณขอ 4 ถึง 6 ซ้ําจนกระทั่งคําตอบลูเขา. 
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8) เมื่อได 1,kM , 1,kB  และ 1,kL จากวิธีทําซ้ําแลว นําสัมประสิทธิ์ที่ไดแทนลงในสมการที่ 

(2.40) ถึง (2.45) เพื่อคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาค. 

9) คํานวณแรงจากการประมาณดวยไดโพลที่กระทําบนอนุภาคดวยความเคนที่กระทําบน
อนุภาคจากการอินทิเกรตเชิงเลขตามสมการที่ (2.65).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4  การหมุน, การเลื่อนขนาน และตําแหนงของเงาไดโพล ( )0
, 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดลาง 

และ ( )0
, 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดบนที่ใชในการคํานวณรอบแรกดวยวิธีทําซ้ําของการ

คํานวณแบบ dps. 
 
3.4  การคํานวณแรงดวยมัลติโพลและเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุด (mps) 
 แรงบนอนุภาคที่มีความถูกตองสามารถคํานวณไดโดยใชมัลติโพลและรวมผลของเงา

เนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุดไวในการคํานวณ. แรงกระทําบนอนุภาคคํานวณไดจากสนามไฟฟาบน

อนุภาคตามสมการในบทที่ 2.  สัมประสิทธิ์ ,j kM  ,j kB  และ ,j kL  ในสมการของสนามไฟฟาและ

แรงบนอนุภาคคํานวณไดโดยใชวิธีทําซ้ําเชนเดียวกับหัวขอที่ 3.3 แตแตกตางกันที่อันดับสูงสุด

ของมัลติโพล และจํานวนชุดของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง. การรวมเงาเนื่องจาก

อิเล็กโทรดทุกชุดทําใหเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดทั้งสองในรปูที่ 3.1 มีความถูกตองสมบูรณ. 

ทวา วิธีการนี้ใชไดเฉพาะกรณีที่ 0α  หาร 360 องศาไดลงตัวเทานั้น. ข้ันตอนการคํานวณเปนดังนี้. 

1) กําหนดอันดับสูงสุดของมัลติโพล mpN  ที่ใชในการคํานวณ. ในที่นี้ ใช mpN = 60 . 

2) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
,j kM  ที่เกิดจากศักยไฟฟาเนื่องจากคูระนาบอิเล็กโทรดเอียง  โดยใช

วิธีการในลักษณะเดียวกับวิธีการคํานวณขอที่ 1 ในหัวขอที่ 3.3 แตใชอันดับ mpj N≤ .  

3) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
,j kB  และ ( )0

,j kL  จาก ( )0
,j kM  ดวยสมการที่ (2.10) และ (2.11) เมื่อ 

( )0
,j kB  คือ มัลติโพลซึ่งอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค. 

( )0
1, 1kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

( )0
1,kM( )0

1,kB

Rotation 

( )0
1,kB

( )0
1, 2kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

Rotation 

( )0
1,kB′

Translation 
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4) คํานวณตําแหนงของเงามัลติโพลของ ( )0
,j kB  เนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง โดยใชการ

คํานวณเชนเดียวกับการคํานวณขอที่ 3 ในหัวขอที่ 3.3 แตตําแหนงของเงามัลติโพลที่ใชมี

ครบทุกชุด. จํานวนเงามัลติโพลทั้งหมดเปน ( )0/α −360 1.  ตัวอยางของตําแหนงการ

วางเงามัลติโพลทุกชุด ที่มุม 0α = 45°  เปนดังรูปที่ 3.5. 

5) คํานวณเงามัลติโพลชุดแรกเนื่องจากอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบนซึ่งมีจํานวนเงาเปน 

( )0/ α360 2  ลูก ดังตัวอยางในรูปที่ 3.5(ก) ซึ่งมีจํานวนเงาทั้งหมด 4 ลูก. เร่ิมตน คํานวณ

เงามัลติโพล ( )0
,j kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรดลางกอนโดยใชสมการที่ (2.37). หลังจากไดเงา 

มัลติโพล ( )0
,j kB′  แลว หมุน ( )0

,j kB′  ใหตั้งฉากกับอิเล็กโทรดบนดวยสมการที่ (2.35) จะไดเงา 

มัลติโพลที่หมุนแลว ( )0
,j kB′ . จากนั้นคํานวณเงามัลติโพล ( )0

,j kB′′ เนื่องจากอิเล็กโทรดบนดวย

สมการที่ (2.37). หมุนเงามัลติโพล ( )0
,j kB′′  กลับทิศดวยมุม 0α−  เพื่อใหอยูในระบบพิกัด

เดียวกับเงามัลติโพล ( )0
,j kB′  จะไดเงามัลติโพล ( )0

,j kB′′ . หลังจากคํานวณเงามัลติโพลจนครบ

ทุกตําแหนงแลว เราจะไดเงามัลติโพล คือ ( ) ( ) ( )0 0 0
, , ,, , ,...j k j k j kB B B′ ′′ ′′′  

6) คํานวณเงามัลติโพลชุดที่สองเนื่องจากอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลางซึ่งมีจํานวนเงา
เปน ( )0/ α360 2 ลูก ดังตัวอยางในรูปที่ 3.5(ข) ซึ่งมีจํานวนเงาทั้งหมด 4 ลูก. เร่ิมตน 

คํานวณเงามัลติโพล ( )0
,j kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรดบนกอน โดยหมุนมัลติโพล ( )0

,j kB  ไปเปน

มุม 0α  ดวยสมการที่ (2.35) ดังรูปที่ 3.5(ข). หลังจากหมุนมัลติโพล ( )0
,j kB  แลวจะได

เปนมัลติโพลที่หมุนแลว ( )0
,j kB . คํานวณเงามัลติโพลที่หมุนแลว ( )0

,j kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรด

บนดวยสมการที่ (2.37). จากนั้นหมุนเงามัลติโพลที่หมุนแลว ( )0
,j kB′  กลับทิศดวยมุม 0α−  

เพื่อใหไดเงามัลติโพล ( )0
,j kB′ ในระบบพิกัดเดียวกันกับ ( )0

,j kB . คํานวณเงามัลติโพล ( )0
,j kB′′  

เนื่องจากอิเล็กโทรดลางตอดวยสมการที่ (2.37). เมื่อคํานวณเงามัลติโพลจนครบทุก

ตําแหนงแลว เราจะไดเงามัลติโพล คือ ( ) ( ) ( )0 0 0
, , ,, , ,...j k j k j kB B B′ ′′ ′′′  

7) เงามัลติโพลตําแหนงสุดทายที่ซ้ํากันจากในขอที่ 5 และ 6 ใหเลือกใชเงาลูกใดลูกหนึ่งเพียง

ลูกเดียว. 

8) เลื่อนขนานเงามัลติโพลทั้งหมดในขอที่ 5 ถึง 7 มายังจุดศูนยกลางของอนุภาคจะได

สัมประสิทธิ์เปน ( )0
,j kM ′ . ( )1

,j kM สําหรับการทําซ้ํารอบถัดไปคํานวณไดจาก 

 ( ) ( ) ( )1 0 0
, , ,j k j k j kM M M ′= + .       (3.14) 

 จากนั้นคํานวณสัมประสิทธิ์ ( )1
,j kB  และ ( )1

,j kL  จาก ( )1
,j kM . 

9) คํานวณขอ 5 ถึง 8 ซ้ําจนกระทั่งคําตอบลูเขา. 

10) เมื่อไดสัมประสิทธิ์ ,j kM  ,j kB  และ ,j kL จากวิธีทําซ้ําแลว นําไปคํานวณสนามไฟฟาและ

แรงบนอนุภาคเชนเดียวกับวิธีการคํานวณขอที่ 8 และ 9 ในหัวขอที่ 3.3 แตใชอันดับ 

mpj N≤ . 
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รูปที่ 3.5  การหมุนมัลติโพล การเลื่อนขนานมัลติโพล และ ตําแหนงของเงามัลติโพล เมื่อ 

0α = °45  (ก) เงามัลติโพลชุดแรกเนื่องจากอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบนจํานวน 4 

ลูก และ (ข) เงามัลติโพลชุดที่สองเนื่องจากอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลางจํานวน 4 

ลูก. 

(ข) 

( )0
,j kB′′

Rotation 

( )0
,j kB( )0

,j kB
( )0
,j kM

( )0
,′j kB

Rotation 

( )0
,j kB′

( )0
,j kB′′′( )0

,j kB′′′

Rotation 

Translation 

(ก) 

( )0
,j kM( )0

,j kB

Rotation 
( )0
,j kB′( )0

,j kB′

( )0
,j kB′′′

Translation 

( )0
,j kB′′

Rotation 

( )0
,j kB′′
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3.5 ลักษณะสมบัติของแรงที่ไดจากวิธีการตางๆ 
 การเปรียบเทียบลักษณะสมบัติของแรงที่กระทําบนอนุภาคจากวิธีการทั้งสามวิธีที่กลาว

มา แบงออกเปน 3 กรณี. ลักษณะสมบัติของแรงสองกรณีแรก คือ แรงเมื่ออนุภาคอยูระหวาง

อิเล็กโทรดบนและลาง และ แรงเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง เพื่อใหเห็นภาพลักษณะ

สมบัติของแรงที่ไดเมื่อ ρ  คงที่ และ เมื่อ ρ  เปลี่ยนแปลง ตามลําดับ. ลักษณะสมบัติของแรงกรณี

สุดทาย คือ ขนาดของแรงที่กระทําบนอนุภาคมากที่สุด. ผลการคํานวณที่ไดเปนดังตอไปนี้.  

 
3.5.1 แรงเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง 
 ตําแหนงของอนุภาคเปลี่ยนไปตามรูปที่ 3.6 โดยเริ่มจากตําแหนงที่อนุภาคสัมผัสกับ

อิเล็กโทรดลางจนกระทั่งตําแหนงของอนุภาคอยูกึ่งกลางระหวางอิเล็กโทรดทั้งสอง. ระยะ ρ  ที่ใช

ในการคํานวณมี 3 คา คือ ( )min /kρ ρ σ= + 2  เมื่อ k = 1,3,7  โดยเปลี่ยนมุม 0α  เปน 

30°, 45°, 60°  และ 90° . คาสภาพยอมสัมพัทธที่ใชคือ Eε = 1 และ Nε = 4 . อยางไรก็ตาม ใน

ที่นี้ แรงบนอนุภาคจากการประมาณดวยไดโพล (dp) การประมาณดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่อง

จากอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) และการคํานวณดวยมัลติโพลและเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุด 

(mps) แสดงเพียงคา k = 1 และ 3 ที่มุม 0α  เทากับ 30°  และ 60° . ผลการคํานวณในกรณีที่

เหลือแสดงไวในภาคผนวก จ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.6 ตําแหนงในการคํานวณแรงบนอนุภาคเมื่ออนภุาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง. 

 

 ลักษณะโดยทั่วไปของสนามไฟฟาภายในกับดักอนุภาค คือ ที่  ρ  นอย ( )k = 1 จะมี

สนามไฟฟาสูงกวาบริเวณที่อนุภาคอยูไกลออกมา ( )k = 3,7 . รูปที่ 3.7 และ 3.8 แสดงการ

เปลี่ยนแปลงของ *Fρ  และ *Fα  ตามลําดับ เมื่อเปลี่ยนมุม α  ที่ ρ  คงที่ ( )k = 3  และ 

0α = 30°  โดยคํานวณจาก 3 วิธี คือ dp, dps และ mps. Fρ  และ Fα  ข้ึนกับระยะหาง 1d2  

ระหวางอนุภาคกับเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลาง  และ 2d2  ระหวางอนุภาคกับเงาเนื่องจาก

ρ
α

0 / 2α

Eε

V

Nε

O
0α

X

Z
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อิเล็กโทรดบน  ในรูปที่ 3.3. ผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางมีมากกวาเงาเนื่องจากอิเล็กโทรด

บนเพราะตําแหนงของอนุภาคอยูใกลกับอิเล็กโทรดลาง (มุม α เพิ่มข้ึนจากอิเล็กโทรดลาง) และ

ผลของเงาทั้งสองจะเทากันที่มุม 0 /α α= 2 . เมื่อมุม α  เพิ่มมากข้ึน  แนวโนมของ Fρ  มีขนาด

ลดลง ดังเสนกราฟแบบ mps ในรูปที่ 3.7 เพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลงตาม

ระยะระหวางอนุภาคกับอิเล็กโทรดลางที่เพิ่มข้ึน. เมื่อใชการประมาณแบบ dps Fρ  มีแนวโนม

เชนเดียวกับการคํานวณที่ถูกตองแบบ mps แตมีขนาดต่ํากวา. ในรูปที่ 3.7  เนื่องจากการคํานวณ

แบบ dp ไมไดคิดผลของอิเล็กโทรดจึงมีเฉพาะ Fρ  เทานั้น และทําใหการเปลี่ยนมุม α  ไมมีผลตอ 

Fρ  รวมทั้งขนาดของแรงก็นอยที่สุดในวิธีการคํานวณทั้งสามแบบ. ดังนั้น การประมาณแบบ dp 

จึงใหผลไมตรงกับแรงที่เกิดขึ้นจริง.  เมื่อนําแรงจากการคํานวณทั้ง 3 วิธีมาเปรียบเทียบกัน ไดผล

คือ บริเวณที่สนามไฟฟาสูง ( )minα α= Fρ  แบบ mps มีคาประมาณ 1.8 และ 1.1 เทาของแรง

แบบ dp และ dps เมื่อ 0α = 30°  ตามลําดับ. ความแตกตางของ Fρ  แบบ mps กับแบบ dp และ 

dps จะลดลงเมื่อมุม α  เพิ่มมากขึ้น เพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลง เชน ที่ 

0 /α α= 2  ความแตกตางของแรงจะลดลง และมีคาประมาณ 1.2 และ 1.03 เทาของแบบ dp 

และ dps ตามลําดับ ดังรูปที่ 3.7. การประมาณแบบ dps จึงใหผลที่ดีกวาแบบ dp และFρ  แบบ 

dps มีคาประมาณ 1.1 และ 1.6 เทาของแรงแบบ dp ที่ 0 /α α= 2  และ minα α=  ตามลําดับ. 

เมื่อเราใชวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ําดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก แรง

บนอนุภาคประมาณไดดวยสมการ (ดูภาคผนวก ฉ) 

( )
( )

( )
( )

2 2
01

6 2 3 3
0 0

cos 1 cos 13
256 sin sin

KFρ

α α α

ρ α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= − +⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
   (3.14) 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
0 01

6 2 4 4
0 0

cos 1 cos cos 1 cos3
256 sin sin

KFα

α α α α α α

ρ α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
 (3.15) 

 

เมื่อ 2 6 2
1 0 EK Vπε ε γ σ= .  

 

 พจนแรกและพจนที่สองในวงเล็บทางดานขวามือของสมการที่ (3.14) และ (3.15) เปนผล

ที่เกิดจากเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง ตามลําดับ. เมื่อมุม α  เพิ่มข้ึน  พจนแรกและ

พจนที่สองในวงเล็บทางดานขวามือของสมการที่ (3.14) มีคาเพิ่มข้ึน และลดลง ตามลําดับ. 

อยางไรก็ตาม ผลของพจนที่สองมีมากกวาพจนแรกจึงทําให Fρ  ลดลงตามการเพิ่มของมุม α  ซึ่ง

มีแนวโนมเชนเดียวกับแรงจากการคํานวณแบบ dps ในรูปที่ 3.7. 
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รูปที่ 3.7  *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 30° . 
 

 Fα  เกิดจากผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง. เมื่อมุม α  เพิ่มข้ึน Fα  มีขนาด

ลดลง และมีขนาดเปนศูนยเมื่อ 0 /α α= 2  เพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง

เทากัน ดังเสนกราฟแบบ mps ในรูปที่ 3.8. Fα  แบบ dps มีแนวโนมเชนเดียวกับแบบ mps. 

อยางไรก็ตาม Fα แบบ dps มีขนาดนอยกวาแรงของแบบ mps เพราะผลของจํานวนเงาเนื่องจาก

อิเล็กโทรดที่นอยกวา ตัวอยางเชน Fα  แบบ mps มีคาประมาณ 1.9 เทาของแรงแบบ dps ที่ 

minα α= . จากสมการที่ (3.15) เมื่อมุม α  เพิ่มข้ึน ผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนจะมากขึ้น

ทําใหพจนแรกในวงเล็บทางดานขวามือมีคามากขึ้น แตผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลง

ทําใหพจนที่สองในวงเล็บทางดานขวามือมีคาลดลงจึงทําให Fα  ลดลง. 

 

 
รูปที่ 3.8  *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและ

ลาง ที่ k = 3  และ 0α = 30° . 



 45 

 เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึนเปน 60°  การเปลี่ยนแปลงของ *Fρ  และ *Fα  เมื่อเปลี่ยนมุม α  ที่ 

k = 3  จากการคํานวณแบบ dp, dps และ mps แสดงไวในรูปที่ 3.9. เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึนทําให 

Fρ  และ Fα  จาการคํานวณทั้งสามวิธีลดลง. จากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ํา Fρ  และ Fα  มี

ขนาดลดลงเนื่องจากแปรผันตรงกับ 2
0/α1  ตามสมการที่ (3.14) และ (3.15) ตามลําดับ. 

นอกจากนี้ Fρ  และ Fα  จากการคํานวณทั้งสามมีขนาดลดลงใกลเคียงกันเนื่องจากสนามไฟฟา

ลดลง.  
 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.9  แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 60°  

(ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps)  และ (ข) *Fα  จากการคํานวณ

แบบ dps และ mps. 

 

 รูปที่ 3.10 แสดงการเปลี่ยนแปลงของ *Fρ  และ *Fα  เมื่อเปลี่ยนมุม α  ที่ k = 1 และ 

0α = 30°  โดยคํานวณจากวิธีแบบ dp, dps และ mps. เมื่อระยะ ρ  ลดลง ( )k = 1  อนุภาคอยู
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ในบริเวณที่สนามไฟฟาสูงขึ้น และระยะระหวางอนุภาคกับเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง

ลดลง .  ผลดังกลาวทําให Fρ  และ  Fα  มีขนาดสูงขึ้นจากกรณีที่  k = 3  แตแนวโนมการ

เปลี่ยนแปลงของแรงยังเปนเชนเดียวกัน. นอกจากนี้ ความแตกตางของแรงบนอนุภาคจากการ

คํานวณแบบ mps กับการประมาณแบบ dp และ dps มีคามากขึ้นดวย. 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.10  แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 30°   

(ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ (ข) *Fα  จากการคํานวณ

แบบ dps และ mps. 

 

 เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึนเปน 60°  การเปลี่ยนแปลงของ *Fρ  และ *Fα  เมื่อเปลี่ยนมุม α  ที่ 

k = 1 จากการคํานวณทั้ง 3 วิธี คือ dp, dps และ mps แสดงไวในรูปที่ 3.11. เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึน 

Fρ  และ Fα  ที่เกิดขึ้นมีขนาดลดลงและมีแนวโนมเชนเดียวกับกรณีที่ k = 3 แตขนาดของแรงยังมี

คาสูงกวาเนื่องจากอนุภาคอยูในบริเวณที่สนามไฟฟาสูง. 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.11  แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 60°   

(ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ (ข) *Fα  จากการคํานวณ

แบบ dps และ mps. 
 

 จากผลการคํานวณในกรณีนี้ อิเล็กโทรดทั้งสองมีผลตอแรงบนอนุภาค และการประมาณ

แรงบนอนุภาคจากการคํานวณแบบ dp และ dps มีความคลาดเคลื่อนมากเมื่ออนุภาคอยูใกลกับ

อิเล็กโทรด สังเกตไดจากความแตกตางของแรงกับการคํานวณแบบ mps. ความแตกตางของแรง

จากการคํานวณแบบ dp และ dps กับแบบ mps มีคานอยที่สุดเมื่ออนุภาคอยูกึ่งกลางระหวาง

อิเล็กโทรดทั้งสอง. ดังนั้นการประมาณแบบ dp และ dps ใชไดดีเฉพาะกรณีที่อนุภาคอยูหางจาก

อิเล็กโทรดซึ่งเปนบริเวณที่สนามไฟฟาต่ํา. 
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3.5.2 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง 
 การเปลี่ยนตําแหนงของอนุภาคในกรณีนี้เปนดังรูปที่ 3.12 โดยผลการคํานวณแรงบน

อนุภาคในที่นี้แสดงเพียงมุม  0α  เทากับ  30°  และ  60° . คาสภาพยอมสัมพัทธที่ ใช เปน

เชนเดียวกับหัวขอที่ 3.5.1. ผลการคํานวณของกรณีอ่ืนๆ ที่ไดแสดงไวในภาคผนวก ช. 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 3.12 ตําแหนงในการคํานวณแรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสกบัอิเล็กโทรดลาง. 
 

 *Fρ  จากการคํานวณแบบ dp, dps และ mps เมื่อเปล่ียน ρ  โดยใหอนุภาคสัมผัสกับ

อิเล็กโทรดลาง ที่ 0α = 30°  แสดงไวในรูปที่ 3.13. การเพิ่มข้ึนของ ρ  ทําให Fρ  ลดลงเพราะเงา

เนื่องจากอิเล็กโทรดบนอยูหางจากอนุภาคมากขึ้นสงผลทําใหสนามไฟฟาลดลง ดังเสนกราฟแบบ 

mps ในรูปที่ 3.13. ที่ minρ  Fρ  แบบ dp และ dps ลดลงตามการเพิ่มของ ρ  เชนเดียวกัน แตมี

ขนาดต่ํากวาแบบ mps และอัตราการลดลงแตกตางกัน. Fρ  แบบ mps มีคาประมาณ 3.2 และ 

1.4 เทาของแรงแบบ dp และ dps ตามลําดับ. การประมาณแบบ dp ตามสมการที่ (3.8) มีเฉพาะ

แรง Fρ  ดึงอนุภาคเขาสูดานในของกับดักอนุภาค และแปรผกผันกับ 3ρ  ดังสมการ 
3 2

0
3 2

0

1
2

E VFρ
ε ε γσ

ρ α
⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.       (3.16)  

เมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง แรงบนอนุภาคจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ําดวยไดโพล

และเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก (ดูภาคผนวก ฉ) เปนดังสมการ 

( ) ( )2 2 2 2
1
5 2 3 3

0

2 16 23
256

dKF
dρ

ρ ρ σ

ρ α σ

⎧ ⎫− −⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

    (3.17) 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1
5 2 4 4

0

2 16 2 43
256

d dKF
dα

ρ ρ ρ σ ρ σ

ρ α σ

⎧ ⎫− − − −⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (3.18) 

เมื่อ d  คือ ระยะจากจุดศูนยกลางของอนุภาคถึงระนาบอิเล็กโทรดบน โดยที่ 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 04 / 2 sin / 2 cosd ρ σ α σ α= − − .    (3.19) 

จากสมการที่ (3.17) เมื่อระยะ ρ  เพิ่มข้ึนทําใหระยะ d  เพิ่มข้ึน และ Fρ  ลดลงเพราะแปรผันตรง

กับ  3/ d1  และ 5/ ρ1 .  

V

ρ
α

Eε

Nε

O
X

Z
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รูปที่ 3.13 *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง ที่ 

0α = 30° . 

 

 รูปที่ 3.14 แสดง *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อเปลี่ยน ρ  โดยใหอนภุาค

สัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง ที่ 0α = 30° . การเปลี่ยนแปลงของ Fα  ที่ถูกตองจากแบบ mps คือ 

ชวงแรก Fα  เพิ่มข้ึนตาม ρ  และชวงที่สองแรงลดลงเมื่อ ρ  เพิ่มข้ึน. ตําแหนงที่ Fα  มากที่สุด

เปลี่ยนไปตามมุม 0α . Fα  จากการคํานวณแบบ dps มีแนวโนมการเปลี่ยนแปลงเหมือนกับแบบ 

mps แต Fα  แบบ mps มีขนาดสูงกวาแบบ dps โดยที่ Fα  มากที่สุดของแบบ mps มีขนาด

ประมาณ 2.3 เทาของแบบ dps. เมื่อเพิ่มระยะ ρ  ทําใหพจนแรกในวงเล็บทางดานขวามือของ

สมการที่ (3.18) มีคาลดลงเพราะระยะ d  เพิ่มข้ึน และพจนที่สองมีคาเพิ่มข้ึน. การเปลี่ยนแปลง 

ดังกลาวทําให Fα  จากสมการที่ (3.18) มีลักษณะเชนเดียวกับแรงแบบ dps ในรูปที่ 3.14.  

 

 
รูปที่ 3.14  *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง ที่ 

0α = 30° . 
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 เมื่อเพิ่มมุม 0α  ที่ใชในการคํานวณเปน 60°  (ระยะ minρ  ลดลง) *Fρ  และ *Fα  แสดง

ในรูปที่ 3.15. Fρ  มีขนาดเพิ่มข้ึน แต Fα  มีขนาดลดลงเมื่อเทียบกับกรณีที่ 0α = 30° . เมื่อ

พิจารณาแรงบนอนุภาคจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ําพบวาFρ  เพิ่มข้ึนเพราะระยะ ρ  ลดลง

ซึ่งทําให 5/ ρ1  มีผลมากกวา 2
0/α1   และพจนทั้งสองในวงเล็บทางดานขวามือของสมการที่ 

(3.17) ที่มีคาลดลง. Fα  มีขนาดลดลงเพราะผลของ 2
0/α1  และพจนทั้งสองในวงเล็บทางดาน

ขวามือของสมการที่ (3.18) มีคาลดลงเมื่อเทียบกับที่ 0α = 30°  และมีผลมากกวา 5/ ρ1  ซึ่ง

เพิ่มข้ึนจากระยะ ρ  ที่นอยลง. 

 เมื่อคํานวณที่ k  สูงขึ้นไปพบวา การประมาณแบบ dps ใหความคลาดเคลื่อนของ Fρ  

และ Fα  ต่ํากวา 10% และ 45% ตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบกับแบบ mps ที่ minρ ρ σ= + 5  

( )k = 10  ในชวงมุม 0α  เทากับ 30°  ถึง 90° . ในกรณีที่อนุภาคอยูที่ตําแหนงใกลกวานี้ควร

คํานวณอยางละเอียดเพื่อใหไดคาของแรงที่แมนยําพอสมควร. 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.15 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง ที่ 0α = 60°  (ก) *Fρ  จากการคํานวณ

ทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ (ข) *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps. 
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3.5.3 ขนาดแรงสูงสุดบนอนุภาค  
 กําหนดให ,maxFρ  และ ,maxFα  เปนขนาดสูงสุดของแรงในทิศ ρ  และ α  ตามลําดับ ของ

กับดักอนุภาคหนึ่งๆ ( 0α  คงที่). ,maxFρ เกิดขึ้นเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดบนและลาง และ 

,maxFα  ในที่นี้ เกิดขึ้นเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง.  

 
 

3.5.3.1 ,maxFρ   

 รูปที่ 3.16 แสดงการเปลี่ยนแปลงของ *
,maxFρ  จากการคํานวณแบบ dp, dps และ mps 

กับการเพิ่มของมุม 0α  จาก 5°  ถึง 90° . ,maxFρ ที่ถูกตองจากแบบ mps มีขนาดเพิ่มข้ึนเมื่อมุม 

0α  เพิ่มข้ึน. เมื่อใชการประมาณแบบ dp และ dps ,maxFρ  เพิ่มตามการเพิ่มข้ึนของมุม 0α  

เชนเดียวกัน แต ,maxFρ แบบ dps มีขนาดสูงกวาแบบ dp โดยเฉลี่ยประมาณ 2.3 เทาในชวง 

0α = 5°  ถึง 90° . อยางไรก็ตาม เมื่อมุม 0α  เขาใกล 90°  การเพิ่มข้ึนของ ,maxFρ  แบบ mps 

ยังคงเพิ่มมากขึ้น ตางกับแบบ dp และ dps ที่มีขนาดลดลง. เมื่อใชการประมาณแบบ dp และ 

dps ทําให ,maxFρ มีขนาดนอยกวา ,maxFρ ที่ควรจะเปนซึ่งไดจากแบบ mps โดยที่ ,maxFρ แบบ 

mps มีคาประมาณ 3 และ 1.3 เทาของแรงแบบ dp และ dps ตามลําดับ ที่ 0α = 5°  และความ

แตกตางของแรงจะเพิ่มข้ึนเรื่อยๆ จน ,maxFρ แบบ mps มีคาประมาณ 5 และ 2.3 เทาของ ,maxFρ

แบบ dp และ dps ตามลําดับ ที่ 0α = 90° . 

 ,maxFρ แบบ dp คํานวณไดจากสมการที่ (3.11) โดยแทนสมการที่ (3.9) และ (3.1) ลงไป. 

,maxFρ แบบ dp เปนไปตามสมการ 

( )3
02

,max 0 2
0

sin / 2
4 EF Vρ

α
πε ε γ

α
⎡ ⎤

= − ⎢ ⎥
⎣ ⎦

.      (3.20) 

จากสมการที่ (3.20) เมื่อมุม 0α  เพิ่มมากขึ้นพจน ( )3
0sin /α 2 มีผลมากกวาพจน 2

0/α1  จึงทําให 

,maxFρ เพิ่มข้ึน. ,maxFρ จากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ําดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจาก

อิเล็กโทรดชุดแรก (ดูภาคผนวก ฉ) เปนไปตามสมการ 

( ) ( ){ }2 32
,max 0 02

0

3 cos / 2 1 sin / 2
2
KFρ α α
α

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦     (3.21) 

เมื่อ 2 2
2 0 EK Vπε ε γ= . 

 จากสมการที่ (3.21) เมื่อมุม 0α  เพิ่มมากข้ึนทําให ,maxFρ เพิ่มข้ึนตามพจน ( )3
0sin / 2α  

ซึ่งมีผลมากกวาการลดลงของ ( )2
0cos / 2 1α⎡ ⎤+⎣ ⎦  และพจน 2

2 0/K α  หนาวงเล็บซ่ึงมีขนาดลดลง

เชนเดียวกัน. แนวโนมการเปลี่ยนแปลงของ ,maxFρ  ตามสมการที่ (3.21) เปนเชนเดียวกับแรงจาก

แบบ dps.  
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รูปที่ 3.16  *

,maxFρ  จากการคํานวณทัง้สาม (dp, dps และ mps) เมื่อ 0α = 5°  ถงึ 90° . 

 
3.5.3.2 ,maxFα   

 การเปลี่ยนแปลงของ *
,maxFα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps กับการเพิ่มของมุม 

0α  จาก 5°  ถึง 90°แสดงไวในรูปที่ 3.17. การเปลี่ยนแปลงของ ,maxFα  ลดลงตามการเพิ่มของมุม 

0α  ดังกราฟจากการคํานวณที่ถูกตองแบบ mps. เมื่อใชการประมาณแบบ dps ,maxFα มีแนวโนม

ลดลงเชนเดียวกันแตมีขนาดต่ํากวาแบบ mps ยกตัวอยางเชน ,maxFα แบบ mps มีขนาดประมาณ 

2.3 และ 2.6 เทาของแบบ dps ที่มุม 0α  เทากับ 5°  และ 90°  ตามลําดับ. จากสมการที่ (3.18) ที่

ไดจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ํา ,maxFα  มีแนวโนมลดลงตามการเพิ่มของมุม 0α  เพราะคา

ของ 2
0/α1  และพจนในวงเล็บทางดานขวามือของสมการที่ (3.18) ลดลงและมีผลเดนกวาการ

เพิ่มข้ึนของ 5/ ρ1 . 

 

 
รูปที่ 3.17  *

,maxFα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อ  0α = 5°  ถึง 90° . 
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ระยะ ρ  ณ ตําแหนงที่เกิด ,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps แสดงดังรูปที่ 3.18. เม่ือ

มุม 0α  เพิ่มข้ึน ระยะ ρ  ณ ตําแหนงที่เกิด ,maxFα แบบ dps และ mps มีแนวโนมลดลง

เชนเดียวกัน แตระยะ ρ  ณ ตําแหนงที่เกิด ,maxFα ตางกันโดยเฉลี่ยประมาณ 7%. แมวาตําแหนง

ของอนุภาคที่เกิด ,maxFα จะแตกตางกันเพียงเล็กนอยก็ตาม แตการประมาณแบบ dps ยังมีความ

คลาดเคลื่อนมากเนื่องจากขนาดของ ,maxFα แตกตางจากการคํานวณแบบ mps หลายเทาดังที่

กลาวไปแลวขางตน. 

 

 
 
รูปที่ 3.18  ตําแหนงที่เกิด ,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90° . 
 
3.5.3.3 ผลของการเปลี่ยนอัตราสวนสภาพยอม /N Eε ε ตอขนาดสูงสุดของแรงบนอนุภาค 
 หัวขอนี้ศึกษาผลของอัตราสวน /N Eε ε  ที่มีตอ ,maxFρ และ ,maxFα . อัตราสวน /N Eε ε  ที่

ใชในการคํานวณคือ 1, 2, 4, 8, 16 และ 32. หัวขอนี้แสดง ,maxFρ และ ,maxFα  จากการคํานวณ

แบบ dp, dps และ mps เฉพาะที่ 0α = 30° .  

 รูปที่ 3.19 แสดง *
,maxFρ  จากวิธีการคํานวณแบบ dp, dps และ mps ที่ 0α = 30° . 

สัมประสิทธิ์ ,j kB และ ,j kM  จากสมการที่ (2.40) ถึง (2.45) ที่ใชคํานวณสนามไฟฟาภายในและ

ภายนอกอนุภาคในบทที่ 2  สัมพันธกับ /N Eε ε  ตามสมการที่ (2.10). ดังนั้น ,maxFρ แบบ mps จึง

ข้ึนกับ /N Eε ε  โดยเปนฟงกชันของ ( )
( )0

1
1 1

mpN

j

j
j

ξ
ξ=

−
⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

∑  เมื่อใชอันดับมัลติโพลสูงสุด mpN  

และ /N Eξ ε ε= . ,maxFρ แบบ mps มีแนวโนมเพิ่มข้ึนตาม /N Eε ε  และจะเพิ่มสูงข้ึนมากเมื่อ 

/N Eε ε  มีคามาก. ,maxFρ จากการคํานวณแบบ dp และ dps ซ่ึงใชไดโพลในการคํานวณขึ้นกับ 

/N Eε ε  โดยเปนฟงกชันของ γ  และ 2γ  ตามสมการที่ (3.20) และ (3.21) ตามลําดับ. ดังนั้น เมื่อ

เพิ่ม /N Eε ε  ,maxFρ แบบ dp และ dps จึงเพิ่มข้ึนนอยมากเมื่อเปรียบเทียบกับ ,maxFρ แบบ mps. 
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ที่ /N Eε ε = 2  ,maxFρ แบบ mps มีขนาดมากกวา ,maxFρ แบบ dp และ dps ประมาณ 1.9 และ 

1.3 ตามลําดับ และความแตกตางของแรงจะเพิ่มมากขึ้นเปน 91 และ 16 เทา ตามลําดับ เม่ือ 

/N Eε ε = 32  ดังรูปที่ 3.19. 

 

 
รูปที่ 3.19  *

,maxFρ จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่อเปล่ียนอัตราสวน /N Eε ε  

ที่ 0α = 30° . 
 

 *
,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps ที่ 0α = 30°  แสดงไวในรูปที่ 3.20. การ

เปล่ียนแปลงของ ,maxFα แบบ dps และ mps กับการเพิ่มของ /N Eε ε  เปนเชนเดียวกับ ,maxFρ . 

เมื่อ /N Eε ε  มีคามาก การเพิ่มข้ึนของ ,maxFα แบบ dps ลดลง แต ,maxFα แบบ mps ยังคงเพิ่มมาก

ข้ึน. ,maxFα แบบ mps มีคาประมาณ 1.5 และ 29 เทาของแรงแบบ dps ที่ /N Eε ε = 2  และ 

/N Eε ε = 32  ตามลําดับ.  

 

 
รูปที่ 3.20  *

,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps เม่ือเปล่ียนอัตราสวน /N Eε ε  ที่ 

  0α = 30° .  
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 ความแตกตางของแรงบนอนุภาคแบบ mps กับแบบ dp และ dps เพิ่มข้ึนตาม /N Eε ε ที่

มากขึ้น. การประมาณแบบ dp และ dps สามารถใชไดเมื่อ /N Eε ε  มีคานอย. เม่ือคํานวณที ่

/ 2N Eε ε ≤  และ 0α ≤ 30°  ,maxFρ แบบ dp และแบบ dps มีความคลาดเคลื่อนจากแบบ mps 

นอยกวา 40% และ10% ตามลําดับ และ ,maxFα แบบ dps มีความคลาดเคลื่อนจากแบบ mps. 

นอยกวา 28%. ดังนั้น การประมาณแบบ dps สามารถใชไดเมื่อ /N Eε ε ≤ 2  และ 0α ≤ 30°  แต

เมื่อ /N Eε ε  มีคาสูง และ 0α > 30°  ควรใชการคํานวณอยางละเอียดเพื่อใหไดคาที่ถูกตอง. 
 
3.6 สรุปผล 
1. ที่มุมของกับดักอนุภาคหนึ่ง ( 0α คงที่) แรงบนอนุภาคที่ถูกตองมีทั้งในทิศ ρ  และ α  ซ่ึงไดจาก

การคํานวณแบบ mps. การประมาณแบบ dps มีแรงบนอนุภาคทั้งสองทิศทางเชนกัน แตแบบ 

dp มีแรงเฉพาะในทิศ ρ  เทานั้น. แรงบนอนุภาคขึ้นกับตําแหนงของอนุภาค ( ),ρ α  เพราะตัว

แปรทั้งสองมีผลทําใหสนามไฟฟาบนอนุภาคเปลี่ยน. เม่ือระยะ ρ  คงที่โดยใหมุม α  เพิ่มข้ึน 

แรงบนอนุภาคลดลงเพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลง. เมื่อระยะ ρ  เพิ่มข้ึน แรง

ในทิศ ρ  ลดลง (แรงจากการคํานวณแบบ dp แปรผันตรงกับ 3/ ρ1  สวนแรงจากวิธีวิเคราะห

โดยไมใชวิธีทําซํ้าแปรผันตรงกับ 5/ ρ1 ) และแรงในทิศ α  แปรผันกับมุม และระยะที่อนุภาค

ทํากับอิเล็กโทรดบนและลาง. 

2. เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึน ที่ระยะ ρ  คงที่  แรงบนอนุภาคทั้งในทิศ ρ  และ α  ลดลงเนื่องจาก

สนามไฟฟาลดลง. อยางไรก็ตาม ที่ระยะ ρ  เปล่ียน (ระยะ minρ  ลดลง) ทําใหแรงในทิศ ρ  

เพิ่มข้ึน และแรงในทิศ α  ลดลงเพราะสนามไฟฟาลดลง และผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบน

ที่นอยลง. 

3. ตําแหนงของแรงบนอนุภาคมากที่สุดในทิศ ρ  และ α แตกตางกัน คือ อนุภาคสัมผัสกับ

อิเล็กโทรดบนและลาง และอนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง ตามลําดับ.  

4. จากสมการของวิธีวิเคราะหที่ได เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึน แรงสูงสุดบนอนุภาคในทิศ ρ  เพิ่มข้ึนโดย

แปรผันตาม ( )3 2
0 0sin / /α α2  และแรงสูงสุดบนอนุภาคในทิศ α  ลดลงเนื่องจากแปรผัน

โดยประมาณกับ ( ) ( )3 2 4
0 0 0cos / sinα α α⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

5. เมื่อ /N Eε ε  เพิ่มข้ึน ขนาดแรงสูงสุดบนอนุภาคเพิ่มข้ึน. การประมาณแบบ dps สามารถ

นํามาใชไดเมื่อ /N Eε ε ≤ 2  และ 0α ≤ 30°  ซ่ึงมีความคลาดเคลื่อนนอยกวา 10% แตเมื่อ 

/N Eε ε  มีคาสูงข้ึนควรใชการคํานวณอยางละเอียดเพื่อใหไดคาที่ถูกตอง. 
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6.  การคํานวณแบบ dp และ dps นั้นจะใชไดเมื่อตําแหนงของอนุภาคอยูหางจากอิเล็กโทรด และ

บริเวณที่สนามไฟฟาสูง. ถาตองการใชเวลาในการคํานวณที่เร็ว การคํานวณแบบ dps สามารถ

นํามาใชไดที่ตําแหนงของอนุภาค minρ ρ σ≥ + 5  หรือ k = 10  ในชวงมุม 0α  เทากับ 30°  ถึง 

90°  และ /N Eε ε ≤ 4  โดยมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยของแรงในทิศ ρ  และ α  นอยกวา 10% 

และ 45% ตามลําดับ. อยางไรก็ตาม เม่ือตําแหนงของอนุภาคอยูใกลกับอิเล็กโทรดควรใชการ

คํานวณอยางละเอียดแบบ mps ซ่ึงสามารถทําไดที่ทุกๆ ตําแหนงของอนุภาค และใหคาที่

ถูกตอง.  

 



บทที่  4 
 

การประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ํากับอนุภาคกระจายแบบสุม 
ในของไหลอีอาร 

 
 รูปแบบปญหาเปนการจําลองอนุภาคที่กระจายแบบสุมในของไหลอีอารภายใต

สนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก. สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอเกิดจากผลของการมีอยูของอนุภาค และ

อนุภาคที่อยูใกลกัน. หัวขอนี้วิเคราะหสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคโดยใชแบบจําลองไดโพล 

และแบบจําลองมัลติโพล. ในที่นี้ แบบจําลองไดโพลและแบบจําลองมัลติโพล หมายถึง การ

ประมาณแรงบนอนุภาคดวยไดโพลและมัลติโพล ตามลําดับ โดยที่การประมาณแรงทั้งสองวิธีรวม

ผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดที่ปอนสนามไฟฟาใหกับของไหลอีอาร. หัวขอนี้พิจารณา

คาพารามิเตอรที่เหมาะสมของแบบจําลองมัลติโพลที่นํามาใชในการจําลองของไหลอีอาร. จากนั้น 

แบบจําลองมัลติโพลที่ใชพารามิเตอรคาดังกลาวถูกนํามาใชในการจําลองของไหลอีอาร และ

เปรียบเทียบความแตกตางรวมทั้งขอดี และขอเสียกับผลจากการจําลองดวยแบบจําลองไดโพล. 

นอกจากนี้ หัวขอนี้ยังพิจารณาเวลาที่อนุภาคใชในการเรียงตัวเปนโซ และความเหมาะสมของตัว

แปรที่ใชในการวิเคราะหการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอารดวย. 
 
4.1 การจัดวาง และขอมูลทางกายภาพที่ใชในการคํานวณ 

อนุภาคที่อยูในระบบที่ทําการศึกษาเปนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมที่มีขนาดเทากันทั้งหมด 

(Monodisperse) และกระจายแบบสุมในของไหลซึ่งอยูระหวางระนาบอิเล็กโทรดคูขนาน. 

อิเล็กโทรดบนและลางมีพื้นที่ x yL L×  และอยูที่ตําแหนง zz L= และ z = 0  ตามลําดับ เมื่อ 

( ), ,x y z  แทนระบบคารทีเซียน ดังรูปที่ 4.1. อนุภาคฉนวนมีสภาพยอมสัมพัทธ Nε = 8   ความ

ถวงจําเพาะ Nρ  เปน 1 g/mm3 และ มีเสนผาศูนยกลาง σ = 10 μm. ของไหลมีสภาพยอม

สัมพัทธ Eε = 2 . ของไหลมีความหนืด (Viscosity) η = 0.02   Pa-s. คาที่ใชในการจําลองขางตน

อางอิงมาจากของไหลอีอารจริงซึ่งเปนอนุภาคอลูมินาที่ลอยอยูในน้ํามันปโตรเลียม [15,16,18]. 

สนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก 0E  ที่ปอนใหกับของไหลอีอารดวยคูระนาบอิเล็กโทรดมีขนาด 3 

kV/mm. ขนาดของอิเล็กโทรดที่ใชคือ x yL L σ= = 5  และ zL σ= 14 . จํานวนของอนุภาคฉนวนที่

ใชในการคํานวณคือ 20 และ 67 ลูก ซึ่งทําใหอัตราสวนระหวางปริมาตรของอนุภาคตอปริมาตร

ของระบบเปน 0.03 และ 0.1 ตามลําดับ.  
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รูปที่ 4.1 ระบบของไหลอีอารที่อนุภาคกระจายแบบสุม. 

 
4.2 วิธกีาร และขั้นตอนทีใ่ชในการคํานวณ 
 แบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพลซึ่งใชในการจําลองของไหลอีอาร ประมาณ

แรงที่กระทําบนอนุภาคดวยไดโพลและมัลติโพล ตามลําดับ. ข้ันตอนในการคํานวณแรงของ

แบบจําลองทั้งสองเปนดังตอไปนี้. 
 
4.2.1 แรงจากการประมาณดวยแบบจําลองไดโพล 
 แรงบนอนุภาคประมาณดวยไดโพล และรวมผลของเงาที่อนุภาคทํากับอิเล็กโทรดบนและ

ลาง ในรูปที่ 4.1 มีข้ันตอนการคํานวณแรงบนอนุภาค a  ในระบบของไหลอีอารดังตอไปนี้. 

1) คํานวณขนาดของไดโพล p  ที่เกิดจากการมีอยูของอนุภาค a  ภายใตสนามไฟฟา

ภายนอก 0E . 

2) คํานวณระยะ abr  ระหวางจุดศูนยกลางของอนุภาค a  กับอนุภาค b  อ่ืน   และ abθ ซึ่ง

เปนมุมที่ abr  ทํากับแกน Z  ในระบบพิกัดทรงกลมที่มีจุดศูนยกลางของอนุภาค a  เปน

จุดกําเนิด ดังรูปที่ 2.17 ในหัวขอที่ 2.9.1 ของบทที่ 2.  

3) คํานวณแรงบนอนุภาค a  ที่เกิดจากอนุภาค b  อ่ืนในระบบดวยสมการที่ (2.66) โดยใช 

p  จากขอที่ 1 และ abr  และ abθ จากขอที่ 2. 

4) คํานวณตําแหนงของเงาที่อนุภาค a  ทํากับอิเล็กโทรดบนและลาง. ในที่นี้ จํานวนเงาของ

อนุภาคที่กระทํากับแตละอิเล็กโทรดเทากับ 2. 

Z

X

Y

0E

xL
yL

O

zL
Nε
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5) คํานวณระยะ abr′  ระหวางจุดศูนยกลางของอนุภาค a  กับเงาของอนุภาค a  ที่กระทํากับ

อิเล็กโทรดทั้งสอง  และมุม abθ ′ ที่ abr′  ทํากับแกน Z  ในระบบพิกัดทรงกลมที่นิยาม

เชนเดียวกับขอที่ 2. 

6) คํานวณแรงบนอนุภาค a  ที่เกิดจากเงาของอนุภาค a  ดวยสมการที่ (2.66) โดยใช p  

จากขอที่ 1 และ abr′  และ abθ ′ จากขอที่ 5. 

7) แรงบนอนุภาค a  ทั้งหมดเกิดจากผลรวมของแรงในขอที่ 3 และ 6.  

 
4.2.2 แรงจากการประมาณดวยแบบจําลองมัลติโพล 
 การประมาณแรงบนอนุภาคดวยแบบจําลองมัลติโพลคํานวณไดจากสนามไฟฟาบน

อนุภาคโดยใชสมการที่ (2.52) ถึง (2.54) ในบทที่ 2.  การคํานวณสัมประสิทธิ์ ( )
,
i

j kM  และ ( )
,
i

j kB  ที่

ใชคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคในบทที่ 2 ไดจากวิธีทําซ้ํา เมื่อ ( )i  แทนลําดับที่ในการทําซ้ํา. 

การคํานวณรวมผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลางเชนเดียวกับแบบจําลองไดโพล. วิธีการ

คํานวณแรงบนอนุภาค a  ในของไหลอีอารเปนดังนี้. 

1) กําหนดอันดับสูงสุดของมัลติโพล mpN  และ จํานวนครั้งในการทําซ้ํา iterN  ที่ใชในการ

คํานวณ. 

2) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
,j kM  ที่เกิดจากศักยไฟฟาเนื่องจากระนาบอิเล็กโทรดคูขนานของแต

ละอนุภาคตามสมการ 
( ) ( ) ( ) ( )0 0
0,0 0,0 1,0 1,0cos cosC C CM P M r Pϕ θ θ= +     (4.1)  

เมื่อ ( ) ( )0
0,0 0M E C G= −i  และ ( )0

1,0 0M E=  โดย ( )0
,n mM  ที่ ,n mคาอ่ืนเปนศูนย  

 C  คือ ตําแหนงที่จุดศูนยกลางของอนุภาค  

G  คือ ตําแหนงใดๆ ที่มีศักยไฟฟาเปนศูนย และ 

( ), ,C C Cr θ φ  คือ พกิัดทรงกลมที่ม ีC  เปนจุดกําเนิด. 

3) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
,j kB  จาก ( )0

,j kM  ดวยสมการที่ (2.10). 

4) คํานวณตําแหนงและขนาดของเงามัลติโพล ( )0
,j kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลางของ 

แตละอนุภาคจากวิธีการในภาคผนวก ซ. ในที่นี้ จํานวนเงาของอนุภาคที่กระทํากับแตละ

อิเล็กโทรดเทากับ 2 เชนเดียวกับแบบจําลองไดโพล. 

5) เลื่อนขนานมัลติโพล ( )0
,j kB  ของอนุภาค b  อ่ืนในระบบมายัง C  ของอนุภาค a  จะได

สัมประสิทธิ์ ( )0
,j k p

M⎡ ⎤
⎣ ⎦ . เลื่อนขนานเงามัลติโพล ( )0

,j kB′ ที่ทํากับอิเล็กโทรดบนและลางของ

ทุกอนุภาคมายัง C  ของอนุภาค a  จะไดสัมประสิทธิ์เปน ( )0
,j k im

M⎡ ⎤′⎣ ⎦ . สัมประสิทธิ์ ( )1
,j kM  

คํานวณไดจาก 

 ( ) ( ) ( )1 0 0
, , ,j k j k j kp im

M M M⎡ ⎤ ⎡ ⎤′= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .      (4.2) 
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6) คํานวณขอ 3 ถึง 5 ซ้ําจนครบตามจํานวน iterN ที่กําหนด. 

7) เมื่อไดสัมประสิทธิ์ ,j kM  และ ,j kB  จากการคํานวณดวยวิธีทําซ้ําแลว แทนสัมประสิทธิ์ที่

ไดลงในสมการที่ (2.52) ถึง (2.54) เพื่อคํานวณสนามไฟฟาบนผิวของอนุภาค a  ในระบบ

คารทีเซียน. 

8) คํานวณแรงมัลติโพลที่กระทําบนอนุภาค a  จากความหนาแนนประจุบนผิวของอนุภาค

และการกระจายของศักยไฟฟารอบอนุภาคดวยสมการที่ (2.60) ถึง (2.62).  
 
4.2.3  การเคลื่อนที่ของอนุภาค 
 การจัดเรียงตัวของอนุภาค และเวลาที่ใชในการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอาร 

สังเกตจากการเคลื่อนที่ และตําแหนงของอนุภาคดวยวิธีการดังตอไปนี้. พิจารณาอนุภาค a  มวล 

m  ที่ตําแหนง ar  ณ เวลา t . การเคลื่อนที่ของอนุภาค a  คํานวณไดจาก 
2

2
dep rep hyda

a a a
d rm F F F
dt

= + +        (4.3) 

เมื่อ dep
aF   คือ แรงดีอีพีซึง่คํานวณไดจากแบบจําลองไดโพล หรือ แบบจําลองมลัติโพล. 
hyd

aF  คือ แรงไฮโดรไดนามิก และ 

 rep
aF  คือ แรงผลักบนอนุภาคมีไวเพื่อปองกันการซอนทับกันของอนุภาค a  กับอนุภาค

อ่ืน และการซอนทับกันอนุภาค a  กับอิเล็กโทรดของระบบ. แรงผลักเทียม dep
aF  ใชเปนประจําใน

การจําลองเชิงเลขของอนุภาคในของไหลอีอาร [14-19]. โดยพื้นฐานแลวแรง dep
aF  ตองมากพอ

สําหรับปองกันการซอนทับของอนุภาคในระยะใกล และตองลดลงเปนศูนยอยางรวดเร็วทีร่ะยะไกล

เพื่อที่จะไดไมสงผลกระทบตออนุภาคอื่นที่อยูไกลออกไป.  แรงผลักระยะสั้นระหวางอนุภาค a  กับ

อนุภาค b  ที่ตําแหนง br  คํานวณไดตามสมการ 

max2 exp 100 1.0abrep
ab r

r
F F a

σ
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

     (4.4) 

เมื่อ ra และ ab a br r r= −  แสดงในรูปที่ 4.2 และ maxF  คือแรงดีอีพีสูงสุดที่ไดจากการคํานวณใน

กรณีของอนุภาคสองลูกสัมผัสกัน. maxF จากแบบจําลองมัลติโพลคํานวณดวย iterN และ mpN  ที่

กําหนด. แรงผลักระหวางอนุภาค a  กับอิเล็กโทรดบนและลางคํานวณจาก 

( )
max2 exp 100 0.5 exp 100 0.5z awall a

a z

L zzF F a
σ σ

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎛ ⎞⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞= − − − − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
 (4.5) 

เมื่อ az  และ za  คือ ตําแหนงของอนุภาค a  และ เวกเตอรหนึ่งหนวยตามแนวแกน Z  ตามลําดับ.  

พจนเอ็กซโพเนนเชียลแรกทางดานขวามือของสมการที่ (4.5) คือแรงผลักเนื่องจากอิเล็กโทรดลาง 

และพจนที่สองคือแรงผลักเนื่องจากอิเล็กโทรดบน. แรงผลักทั้งหมดที่กระทําบนอนุภาค a  คือ 

ผลรวมของแรงในสมการที่ (4.4) และ (4.5) เปนดังสมการ 
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,

N
rep rep wall

a ab a
b b a

F F F
≠

= +∑          (4.6) 

เมื่อ N  คือจํานวนอนุภาค. 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.2 ระบบพิกัดในการคํานวณแรงผลักระหวางคูอนุภาค a  และ b . 

 

แรงไฮโดรไดนามิกสําหรับอนุภาคทรงกลมคํานวณจากสมการสโตรก คือ 

3hyd a
a

drF
dt

πση= − .                     (4.7) 

สําหรับของไหลอีอารทั่วไป พจนของความเรงทางดานซายมือของสมการที่ (4.3) สามารถละเลยได 

เนื่องจากพจนของความหนืดทางดานขวามือมีคาเดนกวามาก. ดังนั้น เมื่อแทนสมการที่ (4.7) ลง

ในสมการที่ (4.3) จะได 

3 dep repa
a a

dr F F
dt

πση = + .       (4.8)  

คาที่ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐานของแรง nF  เวลา nt  และระยะทาง nr  คือ 
22 2

0 0
1

16n EF Eε ε γ σ=        (4.9) 
23 /n nt Fπησ=         (4.10) 

nr σ=           (4.11)   

เมื่อ ( ) ( )/ 2N E N Eγ ε ε ε ε= − + . 

สมการที่ (4.8) เขียนใหมไดเปน 
*

* *
*

dep repa
a a

dr F F
dt

= +         (4.12) 

เมื่อ เครื่องหมาย * แสดงตัวแปรที่ทําใหเปนบรรทัดฐานแลว.  

 

การคํานวณตําแหนงของอนุภาค a  ที่เวลา  *t  ใชวิธีการรุงเงอ-คุททา (Runge-Kutta 

algorithm). วิธีการคํานวณเปนไปตามแผนภูมิสายงานดังรูปที่ 4.3.  

abr

a

b

abθ
ra

aθ

X

Y

Z
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รูปที่ 4.3 แผนภูมิสายงานในการคํานวณตําแหนงของอนุภาค. 
 
4.3 โครงสรางของของไหลอีอาร 

 อนุภาคในของไหลอีอารเรียงตัวกันเปนโครงขายผลึก (lattice) ซึ่งหมายถึงจุดใดๆ ใน

ปริภูมิซึ่งรอบๆ แตละจุดนั้นมีการจัดเรียงเหมือนกัน. โครงขายผลึกอุดมคติของสถานะที่

อนุภาคมีพลังงานต่ําที่สุด หรือมีเสถียรภาพมากที่สุดในของไหลอีอาร คือ โครงขายผลึกแบบ 

บีซีที (BCT (Body-Centered Tetragonal) lattice) [15,22]. ความยาวของโครงขายผลึกแบบ

บีซีทีเปน σ3/2 , σ3/2  และ σ ตามแกน X , Y  และ Z  ตามลําดับ เมื่อ σ แทน

เสนผาศูนยกลางของอนุภาครูปทรงกลม ดังรูปที่ 4.4.  

 

 

 

 

Assign the new positions of particle at a time t t+ Δ  

 

Integrate the equation of motion of all particles with time step tΔ  by 
Runge-Kutta algorithm 

Calculate the force dep repF F+

Calculate the electric field on the particles  

 

Start  0t =  

endt t=

Yes 

End

No 

t t t= + Δ
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รูปที่ 4.4 โครงขายผลึกแบบบีซีทีของอนภุาค. 

 

การแสดงลักษณะโครงสรางของของไหลอีอารในสถานะสถิตใชตัวแปรการจัดเรียงอันดับ (Order 

parameter) คือ 1c , 2c  และ 3c  ซึ่งคํานวณไดจาก 

( )
1

1 exp
N

j j k
k

c ib r
N =

= ∑ i         (4.13) 

 เมื่อ  i     คือ -1 

 j  คือ 1, 2 และ 3  

 kr  คือ เวกเตอรบอกตําแหนงของอนุภาคที่ k และ 

 jb  คือ รีซิโปรคอลแลตทิซเวกเตอร (reciprocal lattice vector ) ที่ j  ของ 

       โครงขายผลึกแบบบีซีที. 

รีซิโปรคอลแลตทิซเวกเตอร คือ เซตของเวกเตอร jb  ซึ่งทําให ( )exp j kib r = 1i  สําหรับเวกเตอร

บอกตําแหนง kr  ทั้งหมด. รีซิโปรคอลแลตทิซเวกเตอรของโครงขายผลึกแบบบีซีทีคํานวณไดจาก 

[ ]1 2 3
2b a a
Vol
π

= ×         (4.14) 

[ ]2 3 1
2b a a
Vol
π

= ×         (4.15) 

[ ]3 1 2
2b a a
Vol
π

= ×         (4.16) 

เมื่อ Vol   คือ ปริมาตรของเซลลหนึ่งหนวย (unit cell) และ 

1 2 3, ,a a a   คือ เวกเตอรเลื่อนขนาน (translation vector). 

เวกเตอรเลื่อนขนาน 1 2 3, ,a a a  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยซึ่งโครงขายผลึกสามารถยายไปและกลับมา

เปนโครงขายผลึกเดิมได.  ในที่นี้ เลือกเวกเตอรเลื่อนขนานของโครงขายผลึกแบบบีซีทีเปน 

3/ 2σ 3 / 2σ

σ

σ
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1
6
2 xa aσ

=          (4.17) 

2
6
2 ya aσ

=          (4.18) 

3
6 6
4 4 2x y za a a aσ σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      (4.19) 

เมื่อ , ,x y za a a  คือเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดคารทีเซียน. 

เซลลหนึ่งหนวย คือเซลลเล็กที่สุดซึ่งประกอบดวยอยางนอยหนึ่งอนุภาค และประกอบเปนผลึกซึ่ง

เกิดจากการเรียงตัวแบบรายคาบของอนุภาคหรือกลุมอนุภาค. ปริมาตรของเซลลหนึ่งหนวย

คํานวณไดจากเวกเตอรเลื่อนขนานดังนี้ 

[ ] [ ] [ ]1 2 3 2 3 1 3 1 2Vol a a a a a a a a a= × = × = ×i i i .     (4.20) 

แทนสมการที่ (4.17) ถึง (4.20) ลงในสมการที่ (4.14) ถึง (4.16) จะไดรีซิโปรคอลแลตทิซเวกเตอร

ของโครงขายผลึกแบบบีซีทีเปน 

1
4 2
6 x zb a aπ π

σσ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

       (4.21) 

2
4 2
6 y zb a aπ π

σσ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

        (4.22) 

3
4

zb aπ
σ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.         (4.23) 

1c , 2c  และ 3c  แสดงลักษณะสมบัติของโครงสราง คือ 1c  และ 2c  แสดงการจัดเรียงตัวของ

อนุภาคในระนาบ XY  ขณะที่ 3c  แสดงการจัดเรียงตัวของอนุภาคตามแนวแกน Z . คาของ 1c , 

2c  และ 3c  เปนจํานวนจริงเพราะเปนขนาดของจํานวนเชิงซอน และอยูระหวาง 0 ถึง 1. 1c , 2c  

และ 3c  มีคาเทากับ 1 เมื่ออนุภาคเรียงติดกันตามแนวแกน X , Y  และ Z   ตามลําดับ แตเมื่อ

อนุภาคอยูกระจัดกระจาย คาของตัวแปรทั้งสามไมเทากับ 1. นอกจากนี้ 1c , 2c  และ 3c  มีคา

เทากับ 1 พรอมกันซึ่งถือเปนคาอุดมคติก็ตอเมื่ออนุภาคเรียงชิดติดกันและมีระยะหางตามรูปที่ 

4.4.  
 

4.4 จํานวนครั้งในการทําซํ้า iterN  และอันดับมัลติโพลสูงสุด mpN ของแบบจําลองมัลติโพล 

 แรงที่ไดจากแบบจําลองมัลติโพลขึ้นกับตัวแปรในการคํานวณ 2 ตัวคือ iterN และ mpN . 

หัวขอนี้ศึกษาผลกระทบของตัวแปรทั้งสองตอแรงที่ไดจากการประมาณ และเวลาที่ใชในการ

คํานวณ. วิทยานิพนธนี้เร่ิมตนพิจารณาแนวโนมการเปลี่ยนแปลงของแรงจากแบบจําลองมัลติโพล

โดยเปลี่ยนคา iterN  และ mpN  ในกรณีที่อนุภาคสองลูกสัมผัสกันซึ่งมีแรงกระทําระหวางอนุภาค

สูงสุด. แรงจากแบบจําลองมัลติโพลนํามาเปรียบเทียบกับแรงจากแบบจําลองไดโพล และแรงที่

คํานวณจากวิธีการทําซ้ําจนคําตอบลูเขาดวย mpN = 100  เพื่อใหทราบถึงความตางของแรงทั้ง
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สามจากการเปลี่ยนคา iterN  และ mpN . นอกจากนี้ ผลการคํานวณยังไดคาแรงสูงสุด maxF  เพื่อ

นําไปใชคํานวณแรงผลักในสมการที่ (4.4) และ (4.5).  หลังจากทราบผลของ iterN  และ mpN  ตอ

แนวโนมและความแตกตางของแรงที่เกิดข้ึนแลว ผลดังกลาวถูกนํามาพิจารณาควบคูกับเวลาที่ใช

ในการคํานวณเมื่ออนุภาคในระบบเพิ่มข้ึนเปน 20 ลูก เพื่อใหไดคา iterN  และ mpN ที่เหมาะสม.  

 
4.4.1 แรงที่กระทําบนอนุภาค 2 ลูกที่สัมผัสกัน 
 อนุภาคทั้งสองอยูภายใตสนามไฟฟาภายนอก  0E  ในแนวแกน  Z  โดยสมมติวา

อิเล็กโทรดบนและลางอยูหางจากอนุภาคทั้งสองมาก. เสนที่เช่ือมตอระหวางจุดศูนยกลางของ

อนุภาคทั้งสอง (เสน ab  ในรูปที่ 4.5) ทํามุม θ  กับแกน Z . เพื่อใหสามารถนําคา iterN และ mpN  

ไปพิจารณาควบคูกับเวลาที่ใชในการคํานวณจากการจําลองของไหลอีอารในหัวขอตอไปจึงใชคา 

σ , 0E , Eε  และ Nε  เชนเดียวกับในการจําลองจริงซึ่งระบุไวในหัวขอที่ 4.1. 

  

 

   

 

 

 

 

รูปที่ 4.5 อนภุาคฉนวนรูปทรงกลมสมัผัสกันภายใตสนามไฟฟาภายนอก. 
 

 ผลของ iterN ที่มีตอแรงจากการประมาณดวยมัลติโพลแสดงในรูปที่ 4.6. แรง horizF บน

อนุภาคในแนวนอน และแรง vertF  ในแนวตั้ง คํานวณดวยคา mpN = 4  และ iterN = 2,3,4และ 5. 

รูปที่ 4.6 เปรียบเทียบแรงบนอนุภาคลูกลางจากการคํานวณ 3 วิธี คือ การประมาณดวยไดโพล, 

การประมาณดวยมัลติโพลซ่ึงใช iterN = 2,3,4  และ 5 และการคํานวณจากมัลติโพลโดยใช 

mpN = 100 ดวยวิธีทําซ้ําจนคําตอบลูเขา. ลักษณะของแรงบนอนุภาคลูกลางเปนดังเสนกราฟ

แรง mpN = 100  ในรูปที่ 4.6 คือ เคร่ืองหมายของแรงเปลี่ยนจากบวกเปนลบ. การเปลี่ยน

เคร่ืองหมายของแรง หมายถึง แรงเปลี่ยนจากแรงดูด (บวก) เปนแรงผลัก (ลบ). การประมาณแรง

ดวยมัลติโพลใหคาแรงบนอนุภาคใกลเคียงกับแรง mpN = 100  มากกวาแรงจากการประมาณดวย

ไดโพล ตัวอยางเชนคา horizF  มากที่สุดของแรง mpN = 100  มีคาเปน 1.45 เทาของแรงจากการ

ประมาณดวยมัลติโพล ที่คา iterN = 2  และมีคาเปน 2.10 เทาของแรงจากการประมาณดวย      

ไดโพล ดังตารางที่ 4.1. เม่ือใชการประมาณดวยมัลติโพล การเปลี่ยนคา iterN ไมมีผลตอตําแหนง

ของแรงมากที่สุด. แรง horizF  มีขนาดแรงดูดสูงสุดที่มุม θ = 33°  และมีขนาดแรงผลักสูงสุดที่ 

Z

0E

a

b

θ
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θ = 90°  สวน vertF  มีแรงดูดสูงสุดอยูที่ θ = 0°ตามทิศทาง 0E  ดังตารางที่ 4.1 และรูปที่ 4.6. 

จากผลดังกลาว ทําให maxF ในสมการที่ (4.4) และ (4.5) ที่ไดจากกรณีนี้ไมทําใหทิศทางของแรง

เปล่ียนแมเปล่ียนคา iterN . ขนาดของแรง  horizF  และ vertF  เพิ่มข้ึนตามคาของ iterN . ที่คา 

iterN = 2  ขนาดของแรง horizF  และ vertF  มากที่สุดจากการประมาณดวยมัลติโพลมีคาเปน 1.45 

และ 1.66 เทาของแรงจากการประมาณดวยไดโพล ตามลําดับ. เมื่อคา iterN สูงข้ึน แรงจากการ

ประมาณดวยมัลติโพลเพิ่มข้ึนเพียงเล็กนอย สังเกตไดจากตารางที่ 4.1 และ รูปที่ 4.6 ยกตัวอยาง

เชน แรงดูดสูงสุดของ horizF  ที่คา iterN = 2  มีขนาดนอยกวาแรงที่คา iterN = 3,4  และ 5 เทากับ 

1.07, 1.08 และ 1.09 เทา ตามลําดับ. 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 4.6  แรงที่กระทําบนอนุภาคลูกลางในรูปที่ 4.5 จากการประมาณดวยไดโพล (dipole) การ

ประมาณดวยมัลติโพล เมื่อ mpN = 4  และ iterN = 2,3,4,5  และแรง mpN = 100   

 (ก) *
horizF  (ข) *

vertF . 
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ตารางที่ 4.1 แรงดูด และแรงผลักมากที่สุดของ *
horizF  และ *

vertF บนอนุภาคลูกลางที่คา mpN = 4 . 
*

horizF  *
vertF  

แรงดูด แรงผลัก แรงดูด แรงผลัก 

 
ประเภทของแรง 

( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด 

แรงไดโพล (dipole) 30 12.959 90 9.425 0 18.850 63 8.427 

iterN = 2  33 18.807 90 6.944 0 31.309 66 7.281 

iterN = 3  33 20.105 90 7.164 0 33.685 66 7.572 

iterN = 4  33 20.424 90 7.126 0 34.347 66 7.567 

 
แรงมัลติโพล 
(multipole) 

iterN = 5  33 20.519 90 7.133 0 34.529 66 7.580 

แรง mpN = 100  33 27.265 90 6.623 0 50.822 69 6.959 
  

 ผลของ mpN  ที่มีตอ horizF  และ vertF  เมื่อใชคา iterN = 2  แสดงในรูปที่ 4.7. ลักษณะ

การเปลี่ยนแปลงของแรงบนอนุภาคลูกลางจากเสนกราฟแรง mpN = 100 มีการเปลี่ยนเครื่องหมาย

ของแรงเชนเดียวกับรูปที่  4.6. แรงจากการประมาณดวยมัลติโพลมีขนาดใกลเคียงกับ

แรง mpN = 100  มากกวาแรงจากการประมาณดวยไดโพล. ตัวอยางเชน เมื่อคา mpN = 3  horizF  

มากที่สุดของแรง mpN = 100  มีคาเปน 1.63 เทาของแรงจากการประมาณดวยมัลติโพล และมีคา

เปน 2.10 เทาของแรงจากการประมาณดวยไดโพล. เมื่อคา mpN  เพิ่มข้ึนขนาดของแรงจากการ

ประมาณดวยมัลติโพล horizF  และ vertF จะสูงข้ึนตาม และใกลเคียงกับแรง mpN = 100มากข้ึน

ดวย. ในตารางที่ 4.2 ขนาดของ horizF  สูงสุดจากการประมาณดวยมัลติโพล ที่ mpN = 3,4,5 และ 

20 เปน 1.29, 1.45, 1.55 และ 1.65 เทาของแรงจากการประมาณดวยไดโพล ตามลําดับ. ที่คา 

mpN = 3,4,5 และ 20 ขนาดของ vertF สูงสุดจากการประมาณดวยมัลติโพลเปน 1.41, 1.66, 1.83 

และ 2.02 เทาของแรงจากการประมาณดวยไดโพล ตามลําดับ ดังตารางที่ 4.2. ดังนั้น อัตราการ

เพิ่มข้ึนของแรง horizF  และ vertF จะลดลงเมื่อ mpN  สูงข้ึน ดังรูปที่ 4.7.  
 

ตารางที่ 4.2 แรงดูด และแรงผลักมากที่สุดของ *
horizF  และ *

vertF  บนอนุภาคลูกลางที่คา iterN = 2 . 
*

horizF  *
vertF  

แรงดูด แรงผลัก แรงดูด แรงผลัก 

 
ประเภทของแรง 

( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด 

แรงไดโพล (dipole) 30 12.959 90 9.425 0 18.850 63 8.427 

mpN = 3  33 16.739 90 7.739 0 26.609 66 7.744 

mpN = 4  33 18.807 90 6.944 0 31.309 66 7.281 

mpN = 5  33 20.083 90 6.571 0 34.426 66 6.965 

 
แรง 

มัลติโพล 
(multipole) 

mpN = 20  33 21.470 90 6.402 0 38.144 69 6.679 

แรง mpN = 100  33 27.265 90 6.623 0 50.822 69 6.959 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 4.7  แรงที่กระทําบนอนุภาคลูกลางในรูปที่ 4.5 จากการประมาณดวยไดโพล (dipole) การ

ประมาณดวยมัลติโพล เมื่อ iterN = 2  และ mpN = 3,4,5,20  และแรง mpN = 100  

  (ก) *
horizF   และ (ข) *

vertF . 
 

4.4.2 ผลของ iterN  และ mpN  ตอเวลาที่ใชในการคํานวณ 

 ส่ิงที่ตองพิจารณาควบคูกับแนวโนมการเปลี่ยนแปลงของแรงคือเวลาในการคํานวณที่

คา iterN  และ mpN  ตางๆ . ในที่นี้ ใชคา iterN = 2,3,4  และ mpN = 3,4,5 . เวลาในการคํานวณตอ

ชวงกาวเวลาบนเครื่องคอมพิวเตอรซ่ึงมีซีพียูเอเอ็มดี ความเร็ว 1.92 GHz ระบบปฏิบัติการ 

GNU/Linux สําหรับอนุภาคจํานวน 20 ลูก แสดงดังรูปที่ 4.8. ที่คา iterN = 3  และ 4 ในรูปที่ 4.8 

นั้น เวลาในการคํานวณมากกวาเวลาที่คา iterN = 2  อยูมาก แตเม่ือพิจารณาประกอบกับผลของ 

iterN  และ mpN  ที่มีตอแรงบนอนุภาคในหัวขอ 4.4.1 แลว พบวาการเพิ่มคา iterN ทําใหขนาดของ

แรงบนอนุภาคเพิ่มข้ึนในอัตราที่นอยมากเมื่อเทียบกับเวลาที่ใชในการคํานวณ. ตัวอยางเวลาใน

การคํานวณดวย iterN = 2  เมื่อ mpN = 4  และ 5 มีคาประมาณ 0.72 และ 1.68 s ตามลําดับ. 
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ดังนั้น วิทยานิพนธนี้จึงเลือกใชคา iterN = 2  และ mpN = 4  ซ่ึงมีขนาดของแรงบนอนุภาคจาก

แบบจําลองมัลติโพลเหมาะสมกับเวลาในการคํานวณ. แมวาแบบจําลองมัลติโพลใชคา iterN  ตํ่า

ที่สุดซ่ึงเทากับ 2 แลวก็ตามก็ยังใชเวลาในการคํานวณนานกวาเวลาที่ไดจากแบบจําลองไดโพลซึ่ง

เทากับ 1.92 ms. ที่คา mpN = 3,4,5  เวลาในการคํานวณจากแบบจําลองมัลติโพลนานกวาเวลา

จากแบบจําลอง   ไดโพลประมาณ 131, 186 และ 241 เทา ตามลําดับ ดังรูปที่ 4.8. 
 

 
 

รูปที่ 4.8 ผลของ iterN และ mpN  กับเวลาในการคํานวณตอชวงกาวเวลาดวยอนุภาค 20 ลูก. 

 
4.5 การจําลองของไหลอีอาร 
 หัวขอนี้เสนอผลการนําแบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพลซ่ึงใชคา iterN = 2  

และ mpN = 4 จากในหัวขอที่ 4.4 มาใชจําลองของไหลอีอาร. เร่ิมตนจากการจําลองของไหลอีอาร

ที่มีอนุภาค 20 ลูกกอน หลังจากนั้น จํานวนอนุภาคเพิ่มมากขึ้นเปน 67 ลูก เพื่อพิจารณาผลที่เกิด

ข้ึนกับของไหลอีอารที่ใกลเคียงกับการใชงานจริง.  การจําลองของไหลอีอารทั้งที่มีอนุภาคจํานวน

นอย และที่ใกลเคียงกับการใชงานจริงนั้น เพื่อศึกษาลักษณะสมบัติของของไหลอีอาร และ

เปรียบเทียบผลจากแบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพล รวมทั้งวิเคราะหความเหมาะสม

ของตัวแปรที่นํามาใชพิจารณาการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอารดวย. คาตางๆ ที่ใชใน

การจําลองเปนไปตามหัวขอที่ 4.1 โดยมีคา nt = 75  ms. สนามไฟฟาภายนอก 0E  ถูกปอนที่เวลา 

t = 0 ms ดวยระนาบอิเล็กโทรดคูขนานซึ่งทําใหอนุภาคฉนวนซึ่งลอยอยูในของไหลอีอารเร่ิม

เคลื่อนที่. จํานวนชวงกาวของเวลา (time step) ที่ใช คือ 50,000 ชวง. การเลือกระยะเวลาที่หาง

กันของแตละชวงกาว *tΔ  มีผลตอความแมนยําในการอินทิเกรตสมการการเคลื่อนที่. ที่ *tΔ มีคา

นอย  การคํานวณมีความแมนยําสูงแตใชเวลาการคํานวณนาน. เพื่อลดเวลาการคํานวณลง คา 
*tΔ ถูกเพิ่มข้ึนจาก  * 51 10t −Δ = ×  ถึง  * 516 10t −Δ = ×  และสังเกตความคลาดเคลื่อนของ

ตําแหนงของอนุภาคจากการอินทิเกรตเปรียบเทียบกัน.  ที่คา * 516 10t −Δ ≥ ×  การอินทิเกรตมี
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ความคลาดเคลื่อนสูง และตําแหนงของอนุภาคมีการซอนทับกัน. ในที่นี้ การจําลองจึงเลือกใช

คา * 58 10t −Δ = × เพื่อใหไดความแมนยําสูง และไมใชเวลาการคํานวณนานเกินไป. 
 

4.5.1 การจําลองของไหลอีอารที่มีอนุภาคจํานวน 20 ลูก 
 จํานวนอนุภาคในของไหลอีอารเทากับ 20 ลูก นั้น มีอัตราสวน Vφ  ระหวางปริมาตรของ

อนุภาคตอปริมาตรของระบบคือ 0.03 . ตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาคในการคํานวณแสดงไวในรูปที่ 

4.9. การเปลี่ยนตําแหนงของอนุภาคทุกๆ 30 ms ซ่ึงคํานวณโดยใชแบบจําลองไดโพล และ

แบบจําลองมัลติโพลแสดงไวในรูปที่ 4.10 และ 4.11 ตามลําดับ. 

 

 
 

รูปที่ 4.9 ตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาคฉนวนจํานวน 20 ลูกในการจําลองของไหลอีอาร. 
 

 อนุภาคในของไหลอีอารที่จําลองดวยแบบจําลองไดโพลนั้นเร่ิมจัดเรียงตัวและสรางโซ

อนุภาคขนาดสั้นๆ แตโซอนุภาคเหลานี้ยังจัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาไดไมดี ดังรูปที่ 4.10(ก). 

ที่ t = 90  ms อนุภาคจับตัวกันเปนโซอนุภาคขนาดสั้นๆ ทั้งหมด และมีเพียงอนุภาคเดียวที่แยกตัว

ออกไปดังรูปที่ 4.10(ค). เมื่อเวลาผานไป อนุภาคและโซอนุภาคเคลื่อนตัวเขาใกลกันมากขึ้นและ

การจัดเรียงตัวของอนุภาคตามแนวสนามไฟฟาดีข้ึนดังรูปที่ 4.10(ง) ถึง (ช). หลังจากนั้น โซ

อนุภาคเริ่มจัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาดังรูปที่ 4.10(ซ) ถึง (ญ)  แตความแตกตางของการเรียง

ตัวและตําแหนงของอนุภาคระหวางรูปที่ 4.10(ซ) กับ (ญ) มีเพียงเล็กนอยเทานั้น. 
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(ก) t = 30 ms (ข) t = 60 ms (ค) t = 90 ms  (ง) t = 120 ms (จ) t = 150 ms 

     
(ฉ) t = 180 ms (ช) t = 210 ms (ซ) t = 240 ms (ฌ) t = 270 ms (ญ) t = 300 ms 

 

รูปที่ 4.10 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจํานวน 20 ลูกในของไหลอีอารทุกๆ 30 ms เม่ือใช

แบบจําลองไดโพล. 

  

เมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล ที่ t = 30 ms อนุภาคเริ่มเกาะตัวกันและสรางโซอนุภาคขนาด

ส้ันๆ ตามแนวสนามไฟฟาดังรูปที่ 4.11(ก) และการจัดเรียงตัวของอนุภาคดีกวาผลที่ไดจาก

แบบจําลองไดโพลที่เวลาเดียวกัน. จากนั้น อนุภาคเริ่มเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟา และเกาะกัน

เปนโซอนุภาคที่ยาวขึ้น ในขณะที่โซอนุภาคก็เคล่ือนที่เขาใกลกันมากขึ้นดวย ดังรูปที่ 4.11(ข) ถึง 

(ฉ). ที่ t = 210 ms โซอนุภาคขนาดสั้นและยาวรวมเขาดวยกันเปนโซอนุภาคที่เช่ือมตอระหวาง

อิเล็กโทรดบนและลางดังรูปที่ 4.11(ช) (ที่เวลาเดียวกันนี้อนุภาคจากแบบจําลองไดโพลเพิ่งเร่ิม

จัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาเทานั้น). ที่ t = 300ms การจัดเรียงตัวของโซอนุภาคตามแนว

สนามไฟฟาเกือบสมบูรณ ดังรูปที่ 4.11(ญ). ดังนั้น เวลาที่อนุภาคใชเชื่อมตออิเล็กโทรดบนและ

อิเล็กโทรดลางจากแบบจําลองมัลติโพลนั้นนอยกวาเวลาที่ไดจากแบบจําลองไดโพล (465 ms) 

ประมาณ 2.2 เทา. 
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(ก) t = 30 ms (ข) t = 60 ms (ค) t = 90 ms  (ง) t = 120 ms (จ) t = 150 ms 

     
(ฉ) t = 180 ms (ช) t = 210 ms (ซ) t = 240 ms (ฌ) t = 270 ms (ญ) t = 300 ms 

 
รูปที่ 4.11 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจํานวน 20 ลูกในของไหลอีอารทุกๆ 30 ms เม่ือใช

แบบจําลองมัลติโพล. 
 

 นอกจากการเปลี่ยนแปลงตําแหนงของอนุภาคสามารถสังเกตเห็นไดจากรูปที่ 4.10 และ 

4.11 แลว การเปลี่ยนตําแหนง และการจัดเรียงตัวของอนุภาคยังสามารถใชคาระยะกระจัดยก

กําลังสองเฉลี่ย (mean square displacement, 2R ) เปนตัวบงช้ีไดอีกดวย. 2R  ของอนุภาค 

a  ที่เวลา t  ใดๆ คํานวณไดจากวิธีการดังตอไปนี้. 

คํานวณระยะกระจัดยกกําลังสองของอนุภาค a  ที่เวลา t  ไดจาก 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0a a a a a a aR t x t x y t y z t z= − + − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (4.24) 

เมื่อ  ( )ax t , ( )ay t  และ ( )az t  เปนตําแหนงของอนุภาค a  ที่เวลา t  ในระบบคารทีเซียน  และ 

( )0ax , ( )0ay  และ ( )0az  เปนตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาค a  ที่เวลา t = 0 . 
 

คาระยะกระจัดยกกําลังสองเฉลี่ยคํานวณไดจากสมการ 

( ) 22

1

1 N

a
a

R R t
N =

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑        (4.25) 

เมื่อ N  แทนจํานวนของอนุภาค. 

ทําใหเปนบรรทัดฐานดวย nr σ=  จะได 

( ) 2*2 *

1

1 N

a
a

R R t
N =

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑        (4.26) 

เมื่อ * แทนตัวแปรซึ่งทําใหเปนบรรทัดฐานแลว. 
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การเปลี่ยนแปลงของคา *2R  ตามเวลาแสดงในรูปที่ 4.12. ในชวงแรกคา *2R  ของ

แบบจําลองมัลติโพลมีการเปลี่ยนแปลงที่เร็วกวาคาของแบบจําลองไดโพล เนื่องจากความชันของ

กราฟสูงกวาซ่ึงเกิดจากอนุภาคเริ่มเกาะกันเปนโซอนุภาคหลายๆ เสน ทําใหการเปลี่ยนตําแหนง

ของอนุภาคสูงข้ึนมากอยางเห็นไดชัด. หลังจากที่อนุภาคเกาะกันเปนโซแลว การเคลื่อนที่ของ

อนุภาคจากแบบจําลองมัลติโพลลดลงอยางชาๆ สังเกตจากความชันของกราฟที่คอยๆ ลดลงในรูป

ที่ 4.12. ที่เวลาประมาณ 175 ms โซอนุภาคหลายเสนรวมเขาดวยกัน และจัดเรียงอนุภาคใหม

สงผลใหเกิดการเปลี่ยนแปลงของคา *2R  อยางรวดเร็วอีกคร้ังหนึ่ง สังเกตไดจากความชันของ

กราฟที่เพิ่มสูงข้ึนอีกคร้ัง. ที่เวลาประมาณ 250 ms หลังจากที่โซอนุภาคหลายสายรวมกันเปนสาย

ยาวเชื่อมตอระหวางอิเล็กโทรดแลว ทําใหการเคลื่อนที่หรือการเปลี่ยนตําแหนงของอนุภาคลด

นอยลง. คา *2R  ของแบบจําลองไดโพลเพิ่มข้ึนในชวงแรกเชนเดียวกับคา *2R  ของ

แบบจําลองมัลติโพล และอัตราการเพิ่มข้ึนคอยๆ ลดลง และลดลงมากหลังจากเวลาประมาณ 150 

ms. ที่เวลา 300 ms เมื่อเปรียบเทียบกับการจัดเรียงตัวในรูปที่ 4.10(ญ) อนุภาคที่จําลองดวย

แบบจําลองไดโพลไมเช่ือมตอระหวางอิเล็กโทรด และมีการเคลื่อนที่ของอนุภาคนอยกวาทําใหคา

ของ *2R  ตํ่ากวาคาที่ไดจากแบบจําลองมัลติโพล. ผลที่ไดจากการใช *2R  ในการสังเกตการ

เคลื่อนที่ของอนุภาคสอดคลองกับผลที่ไดจากรูปที่ 4.10 และ 4.11. 

 

 
รูปที่ 4.12 *2R จากการจําลองโดยใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 

 
4.5.2 การจําลองของไหลอีอารที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูก 
 หัวขอนี้ศึกษาลักษณะสมบัติของของไหลอีอารที่มีอัตราสวนปริมาตรสูงข้ึนเปน Vφ = 0.1 

ซ่ึงใกลเคียงกับของไหลอีอารที่ใชงานจริง. ของไหลอีอารที่ใชในการจําลองมี 3 ระบบคือ (a), (b) 

และ (c) ซ่ึงมีตําแหนงเริ่มตนของอนุภาคในของไหลอีอารแตกตางกัน. ตําแหนงเริ่มตนของอนุภาค

ในของไหลอีอารทั้ง 3 ระบบ และผลการจําลองโดยใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลอง  
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มัลติโพล (mp) ที่เวลา 300 ms แสดงไวในรูปที่ 4.13 ถึง 4.15. รายละเอียดการเปลี่ยนตําแหนง

ของอนุภาคในระบบทั้งสามทุกๆ 60 ms แสดงอยูในภาคผนวก ฌ. 

 รูปที่ 4.13 ถึง 4.15 แสดงวาการจัดเรียงตัวของอนุภาคทั้ง 3 ระบบข้ึนกับตําแหนงเร่ิมตน

ของอนุภาค. ในระบบ (a) อนุภาคที่ จําลองดวยแบบจําลองไดโพลจัดเรียงตัวตามทิศของ

สนามไฟฟาดีมาก และชองวางระหวางอนุภาคมีนอยมาก ดังรูปที่ 4.13(ข). สวนในระบบ (b) และ 

(c) นั้น การจัดเรียงตัวของอนุภาคจากแบบจําลองไดโพลยังไมดีเทากับในระบบ (a) สังเกตจาก

ชองวางระหวางโซอนุภาคในรูปที่ 4.14(ข) และ 4.15(ข). การจัดเรียงตัวของอนุภาคจากการใช

แบบจําลองมัลติโพลของทั้ง 3 ระบบตามแนวสนามไฟฟาไมดีเทากับผลจากการจําลองดวย

แบบจําลองไดโพล ดังรูปที่ 4.13(ค), 4.14(ค) และ 4.15(ค). อยางไรก็ตาม อนุภาคของทั้ง 3 ระบบ

จากแบบจําลองมัลติโพลที่เวลา 300 ms อยูชิดติดกันมากกวาอนุภาคจากแบบจําลองไดโพล. 

แมวาตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาคในการจําลองแตกตางกัน การจัดเรียงตัวของอนุภาคจาก

แบบจําลองมัลติโพลมีความสม่ําเสมอ เนื่องจากอนุภาคทั้ง 3 ระบบเรียงชิดติดกัน และมีชองวาง

ระหวางอนุภาคนอยเหมือนกัน.  

 

   
(ก) t = 0 ms (ข) t = 300 ms  (ค) t = 300 ms  

รูปที่ 4.13 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (a) จากการใช

แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 
 

   
(ก) t = 0 ms (ข) t = 300 ms  (ค) t = 300 ms  

รูปที่ 4.14 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (b) จากการใช

แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 

(dp) (mp) 

(dp) (mp) 
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(ก) t = 0 ms (ข) t = 300 ms  (ค) t = 300 ms  

รูปที่ 4.15 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (c) จากการใช

แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 
 

 การเปล่ียนแปลงของคา *2R  ตามเวลาของอนุภาคทั้ง 3 ระบบจากการใชแบบจําลอง 

ไดโพล และแบบจําลองมัลติโพลเปนดังรูปที่ 4.16. ในชวงแรกคาของ *2R  ทั้ง 3 ระบบจากการ

ใชแบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพลเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว โดยสังเกตไดจากความ

ชันของกราฟ. ที่เปนเชนนี้ เพราะอนุภาคมีการเคลื่อนที่มากเพื่อสรางโซหรือคูของอนุภาค. คาของ 
*2R  จากการใชแบบจําลองไดโพลของระบบ (a) ลูเขาสูคาคงที่คาหนึ่งที่เวลาประมาณ 300 ms 

แตคา *2R  ของระบบ (b) และ (c) ยังคงเพิ่มข้ึนเร่ือยๆ.  การเปลี่ยนแปลงของระบบ (a) 

สอดคลองกับผลจากแบบจําลองไดโพลในรูปที่ 4.13(ข) ซ่ึงอนุภาคจัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟา

ไดดี และชองวางสําหรับใหอนุภาคเคลื่อนที่มีนอยมาก. แมวา *2R  ของระบบ (b) และ (c) จาก

การใชแบบจําลองไดโพลยังไมลูเขา แตอัตราการเพิ่มข้ึนของคา *2R  ลดลงมากจากในชวงแรก

ของการคํานวณ.  เมื่อใชแรงจากแบบจําลองมัลติโพล *2R  ของทั้ง 3 ระบบมีคามากกวา *2R  

ของแบบจําลองไดโพลซึ่งแสดงใหเห็นวามีการเคลื่อนที่ของอนุภาคมากกวา. *2R  ของทั้ง 3 

ระบบจากการใชแบบจําลองมัลติโพลยังไมคงที่ และยังคงมีคาเพิ่มข้ึนเร่ือยๆ ที่เวลา 300 ms. 

 
รูปที่ 4.16   *2R  ของระบบ (a), (b) และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกซึ่งไดจากการใช

แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 

(dp) (mp) 
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อยางไรก็ตาม จากการสังเกตการเคลื่อนที่ของอนุภาคเมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล ที่

เวลานานขึ้น พบวาอนุภาคมีการเคลื่อนที่นอยลงมาก ยกตัวอยางเชน การจัดเรียงตัวของอนุภาค

ของระบบ (a) โดยใชแบบจําลองมัลติโพล ที่เวลา 380 ms ดังรูปที่ 4.14. ดังนั้น การใชคา *2R  

เปนตัวบงช้ีการจัดเรียงตัวของอนุภาคนั้นอาจไมเหมาะสมเมื่อใชแบบจําลองมัลติโพลในการ

จําลองระบบของไหลอีอาร. 
 

 
 

รูปที่ 4.17  ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจํานวน  67 ลูกในของไหลอีอารระบบ  (a) เ ม่ือใช

แบบจําลองมัลติโพล ที่เวลา 380 ms. 

 

 คาของตัวแปรการจัดเรียงอันดับ 1c , 2c  และ 3c   ที่  t = 300ms จากการจําลองของไหล

อีอารระบบ (a), (b) และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกดวยแบบจําลองไดโพล และแบบจําลอง 

มัลติโพลแสดงไวในตารางที่ 4.3. การเคลื่อนที่ของอนุภาคเพื่อจัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟา

สงผลใหคา 1c , 2c  และ 3c   มีคาแกวงไปมา ยกตัวอยางการเปลี่ยนแปลงคา 1c , 2c  และ 3c  ของ

ระบบ (a) ดังรูปที่ 4.18. ที่ t = 300ms คาของ 3c  ของทั้ง 3 ระบบจากการใชแบบจําลองไดโพล 

มากกวาคาของ 3c  จากการใชแบบจําลองมัลติโพล แสดงวาอนุภาคเรียงตัวตามแนวแกน Z  ได

ดีกวาอนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพล. คาของ 1c  และ 2c  เกือบทุกระบบจากการใช

แบบจําลองไดโพลมากกวาคาที่ไดจากการใชแบบจําลองมัลติโพล. อยางไรก็ตาม คา 1c  = 0.30 

ของระบบ (b) จากการใชแบบจําลองไดโพลนอยกวาคา 1c  = 0.45 ของระบบ (b) จากการใช

แบบจําลองมัลติโพลอยูเล็กนอย. ดังนั้น โครงสรางของอนุภาคในระนาบ XY  จากการใช

แบบจําลองไดโพลดีกวาแบบจําลองมัลติโพล. ผลการจําลองแสดงใหเห็นวา อนุภาคในของไหล     

อีอารเม่ือจําลองดวยแบบจําลองไดโพลมีโครงขายผลึกแบบบีซีทีดีกวาอนุภาคเมื่อจําลองดวย

แบบจําลองมัลติโพล. เนื่องจากการสรางโครงขายผลึกแบบบีซีทีโดยใชแบบจําลองมัลติโพลใช

เวลานานกวาแบบจําลองไดโพล หัวขอนี้จึงสรุปเปนนัยไดวา อนุภาคในของไหลอีอารซ่ึงใชงานจริง

ใชเวลานานในการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที หรืออาจจะไมมีการจัดเรียงตัวเปน

โครงขายผลึกแบบบีซีที. 
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ตารางที่ 4.3 คาของ 1c , 2c  และ 3c  ที่ t = 300ms จากการจําลองของไหลอีอารระบบ (a), (b) 

และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกดวยแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 

ตัวแปรการจดัเรียงอันดับ 
ระบบ แบบจําลอง 

1c  2c  3c  
dp 0.62 0.82 0.99 

(a) 
mp 0.31 0.29 0.44 

dp 0.30 0.54 0.37 
(b) 

mp 0.45 0.19 0.31 

dp 0.32 0.47 0.55 
(c) 

mp 0.08 0.43 0.13 

 

 
 

รูปที่ 4.18   การเปลี่ยนแปลงของคา 1c , 2c  และ 3c  ตามเวลาของของไหลอีอารระบบ (a) ซ่ึงมี

อนุภาคจํานวน 67 ลูก จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล 

(mp). 

 
4.6 สรุปผล 

1. อนุภาคในของไหลอีอารจากการใชแบบจําลองมัลติโพลใหผลที่ใกลเคียงกับของไหลอีอาร
จริงเนื่องจากแรงบนอนุภาคที่ใกลเคียงกวาแรงจากการใชแบบจําลองไดโพล. 

2. จํานวนครั้งในการทําซํ้า iterN และอันดับมัลติโพลสูงสุด mpN ที่ใชในแบบจําลองมัลติโพล

สงผลตอแรงที่กระทําบนอนุภาค และตองเลือกคาทั้งสองใหเหมาะสมกับเวลาในการ

คํานวณ. วิทยานิพนธนี้เลือกใชคา iterN = 2  และ mpN = 4 . 

3. การจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอารข้ึนกับตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาค. 
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4. เมื่ออัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคตอระบบของไหลอีอารนอย เวลาในการจัดเรียงตัว

ของอนุภาคเพื่อเชื่อมตอระหวางอิเล็กโทรดจากการใชแบบจําลองมัลติโพลส้ันกวาเวลาที่

ไดจากการใชแบบจําลองไดโพล. 

5. เมื่ออัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคตอระบบของไหลอีอารสูงข้ึนใกลเคียงกับของไหล  

อีอารที่ใชงานจริง อนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพลเคลื่อนที่มากกวา แตเรียงตัว

ตามแนวสนามไฟฟาดอยกวาอนุภาคจากการใชแบบจําลองไดโพล.  

6. การจัดเรียงตัวของอนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพลมีความสม่ําเสมอกวาการใช
แบบจําลองไดโพล. 

7. การใชคาระยะกระจัดยกกําลังสองเฉลี่ย *2R  เปนตัวบงช้ีการจัดเรียงตัวของอนุภาคนั้น

อาจไมเหมาะสมเมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล.  

8. อนุภาคในของไหลอีอารซ่ึงใชงานจริงใชเวลานานในการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบ
บีซีที หรืออาจจะไมมีการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที. 



บทที่ 5 
 

สรุปและขอเสนอแนะ 
  

 วิทยานิพนธนี้พัฒนาวิธีการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมดวยวิธีการ

กระจายมัลติโพลซ้ํา  และประยุกตใชวิธีการดังกลาวในการวิเคราะหสนามไฟฟาและแรงบน

อนุภาคในปญหาที่ยังไมไดรับการศึกษาอยางละเอียด. วิธีการดังกลาวเปนวิธีวิเคราะหซ่ึงใชวิธี

เงามัลติโพลโดยใชการกระจายมัลติโพลซ้ํา. ทฤษฎีและหลักการคํานวณตางๆ ของวิธีเงามัลติโพล

ที่กลาวในบทที่ 2 เปนการวิเคราะหหาสมการจากการกําหนดรูปแบบการจัดเรียงที่พิจารณาเพื่อให

ไดกระบวนการคํานวณสําหรับการประยุกตใชงานอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม.  

 

 ปญหาที่นํามาวิเคราะหในวิทยานิพนธนี้เปนรูปแบบของอนุภาคฉนวนในตัวกลางที่เปน

ฉนวนซึ่งมีดังตอไปนี้ ปญหาแรกคือ อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูในกับดักอนุภาคอยางงายซึ่งแทน

ดวยระนาบอิเล็กโทรดเอียงซึ่งสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอเกิดจากอิเล็กโทรดโดยตรง. ปญหาที่สองคือ 

อนุภาคฉนวนแขวนลอยอยูในของไหลซึ่งเปนฉนวนภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอซึ่งแทนดวย

ระนาบอิเล็กโทรดแบบขนานซึ่งความไมสม่ําเสมอของสนามไฟฟาเกิดจากการมีอยูของอนุภาค.  

 
อนุภาคฉนวนในกับดักอนุภาคอยางงาย  
 การประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ําในปญหานี้นํามาใชคํานวณสนามไฟฟาและแรง

บนอนุภาคเพื่อศึกษาพฤติกรรมของแรงบนอนุภาคในกับดักอนุภาค. แรงบนอนุภาคที่ไดจากการ

คํานวณโดยใชมัลติโพลและรวมผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุด (mps) มีความถูกตองและ

แมนยํากวาการประมาณดวยไดโพล (dp) และการประมาณดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจาก

อิเล็กโทรดชุดแรก (dps). ดังนั้น พฤติกรรมของแรงจากการคํานวณแบบ mps จึงใกลเคียงกับแรง

บนอนุภาคที่เกิดขึ้นจริง. พฤติกรรมของแรงตอการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่ตําแหนงของอนุภาค 

( ),ρ α  ตางๆ กัน สรุปไดดังนี้.  

 แรงบนอนุภาคขึ้นกับตําแหนงของอนุภาคเพราะตัวแปรทั้งสองมีผลทําใหสนามไฟฟาบน

อนุภาคเปลี่ยน. ที่ตําแหนงของอนุภาคใดๆ แรงบนอนุภาคมีทั้ง 2 ทิศทางคือทั้งในทิศ ρ  และ α . 

การประมาณแบบ dps มีแรงบนอนุภาคทั้งสองทิศทางเชนกันแตมีขนาดของแรงนอยกวาแบบ 

mps สวนการประมาณแบบ dp มีแรงเฉพาะในทิศ ρ  เทานั้น. ดังนั้น การประมาณแบบ dp และ 

dps ควรใชในกรณีที่อนุภาคอยูหางจากอิเล็กโทรดมากซึ่งเปนบริเวณที่มีสนามไฟฟาต่ํา เพื่อให

ไดผลการคํานวณที่ถูกตองมากยิ่งขึ้น. 
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 ที่มุมของกับดักอนุภาคหนึ่ง ( 0α คงที่) เมื่อระยะ ρ  คงที่โดยใหมุม α  เพิ่มข้ึน แรงบน

อนุภาคลดลงเพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลงจากตําแหนงของอนุภาคที่อยูหางจาก

อิเล็กโทรดมากขึ้น. เมื่อระยะ ρ  เพิ่มข้ึน แรงในทิศ ρ  ลดลง และแรงในทิศ α  แปรผันกับมุม 

และระยะที่อนุภาคทํากับอิเล็กโทรดบนและลาง. เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึน ที่ระยะ ρ  คงที่  แรงบน

อนุภาคลดลงเนื่องจากสนามไฟฟาลดลง. อยางไรก็ตาม ที่ระยะ ρ  เปลี่ยน (ระยะ minρ  ลดลง) 

ทําใหแรงในทิศ ρ  เพิ่มข้ึน และแรงในทิศ α  ลดลงเพราะสนามไฟฟาลดลง และผลของเงา

เนื่องจากอิเล็กโทรดบนที่นอยลง.  

 ตําแหนงของแรงสูงสุดบนอนุภาคในทิศ ρ  และ α   คือ อนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดบน

และลาง และ อนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง ตามลําดับ. จากสมการของวิธีวิเคราะหที่ได เมื่อมุม 

0α  เพิ่มข้ึน แรงบนอนุภาคมากที่สุดในทิศ ρ  สูงขึ้นเพราะแปรผันตรงกับ ( )3 2
0 0sin / /α α2  และ

แรงมากที่สุดในทิศ α  ลดลงเนื่องจากแปรผันโดยประมาณกับ ( ) ( )3 2 4
0 0 0cos / sinα α α⎡ ⎤⎣ ⎦ . เมื่อ

อัตราสวน /N Eε ε  เพิ่มข้ึน ขนาดแรงสูงสุดบนอนุภาคเพิ่มข้ึน. การประมาณแบบ dps สามารถ

ใชไดมื่อ /N Eε ε ≤ 2  และ 0α ≤ °30  และเมื่ออัตราสวน /N Eε ε  มีคาสูงขึ้น และ 0α > °30  ควร

ใชการคํานวณอยางละเอียดแบบ mps เพื่อใหไดคาที่ถูกตอง. 

 ถาตองการใชเวลาในการคํานวณที่เร็วขึ้น การคํานวณแบบ dps สามารถนํามาใชไดที่

ตําแหนงของอนุภาค minρ ρ σ≥ + 5  หรือ k = 10  โดยมีความคลาดเคลื่อนของแรงในทิศ ρ  และ 

α  นอยกวา 10% และ 45% ตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบกับแรงแบบ mps ในชวงมุม 0α  เทากับ 

30°  ถึง 90°และ /N Eε ε ≤ 4 . อยางไรก็ตาม เมื่อตําแหนงของอนุภาคอยูใกลกับอิเล็กโทรดควรใช

การคํานวณอยางละเอียดแบบ mps ซึ่งสามารถทําไดที่ทุกๆ ตําแหนงของอนุภาค และใหคาที่

ถูกตอง.  
 
อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร 
 การประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ําในการคํานวณแรงบนอนุภาคฉนวนในกรณีนี้เปน

การจําลองของอนุภาคฉนวนที่กระจายแบบสุมในของไหลซึ่งเปนฉนวนซึ่งเรียกวา ของไหลอีอาร. 

วิทยานิพนธนี้พิจารณาคาพารามิเตอรที่เหมาะสมของแบบจําลองมัลติโพลที่ใชการกระจาย     

มัลติโพลซ้ําเพื่อนํามาใชในการจําลองไหลอีอาร และยังพิจารณาเวลาที่ใชในการเรียงตัวเปนโซ 

และความเหมาะสมของตัวแปรที่ใชในการวิเคราะหการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอาร

ดวย. ผลสรุปที่ไดเปนดังตอไปนี้.  

 อนุภาคในของไหลอีอารจากการใชแบบจําลองมัลติโพลใหผลที่ใกลเคียงกับของไหลอีอาร

จริงเนื่องจากแรงบนอนุภาคที่ใกลเคียงกวาแรงจากแบบจําลองไดโพล. จํานวนครั้งในการทําซ้ํา

และอันดับมัลติโพลสูงสุดที่ใชในแบบจําลองมัลติโพลสงผลตอแรงที่กระทําบนอนุภาค และตอง
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เลือกคาทั้งสองที่เหมาะสมกับเวลาในการคํานวณ. วิทยานิพนธนี้เลือกใชจํานวนครั้งในการทําซ้ํา 

และอันดับมัลติโพลสูงสุดเทากับ 2 และ 4 ตามลําดับ.  

 ผลจากการจําลองของไหลอีอารดวยแบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพล แสดงให

เห็นวา การจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอารข้ึนกับตําแหนงเริ่มตนของอนุภาค. เวลาในการ

จัดเรียงตัวของอนุภาคเพื่อเชื่อมตอระหวางอิเล็กโทรดของแบบจําลองมัลติโพลสั้นกวาเวลาที่ได

จากการใชแบบจําลองไดโพล. เมื่ออัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคตอระบบของไหลอีอารสูงขึ้น

ใกลเคียงกับของไหลอีอารที่ใชงานจริง อนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพลเคลื่อนที่มากกวา 

แตเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาดอยกวาอนุภาคจากการใชแบบจําลองไดโพล. การจัดเรียงตัวของ

อนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพลมีความสม่ําเสมอกวาการจัดเรียงตัวของอนุภาคจากการใช

แบบจําลองไดโพล. การใชคาระยะกระจัดยกกําลังสองเฉลี่ยเปนตัวบงชี้การจัดเรียงตัวของอนุภาค

นั้นอาจไมเหมาะสมเมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล และอนุภาคในของไหลอีอารซึ่งใชงานจริงใช

เวลานานในการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที หรืออาจจะไมมีการจัดเรียงตัวเปนโครงขาย

ผลึกแบบบีซีที. 
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ภาคผนวก ก 
 

วิธีการคํานวณ ( )n
km rd α  ดวยสูตรเวียนเกิด 

 

มัลติโพล ,n kB�  ของระบบพกิัดใหม ( ), ,r θ φ� �  คํานวณไดจากการหมนุมัลติโพล ,n mB  ของ

ระบบพิกัดเดมิ ( ), ,r θ φ  โดยที่ตาํแหนงของมัลติโพลอยูที่เดิมดวยการใชตัวดําเนนิการหมนุ คือ 

( ) rikn
km rd e βα  [4] เมื่อ rα  และ rβ  คือ มุมในการหมุนระบบพกิัดเดิมในทิศทาง θ  และ φ  ไปยัง

ระบบพิกัดใหมตามลําดับ ดังรูปที่ ก.1.  ( )n
km rd α  คือ ตัวดําเนินการทีเ่กี่ยวของกับการหมุนใน

ทิศทาง θ  ซึ่งคํานวณไดจากสตูรเวียนเกิดดังนี.้ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.1 การหมุนมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมัลติโพล ,n kB� . 
 
ก.1 คาเร่ิมตนเมื่อ 0,1n =  

( )0
00 1.0rd α =          (ก.1) 

( ) ( )1
00 cosr rd α α=         (ก.2) 

( ) ( )
2

1 1
1 1 11cos

2
r

r rd dαα α− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
      (ก.3) 

( ) ( ) ( )1 1
10 01

sin
2

r
r rd d

α
α α− = =       (ก.4) 

( ) ( )
2

1 1
11 1 1sin

2
r

r rd dαα α− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
      (ก.5) 

( ) ( ) ( )1 1
0 1 10

sin
2

r
r rd d

α
α α− = − =       (ก.6) 

 

 

Z 

 X 

Y�

X�

Z�

,n mB
,
�

n kB

rα

rβ
rα

rβ
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ก.2 การคํานวณเมื่อ  2n ≥  
 
ก.2.1 การคํานวณ ( )n

km rd α  เมื่อ 0,..., 2k n= −  และ ,1 , 2 ,...,m k k k k= − − −  

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )1 1
002 2 2 2

2 1
1

n n
km r r km r

n n kmd d d
n nn k n m

α α α−
⎧ ⎫⎡ ⎤− ⎪ ⎪= −⎢ ⎥⎨ ⎬−⎢ ⎥− − ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

 ( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )
2 22 2

2

2 2 2 2

1 12 1
1 2 1

n
km r

n m n kn n
d

n nn k n m
α−

⎡ ⎤− − − −− ⎢ ⎥
− ⎢ ⎥− −− − ⎢ ⎥

⎣ ⎦

. (ก.7) 

 
ก.2.2  การคาํนวณ ( )n

nn rd α   

( ) ( ) ( )1 1
11 1 1cos

2

n
n nr
nn r r n n rd d dαα α α−

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 .    (ก.8) 

 
ก.2.3 การคํานวณ ( )1 1

n
n n rd α− −  

( ) ( )
1

2
1 1 cos 1 cos

2

n
n r
n n r rd n n αα α

−

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
.    (ก.9) 

 
ก.2.4 การคํานวณ ( )n

nm rd α  เมื่อ 1,...,m n n= − −  

( ) ( )
( ) ( )

2 !
cos sin

! ! 2 2

n m n m
n r r
nm r

n
d

n m n m
α αα

+ −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  (ก.10) 

 
ก.2.5 การคํานวณ ( )1

n
n m rd α−  เมื่อ 2,...,1m n n= − −  

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1

2 1 !
cos sin

! ! 2 2

n m n m
n r r
n m r

n
d

n m n m
α αα λ

− + − −

−

− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  (ก.11) 

เมื่อ ( )cos rn mλ α= − .   

 
ก.3 การคํานวณคาทีเ่หลอืของ ( )n

km rd α  

ก.3.1 ( ) ( ) ( )1 m kn n
mk r km rd dα α−= − .      (ก.12) 

ก.3.2 ( ) ( ) ( )1 m kn n
mk r m k rd dα α−

− −= − .      (ก.13) 
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ภาคผนวก ข 
 

สนามไฟฟาภายในและภายนอกอนุภาคในระบบพิกัดทรงกลม 
 

 ศักยไฟฟาภายใน ( )Iϕ  และภายนอก ( )Eϕ  ของอนุภาครูปทรงกลมแสดงในพจนของ

กลุมฟงกชันที่กระจายรอบจุดกําเนิดซึ่ งเปนจุดศูนยกลางของอนุภาคในระบบพิกัดทรง

กลม ( ), ,r θ φ เปนไปตามสมการ 

( ), ,
0

,
j

j
I j k j k

j k j
L r Yϕ θ φ

∞

= =−

=∑ ∑        (ข.1) 

( ),
, ,1

0
,

j
j kj

E j k j kj
j k j

B
M r Y

r
ϕ θ φ

∞

+
= =−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑      (ข.2) 

เมื่อ , ,,j k j kL M  และ ,j kB   คือ สัมประสิทธิ์ที่ตองการทราบคา และ 

( ), ,j kY θ φ   คือ  ฮารมอนิกฟงกชันทรงกลมแบบบรรทัดฐานซึ่งนิยามโดย 

 ( ) ( ), ,, cos ik
j k j kY P e φθ φ θ=  โดยที่ ( ), cosj kP θ  คือฟงกชัน

 เลอช็องดรสมทบแบบบรรทัดฐาน และ 1i = − . 

สนามไฟฟาภายใน ( )I
E  และภายนอก ( )E

E  ของอนุภาคในระบบพิกัดทรงกลมคํานวณจาก

สมการที ่(ข.1) และ (ข.2) ไดดังนี.้ 
 

ข.1 สนามไฟฟา rE  ภายในและภายนอกอนุภาค 

( ) ( ) ( )1
, ,

0

,
j

jI
r j k j kI

j k j
E L j r Y

r
ϕ θ φ

∞
−

= =−

∂
= − = −

∂ ∑ ∑     (ข.3) 

( ) ( ) ( )1
, , ,2

0

1 ,
j

jE
r j k j k j kjE

j k j

jE M j r B Y
r r
ϕ θ φ

∞
−

+
= =−

∂ ⎡ + ⎤⎛ ⎞= − = − − ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑   (ข.4) 

 

ข.2 สนามไฟฟา Eθ  ภายในและภายนอกอนุภาค 

( )
( ),1

,
0

cos1 j
j kj ikI

j kI
j k j

dP
E r L e

r d
φ

θ

θϕ
θ θ

∞
−

= =−

∂⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
∑ ∑    (ข.5) 

( )
( ),,1 1

, 2
0

cos1 j
j kj kj j ikE

j k jE
j k j

dPB
E M r r e

r r d
φ

θ

θϕ
θ θ

∞
− −

+
= =−

⎡ ⎤∂⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ ∑   (ข.6) 

จากเอกลกัษณของการหาอนุพนัธของเลอช็องดรฟงกชนัสมทบ 
( )

( ) ( )( ) ( ),
,2

cos 1 1 cos cos
cos sin

j k
j k

dP
j P

d

θ
θ θ

θ θ
⎛ ⎞ ⎡ ⎤= +⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

  ( ) ( )1,2

1 1 cos
sin j kj k P θ

θ +
⎛ ⎞ ⎡ ⎤− − +⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

    (ข.7) 
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และความสัมพันธระหวางเลอช็องดรฟงกชันสมทบกับเลอช็องดรฟงกชันสมทบแบบบรรทัดฐาน 

( ) ( )
( ) ( ), ,

!
cos cos

!j k j k

j k
P P

j k
θ θ

−
=

+
      (ข.8) 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1, 1,

1 !
cos cos

1 !j k j k

j k j k
P P

j k j k
θ θ+ +

+ + −
=

− + +
.    (ข.9) 

แทนสมการที ่(ข.8) และ (ข.9) ลงในสมการที่ (ข.7) จะได 
( )

( ) ( )( ) ( ),
,2

cos 1 1 cos cos
cos sin

j k
j k

dP
j P

d

θ
θ θ

θ θ
⎛ ⎞ ⎡= +⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠

    

  ( )( ) ( )1,1 1 cosj kj k j k P θ+
⎤− − + + + ⎥⎦

.   (ข.10) 

เปลี่ยนอนุพันธของเลอช็องดรฟงกชันสมทบแบบบรรทัดฐานในสมการที่ (ข.5) และ (ข.6) จาก

ความสัมพันธ 
( )

( )
( )

( )
, ,cos cos

sin
cos

j k j kdP dP

d d

θ θ
θ

θ θ
= − .     (ข.11) 

แทนสมการที ่ (ข.11) ลงในสมการที ่ (ข.5) และ (ข.6) จากนั้นใชสมการที่ (ข.10) แทนลงไปและ

เขียนสมการใหมใหอยูในรูปของฮารมอนกิฟงกชันทรงกลมจะได 

( ) ( ) ( ){ }
1

, ,
0

1 cos ,
sin

jj

j k j kI
j k j

rE L j Yθ θ θ φ
θ

−∞

= =−

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

 ( ) ( ){ }1
2 2

, 1,
0

1 ,
sin

jj

j k j k
j k j

rL j k Y θ φ
θ

−∞

+
= =−

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑    (ข.12)  

( ) ( ) ( ){

( ) ( )}

,1
, ,2

0

2 2
1,

1 1 cos ,
sin

1 ,

j
j kj

j k j kjE
j k j

j k

B
E M r j Y

r

j k Y

θ θ θ φ
θ

θ φ

∞
−

+
= =−

+

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

− + −

∑ ∑
.  (ข.13)  

 
ข.3 สนามไฟฟา Eφ  ภายในและภายนอกอนุภาค 

( ) ( ) ( )
1

, ,
0

1 ,
sin sin

jj
I

j k j kI
j k j

rE L ik Y
rφ

ϕ θ φ
θ φ θ

−∞

= =−

⎛ ⎞∂⎛ ⎞= − = − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑    (ข.14) 

( ) 1
sin

I
E

E
rφ

ϕ
θ φ

∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( )
1

, , ,2
0

1 ,
sin sin

jj

j k j k j kj
j k j

rM ik B ik Y
r

θ φ
θ θ

−∞

+
= =−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  (ข.15) 
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ภาคผนวก ค 

 
กฎลูกโซ เอกลักษณของเลอช็องดรฟงกชันสมทบ และเอกลักษณของ         

ฮารมอนิกฟงกชันทรงกลมแบบบรรทัดฐาน 
 
ค.1 กฎลูกโซในการแปลงจากระบบพิกัดทรงกลมไปเปนระบบพิกัดคารทีเซียน 

[ ] cos cos sinsin cos
sin

a a a a

x r r r
ϕ ϕ ϕ ϕθ φ φθ φ

θ φ θ
∂ ∂ ∂ ∂ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (ค.1) 

[ ] cos sin cossin sin
sin

a a a a

y r r r
ϕ ϕ ϕ ϕθ φ φθ φ

θ φ θ
∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (ค.2) 

[ ] sincosa a a

z r r
ϕ ϕ ϕ θθ

θ
∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ⎣ ⎦

.      (ค.3) 

 
ค.2 เอกลกัษณของเลอรชอ็งดรฟงกชนัสมทบ 

 ( ) ( ) ( ) ( ),
1, 1, 1

cos cos cos 1 cos
sin sin

j k
j k j k

P
P j k P

θ θ θ θ
θ θ − − −

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (ค.4) 

( ) ( ) ( )1, 1, 1
cos2 cos cos
sin j k j kk P Pθ θ θ

θ − − +
⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

           ( )( ) ( )1, 11 cosj kj k j k P θ− −− − + − .  (ค.5) 

 
ค.3 เอกลกัษณของฮารมอนิกฟงกชันทรงกลมแบบบรรทัดฐาน 

( ) ( )
( ) ( ),

1,

, cos ,
sin sin

j k
j k

j kY
Y

j k
θ φ θ θ φ
θ θ −

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 

         ( )
( ) ( ) ( )1

1, 1

1
, i k k

k j k

j k
Y e

j k
φδ θ φ − +

− −

− −
−

+
    (ค.6) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
1, 1, 1

cos2 , 1 ,
sin

i k k
j k j kk Y j k j k Y e φθ θ φ θ φ

θ
− −

− − +
⎛ ⎞ = − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

          ( )( ) ( ) ( )1
1, 11 , i k k

k j kj k j k Y e φδ θ φ − +
− −− − + −  (ค.7) 

 

เมื่อ 1kδ =   เมื่อ 0k ≠ และ 1kδ = −  เมือ่ 0k = . 
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ภาคผนวก ง 
 

ตําแหนงของการวางเงามัลติโพลสําหรับระนาบอิเล็กโทรดเอียง 
 

 อนุภาครูปทรงกลมวางอยูระหวางระนาบอิเล็กโทรดเอียงซึ่งทํามุม 0α  และจุดศูนยกลาง

ของอนุภาควางอยูที่ตําแหนง ( )0 0,x z  ในระบบพิกัดคารทีเซียน เมื่อจุด O  เปนจุดกําเนิด ดังรูปที่ 

ง.1. พิจารณามัลติโพล ,j kB  วางอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค เงามัลติโพล ,j kB′  ที่กระทํากับ

ระนาบอิเล็กโทรดเอียงถูกวางดวยวิธีการที่เปนลําดับข้ันตอน. วิธีการวางเงามัลติโพลแบงออกได

เปน 2 ขั้นตอน. ขั้นตอนแรกคือวางเงามัลติโพล  ,j kB′  ที่กระทํากับอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรด

บน ข้ันตอนที่สองคือวางเงามัลติโพล  ,j kB′  ที่กระทํากับอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลาง. เงา

ลําดับที่ m  เมื่อ 1,2,3,...m =  ของเงามัลติโพล ,j kB′ ตามขั้นตอนที่หนึ่งและสองคือ 
( ), 1j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  

และ 
( ), 2j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  ตามลําดับ. รูปที่ ง.1 และ ง.2 แสดงตัวอยางของตําแหนงการวางเงามัลติโพล 

( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  
( ), 1 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦ และ 
( ), 2 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  ตามลําดับ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ ง.1 วางเงามัลติโพลทีก่ระทาํกับอิเลก็โทรดลางกอนอิเล็กโทรดบน. 

 
ตําแหนงของเงามัลติโพล 

( ), 1j k m
B′⎡ ⎤⎣ ⎦  คํานวณไดดังนี้ 

ตําแหนง ( ) ( )( )1 1 1 1,x z  คํานวณไดจาก  

( ) 01 1x x=          (ง.1) 

( ) 01 1z z= −          (ง.2) 

( )0 0,x z

O

Z 

X 0α

,j kB

( ) ( )( )1 2 1 2,x z

( ) ( )( )1 1 1 1,x z
( ), 1 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

�
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

( ), 1 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
�

( ), 1 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

0α
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ตําแหนง ( ) ( )( )1 1,m mx z  เมื่อ m เปนเลขคู  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 01 1 1 1 1 1 12 tan cos sinm m m mx x x zα α α− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (ง.3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 01 1 1 1 1 1 12 tan cos cosm m m mz z x zα α α− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (ง.4) 

ตําแหนง ( ) ( )( )1 1,m mx z  เมื่อ m เปนเลขคี ่

( ) ( )1 1 1m mx x −=          (ง.5) 

( ) ( )1 1 1m mz z −= −          (ง.6) 

ขนาดของเงามัลติโพล 
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดลางคือ 

( )
( ) 1

, ,1 1
1 j k

j k j kB B+ +′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ .       (ง.7) 

หลังจากหมุน 
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦ ไปเปน 

( ), 1 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
� ดวยมุม 0α  โดยใชสมการในภาคผนวก ก แลว ขนาด

ของเงามัลติโพล 
( ), 1 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

�  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดบนคํานวณไดจาก 

( )
( )

( )

1
, ,1 2 1 1

1 j k
j k j kB B+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� � .       (ง.8) 

เงามัลติโพล 
( ), 1 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  เกิดจากการหมุนมัลติโพล 

( ), 1 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
�  กลับดวยมุม 0α−  โดยใชสมการใน

ภาคผนวก ก เชนกัน. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ ง.2 วางเงามัลติโพลทีก่ระทาํกับอิเลก็โทรดบนกอนอิเล็กโทรดลาง. 

 

( )0 0,x z

O

Z 

X 0α

( ) ( )( )2 1 2 1,x z

( ), 2 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
�

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

( ), 2 1j kB⎡ ⎤⎣ ⎦
�

,j kB

( ), 2 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦( ) ( )( )2 2 2 2,x z

0α
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ตําแหนงของเงามัลติโพล 
( ), 2j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  คํานวณไดดังนี้ 

ตําแหนง ( ) ( )( )2 1 2 1,x z  คํานวณไดจาก  

( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 0 0 0 02 1 2 tan cos sinx x x zα α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (ง.9) 

( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 0 0 0 02 1 2 tan cos cosz z x zα α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (ง.10) 

ตําแหนง ( ) ( )( )2 2,m mx z  เมื่อ m เปนเลขคู  

( ) ( )2 2 1m mx x −=          (ง.11) 

( ) ( )2 2 1m mz z −= −          (ง.12) 

ตําแหนง ( ) ( )( )2 2,m mx z  เมื่อ m เปนเลขคี ่

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 02 2 1 2 1 2 12 tan cos sinm m m mx x x zα α α− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (ง.13) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 02 2 1 2 1 2 12 tan cos cosm m m mz z x zα α α− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (ง.14) 

ขนาดของเงามัลติโพล 
( ), 2 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

�  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดบนคือ 

( )
( ) 1

, ,2 1
1 j k

j k j kB B+ +⎡ ⎤′ = −⎣ ⎦
� �        (ง.15) 

เมื่อมัลติโพล ,j kB�  เกิดจากการหมุนมัลติโพล ,j kB  ดวยมุม 0α  โดยใชสมการในภาคผนวก ก. 

มัลติโพล 
( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  คํานวณไดจากการหมุน 

( ), 2 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
� กลับดวยมุม 0α−  โดยใชสมการใน

ภาคผนวก ก. ขนาดของเงามัลติโพล 
( ), 2 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรด

ลางคือ 

( )
( )

( )
1

, ,2 2 2 1
1 j k

j k j kB B+ +′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .      (ง.16) 
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ภาคผนวก จ 
 

แรงที่กระทําบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง 
 

 ขอมูลผลการคํานวณแรงบนอนุภาคจากการประมาณดวยไดโพล (dp) การประมาณดวย

ไดโพลและเงาของอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) และการคํานวณดวยมัลติโพลและเงาของอิเล็กโทรด

ทุกชุด (mps) ในหัวขอที่ 3.5.1. 

 

 
(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.1  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.2  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 

 

 



 96 

 

 
(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.3  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.4  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.5  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 30°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.6  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.7  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 60°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.8  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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ภาคผนวก ฉ 
 

การคํานวณแรงบนอนุภาคฉนวนภายในระนาบเอียงจากวิธีวิเคราะหโดยไมใช
วิธีทําซ้ําดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก 

 
ฉ.1 การคํานวณแรงระหวางไดโพล 1p  และ 2p  ที่มีมุมแตกตางกัน 
 ไดโพล 1p อยูในทิศตามแกน Z  และ ตําแหนงของไดโพล  2p  อยูหางจากไดโพล 1p  เปน

ระยะ r และทํามุม θ  ในระบบพิกัดทรงกลมที่มี 1p เปนจุดกําเนิด. มุม θ  เปนบวกเมื่อหมุนทวน

เข็มนาฬิกา ดังรูปที่ ฉ.1. ra  และ aθ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดทรงกลมซึ่งมี 1p เปนจุด

กําเนิดตามทิศ r  และ θ  ตามลําดับ. ไดโพล 2p  ทํามุม β  จากทิศทางของ 2p  มายัง r  โดยเปน

บวกเมื่อหมุนทวนเข็มนาฬิกา และเปนลบเมื่อหมุนตามเข็มนาฬิกา ดังรูปที่ ฉ.1.   

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ฉ.1 มุม และระยะในการคํานวณแรงระหวางไดโพล 1p  และ 2p  

 

สนามไฟฟาที่เกิดจาก 1p  ณ ตําแหนง 2p  คือ  

[ ]1
3

0

p
2cos sin

4
r

E

E a a
r

θθ θ
πε ε

= +       (ฉ.1) 

เมื่อ Eε  คือ สภาพยอมสัมพทัธของตัวกลาง และ 

 0ε  คือ สภาพยอมของสุญญากาศ  

แรงระหวางไดโพล 1p  และ 2p  คํานวณไดจาก 

( )2pF E= ∇i          (ฉ.2) 

แทน 2p  และ ∇  ลงในสมการที่ (ฉ.2)  

( )2 2
1p cos p sinr rF a a a a E

r rθ θβ β
θ

⎡ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
i    (ฉ.3) 

θ

ra

aθ

2p

1p

β

r

Z

X
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จัดรูปสมการที่ (ฉ.3) ใหม 

2 2
1p cos p sinE EF

r r
β β

θ
∂ ∂

= −
∂ ∂

      (ฉ.4) 

สนามไฟฟา E  ในพกิัดคารทีเซยีน ( ),x z  คือ 

( ) ( )1 2 2
3

0

p
3cos sin 2cos sin

4 x z
E

E a a
r

θ θ θ θ
πε ε

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦    (ฉ.5) 

เมื่อ xa  และ za  เปนเวกเตอรหนึง่หนวยตามแนวแกน X  และ Z  ตามลําดับ. 

 

อนุพนัธของ E  เทียบกับตัวแปร r  คํานวณไดจาก 

( ) ( )1 2 2
4

0

3 p
3cos sin 2cos sin

4 x z
E

E a a
r r

θ θ θ θ
πε ε

−∂ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∂
   (ฉ.6) 

เปลี่ยน xa  และ za  กลับเปน ra  และ aθ   

( )1
4

0

3 p
2cos sin

4 r
E

E a a
r r θθ θ

πε ε

−∂
= +

∂
     (ฉ.7) 

 

อนุพนัธของ E  เทียบกับตัวแปร θ  คํานวณไดจาก 

( ) ( )1 2 2
4

0

p1 3cos sin 2cos sin
4 x z

E

E a a
r r

θ θ θ θ
θ θπε ε
∂ ∂ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∂ ∂

  (ฉ.8) 

อนุพนัธของ E  เทียบกับตัวแปร θ  คือ 

( ) ( )1 2 2
4

0

3 p1 cos sin 2cos sin
4 x z

E

E a a
r r

θ θ θ θ
θ πε ε

−∂ ⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦∂
  (ฉ.9) 

เปลี่ยน xa  และ za  กลับเปน ra  และ aθ   

[ ]1
4

0

3 p1 sin cos
4 r

E

E a a
r r θθ θ

θ πε ε

−∂
= −

∂
     (ฉ.10) 

 

แทนคาอนุพนัธในสมการที ่(ฉ.7) และ (ฉ.10) ลงในสมการที่ (ฉ.4) 

[ ] ( ){ }1 2
4

0

3 p p
2cos cos sin sin sin

4 r
E

F a a
r θθ β θ β θ β

πε ε

−
= + + −⎡ ⎤⎣ ⎦   (ฉ.11) 

 

เมื่อมุม β  เปนบวก แรงระหวาง 1p  และ 2p  เปน 

[ ] ( ){ }1 2
4

0

3 p p
2cos cos sin sin sin

4 r
E

F a a
r θθ β θ β θ β

πε ε

−
= − + +⎡ ⎤⎣ ⎦   (ฉ.12) 
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ฉ.2 แรงบนอนุภาคฉนวนจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซํ้าดวยไดโพลและเงาไดโพล  
เนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรกเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง 
 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมมีเสนผาศูนยกลาง σ  และ สภาพยอมสัมพัทธ Nε  อยูในกาซที่

มีสภาพยอมสัมพัทธ Eε  ดังรูปที่ ฉ.2. จุดศูนยกลางของอนุภาคอยูที่ตําแหนง ( ),ρ α  ในระบบ

ระนาบเอียงซึ่งมีมุมระหวางระนาบ 0α  และมีเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศ ρ  และ α  เปน  aρ  และ 

aα  ตามลําดับ. ไดโพล 0p  ที่จุดศูนยกลางของอนุภาคเกิดจากสนามไฟฟาภายนอก 0E  (ในทิศ 

aα ) ซึ่งเกิดจากความตางศักย V ของอิเล็กโทรดทั้งสอง. 1p  และ 2p  เปนเงาไดโพลที่เกิดจาก 0p  

กับระนาบอิเล็กโทรดบนและลาง ตามลําดับ และหางจากไดโพล 0p  เปนระยะ 0r  และ 2r  

ตามลําดับ ดังรูปที่ ฉ.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ฉ.2 ตําแหนงและระยะหางระหวางไดโพล 0p กับเงาไดโพล 1p และ 2p  ของระนาบเอียง. 

 

ระยะ 0r  และ 2r  ในรูปที่ ฉ.2 คํานวณไดจาก 

( )0 02 sinr ρ α α= −         (ฉ.13) 

( )2 2 sinr ρ α=         (ฉ.14) 

ไดโพล 0p , 1p  และ 2p  คํานวณไดจาก 

0p Kaα=          (ฉ.15) 

( ) ( )1 0 0p sin 2 2 cos 2 2K a aρ αα α α α⎡ ⎤= − − + −⎣ ⎦     (ฉ.16) 

( ) ( )2p sin 2 cos 2K a aρ αα α⎡ ⎤= +⎣ ⎦       (ฉ.17) 

เมื่อ  ( )
( )2

N E

N E

ε ε
γ

ε ε
−

=
+

 และ 
3 3

0
0 0

0

4
2 2

E
E

VK E πε ε γσσπε ε γ
ρα

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

O

aρ

aα V

ρ
α0α

0r

2r

1p

0p

2p

0Eα

Eε

Nε

X

Z
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ฉ.2.1 แรงที่เงาไดโพล 1p  กระทํากับ 0p  
 รูปที่ ฉ.3 แสดงตําแหนง มุม และระยะระหวางไดโพล 0p  กับเงาไดโพล 1p . 1p  อยูหาง

จาก 0p  เปนระยะ 0r  และทํามุม ( )0α α−  ในระบบพิกัดทรงกลมซึ่งมี 0p  เปนจุดกําเนิด โดยที่ 

,0ra  และ  ,0aθ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดทรงกลมตามทิศ  0r  และ  ( )0α α−  

ตามลําดับ ดังรูปที่ ฉ.3. 1p  ทํามุม ( )0α α−  ตามเข็มนาฬิกาจากแกนของ 1p  มายัง 0r . จาก

สมการที่ (ฉ.15) และ (ฉ.16) จะได 0 1p p= .  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ฉ.3 ตําแหนง มุม และระยะของไดโพล 0p  กับเงาไดโพล 1p . 

 

จากสมการที่ (ฉ.11) เมื่อแทนมุม ( )0θ α α= −  และมุม ( )0β α α= −  จะไดแรงที่ 0p กระทํากับ 

1p  เปน 

( ) ( )
0 1

2
0 2 2

0 0 ,04
0 0

3 p
2cos sin

4p p r
E

F a
r

α α α α
πε ε

−
⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦    (ฉ.18) 

ดังนั้น แรงที่เงาไดโพล 1p กระทํากับไดโพล 0p  คือ 

( ) ( ){ }1 0

2
0 2 2

0 0 ,04
0 0

3 p
2cos sin

4p p r
E

F a
r

α α α α
πε ε

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦    (ฉ.19) 

จากรูปที่ ฉ.3 ,0ra  และ ,0aθ  เปลี่ยนเปน aρ  และ aα  โดยหมุนตามเข็มนาฬิกาไปเปนมุม 

( )0α α− . ดังนั้นแรง 
1 0p pF ในทิศ aρ  และ aα  เปน 

( ) ( ){

( ) ( ) }
1 0

2
0 2

0 04
0 0

2
0 0

3 p
cos 1 sin

4

cos 1 cos

p p
E

F a
r

a

ρ

α

α α α α
πε ε

α α α α

⎡ ⎤= − − + −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + −⎣ ⎦

   (ฉ.20) 

O

aρ

aα

ρ
α0α

0r

1p

0p

,0ra

,0aθ

( )0α α−

( )0α α−

α

Z

X

aρ−
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ฉ.2.2 แรงที่เงาไดโพล 2p  กระทํากับ 0p  
 รูปที่ ฉ.4 แสดงตําแหนง มุม และระยะระหวางไดโพล 0p กับเงาไดโพล 2p . 0p  อยูหาง

จาก 2p  เปนระยะ 2r  และทํามุม α  ในระบบพิกัดทรงกลมซึ่งมี 2p  เปนจุดกําเนิด โดยที่ ,2ra  

และ ,2aθ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดทรงกลมตามทิศ 2r  และ α  ตามลําดับ   ดังรูปที่ 

ฉ.4. 0p  ทํามุม α  ตามเข็มนาฬิกาจากแกนของ 0p  มายัง 2r  . จากสมการที่ (ฉ.15) และ (ฉ.17) 

จะได 0 2p p= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ ฉ.4 ตําแหนง มุม และระยะของไดโพล 0p กับเงาไดโพล 2p . 

 

จากสมการที่ (ฉ.11) เมื่อแทนมุม θ α=  และ มุม β α=  จะไดแรงที่ 2p  กระทํากับ 0p  เปน 

{ }2 0

2
0 2 2

,24
0 2

3 p
2cos sin

4p p r
E

F a
r

α α
πε ε

−
⎡ ⎤= +⎣ ⎦      (ฉ.21) 

จากรูปที่ ฉ.4 ,2ra  และ ,2aθ  เปลี่ยนเปน aρ  และ aα  โดยหมุนทวนเข็มนาฬิกาไปเปนมุม α   

ดังนั้น แรง
2 0p pF ในทิศ aρ  และ aα  คือ 

( ){ ( ) }2 0

2
0 2 2

4
0 2

3 p
cos 1 sin cos 1 cos

4p p
E

F a a
r ρ αα α α α

πε ε
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (ฉ.22) 

 
ฉ.2.3 แรงลัพธที่กระทําบนไดโพล 0p  
 แรงลัพธทั้งหมดที่กระทําบนไดโพล 0p  เกิดจากเงาไดโพล 1p  และ 2p . แรงจากเงาไดโพล 

1p  ในสมการที่ (ฉ.20) เมื่อแทน 0r  จากสมการที่ (ฉ.13) ลงไป จะได 

O

aρ

aα V

ρα0α
2r

0p

2p

,2ra

,2aθ

α

α

Z

X
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( )
( )1 0

2 2
00

4 3
0 0

cos 13 p
64 sinp p

E

F aρ

α α

πε ε ρ α α

⎧ ⎡ ⎤− +⎪ ⎣ ⎦= −⎨ −⎪⎩
  

( ) ( )
( )

2
0 0

4
0

cos 1 cos
sin

aα
α α α α

α α

⎫⎡ ⎤− + − ⎪⎣ ⎦+ ⎬− ⎪⎭
   (ฉ.23) 

แรงจากเงาไดโพล 2p  ในสมการที่ (ฉ.22) เมื่อแทน 2r  จากสมการที่ (ฉ.14) ลงไป จะได 

2 0

2 2 2
0

4 3 4
0

cos 1 cos 1 cos3 p
64 sin sinp p

E

F a aρ α

α α α

πε ε ρ α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (ฉ.24) 

 

จากสมการที่ (ฉ.23) และ (ฉ.24) แรงลัพธที่กระทําบนไดโพล 0p  ในทิศ ρ  และ α  เปน 

( )
( )

( )
( )

2 2 2
00

4 3 3
0 0

cos 1 cos 13 p
64 sin sinE

Fρ

α α α

πε ε ρ α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +− ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= +⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
   (ฉ.25) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2
0 00

4 4 4
0 0

cos 1 cos cos 1 cos3 p
64 sin sinE

Fα

α α α α α α

πε ε ρ α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
 (ฉ.26) 

 

แทน 0p  จากสมการที่ (ฉ.15) ลงในสมการที่ (ฉ.25) และ (ฉ.26) จะได 

( )
( )

( )
( )

2 2
01

6 2 3 3
0 0

cos 1 cos 13
256 sin sin

KFρ

α α α

ρ α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +− ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= +⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
   (ฉ.27) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
0 01

6 2 4 4
0 0

cos 1 cos cos 1 cos3
256 sin sin

KFα

α α α α α α

ρ α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
 (ฉ.28) 

เมื่อ 2 6 2
1 0 EK Vπε ε γ σ= . 

 
ฉ.3 แรงบนอนุภาคฉนวนจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซํ้าดวยไดโพลและเงาไดโพล 
เนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรกเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง 
 เมื่ออนุภาคสมัผัสกับอิเล็กโทรดลาง ระยะหางจากจุดศูนยกลางของอนุภาคกับอิเลก็โทรด

ลางเทากับ / 2σ . ดังนัน้ sinα คํานวณไดจาก 

sin
2
σα
ρ

=          (ฉ.29) 

เมื่อแทนสมการที่ (ฉ.29) ลงในสมการที่ (ฉ.27) และ (ฉ.28) แรงลัพธที่กระทําบนอนุภาคในทิศ ρ  

และ α  เปน 

( ) ( )2 2 2 2
1

5 2 3 3
0

2 16 23
256

dKF
dρ

ρ ρ σ

ρ α σ

⎧ ⎫− −− ⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

    (ฉ.30) 
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( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1
5 2 4 4

0

2 16 2 43
256

d dKF
dα

ρ ρ ρ σ ρ σ

ρ α σ

⎧ ⎫− − − −⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (ฉ.31) 

เมื่อ  ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 04 / 2 sin / 2 cosd ρ σ α σ α= − − . 

 แ ร ง *Fρ  แ ล ะ  *Fα  เ มื่ อ เ ป ลี่ ย น ร ะ ย ะ  ρ  โ ด ย ที่  
( )min

0

/ 2
sin / 2

σρ
α

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 แ ล ะ 

max min
11

2
σρ ρ ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
ที่ 0α = 30°,45°,60°,90°  แสดงไวในรูปที่ ฉ.5 และ ฉ.6 ตามลําดับ. คาที่

ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐานของระยะ และ แรง เปน σ  และ ( ) 2
01/ 8 Vε  ตามลําดับ โดยที่

เครื่องหมาย * แทนตัวแปรที่ทําใหเปนบรรทัดฐานแลว. 
 

 
รูปที่ ฉ.5  *Fρ  จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.30) เมื่ออนุภาคอยูติดกับอิเล็กโทรดลาง 

 กับการเปลีย่นคา ρ  ที่ 0α = 30°,45°,60°,90° . 

 

 
รูปที่ ฉ.6  *Fα  จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.31) เมื่ออนุภาคอยูติดกับอิเล็กโทรดลาง 

 กับการเปลีย่นคา ρ  ที่ 0α = 30°,45°,60°,90° . 
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ฉ.4 แรงสูงสุดบนอนุภาคจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซํ้าดวยไดโพลและเงาไดโพลเนือ่ง
จากอิเล็กโทรดชุดแรกภายในระนาบเอียง  
 กําหนดให ,maxFρ  และ ,maxFα  เปนขนาดของแรงมากที่สุดในทิศ ρ  และ α  เมื่อมุม 0α  

คงที่ ตามลําดับ. ,maxFρ  เพิ่มมากขึ้น และ ,maxFα  ลดลงตามการเพิ่มข้ึนของมุม 0α . ,maxFρ เกิดขึ้น

เมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดบนและลาง และ ,maxFα  ในที่นี้เกิดขึ้นเมื่อตําแหนงของอนุภาค

สัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง. ตําแหนงของอนุภาคที่เกิด ,maxFρ  มี 0 /α α= 2  และ minρ ρ= . แทน

คาดังกลาวลงในสมการที่ (ฉ.27) จะได  

( ) ( ){ }2 32
,max 0 02

0

3 cos / 2 1 sin / 2
2
KFρ α α
α

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦     (ฉ.32) 

เมื่อ 2 2
2 0 EK Vπε ε γ= . 

 *
,maxFρ จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.32) เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  แสดงไวในรูปที่  ฉ.7. 

เมื่อมุม 0α  เพิ่มมากขึ้น ,maxFρ  เพิ่มข้ึน และ การเพิ่มข้ึนของ ,maxFρ คอยๆ ลดลงเมื่อมุม 0α  เขา

ใกล 90°  ดังรูปที่ ฉ.7. การเปลี่ยนแปลงของ *
,maxFα  และระยะ *ρ  ณ ตําแหนงที่เกิด *

,maxFα  

เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°   แสดงไวในรูปที่ ฉ.8 และ ฉ.9 ตามลําดับ. เมื่อมุม 0α  เพิ่มมากขึ้น ,maxFα  

ลดลง และลดลงเปนเชิงเสนเมื่อมุม 0α  เขาใกล 90°  ดังรูปที่ ฉ.8. ในที่นี้ ตําแหนง ρ  ที่เกิด 

,maxFα คํานวณจากสมการที่ (ฉ.31) ดวยวิธีการสมมติและตรวจสอบกลับ (trial and error 

method) และระยะ ρ  ที่เกิด ,maxFα ลดลงเมื่อมุม 0α  เพิ่มมากขึ้น ดังรูปที่ ฉ.9. 

 

 
รูปที่ ฉ.7 *

,maxFρ  จากการคํานวณดวยสมการที ่(ฉ.31) เมื่อ 0α = 5°  ถงึ 90° . 
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รูปที่ ฉ.8 *

,maxFα  จากการคํานวณดวยสมการที ่(ฉ.30) เมื่อ 0α = 5°  ถงึ 90° . 

 

 
รูปที่ ฉ.9 ระยะ *ρ  ที่เกิด *

,maxFα  เมือ่ 0α = 5°  ถึง 90° . 
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ภาคผนวก ช 
 

แรงที่กระทําบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง 
 

 ขอมูลผลการคํานวณแรงบนอนุภาคจากการประมาณดวยไดโพล (dp) การประมาณดวย

ไดโพลและเงาของอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) และการคํานวณดวยมัลติโพลและเงาของอิเล็กโทรด

ทุกชุด (mps) ในหัวขอที่ 3.5.2. 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ ช.1  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง 

ที่ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
 



 112 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ ช.2  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง 

ที่ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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 ภาคผนวก ซ 
 

ตําแหนงของการวางเงามัลติโพลสําหรับการคํานวณดวย 
ระนาบอิเล็กโทรดคูขนาน 

 

 อนุภาควางอยูระหวางอิเล็กโทรดคูขนานซึ่งวางหางกันเปนระยะ zL ดังรูปที่ ซ.1. 

พิจารณามัลติโพล ,j kB  วางอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาคซึ่งอยูสูงกวาอิเล็กโทรดลางเปนระยะ 

h . เงามัลติโพล ,j kB′  ที่กระทํากับอิเล็กโทรดคูขนานถูกวางดวยวิธีการที่เปนลําดับข้ันตอน. วิธีการ

วางเงามัลติโพลแบงออกไดเปน 2 ข้ันตอน. ข้ันตอนแรกคือวางเงามัลติโพล  ,j kB′  ที่กระทํากับ

อิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบน สวนขั้นตอนที่สองคือวางเงามัลติโพลสลับลําดับกันกลาวคือวาง

เงามัลติโพล   ,j kB′  ที่กระทํากับอิเล็กโทรดบนกอนอิ เล็กโทรดลาง .  เงาลําดับที่  m  เมื่อ 

1,2,3,...m =  ของเงามัลติโพล ,j kB′ ตามขั้นตอนที่หนึ่งและสองคือ 
( ), 1j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  และ 
( ), 2j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  

ตามลําดับ. รูปที่ ซ.1 แสดงตัวอยางของการวางเงามัลติโพล 
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  และ 

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ซ.1 การวางเงามัลติโพลที่กระทํากบัระนาบอเิล็กโทรดคูขนาน. 

 

ตําแหนงของเงามัลติโพล 
( ), 1j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  และ 
( ), 2j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  คํานวณไดจากสมการ 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 %2m
z zmz m L L m h⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (ซ.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
2 1 1 %2m

z z zmz m L m L L h− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦    (ซ.2) 

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

h

zL
zL h−

zL h−

h

,j kB

( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

0z =
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เมื่อ 1( )mz   คือ ตําแหนงของเงามัลติโพล 
( ), 1j k m

B⎡ ⎤⎣ ⎦
�  

2( )mz   คือ ตําแหนงของเงามัลติโพล
( ), 2j k m

B⎡ ⎤⎣ ⎦
�  และ 

 %   คือ เครื่องหมายซึ่งแสดงเศษที่ไดหลังการหาร และ 0z =  ที่ตําแหนงของ 

        อิเล็กโทรดลาง.  

ในรูปที่  ซ .1 นั้น  เงามัลติโพล  
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  และ  

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦ วางอยูที่ตําแหนง  ( )1 1z h= −  และ 

( )2 1 2 zz L h= −  ตามลําดับ. ขนาดของเงามัลติโพล ,j kB′  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบน

อิเล็กโทรดคูขนานคํานวณไดจาก 

( ) 1
, ,1 j k

j k j kB B+ +′ = − .        (ซ.3) 
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ภาคผนวก ฌ 
 

ผลการจําลองของไหลอีอารที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูก ดวยแบบจําลองไดโพล
และแบบจําลองมัลติโพล 

 

 ขอมูลเพิ่มเติมจากการจําลองของไหลอีอารในหัวขอที่ 4.5.2. ของไหลอีอารที่ใชในการ

จําลองมีการจัดวาง และขอมูลทางกายภาพที่ใชในการคํานวณตามหัวขอที่ 4.1. 
 

 
Dipole (dp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   
(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 

 

 
Multipole (mp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
t = 0 ms 

(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 
 

รูปที่ ฌ.1  ตําแหนงของอนุภาคในของไหลอีอารระบบ (a) จากการจําลองดวยแบบจําลองไดโพล

และแบบจําลองมัลติโพล. 
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Dipole (dp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   
(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 

 

 
Multipole (mp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
t = 0 ms 

(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 
 

รูปที่ ฌ.2  ตําแหนงของอนุภาคในของไหลอีอารระบบ (b) จากการจําลองดวยแบบจําลองไดโพล

และแบบจําลองมัลติโพล. 
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Dipole (dp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   
(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 

 

 
Multipole (mp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
t = 0 ms 

(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 
 

รูปที่ ฌ.3 ตําแหนงของอนุภาคในของไหลอีอารระบบ (c) จากการจําลองดวยแบบจําลองไดโพล

และแบบจําลองมัลติโพล. 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 

   นายอรรณพ ล้ิมสีมารัตน เกิดวันที่ 9 กันยายน พ.ศ. 2517 ที่กรุงเทพมหานคร สําเร็จ

การศึกษาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต และ วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิศวกรรมไฟฟา จาก

จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2538 และ 2542 ตามลําดับ  เขาศึกษาตอในหลักสูตร

วิศวกรรมศาสตรดุษฎีบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมไฟฟา ณ ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา คณะ

วิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ตั้งแตปการศึกษา 2545 จนถึงปจจุบัน 
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