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 This thesis presents the utililsation of local a grid refinement (LGR) in 

conjunction with a residual error estimator for 2D thermal stress problems with a 

unstructured, cell-center finite volume method (FVM). LGR increases the accuracy and 

reduces computation costs by refining only parts of the computation domain where small 

control volumes are needed in the the h-refinement manner.      
The simplified residual error of a given control volume is estimated from the 

average discrepancy of the unknown variables at the mid-points between the 

corresponding nodes of the control volume i.e., and adjacent nodes. The interpolation 

between two adjacent nodes and the extrapolation by st1  order Taylor series from the 

node is used to identify cells for refinement in next level. The error estimator for heat 

conduction problems are calculated by temperature and by temperature and displacement 

vector components for thermal stress problems. The LGR can be terminated by setting 

number of refinement levels, percentage of adaptive area or normalized residual error.     

The program is verified by solving heat conduction and thermal stress test cases 

and the solutions are compared with the exact solutions and numerical solutions from 

Easy FEM program. It is shown that the improvements of solutions are obtained from 

LGR. When applying LGR to results of the topology design by evolutionary algorithm, 

some solutions are excluded from set of non-dominated solutions and better temperature 

distributions are observed. 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
 

ในบทนี้จะกลาวถึง ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ  รูปแบบของปญหาที่นํามาวิเคราะห  
วัตถุประสงค ขอบเขตของวิทยานิพนธ ข้ันตอนการดําเนินงาน และประโยชนที่จะไดรับจาก
วิทยานิพนธ นี ้
 
   

1.1 ความสําคัญและท่ีมาของวิทยานิพนธ  
  

ในหลายทศวรรษที่ผานมา ไดมีการนําการจําลองแบบดวยวิธีเชิงตัวเลขมาศึกษาและวิเคราะห
ปญหาทางดานวิศวกรรม เพื่อใชในการออกแบบและแกปญหาตางๆ การคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขมีขอไดเปรียบหลายประการเมื่อเทียบกับการทดลอง เชน สามารถหาผลเฉลยของปญหาไดอยาง
รวดเร็วและแมนยําเพียงพอสําหรับการใชงานจริง  ความซับซอนในการเตรียมการที่นอยกวา สะดวก
ในการดําเนินการ และตนทุนคาใชจายที่ต่ํา อีกทั้งความกาวหนาทางเทคโนโลยีและประสิทธิภาพของ
คอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นอยางรวดเร็ว ทําใหการนําความรูความเขาใจในระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมา
ผสมผสานกับวิชากลศาสตรแขนงตางๆ รวมกับความรูทางดานภาษาคอมพิวเตอร เพื่อทําการพัฒนา
โปรแกรมคอมพิวเตอรมาใชในการแกปญหา กําลังเปนที่นิยมกันอยางแพรหลายในปจจุบัน 
 
 โดยทั่วไปทฤษฎีทางกลศาสตรในงานวิศวกรรมนั้น จะแสดงลักษณะทางกายภาพของปญหา
อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธยอย  (Partial Differential Equations, PDEs) โดยสามารถสรางมา
จากสมการครอบคลุม สมการเฉพาะเจาะจง ภาระ เงื่อนไขเบื้องตน และเงื่อนไขขอบเขตของปญหา ซึ่ง
การหาผลเฉลยแมนตรงไมสามารถทําไดโดยงายและบางปญหาอาจหาผลเฉลยไมได จึงไดมีการนํา
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเขามาใชในการหาผลเฉลย โดยการเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธยอยใหอยูในรูปของ
ระบบสมการพีชคณิต แลวทําการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรแกระบบสมการ เพื่อหาคาประมาณ
ผลเฉลยของปญหา การเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธยอยเปนระบบสมการพีชคณิตมีอยูหลายวิธี เชน 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Methods, FEM) ระเบียบวิธีผลตางอันตะ (Finite 

Different Method, FDM) และระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม (Finite Volume Methods, FVM)  
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ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่นํามาใชหาผลเฉลยไมวาจะเปนระเบียบวิธีใดก็ตาม จะตองทําการแบง
ขอบเขตของปญหา (Spatial Discretisation) ออกเปนสวนยอยๆ โดยในระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมจะ
เรียกแตละสวนยอยเหลานี้วา ปริมาตรควบคุม (Control Volume) เพื่อนําไปใชหาผลเฉลยโดยการ
ประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอยในปริมาตรควบคุมนี้ คาความคลาดเคลื่อน (Error,ε ) ของผลเฉลย
ที่ไดจะข้ึนอยูกับขนาดของปริมาตรควบคุม ( xδ ) เชน ถาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชมีอันดับความ
แมนยํา (Order of Accuracy) เทากับสอง คาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยจะแปรผันตามขนาดของ
สวนแบงยอยยกกําลังสอง หรือ 2xε δ∝  เปนตน 
 
 จะเห็นวาการแบงยอยขอบเขตของปญหาใหมีขนาดเล็กลง ทําใหผลเฉลยมีความถูกตองมาก
ขึ้น เมื่อลดขนาดปริมาตรควบคุมลง จนไดคําตอบที่ไมเปล่ียนแปลงอีกหรือผลเฉลยที่ไดไมขึ้นอยูกับ
ขนาดของกริด (Grid Independency) จะถือไดวาผลการคํานวณที่ไดมีความถูกตอง คือมีการลูเขา
ของผลเฉลย แตการแบงขอบเขตของปญหาใหมีขนาดเล็กสม่ําเสมอทั้งโดเมน ทําใหมีจํานวนตัวแปร
ไมทราบคาจํานวนมาก ระบบสมการพีชคณิตมีขนาดใหญทําใหตองใชหนวยความจํา (RAM) และ
เวลาในการคํานวณ (CPU Time) เพิ่มมากขึ้นดวย ดังนั้นการแบงยอยปริมาตรควบคุมใหมีขนาดเล็ก
เฉพาะบริเวณที่จําเปนจะชวยใหจํานวนตัวแปรไมทราบคามีเฉพาะที่จําเปนเทานั้น และผลเฉลยที่ไดมี
ความถูกตองเทาเทียมกับการแบงเทากันทั้งโดเมน 
 
 โครงการวิจัยนี้ เปนการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม
เฉพาะบริเวณ (Local Grid Refinement, LGR) เพื่อใชในการวิเคราะหการกระจายของอุณหภูมิ
เนื่องจากการนําความรอนและความเคนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ (Thermal Stress) ดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม โดยผลการคํานวณที่ไดหลังการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลวจะมีคาความ
ถูกตองมากขึ้น และพิจารณาเงื่อนไขที่จะนําไปเปนเงื่อนไขหยุดการปรับขนาด ทั้งนี้โปรแกรมที่ได
สามารถนํามาใชรวมกับวิธีการออกแบบทอพอโลยี (Topology Design) ของโครงสรางเพื่อใหได
คําตอบถูกตองยิ่งข้ึนได 
 

การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรในโครงการวิจัยนี้ ไดทําการพัฒนาบนระบบปฏิบัติการลี
นุกซ (Linux) รุนทะเล (Thai Language Extension, TLE) ซึ่งเปนระบบปฏิบัติการซึ่งพัฒนาโดย
ความรวมมือระหวางองคกรตางๆ ภายในประเทศไทย โดยทําการเขียนโปรแกรมดวยภาษา C++ซึ่ง
เปนภาษาที่ไดรับความนิยมในการพัฒนาโปรแกรม  เนื่องจากระบบปฏิบัติการลีนุกซ เปน
ระบบปฏิบัติการเปด (Open Source) และเปนฟรีแวร (Free Ware) ซึ่งจะเห็นไดวาการพัฒนา
โปรแกรมคอมพิวเตอรบนระบบปฎิบัติการเปดเริ่มเปนที่แพรหลาย เพื่อไมเปนการละเมิดทรัพยสิน
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ทางปญญา ลดคาใชจายในการซื้อโปรแกรมที่มีลิขสิทธิ์ และเพื่อใหสามารถเผยแพรโปรแกรมตอไป
โดยงาย 

 
 

1.2 รูปแบบของปญหา  
 
ปญหาที่นํามาพิจารณาในโครงการวิจัยนี้ คือ ปญหาการนําความรอน และความเคนที่เกิดขึ้น

เนื่องจากอุณหภูมิในสภาวะสมดุล ของวัตถุที่มีความยืดหยุนเชิงเสน (Linear Elastic) และมีการผิด
รูปนอย (Small Deformation) สมการความสัมพันธที่นํามาพิจารณาประกอบดวย สมการอนุรักษ
โมเมนตัมเชิงเสน (Conservative of Linear Momentum) สมการอนุรักษพลังงานความรอน 
(Conservation of Energy) สมการการถายเทความรอนของฟูเรียร (Fourier’s Law) และสมการ
ความสัมพันธของความเคนและความเครียด (Stress-Strain Relationship) ในสองมิติ แลวสราง
ระบบสมการแบบจําลองทางคณิตศาตร (Mathematical Model) เมื่อไดแบบจําลองแลวจะนําไป
สรางระบบสมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid โดยใชปริมาตร
ควบคุมสี่เหลี่ยมมุมฉาก ทั้งยังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม หรืออาจกลาวไดอีกอยางวาการปรับ
ขนาดกริด เฉพาะในบริเวณที่จําเปน การปรับขนาดจะพิจารณาโดยใชคาความผิดพลาดตกคางที่เกิดขึ้น
จากการคํานวณของแตละปริมาตรควบคุม แลวทําการแบงยอยปริมาตรควบคุมนั้นเปน 4 สวนเทากัน 
เพื่อเพิ่มความถูกตองของผลการคํานวณ แลวทําการเปรียบเทียบผลกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือ
โปรแกรมอื่นๆ ที่ไดรับการยอมรับ เพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 

 
 

1.3 วัตถุประสงค 
 

วัตถุประสงคของวิทยานิพนธนี้ คือ  การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการจําลองแบบ
เชิงตัวเลขของโครงสราง 2 มิติ ที่รับภาระเชิงกลและความรอน ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เพื่อใหได
คําตอบที่มีความถูกตองเพิ่มมากขึ้นหลังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยมีการวิเคราะหถึง
เงื่อนไขทีจ่ะนํามาใชกําหนดปรับขนาดและเงื่อนไขที่ใชในการหยุดการปรับขนาด 
 

ในโครงการวิจัยนี้จะทําการพัฒนาโปรแกรมดวยภาษา C++ ที่เขียนบนระบบปฏิบัติการเปด 
Linux TLE โดยประมวลผลโดยใชคําสั่ง g++ ในรูปสัญนิยมเทนเซอร (Tensor Notation) โดย
ผลลัพธที่ได คือ โปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถนําไปประยุกตในการจําลองแบบปญหาโครงสราง
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ทั่วไปและยังสามารถนํามารองรับการออกแบบทอพอโลยี ดวยการขั้นตอนวิธีทางพันธุศาสตร 
(Genetic Algorithm, GA) ไดอีกดวย 
 
 

1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 
1. ศึกษาแบบจําลองทางคณิตศาสตรสําหรับของแข็งที่มีคุณสมบัติยืดหยุนเชิงเสน และมีการผิด
รูปนอย กรณีศึกษาการนําความรอน และความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ 
 
2. ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมเซลลเซ็นเตอร (Cell Center Finite Volume 

Method) ดวยภาษา C++ บนระบบปฏิบัติการเปด Linux TLE สําหรับปญหาสองมิติในระบบพิกัด
ฉาก ที่มีปริมาตรควบคุมสี่เหล่ียมมุมฉากแบบ Unstructured Grid โดยมีการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุมเฉพาะบริเวณที่จําเปน โดยพิจารณาเงื่อนไขการปรับขนาดจากคาความผิดพลาดตกคางของแต
ละปริมาตรควบคุม แลวทําการแบงยอยปริมาตรควบคุมนั้นเปน 4 สวนเทากัน เพื่อใหผลการคํานวณที่
ไดมีความถูกตองเพิ่มมากข้ึน  
 
3. ทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น กับกรณีศึกษาการนําความรอนและความเคนที่
เกิดเนื่องจากอุณหภูมิตางๆ แลวเทียบผลเฉลยกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือโปรแกรมอ่ืนๆ ที่
ไดรับการยอมรับ เพื่อเปรียบเทียบความถูกตองของโปรแกรม และนําโปรแกรมที่พัฒนามาใชรวมกับ
การออกแบบทอพอโลยีโดยใชวิธีขั้นตอนทางพันธกุรรม 
 
 
1.5 ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 
1. ศึกษาหลักการและทฤษฎีที่เกี่ยวของซึ่งประกอบดวย การสํารวจงานวิจัยที่ผานมาเก่ียวกับการ
ปรับขนาดกริดเฉพาะบริเวณ การจําลองแบบทางคณิตศาสตรสําหรับวัตถุยืดหยุนเชิงเสน สมการ
อนุรักษโมเมนตัม สมการอนุรักษพลังงาน ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid และ
การออกแบบทอพอโลย ี
 
2. ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อหาผลเฉลยการนําความรอนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
โดยใชปริมาตรควบคุมรูปสี่เหล่ียมมุมฉาก  
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3. พัฒนาโปรแกรมใหสามารถทําการแบงยอยกริดเฉพาะบริเวณได เพื่อใหไดคําตอบที่มีความ
ถูกตองเพิ่มมากข้ึน หลังการแบงยอยปริมาตรควบคุม และพิจารณาเงื่อนไขที่นํามาหยุดการปรับขนาด
ปริมาตรควบคุม 
 
4. พัฒนาโปรแกรมใหสามารถหาคาความเคนที่เกิดเนื่องจากอุณหภูมิได 
 
5. ทดสอบความความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น เปรียบเทียบกับปญหาที่
มีผลเฉลย โดยอางอิงผลกับผลการคํานวณดวยโปรแกรมที่มีไฟไนตเอลิเมนต Easy FEM  
 
6. นําโปรแกรมที่ไดมาประยุกตใชในการออกแบบทอพอโลยี โดยใชข้ันตอนวิธีทางพันธุกรรม
สําหรับปญหาการนําความรอน 
 
7. เขียนบทความวิจัย 
 
8. สรุปผลและจัดทําวิทยานิพนธเพื่อนําเสนอ 
 
9. สอบวิทยานิพนธ 
 
 

1.6 ประโยชนท่ีจะไดรับ 
 
1. กอใหเกิดความรูความเขาใจถึงการจําลองแบบเชิงตัวเลข ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับ
การเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร ที่ต้ังอยูบนสัญนิยมเทนเซอร โดยสามารถอธิบายปญหาทางกายภาพ
เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร และอธิบายความหมายทางกายภาพของผลลัพธได 
 
2. โปรแกรมคอมพิวเตอร ที่เขียนบนระบบปฎิบัติการ Linux สําหรับวิเคราะหการกระจายของ
อุณหภูมิเนื่องจากการนําความรอน และความเคนที่เกิดเนื่องจากอุณหภูมิในวัสดุที่มีความยืดหยุนเชิง
เสนดัวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ซึ่งมีการทําการปรับขนาดกริดเฉพาะบริเวณ เพื่อใหไดคําตอบที่มี
ความถูกเพิ่มข้ึนโดยมีจํานวนปริมาตรควบคุมเฉพาะที่จําเปนเทานั้น 
 
3. สามารถนําโปรแกรมมาประยุกตในการออกแบบทอพอโลยีของโครงสราง โดยใชข้ันตอนวิธี
ทางพันธกุรรม สําหรับปญหาความรอนได 
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4. เปนแนวทางสําหรับการศึกษาและพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid 
โดยใชสัญนิยมเทนเซอร ตอไป 
 
 
 
 



บทที่ 2 
 

เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

 
2.1  บทนํา  
 
 การจําลองแบบเพื่อหาผลเฉลยของปญหาในทางวิศวกรรม เชน  ปญหาการนําความรอน การ
หาคาความเคน หรือปญหาของไหล เปนตน การกระจายตัวของปริมาณตางๆ ในแตละบริเวณของ
ขอบเขตของปญหา โดยทั่วไปจะมีขนาดที่ไมเทากัน มีทั้งบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงนอยและบริเวณที่
มีการเปล่ียนแปลงมาก ทั้งนี้ข้ึนอยูกับลักษณะรูปรางของโดเมน ภาระที่กระทํา เงื่อนไขเริ่มตน และ
เงื่อนไขขอบเขตของปญหา 
 
 ดังนั้นในการคํานวณหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตางๆ ที่ไดกลาวมา ในบริเวณที่มีการ
เปล่ียนแปลงมาก จําเปนตองใชปริมาตรควบคุมที่มีขนาดเล็กเพื่อใหคาที่คํานวณไดมีความถูกตอง
แมนยํา ในทํานองเดียวกันบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงของผลเฉลยนอยสามารถเลือกใชปริมาตร
ควบคุมที่มีขนาดใหญไดเพื่อลดจํานวนปริมาตรควบคุมใหนอยลง ซึ่งผลที่คํานวณไดจะมีความแมนยํา
เชนกัน จะเห็นไดวาการเลือกใชปริมาตรควบคุมที่มีขนาดใหเหมาะสมกับแตละบริเวณของปญหา จะ
ทําใหไดผลการคํานวณที่ถูกตองและมีจํานวนตัวแปรไมทราบคาเฉพาะที่จําเปนเทานั้น 
 
 ในบทนี้จะกลาวถึงงานวิจัยที่เก่ียวของกับเทคนิคและวิธีการแบงยอยกริดเฉพาะบริเวณ ซึ่ง
ประกอบดวย ลําดับขั้นการปรับขนาด  เงื่อนไขที่ใชเปนตัวบงชี้การปรับขนาด  รูปแบบการปรับขนาด
ปริมาตรควบคุม รูปแบบการแบงยอยปริมาตรควบคุม และการประมาณคาฟลักซ โดยพิจารณา
ปริมาตรควบคุมที่มีลักษณะเปนรูปสี่เหลี่ยมและรูปสามเหลี่ยมเทานั้น การศึกษาเทคนิคเหลานี้จะเปน
ประโยชนในการตัดสินใจเลือกเทคนิคที่ เหมาะสม  เพื่อหาผลเฉลยของปญหาที่พิจารณาใน
โครงการวิจัยนี ้ตอไป 
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2.2 ลําดับขั้นการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 
 
เมื่อพิจารณาลําดับข้ันในการปรับขนาดสามารถแบงไดเปน 2 วิธี คือ การปรับขนาดกอนทํา

การคํานวณ และการปรับขนาดหลังการคํานวณ โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
 

2.2.1 การปรับขนาดกอนการคํานวณ 
 
ในการหาผลเฉลยดวยวิธีการสรางแบบจําลองนั้น ในบางปญหาที่สามารถคาดเดาไดวาบริเวณ

ใดนาจะมีการเปล่ียนแปลงของตัวแปรมาก บริเวณนั้นก็จะถูกกําหนดใหใชปริมาตรควบคุมที่มีขนาด
เล็ก สวนในบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงนอยจะถูกกําหนดใหใชเปนปริมาตรควบคุมที่ใหญกวา เชน ใน
งานวิจัยของ Core et al. (2003) ทําการจําลองแบบการไหลโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เพื่อหา
คาความดันและความเร็ว ปญหาการไหลผานชอง โดยสามารถคาดเดาไดวาบริเวณที่มีการ
เปลี่ยนแปลงของการไหลสูงจะอยูบริเวณทางเขา จึงไดมีการปรับขนาดกอนการคํานวณโดยได
ปริมาตรควบคุม โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด 22 22×  โดยมี 2 ลักษณะดังรูป 2.1 

 

 
 

                            (ก) ปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอ                   (ข) ปรับขนาดกอนการคํานวณ 
 

รูป 2.1 การสรางกริดดวยปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอและปริมาตรควบคุมที่ทําการปรับขนาด  
โดยใหจํานวนปริมาตรควบคุมเทากนั 

 
ผลที่ไดจากปริมาตรควบคุมทั้งสองแบบ เมื่อนําไปเปรียบเทียบผลจากการคํานวณโดยใชปริมาตร
ควบคุมสม่ําเสมอจํานวน 189 189×  ผลจากการคํานวณโดยใชปริมาตรที่ทําการปรับขนาดใหผลที่
ใกลเคียงกับผลที่ไดจากปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอจํานวน 189 189×  ซึ่งใหผลที่ไดมีความถูกตอง
มากกวาผลจากปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอ ที่มีจํานวนเทากัน 
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งานวิจัยอื่นที่ใชวิธีปรับขนาดปริมาตรควบคุมกอนการคํานวณ เชน Coelho and Argain 

(1997) ทําการจําลองการไหลผานทอ ที่หนาตัดมีการเปลี่ยนแปลงขนาดแบบทันทีทันใดเปน 2 ระดับ 
โดยใชปริมาตรควบคุมสี่เหลี่ยมมุมฉากที่มีหลายขนาด โดยปริมาตรควบคุมขนาดเล็กมีขนาดความยาว
ดานเทากับครึ่งหนึ่งของปริมาตรควบคุมใหญที่อยูติดกัน สวน Li and Modest (2001) ศึกษาการพา
ความรอนแบบปนปวนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ลักษณะปญหาเปนการไหลเขาทอโดยใชปริมาตร
ควบคุมบริเวณกลางทอและทางเขาที่มีขนาดเล็ก แปรผันตามพิกัดของปริมาตรควบคุมนั้นๆ เปนตน 

 
การปรับขนาดปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณกอนการคํานวณ ทําใหผลที่ไดมีความแมนยําเพิ่ม

มากข้ึน เมื่อเทียบกับการแบงยอยแบบสม่ําเสมอที่จํานวนปริมาตรควบคุมเดียวกัน แตคําตอบที่ไดอาจ
ยังไมถูกตองเพียงพอเนื่องจากปริมาตรควบคุมที่ใชยังมีขนาดใหญอยู ทํานองเดียวกันหากคาดเดาโดย
ใชปริมาตรควบคุมที่เล็กเกินไป มีผลใหจํานวนมากเกินเปนความจําเปนได เชนเดียวกัน 

 
2.2.2 การปรับขนาดจากผลการคํานวณ 
 

การปรับขนาดปริมาตรควบคุมจากผลการคํานวณ เปนการปรับขนาดโดยใชผลของการ
คํานวณครั้งกอนมาสรางเงื่อนไข เพื่อพิจารณาปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับใชในการคํานวณครั้ง
ตอไป การปรับขนาดมีทั้งแบบการแบงยอยใหมีขนาดเล็กลงในบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงของผล
เฉลยสูง และการปรับใหปริมาตรควบคุมมีขนาดใหญข้ึนในบริเวณที่การเปล่ียนแปลงของผลเฉลยนอย 

 
การปรับขนาดจากผลการคํานวณ สามารถระบุบริเวณที่ตองทําการปรับขนาดไดอยางถูกตอง 

เนื่องจากเมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาวิเคราะหเกี่ยวกับ คาอนุพันธอันดับสอง หรือคาความผิดพลาด
ตกคางของตัวแปรไมทราบคาเปนตัวบงชี้ถึงความถูกตองของผลการคํานวณที่จุดตอดวย หากคาตัว
บงชี้มีคานอย ผลการคํานวณของจุดตอนั้นจะมีความถูกตองสูง แตหากมีคามาก จะเปนตัวแสดงวาผล
การคํานวณที่จุดตอนั้น ยังมีความผิดพลาดอยูมาก เชนกัน ซึ่งอาจกลาวไดวาเงื่อนไขที่ไดกลาวมานี้
สามารถนํามาเปนเงื่อนไขของการปรับขนาดปริมาตรควบคุมตอไปได 
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2.3 เง่ือนไขการปรับขนาด 
 
เงื่อนไขการปรับขนาดเปนผลที่ไดจากการคํานวณครั้งกอน ซึ่งจะเปนตัวบงชี้การปรับขนาด

การปรับขนาดของปริมาตรควบคุมนั้น ซึ่งสามารถหาไดจากหลายวิธี โดยเงื่อนไขการปรับขนาดตางๆ 
ที่พบจากการสํารวจงานวิจัย มีดังนี้ 

 
2.3.1 Richardson Extrapolation 

 
ในการคํานวณคาความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณที่ได หากพิจารณาปริมาตรควบคุมที่มี

ขนาดตางกัน แตที่ตําแหนงจุดตอเดียวกันหากผลที่ไดมีคาเทากันจะถือไดวาผลที่ไดมีความถูกตอง
แมนยํา แตหากผลที่ไดมีคาตางกันมาก ปริมาตรควบคุมนั้นจะถูกกําหนดใหปรับขนาด การพิจารณา
เงื่อนไขปรับขนาดในลักษณะนี้ คือหลักการวิธี Richardson Extrapolation ตัวอยางงานวิจัยที่ปรับ
ดวยเงื่อนไขนี้ไดแก Coelho and Argain (1997), Ziegler (1997) และวรางครัตน จันทสาโร และ
คณะ (2546) เปนตน 

 
2.3.2 Residual Error Estimation 

 
เปนการคํานวณคาความคลาดเคล่ือนของผลการคํานวณ โดยพิจารณาคาตัวแปรที่อยูตําแหนง

เดียวกันระหวางจุดตอทั้งสอง โดยใชการประมาณคาที่ตางกันสองวิธี หากคาที่ตําแหนงเดียวกันของ
การประมาณคา 2 วิธีนี้ใหคาที่ใกลเคียงกันจะถือวา ผลที่ไดมีความถูกตองแมนยํา แตหากผลที่ไดมีคา
ตางกันมากจะบงชี้วาผลการคํานวณที่ไดนั้นมีความยังไมถูกตองแมนยํา เงื่อนไขการปรับขนาดใน
ลักษณะนี้ คือหลักการวิธี Residual Error Estimation หรือเรียกไดวา เปนการประมาณคาความ
ผิดพลาดตกคาง   ตัวอยางงานวิจัยที่ปรับดวยเงื่อนไขนี้ไดแก Jasak and Gosman (2003) 

 
2.3.3 คาอนุพันธอันดับสอง 

 
เมื่อทําการคํานวณปญหาที่ผลเฉลยเปนแบบเชิงเสน หากคาอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยมี

คาเขาใกลศูนย มีแนวโนมวาผลการคํานวณที่ไดนั้นมีคาความแมนยําสูง การนําคาอนุพันธอันดับสอง
ของจุดตอมาพิจารณาปรับขนาด ตัวอยางเชน ปราโมทย เดชะอําไพ (2544) ปรับขนาดเอลิเมนตใน
การคํานวณคาคลื่นช็อคดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และ Ham et al. (2002) สรางเงื่อนไขการ
ปรับขนาดในรูปของฟงกชันคาอนุพันธอันดับสอง เปนตน 
 



 11 

2.3.4 ฟงกชันคาตัวแปร 
 
เงื่อนไขการปรับขนาดการปรับขนาดอีกรูปแบบที่พบคือ เงื่อนไปที่สรางขึ้นในรูปของฟงกชัน

ของตัวแปรที่ทําการคํานวณอยู เชนงานวิจัยของ เชน Becker and Braack (2001) ศึกษาการไหลดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและทําการปรับขนาด โดยพิจารณาจากฟงกชันของคา Nusselt Number 

และ Durbin and Iaccarino (2002) ศึกษาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและทําการปรับ
ขนาด โดยสรางสมการความสัมพันธของคาความเร็วและความดันที่จุดตอนั้นๆ หากจุดตอใดมีคา
มากกวาที่กําหนดจะถูกแบงยอยใหมีขนาดเล็กลง เปนตน 
 

จะเห็นวาเทคนิคในการปรับขนาดนั้นมีอยูหลายวิธีขึ้นอยูกับลักษณะของปญหา และระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขที่นํามาพิจารณา เมื่อไดศึกษาและพิจารณาเงื่อนไขที่จะนํามาใชในวิทยานิพนธนี้ ไดเลือก
วิธีการปรับขนาดโดยใชหลักของ Residual Error Estimation หรือเรียกไดวา เปนคาความผิดพลาด
ตกคาง เนื่องจากสามารถทําความเขาใจไดงาย และคาความผิดพลาดตกคางที่ได ยังสามารถนํามา
พิจารณาเพื่อเปนเงื่อนไขหยุดการปรับขนาดไดอีกดวย    

 
 

2.4 รูปแบบการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 
 
รูปแบบการปรับขนาดปริมาตรควบคุม เพื่อเพิ่มความถูกตองใหผลการคํานวณนั้น สามารถ

แบงไดเปน 3 ลักษณะคือ ระเบียบวิธีการปรับขาดแบบอาร แบบเอช และแบบพ ีโดยมีรายละเอียดดังนี ้
  

2.4.1 ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบอาร  (r - Refinement)  
 

ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบอาร เปนการปรับขนาดปริมาตรควบคุมโดยการเปลี่ยนขนาด
ปริมาตรควบคุม แตจํานวนของปริมาตรควบคุมยังมีจํานวนคงที่ งานวิจัยที่ใชการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุมแบบอาร เชน Zegeling (2003) ทําการจําลองแบบการเผาไหม ใน 2 มิติ ดวยระเบียบวิธี
ผลตางอันตะ เงื่อนไขที่ใชปรับขนาดไดมาจากฟงกชันของอนุพันธดับสองของผลเฉลย ซึ่งเปนตัว
กําหนดการเล่ือนตําแหนงของแกนของปริมาตรควบคุม ทั้งพิกัดตามแนวนอน และพิกัดตามแกนตั้ง 
ตามลําดับ ดังรูป 2.2 
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รูป 2.2 การปรับขนาดแบบอาร 
  

ตัวอยางอ่ืนๆ เชน Anne et al. (1999) ศึกษาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม และ
ปราโมทย เดชะอําไพ (2544) ทําการปรับขนาดของเอลิเมนตสําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใน
ปญหาการไหลที่เกิดคล่ืนช็อก เปนตน 
  
 การปรับขนาดดวยวิธีแบบอาร มีขอดีหลายประการ เชน เปนการปรับขนาดโดยที่จํานวน
ปริมาตรควบคุมคงที่ ซึ่งสามารถทําไดงายกวาการปรับขนาดโดยการแบงยอย สําหรับปญหาที่หาผล
เฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนั้น จะเห็นไดวาเมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลว ยังมี
ลักษณะเปน Structured Grids ซึ่งระเบียบวิธีในการคํานวณจะมีความซับซอนนอยกวาปริมาตร
ควบคุมที่มีลักษณะเปน Unstructured Grids สําหรับขอเสียของการปรับขนาดแบบอาร คือ มี
ลักษณะเปนการกระจายคาความคลาดเคลื่อนทั้งโดเมนใหมีขนาดสม่ําเสมอกัน ซึ่งยังคงมีคาความ
คลาดเคลื่อนอยู คําตอบที่ไดหลังการปรับขนาดอาจเปล่ียนแปลงไดอีกเมื่อเปลี่ยนขนาดปริมาตร
ควบคุมใหเล็กลง และเมื่อมีการเปล่ียนตําแหนงของจุดตอที่เก็บคาตัวแปร จะตองประมาณคาตัวแปรที่
ตําแหนงใหมดวย  
 

2.4.2 ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบเอช (h - Refinement)  
  
 การปรับขนาดแบบเอช เปนการปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยมีการเปลี่ยนแปลงขนาดและ
จํานวนของปริมาตรควบคุม ดังรูป 2.3 
 

 
 

 
รูป 2.3 การปรับขนาดแบบเอช 
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ในบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงของผลเฉลยสูงการปรับขนาดจะมีลักษณะเปนการแบงยอย โดย
จะไดปริมาตรควบคุมที่มีขนาดเล็กลงแตมีจํานวนเพิ่มมากข้ึน สวนในบริเวณที่ผลเฉลยมีการ
เปล่ียนแปลงนอย ปริมาตรควบคุมบริเวณนั้นจะถูกรวมกันใหมีขนาดใหญขึ้นทําใหจํานวนปริมาตร
ควบคุมลดลง ตัวอยางงานวิจัยที่ปรับขาดแบบเอชโดยใชการแบงยอย เชน Kim and Jameson 

(1998), Steinbach (1998), Borthwick et al. (2000), Kim and Choi (2000), Lan et al. 

(2001) และ Ham et al. (2002) นอกจากนี้ยังมีการปรับขนาดแบบเอชที่มีทั้งการแบงยอยและรวม
ปริมาตรควบคุมเพื่อลดตัวแปรไมทราบคา เชน Jasak (1996) เปนตน  
 
2.4.3 ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบพี  (p - Refinement) 
 

การปรับขนาดแบบพี เปนการปรับขนาดที่นิยมใชในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยที่ขนาด
ของเอลิเมนตมีขนาดเทาเดิม แตเพิ่มอันดับขั้นโพลิโนเมียล (Polynomial Order) ของฟงกชันการ
ประมาณคาภายใน (Interpolation Function) ทําใหคาที่คํานวณไดมีความถูกตอง ลักษณะของเอลิ
เมนตที่อันดับขั้นตาง แสดงไดดังรูป 2.3  

 

 
 

เอลิเมนตสามเหล่ียมแบบ 3 จุดตอ 
 

 
 

เอลิเมนตอันดับสอง                                 เอลิเมนตอันดับสาม 
 

รูป 2.4 การปรับขนาดแบบพ ี
 

ตัวอยางงานวิจัย เชน Kobsak (2004) ทําการวิเคราะหปญหา ความเคนที่ปลายรอยราว ดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนต ไดใชเอลิเมนตอันดับสองในการคํานวณ ซึ่งการใชเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอไม
สามารถหาคําตอบไดแมนยํา เปนตน   
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 จากการศึกษารูปแบบการปรับขนาดปริมาตรควบคุม พบวาการปรับขนาดดวยวิธีแบบพ ี
เหมาะกับการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เนื่องจากเปนการลดความผิดพลาดในฟงกชัน
การประมาณคาภายในของเอลิเมนตนั้นๆ โดยตรง ในสวนของการปรับขนาดแบบอาร เมื่อทําการปรับ
ขนาดแลว แมวาปริมาตรควบคุมที่ไดจะยังคงมีลักษณะเปน Structured Grid แตผลเฉลยที่ไดจะมี
ลักษณะเปนการเฉล่ียคาความคลาดเคล่ือนใหเทากันทั้งโดเมน ซึ่งผลเฉลยที่ไดอาจยังมีความ
คลาดเคลื่อนอยู การแบงยอยแบบเอชมีลักษณะเปนการแบงยอยปริมาตรควบคุมในบริเวณที่จําเปนให
มีขนาดเล็กลง จึงทําใหคาความผิดพลาดจากการคํานวณลดลง ดังนั้นระเบียบวิธีแบบเอชเปนลักษณะ
การปรับขนาดที่ทําใหปริมาตรควบคุมที่ไดมีลักษณะเปน Unstructured Grid ทั้งยังมีผลทําใหจํานวน
ปริมาตรควบคุมมีการเปล่ียนแปลง ซึ่งทําใหกระบวนการจัดการกริดมีความซับซอนกวาการปรับขนาด
แบบอาร  
 
 จากผลสรุปที่ได การปรับขนาดปริมาตรควบคุมในวิทยานิพนธนี้จะทําการปรับขนาดดวย
ระเบียบวิธีแบบเอช โดยการแบงยอยปริมาตรควบคุม เนื่องจากตองการลดความผิดพลาดจากการ
คํานวณใหนอยลง อีกทั้งการปรับขนาดดวยระเบียบวิธีเอช มีลักษณะสอดคลองกับการออกแบบทอ
พอโลยี เนื่องจากไมมีการยายตําแหนงของจุดตอ ทําใหลักษณะของโครงสรางที่ไดจากการออกแบบ
ไมมีการเปล่ียนแปลง  
  
 

2.5 รูปแบบการแบงยอยปริมาตรควบคุม 
 
 รูปแบบของการแบงยอยปริมาตรควบคุมที่ไดศึกษานั้น จะพิจารณาเฉพาะปริมาตรควบคุมรูป
สี่เหล่ียมมุมฉากเทานั้น ซึ่งเปนลักษณะของปริมาตรควบคุมเริ่มตนที่ใชในวิทยานิพนธ โดยรูปแบบ
การแบงยอยปริมาตรควบคุม สามารถแบงรูปแบบเปนการแบงยอย 2 สวน 4 สวน และเปนรูป
สามเหลี่ยมไดดังนี้ 
 
2.5.1 การแบงยอยแบบแบงเปน 2 สวน  
 
 การแบงยอยแบบแบงเปน 2 สวน มีลักษณะการแบงปริมาตรควบคุมตามทิศทางที่พิจารณา 
โดยมีลักษณะเปนการแบงที่ละดาน ดังรูป 2.5 
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       (ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน      (ข) พิจารณาปรับขนาดตามแนวนอน  (ค) พิจารณาปรับขนาดตามแนวตั้ง 
 

รูป 2.5 การแบงยอยทีละดาน ตามทิศทางที่พจิารณา  
 

เมื่อคํานวณคาตัวแปรดวยปริมาตรควบคุมเริ่มตนรูป 2.5 (ก) แลวพิจารณาเงื่อนไขการปรับ
ขนาดโดยเงื่อนไขนั้นๆ เปนการพิจารณาในแนวนอน เชน คาอนุพันธอันดับสองของตัวแปรในทิศ
แกนนอน หากคาที่ไดกําหนดใหปรับขนาด จะไดปริมาตรควบคุมดังรูป 2.5 (ข) จากนั้นพิจารณาปรับ
ขนาดโดยเงื่อนไขจากแนวต้ังไดผลดังรูป 2.5 (ค) ซึ่งปริมาตรควบคุมดานขวาไมถูกปรับขนาด แต
ดานซายถูกปรับขนาด ตัวอยางงานวิจัยที่ปรับขนาดลักษณะนี้ เชน Ham et al. (2002)  

 
2.5.2 การแบงยอยแบบแบงเปน 4 สวน  
 
 การแบงปริมาตรควบคุมเปน 4 สวน มีลักษณะเปนการแบงปริมาตรควบคุมที่ละ 2 ดาน ซึ่ง
เมื่อพิจารณาเงื่อนไขการปรับขนาดแลว หากปริมาตรควบคุมใด ถูกกําหนดใหปรับขนาดปริมาตร
ควบคุมนั้นๆ จะถูกแบง ดังรูป 2.6 
 

 
 

     (ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน      (ข) พิจารณาปรับขนาดครั้งที ่1      (ค) พิจารณาปรับขนาดครั้งที ่2 
 

รูป 2.6 การแบงยอยแบบแบง 4 สวน  
 

จากรูปที่แสดง ปริมาตรควบคุมเริ่มตนรูป 2.6 (ก) กําหนดใหปรับขนาดโดยแบงเปนปริมาตรควบคุม
ใหม จํานวน 4 ปริมาตรควบคุม ดังรูป 2.6 (ข) จากนั้นเมื่อพิจารณาปรับขนาดครั้งที ่2 หากปริมาตร
ควบคุมที่ถูกกําหนดใหปรับขนาด คือ ปริมาตรควบคุมดานลางซาย ผลที่ไดจะเปนดังรูป 2.6 (ค) 
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 ตัวอยางงานวิจัยที่ทําการแบงปริมาตรควบคุมเปน 4 สวน เชน Borthwick et al. (2000), 
Lan et al. (2001) และ Ham et al. (2002) เปนตน  

 
2.5.3 การแบงยอยแบบแบงรูป 3 เหลี่ยม  
 
 การแบงยอยปริมาตรควบคุมแบบรูป 3 เหลี่ยม เปนลักษณะการแบงโดยใชเสนทแยงมุม โดย
ปริมาตรควบคุมเริ่มตนที่อยูในรูป 4 เหลี่ยม หลังทําการแบงจะไดปริมาตรควบคุมยอยใหม ซึ่งมีทั้ง
แบบแบงดวยเสนทแยงมุม 1 เสน เสนทะแยงมุม 2 เสน ตัวอยางงานวิจัยที่แบงยอยปริมาตรควบคุมใน
ลักษณะนี้ เชน Steinbach (1998) ไดสรางปริมาตรควบคุมเริ่มตนรูปสี่เหล่ียม จากนั้นไดทําการ
แบงยอยเปนรูป 3 เหลี่ยม และไดแสดงลักษณะการแบงยอยปริมาตรควบคุม 3 เหล่ียมใหมที่ได โดย
แบงเปน 3 ลักษณะดังรูป 2.7 
 
 

 
 

(ก) การปรับขนาดแบบแบง 3 ดาน 
 
 

 
 

(ข) การปรับขนาดแบบแบง 2 ดาน 
 
 

 
 

(ค) การปรับขนาดแบบแบง 1 ดาน 
 

รูป 2.7 ลักษณะการแบงยอยปริมาตรควบคุมรูปสามเหล่ียม 
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 จากรูปแบบการแบงยอยปริมาตรควบคุมในงานวิจัยที่ไดพบ เมื่อพิจารณาการแบงแบบที่ละ
ดานนั้น มีขอดีที่สามารถแบงปริมาตรควบคุมเฉพาะในทิศทางที่จําเปนเทานั้น แตขอเสียคือตองมีการ
พิจารณาหลายครั้งตามจํานวนของทิศทาง ในสวนการแบงแบบแบงเปน 4 สวนนั้น มีขอดีคือเมื่อปรับ
ขนาด 1 ครั้งจะเปนการแบงยอยทั้งในทิศทางแนวนอนและแนวต้ัง สําหรับปญหาแบบ 2 มิติ ซึ่งไม
จําเปนตองปรับขนาดทีละทิศทาง แตขอเสียคือมีโอกาสปรับขนาดมากเกินความจําเปน การแบงยอย
ปริมาตรควบคุมในลักษณะรูป 3 เหล่ียมสามารถปรับขนาดปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณไดอยางมี
ประสิทธิภาพ แตกระบวนการในการแบงยอยนั้นมีความซับซอนมากกวา อีกเมื่อขนาดความคลาด
เคลื่อนที่แตละดานของปริมาตรควบคุม (Skewness error on face) จะมีขนาดมาก ซึ่งตองมีการ
แกไขความผิดพลาดที่เกิดขึ้น ทําใหกระบวนการคํานวณมีความซับซอนมากขึ้นดวย (Lertsurayut 

and Maneeratana, 2002) และสามารถทําการหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมไดเฉพาะแบบ 
Unstructured Grid เทานั้น   

 
 ในวิทยานิพนธนี้ไดเลือกลักษณะการแบงยอยปริมาตรควบคุมแบบแบง 4 สวน เนื่องจาก
เงื่อนไขที่ใชพิจารณาในลักษณะของคาความผิดพลาดตรงคางรวมของจุดตอ โดยไมไดพิจารณาแยก
ทิศทาง อีกทั้งคาความคลาดเคล่ือนที่แตละดานของปริมาตรควบคุมจะมีขนาดนอยกวาการแบงยอย
แบบ 3 เหลี่ยม ซึ่งสามารถละทิ้งคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในการคํานวณได  

 
 
2.6 การประมาณคาฟลักซ 

 
การหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เริ่มจากการแบงยอยปริมาตรควบคุม แลวทําการ

อินทิเกรตสมการอนุพันธคาฟลักซของตัวแปรไมทราบคาที่พิจารณาตลอดปริมาตรควบคุม ซึ่งหาก
ปริมาตรควบคุมที่ใชมีลักษณะเปน Structured Grid การประมาณคาทางคณิตศาสตรจะมีลักษณะ
คลายคลึงกับระเบียบวิธีผลตางอันตะ แตหากปริมาตรควบคุมที่ใชมีลักษณะเปน Unstructured Grid 

การประมาณคาทางคณิตศาสตรจะมีความซับซอนมากกวา   
 
หลังจากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมดวยวิธีการแบงยอยแลว ปริมาตรควบคุมที่ไดจะมี

ลักษณะเปน Unstructured Grid ลักษณะการประมาณคาที่พบสามารถแบงไดเปน 2 แบบ คือ การ
ประมาณคาเชิงเสน ซึ่งเปนลักษณะการสรางจุดตอเทียมดวยการประมาณเชิงเสนเพื่อใหสามารถ
ประมาณคาฟลักซแบบ Structured Grid ได และการประมาณคาฟลักซแบบ Unstructured Grid 

โดยตรง ซึ่งมีรายละเอียด ดังนี ้  
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2.6.1 การประมาณคาฟลักซแบบเชิงเสน 
 

การประมาณคาฟลักซแบบเชิงเสนของปริมาตรควบคุมที่มีลักษณะเปน Unstructured Grid 

สามารถทําไดโดยการสรางจุดตอเทียมข้ึนมา เพื่อทําใหการหาปริพันธคาฟลักซรอบปริมาตรควบคุม
นั้น มีลักษณะเดียวกับ Structured Grid ซึ่งทําใหการหาปริพันธงายขึ้น เชนในงานวิจัยของ Coelho 

and Argain (1997) แสดงเทคนิคและลักษณะการประมาณคาสมการแบบเชิงเสน โดยพิจารณา จุด
ตอของปริมาตรควบคุมหยาบ (Coarse Grid Control Volume) และจุดตอของปริมาตรควบคุม
ละเอียด (Fine Grid Control Volume) โดยมีการประมาณคาของตัวแปรในตําแหนงใหมแบบเชิง
เสน ดังแสดงในรูป 2.8  

 
 

P

1P 2P

1N 2N

S

W E

P

S1S

N

SW

W E

 
 

(ก) จุดตอปริมาตรควบคุมหยาบ                             (ข) จุดตอปริมาตรควบคุมละเอียด 
 

รูป 2.8 ลักษณะการประมาณคาฟลักซแบบเชิงเสน 

 
เมื่อพิจารณาจุดตอของปริมาตรควบคุมหยาบดังรูป 2.8 (ก) ระบบสมการพีชคณิตที่จุดตอ P  สามารถ
คํานวณไดจาก ระบบสมการ 

 
( ) ( )1 1 1 2 2 2P P W W S S E E N N P N N Pa a a a a a bφ φ φ φ φ φ φ φ= + + + − + − +                      (2.1) 

 
เมื่อ iφ  แทนคาตัวแปรใดๆ ia  แทนคาสัมประสิทธิ์ตัวแปรตามทิศทางตางๆ ดังรูป 2.8 โดยคาของ 

1Pφ  
และ 

2Pφ  ไดจากการประมาณคาเชิงเสน ในทํานองเดียวกัน จุดตอปริมาตรควบคุมละเอียดรูป 2.8 (ข) 
คํานวณไดจากสมการ  
 

( )1P P E E N N W W S S Pa a a a a bφ φ φ φ φ φ= + + + − +                                            (2.2) 
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หลังจากทําการประมาณคาฟลักซในลักษณะนี้แลว ระบบสมการที่ไดมีลักษณะเปน Structured Grid  

ตัวอยางงานวิจัยที่ใชการประมาณคาฟลักซแบบเชิงเสน เชน Edwards (1996), Core et al. (2002) 

 
2.6.2 การประมาณคาฟลักซแบบ Unstructured Grid 
 

การหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid จะมีความซับซอน
มากกวาการหาผลเฉลยแบบ Structured Grid แตขอไดเปรียบที่สําคัญคือ รูปรางของปริมาตรควบคุม
มีไดหลากหลายกวา ทําใหสามารถใชไดทั้งปริมาตรควบคุมสามเหล่ียม หรือปริมาตรควบคุมที่ไม
สม่ําเสมอกัน ดังเชน Maneeratana (2004) แสดงลักษณะของปริมาตรควบคุมแบบ Cell-Center 

Unstructured Grid โดยมีลักษณะดังรูป 2.9  

 

 
 

รปู 2.9 ลักษณะปริมาตรควบคุมแบบ Cell-Center Unstructured Grid 

 
การหาผลเฉลยของปริมาตรควบคุมแบบ Unstructured Grid จะมีลักษณะเปนการหาปริพันธแตละ
ดานของปริมาตรควบคุม ตัวอยางงานวิจัยที่ทําการประมาณคาในลักษณะนี้ เชน Jasak and Gosman 

(2001), Lertsurayut and Maneeratana (2002), Wattananukulchai and Maneeratana (2004) 
เปนตน  
 
 ในวิทยานิพนธนี้ไดเลือกวิธีการประมาณคาฟลักซในลักษณะของ Unstructured Grid 

เพื่อใหสามารถพิจารณาปริมาตรควบคุมที่มีรูปรางหลากหลายได และไมพิจารณาบริเวณที่ถูกแบงยอย
เปนพิเศษ 
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2.7 บทสรุป 
  
 จากการศึกษางานวิจัยที่ผานมา จะเห็นไดวาการปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมดวยวิธีแบบเอช ทําใหผลการประมาณคาที่ไดมีความถูกตองมากขึ้น เนื่องจากปริมาตร
ควบคุมถูกแบงยอยใหเล็กลงและมีจํานวนเพิ่มมากข้ึนดวย อีกทั้งยังแบงยอยไดทั้งโดเมนอยางเปน
อิสระซึ่งตางจากการปรับขนาดแบบอาร ซึ่งปริมาตรควบคุมขางเคียงจะตองเปลี่ยนแปลงตามไปดวย 
 
 เงื่อนไขการปรับขนาดจะพิจารณาจากคาความผิดพลาดตกคางซึ่งสามารถคํานวณและแสดง
ลักษณะทางกายภาพไดอยางชัดเจน อีกทั้งขนาดของคาความผิดพลาดที่ไดยังสามารถใชเปนเงื่อนไขใน
การหยุดการปรับขนาดไดอีกดวย 
 
 หลังจากสามารถระบุปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาด จากเงื่อนไขการปรับขนาดได
แลว กําหนดใหปริมาตรควบคุมนั้นจะถูกแบงยอยออกเปน 4 สวนที่มีขนาดเทากัน และเมื่อทําการปรับ
ขนาดแลว ปริมาตรควบคุมใหมที่ไดมีลักษณะเปนแบบ Unstructured Grid ซึ่งการประมาณคาฟ
ลักซของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่ใช จะมีลักษณะเปน Unstructured Grid โดยตรง แมจะมีความ
ซับซอน แตขอไดเปรียบ คือ สามารถใชไดกับปริมาตรควบคุมรูปรางตางๆ ไดเปนอยางดี 
 
 หรือสรุปไดวาในวิทยานิพนธนี้ไดเลือกใชการปรับขนาดปริมาตรควบคุมดวยวิธีแบบเอช โดย
การแบงยอยปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมจาก 1 เปน 4 ปริมาตรควบคุมยอย ที่มีขนาดเทากัน ดวย
เงื่อนไขของคาความผิดพลาดตกคาง โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid เพื่อให
ไดคําตอบที่ถูกตองมากขึ้น ดวยจํานวนปริมาตรควบคุมที่นอยที่สุด ตามความจําเปน  
 
 
   
 
 



บทที่ 3 
 

ตัวแบบทางคณิตศาสตร 
 

 
3.1  บทนํา  
 
 แบบจําลองทางคณิตศาสตร  (Mathematical Model) ของปญหาตางๆ  ในงานทางวิศวกรรม
ถูกสรางข้ึนมาจากการวิเคราะหผลการทดลอง โดยอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอย  เพื่อนํามาใชทํานาย
การเปลี่ยนแปลงทางกายภาพที่เกิดขึ้นกับวัตถุที่รับภาระตางๆ  เชน  การถายเทความรอน คาความเคน 
หรือลักษณะการไหลของของไหล เปนตน 
 
 โดยทั่วไปแบบจําลองทางคณิตศาสตรจะประกอบดวย  สมการครอบคลุม  (Governing 

Equation) ในรูปของสมการเชิงอนุพันธยอย และสมการเฉพาะเจาะจง (Constitutive 

Relationship) ซึ่งนํามาพิจารณารวมกับ  ภาระที่กระทํา  (Load), เงื่อนไขเริ่มตน  (Initial 

Condition), และเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary Condition) ของปญหา การหาคําตอบใหไดผลเฉลย
แมนตรงนั้นทําไดยากหรืออาจไมสามารถหาคําตอบไดในบางปญหา  ทําใหมีการหาผลเฉลยของปญหา
โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอยเหลานี้  ใหอยูในรูประบบ
สมการพีชคณิตและแกระบบสมการ เพื่อหาผลเฉลยตอไป  
 

ในบทนี้จะกลาวถึง  สมการครอบคลุม  สมการเฉพาะเจาะจง  ตัวแบบทางคณิตศาสตร  ที่ใชการ
วิเคราะหคาความเคนที่เกิดจากอุณหภูมิ เงื่อนไขปญหาที่พิจารณาในวิทยานิพนธนี้  คือ  การหาคาความ
เคนเนื่องจากความรอนในสภาวะสมดุล  กําหนดเปนการผิดรูปขนาดเล็ก  (Small Deformation) และ
วัสดุมีลักษณะยืดหยุนเชิงเสน โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
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3.2 สมการครอบคลุม 
 

ปญหาที่พิจารณาในวิทยานิพนธนี้ คือการหาคาของความเคนที่เกิดขึ้นเนื่องจากอุณหภูมิ  ของ
วัสดุที่มีคุณสมบัติยืดหยุนเชิงเสน  โดยสมการครอบคลุมที่นํามาใชประกอบดวย  สมการอนุรักษ
โมเมนตัมเชิงเสน และสมการอนุรักษพลังงานซึ่งมีรายละเอียดดังนี ้

 
3.2.1 สมการอนุรักษโมเมนตัมเชิงเสน (Conservation of Linear Momentum) 
 
 จากกฎขอที่สองของนิวตันเมื่อพิจารณาวัตถุที่เปนของแข็ง  ความสัมพันธของแรงที่กระทําบน
วัตถุจะเปนไปตาม  Cauchy’s First Law of Motion กลาววาอัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัม 
ของวัตถุเทากับผลรวมของแรงที่กระทําบนพื้นผิว  (Traction Surface Force) และแรงเนื่องจากวัตถุ 
(Body Force) เชน น้ําหนักวัตถ ุดังสมการ 3.1  
 

     b
V S V

dV dS dV
t t

ρ
∂ ∂

= ⋅ +
∂ ∂∫ ∫ ∫

u σ n f                                          (3.1) 

Initial force     Surface force     Body force 
 

โดยที่ ρ   แทนความหนาแนนของวัตถุ, u  แทน  เวคเตอรการกระจัด  (Displacement), t  แทน  เวลา, 
V  แทน  ปริมาตร,  σ   แทน  เทนเซอรความเคน, n   แทน  เวคเตอรแนวฉากกับพื้นที่ผิวขนาดหนึ่ง
หนวย, S   แทน  ขนาดพื้นที่ผิว โดยเวคเตอรผิว dS=S n    และ  bf   แทนแรงเนื่องจากวัตถุ ตอหนึ่ง
หนวยปริมาตรของวัตถุ 
  
 เมื่อพิจารณาที่ภาวะสมดุล  อัตราการเปลี่ยนแปลงของแรงที่กระทําตอวัตถุจะมีคาเปนศูนย 
ดังนั้นผลรวมของแรงที่กระทําบนผิวและแรงเนื่องจากวัตถ ุจะมีคาเปนศูนย ดังสมการ 3.2 

 
0    b

S V

dS dV= ⋅ +∫ ∫σ n f                                                    (3.2) 

 
3.2.2 สมการอนุรักษพลังงาน (Conservation of Energy) 
 
 จากกฎการอนุรักษพลังงานกลาววา  อัตราการเปล่ียนแปลงพลังงานภายในของวัตถุ  มีคา
เทากับผลรวมฟลักซความรอนที่ผานพื้นผิวของวัตถุ  (Surface Heat Flux) และพลังงานที่เกิดขึ้น
ภายในของวัตถุ (Heat Source) แสดงความสัมพันธไดดังสมการ 3.3 
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V S V

cT dV dS H dV
t

ρ
∂

= ⋅ +
∂ ∫ ∫ ∫q n                                          (3.3) 

Internal energy     Surface heat flux   Heat source 
 

โดยที่ c   แทน  ความจุความรอนจําเพาะ, T  แทน  อุณหภูมิ, q   แทน  เวคเตอรความรอน  (Heat Flux) 

และ H  แทน แหลงความรอนภายในของวัตถุ  
 
 เมื่อพิจารณาที่ภาวะสมดุล  อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานจะมีคาเปนศูนย  ดังนั้นผลรวม
ของพลังงานที่ผานเขาหรือออกบนผิวกับพลังงานที่เกิดข้ึนภายในจะมีคาเปนศูนย ดังสมการ 3.4 

 
0    

S V

dS H dV= ⋅ +∫ ∫q n                                                      (3.4) 

 
 

3.3 สมการเฉพาะเจาะจง 
 
 สมการเฉพาะเจาะจงที่นํามาวิเคราะหปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  สําหรับใชใน
วิทยานิพนธนี้  ประกอบดวย สมการการถายเทความรอน Fourier’s Law  และสมการความสัมพันธ
ระหวางความเคนกับความเครียด ที่เกิดข้ึนเนื่องจากผลตางของอุณหภูม ิซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
 
3.3.1 Fourier’s Law 
 
 ในปญหาการนําความรอน  ความสัมพันธระหวางเวคเตอรความรอน  (q ) และอัตราการ
เปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ (Temperature Gradient) เปนไปตาม Fourier’s Law ดังสมการ (3.5) 
 

  k T= − ∇q                                                               (3.5) 
 
เมื่อ k  แทนคาการนําความรอน (Thermal Conductivity) 

 
3.3.2 Strain-Displacement Relationship 
 
 ปญหาของวัตถุที่มีคุณสมบัติยืดหยุนเชิงเสน  กรณีของการเสียรูปนอย  ความสัมพันธระหวาง
คาความเครียด ( )ε  และระยะการเคลื่อนของระยะกระจัด ( )u  ซึ่งมีความสัมพันธดังนี้ 
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T1  
2

 ∂ ∂
= + 

∂ ∂ 

u uε
x x

                                                       (3.6) 

 
โดยที่ x  แทนเวคเตอรบอกตําแหนงแกนพิกัดฉาก (Cartesian Coordinate System) 

 
3.3.3 Stress-Strain Relationship 
 
 สมการความสัมพันธระหวางความเคน ( )σ และความเครียด ( )ε สําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติ
ยืดหยุนเชิงเสน  ในกรณีเปน  Thermo-Elastic Solid จาก  Hook’s Law แสดงคาความเคนในรูปของ
ความสัมพันธระหวางความเครียดและอุณหภูมิดังสมการ 
 

( ) ( )2 tr 2 3 Tµ λ µ λ α= + − +  σ ε ε I                                        (3.7)  
  

 
โดยที่  α   แทน  สัมประสิทธิ์การขยายตัวเชิงเสนของวัสดุจากการเปล่ียนแปลงของอุณหภูมิ  (Linear 

Thermal Expansion Coefficient), I   แทน  เทนเซอรเอกลักษณ  (Identity Tensor), µ  และ  λ  
เปนคา  Lame’s Coefficients ซึ่งอยูในรูปความสัมพันธของ  Shear Modulus (G ), Young’s 

Modulus ( E ) และ Poisson’s Ratio ( v ) ดังสมการ 
 

( )2 1
EG

v
µ = =

+
                                                         (3.8) 

 

( )( )1 1 2
vE

v v
λ =

+ −
                                                         (3.9) 

 
ในทํานองเดียวกัน สามารถแสดงความเครียดในรูปของความสัมพันธระหวางความเครียดและ

ความเคนกับอุณหภูมิดังสมการ 
 

( )1 v v T
E E

α
+  = − − 

 
ε σ tr σ I                                           (3.10) 
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3.3.4 Plane Stress-Plane Strain 
 

การพิจารณาความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดในปญหาแบบ  2 มิติ  จะสามารถ
พิจารณาได 2 แบบ คือ Plane Stress และ Plane Strain ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 

 
3.3.4.1 Plane Stress 

 
เมื่อพิจารณาปญหาในรูป 2 มิติ ลักษณะ Plane Stress ภาระที่กระทําบนแผนบางลักษณะดัง

รูป 3.1 (ก) โดยกําหนดใหความเคนและความเครียดบางทิศทางมีคาเปนศูนย โดยประกอบดวย 
 

33σ  = 31σ  = 32σ  = 13ε  = 23ε  = 0                                           (3.11) 

  
จากเงื่อนไขที่กําหนดสามารถสรางเมทริกซความสัมพันธไดดังนี้ 
 

11 11

22 222

12 12

1 0
1 0

1
0 0 1

v
E v
v

v

σ ε
σ ε
σ ε

     
     =     −
     −     

                                         (3.12) 

 
 
 

033 =σ
033 ≠ε

2222 ,εσ

1111 ,εσ

              

2222 ,εσ

1111 ,εσ033 ≠σ
033 =ε

 
 

(ก) ลักษณะการพิจารณาปญหา Plane Stress           (ข) ลักษณะการพิจารณาปญหา Plane Strain   
 

รูป 3.1 ลักษณะความเคนและความเครียดสําหรับพิจารณาปญหา 2 มิต ิ
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3.3.4.2 Plane Strain 
 

เมื่อพิจารณาปญหาในรูป 2 มิติ  ในลักษณะ  Plane Strain ภาระที่กระทําบนวัตถุซึ่งมีความ
ยาวมากดังรูป 3.1 (ข) กําหนดใหความเคนละความเครียดบางทิศทางมีคาเปนศูนย โดยประกอบดวย 

 
13σ  = 23σ   = 13ε  = 23ε  = 33ε  = 0                                         (3.13) 

  
จากเงื่อนไขที่กําหนดสามารถสรางเมทริกซความสัมพันธไดดังนี้ 
 

( )
( )( )

( )

11 11

22 22

12 12

1 0
1

1
1 0

1 1 2 1
1 20 0
1

v
v

E v v
v v v

v
v

σ ε
σ ε
σ ε

 
 −    

−     =     + − −       − 
 − 

                         (3.14) 

 
 
 
3.4 ตัวแบบทางคณิตศาสตร 

 
เมื่อพิจารณาสมการอนุรักษโมเมนตัมโดยแทนคาดวยสมการเฉพาะเจาะจง  ซึ่งประกอบดวย

ความสัมพันธระหวางความเคน  ความเครียด  และอุณหภูมิ  สามารถสรางตัวแบบทางคณิตศาสตรของ
สมการ ไดดังนี ้

 
( )( ) ( )( )2 tr 2 3  b

V S S V

d d dV d T d dV
dt dt

ρ µ λ µ λ α= + ⋅ − + ⋅ +∫ ∫ ∫ ∫
u ε ε I S I S f       (3.15) 

  
ทํานองเดียวกัน  เมื่อพิจารณาสมการอนุรักษพลังงานสําหรับวัสดุยืดหยุนเชิงเสน  พรอมกับสมการ
เฉพาะเจาะจง สามารถสรางตัวแบบทางคณิตศาสตรไดดังนี้ 
 

  
V S V

d TcTdV k dS HdV
dt x

ρ
∂

= +
∂∫ ∫ ∫                                               (3.16) 
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สําหรับปญหาที่พิจารณาภาวะสมดุลและไมคิดแรงเนื่องจากวัตถุ  สมการอนุรักษโมเมนตัม (3.15) 

และสมการอนุรักษพลังงาน (3.16) ที่ภาวะสมดุลและไมมีแหลงความรอนภายใน จะลดรูปเปน 
 

( )( ) ( )( )0 2 tr 2 3  
S S

d T dµ λ µ λ α= + ⋅ − + ⋅∫ ∫ε ε I S I S                         (3.17) 

 

0
S

Tk d
x

∂
=

∂∫ S                                                        (3.18) 

 
ซึ่งสมการเหลานี้จะนําไปสรางระบบสมการเพื่อหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมตอไป 

 
 
3.5 บทสรุป 

 
ในบทนี้ไดกลาวถึงสมการที่นํามาวิเคราะหปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  สําหรับวัสดุ

ยืดหยุนเชิงเสนที่มีการเสียรูปนอย  ประกอบดวยสมการอนุรักษโมเมนตัม  สมการอนุรักษพลังงาน  และ
สมการเฉพาะเจาะจง ประกอบดวย สมการการนําความรอน และสมการความสัมพันธระหวางความ
เคนกับความเครียดใน 2 มิติ  แตเนื่องจากตัวแบบทางคณิตศาสตรที่ไดอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอย 
การหาผลเฉลยแมนตรงของปญหาที่มีความซับซอนนั้นทําไดยากหรืออาจหาผลเฉลยไมได  

 
ในบทตอไป  จะกลาวถึงการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอยเหลานี้ใหอยูในรูปของระบบ

สมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เพื่อนําไปหาผลเฉลยโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตอไป 
 
 

 
 
 



บทที่ 4 
 

ระเบียบวธิีไฟไนตวอลมุ 
 
 

ในบทนี้จะกลาวถึงการสรางระบบสมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จากตัวแบบ
ทางคณิตศาสตรที่ไดกลาวมาแลว ประกอบดวย การแบงกริดรูปราง การประมาณคาตัวแปรที่ตําแหนง
ใดๆ การประมาณคาสมการทั่วไป รูปสําเร็จของสมการไฟไนตวอลุม การกําหนดเงื่อนไขขอบเขต ตัว
แบบทางคณิตศาสตร และขั้นตอนการคํานวณ โดยมีรายละเอียดดังนี้  
 
 
4.1 การแบงกริดรูปราง (Spatial Discretisation) 

 
การแบงกริดรูปราง เริ่มจากการกําหนดเสนขอบเขตของปญหา จากนั้นทําการแบงปริมาตร

ควบคุมใหเกิดปริมาตรควบคุมยอยๆ ทั่วทั้งโดเมน แลวทําใหเกิดจุดตอ ที่อยูตรงกลางของแตละ
ปริมาตรควบคุม (Cell Center Grid Arrangement) ซึ่งปริมาตรควบคุมยอยจะมีขนาดเทากัน
หรือไมเทากันก็ได ดังรูป 4.1  
 

1x

2x

OP

PP

OPr

PPr

Pd

PS
p

 
 

รูป 4.1 ปริมาตรควบคุมและเวกเตอรสวนประกอบตางๆ 
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 ตําแหนงของจุดตอศูนยกลางปริมาตรควบคุมที่พิจารณาแทนดวย OP   ตําแหนงจุดตอปริมาตร
ควบคุมขางเคียงที่ตอกันหนา p ของ OP  แทนดวย PP  โดยมี 

OPr  และ 
PPr  แทนเวคเตอรบอก

ตําแหนง PS  แทนเวคเตอรผิวต้ังฉากในทิศทางเขาหาปริมาตรควบคุมขางเคียง (Surface Vector) 
และ Pd  แทนเวคเตอรระยะกระจัดระหวางจุดตอ (Distance Vector) มีความสัมพันธดังสมการ 4.1 

 
  

P OP P P= −d r r                                                           (4.1) 
 

 จุดตอที่กําหนดจะมี 2 แบบคือ จุดตอของตัวแปรไมทราบคา และจุดตอที่ขอบเขตของโดเมน
ที่ใชในการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต ดังแสดงในรูป 4.2  

 

1 2
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1− 2−

3−

4−

5−6−

7−

8−

 
 

รูป 4.2 การกําหนดคาจุดตอในปริมาตรควบคุม 

 
เพื่อใหเห็นความแตกตางที่ชัดเจน ไดกําหนดตัวเลขติดลบแทนจุดตอที่ขอบ และตัวเลขคาบวกแทนจุด
ตอที่เก็บคาตัวแปร เพื่อนําไปใชในการคํานวณตอไป  
 
 
4.2 การประมาณคาตัวแปรท่ีตําแหนงใดๆ (Spatial Distribution of Variables) 
 

การประมาณคาของตัวแปรใดๆφ  ของปญหาที่มีลักษณะการกระจายแบบเชิงเสน (Linear 

Distribution of Variable) ที่ตําแหนง r  เมื่อรูคาของตัวแปรที่ตําแหนง OP   สามารถประมาณคาได
ดังนี ้
 

( ) ( )  
O OOP PP

φ φ φ= + ∇ ⋅ −r r r                                                 (4.2) 
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โดยที่ ( )
OP

φ∇  แทนคาอนุพันธของตัวแปรตําแหนง OP  โดยคํานวณมาจากความสัมพันธ  
 

( )   
OP

φ⋅ ∇ =G h                                                              (4.3) 

 
เมื่อ G  และ h  เปนเมทริกซและเวคเตอรตามลําดับ ที่มีผลมาจากคาตัวแปรของปริมาตรควบคุม
ขางเคียง 

PPφ  รอบจุดตอ OP   ซึ่งมีจํานวน nb  ปริมาตรควบคุม (Muzaferija, 1994) ซึ่งสามารถ
กระจายความสัมพันธของแตละเมทริกซไดดังนี ้ 
 

3
1

  
Tnb

p p

p
p

=

⊗
= ∑

d d
G

d
                                                                (4.4) 

 

( )
3

1
  p o

nb P P p

p p

φ φ

=

−
= ∑

d
h

d
                                                      (4.5) 

 
สําหรับคาของตัวแปรที่ตําแหนง p  ระหวางจุดตอ PP  และ OP  สามารถคํานวณไดในลักษณะ
เดียวกันแตเปนการเฉลี่ยคาจากทั้งสองตําแหนง ดังสมการ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1  
2 2O P O PO Pp P P P PP P

φ φ φ φ φ= + + ∇ ⋅ − + ∇ ⋅ −r r r r      (4.6) 

 
 
4.3 การประมาณคาสมการท่ัวไป 
  
 สมการครอบคลุมของปญหาทางวิศวกรรมที่สรางมาจากสมการอนุรักษตางๆ แตละสมการจะ
สามารถแบงไดเปน 3 พจน ไดแก พจนที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา (Temporal Term) พจนจากการแพร 
(Diffusion Term) และพจนที่เกิดจากวัตถ ุ(Source Term) ดังสมการ 
 

( )  S V
V S S V

d I dV D d d Q dV
dt φ φ φ φ φφ= ∇ ⋅ + ⋅ +∫ ∫ ∫ ∫S Q S        (4.7) 

         Temporal Term        Diffusion Term         Source Term 
   
โดยที่ Iφ  แทน สัมประสิทธิ์ของพจนที่เปล่ียนแปลงตามเวลา (Temporal Coefficients), Dφ  แทน 
สัมประสิทธิ์ของพจนการแพร (Diffusion Coefficients), พจนที่เกิดจากวัตถุจะแบงสัมประสิทธิ์ได
เปนสองสวนคือ SφQ   แทน สัมประสิทธิ์ของพจนจากวัตถุที่เกิดที่พื้นผิว (Surface Source Term) 
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และ VQφ   แทน สัมประสิทธิ์ของพจนจากวัตถุในเกิดที่ปริมาตรทั้งหมด (Volume Source Term) คา
สัมประสิทธิ์เหลานี้จะเปลี่ยนแปลงไปตามสมการครอบคลุมของแตละปญหาที่พิจารณา 
 
 จะเห็นวาในแตละพจนของสมการทั่วไปอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอย การประมาณคา
เพื่อใหอยูในรูปของสมการพีชคณิตโดยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมของแตละพจน มีรายละเอียดดังนี้ 
 
4.3.1 การประมาณคาพจนที่เปล่ียนแปลงตามเวลา (Approximation of the Temporal Term) 
 
 การหาคาอนุพันธของตัวแปร φ  เทียบกับเวลา t  ที่ตําแหนง oP  โดยมีตัวบงชี้เวลาที่ชวงเวลา
เดิมคือ  1m −  สามารถประมาณคาในรูปสมการพีชคณิตไดเปน 
 

 
[ ]1

 o o

o

m
P P

Pt t
φ φφ

δ

−−∂  ≈ ∂ 
              (4.8) 

 
เมื่อ tδ  แทนขนาดชวงของเวลา (Size of a Time Step) คํานวณไดจากสมการ 
 
 [ ]1  mt t tδ −= −               (4.9) 
 
ในทํานองเดียวกัน พจนที่เปล่ียนแปลงตามเวลาที่ตําแหนง oP  ของปริมาตร V  ประมาณคาโดยใชวิธี
โดยปริยาย (Implicit Scheme) ไดดังนี ้
 

[ ]1

  o o

m
P P

V

I V I Vd I dV
dt t

φ φ
φ δ

−−
≈∫            (4.10) 

 
4.3.2 การประมาณคาพจนการแพร (Approximation of the Diffusion Term) 
 
 ฟลักซของการแพร pD  ของตัวแปร φ  บนผิวปริมาตรควบคุมดาน p ข้ึนอยูกับคา φ∇  ที่ผิว 
สามารถประมาณคาไดจาก 
 
 ( ) ( )( )*    

p

p p
S

D D d Dφ φφ φ= ∇ ⋅ ≈ ∇ ⋅∫ S S        (4.11) 

 
คาของ ( )*

p
φ∇  แทนคาอนุพันธของตัวแปรบนผิวดาน p   
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OP OPPP PPpS pS
pp

pd
pd

 
 

(ก) เวคเตอรผิวอยูแนวเดียวกับเวคเตอรระยะกระจัด            (ข) เวคเตอรผิวไมอยูแนวเดียวกับเวคเตอรระยะกระจัด 
 

รูป 4.3 ลักษณะเวคเตอรการวางตัวของเวคเตอรผิวและเวคเตอรระยะกระจัด 
 
กรณีที่เวคเตอรระยะกระจัดตั้งฉากกับผิวดังรูป 4.2 (ก) จะเห็นไดวา pd  และ pS  อยูในแนวเดียวกัน 
จะไดวา 
 

 ( )*   p oP P
p pp

p

φ φ
φ

−
∇ ⋅ ≈S S

d
         (4.12) 

 
กรณีที่ผิวหนาปริมาตรควบคุมและเวคเตอรระยะกระจัดไมไดตั้งฉากกัน ดังรูป 4.2 (b) การประมาณ
คาพจนของการแพร (Jasak, 1996) ประมาณคาไดดังนี ้  
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*   p oP P p
p p p pp pp p p

p p

D D Dφ φ φ

φ φ
φ φ

 −
 ∇ ⋅ ≈ + ∇ ⋅ −
 
 

d
S S S S

d d
     (4.13) 

 
4.3.3 การประมาณคาพจนของวัตถุ (Approximation of the Source Term) 
 
 การประมาณคาพจนที่เกิดจากวัตถุในรูปการหาปริพันธของพื้นผิว (Surface Integral) รอบ
ปริมาตรควบคุมในรูปสมการพีชคณิต ประมาณคาโดยใชคาเฉลี่ยของทั้งปริมาตรควบคุม ไดดังนี ้
 

( )
1 1

    
nb nb

S S S pp pS S
dS dSφ φ φ

= =
⋅ = ⋅ ≈ ⋅∑ ∑∫ ∫Q Q Q S        (4.14) 

 
ในทํานองเดียวกัน การประมาณคาพจนที่เกิดจากวัตถุ การหาปริพันธของปริมาตรควบคุม (Volume 

Integral) สามารถประมาณคาไดในรูปสมการ 
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( )  

o
V V P

V
Q dV Q dVφ φ≈∫          (4.15) 

 
การประมาณคาในแตละพจนของสมการครอบคลุมดังที่กลาวมา เมื่อนําแตละพจนมารวมกันจะได
ระบบสมการสําหรับหาผลเฉลยของปญหานั้นๆ ตอไป 
 

 
4.4 รูปสําเร็จของสมการครอบคลุม 

(Final Form of Discretised Governing Equation) 
 
การแกระบบสมการเพื่อหาผลเฉลยของตัวแปรที่ตําแหนง OP  ศูนยกลางของปริมาตรควบคุม 

โดยมีปริมาตรควบคุมขางเคียง pP  จํานวน nb  ตําแหนง เมื่อแทนคาสมการครอบคลุมของปญหาที่
พิจารณาในสมการ (4.7) ดวยสมการ (4.8)-(4.15) แลวทําการจัดรูปสมการโดยมี ( )

OP
aφ และ 

( )
PP

aφ  แทนสัมประสิทธิ์ที่ไดมาจากพจนที่เปลี่ยนแปลงตามเวลาและพจนการแพรของตําแหนง OP  
และปริมาตรควบคุมขางเคียง PP  ตามลําดับ สวนคาสัมประสิทธิ์จากพจนที่มากจากวัตถุ แทนดวย bφ  
สามารถเขียนเปนระบบสมการพีชคณิตไดดังนี ้

 

( ) ( )
1

  
O pO p

nb

P PP Pp
a a bφ φ φφ φ

=
− =∑         (4.16) 

    
การประมาณคาในรูปสมการพีชคณิตของสัมประสิทธิ ์ ( )

oP
aφ , ( )

pP
aφ  และ bφ  แสดงไดดังนี ้

 

 ( ) ( ) 
p

p

P p
p

a Dφ φ=
S

d
            (4.17) 

 

 ( ) ( )
( )

1
 O

O

t
nb P

P pp

a V
a a

t
φ

φ φ δ=
= +∑          (4.18) 

 

( ) ( ) ( )
( )[ ]1

1
  O

mt
nb Pp

p p S Vp ppp p

a V
b D q q

t
φ

φ φ φ φφ φ
δ

−

=

 
 = ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + + +
 
 

∑
d

S S
d

   (4.19) 
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สําหรับปญหาในภาวะสมดุลคาสัมประสิทธิ์ taφ   จะมีคาเปนศูนย เมื่อไดระบบสมการของปญหา
พรอมทั้งกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแลว จะใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical Methods) เพื่อแก
ระบบสมการหาผลเฉลยตอไป  
 
 

4.5 การกําหนดเง่ือนไขขอบเขต (Implementation of Boundary Condition) 
 

การประมาณคาจุดตอที่บริเวณขอบของโดเมน จะมีวิธีการประมาณคาที่แตกตางจากจุดตอที่
อยูบริเวณภายในโดเมน เนื่องจากไมใชในการเก็บคาตัวแปรไมทราบคา แตใชในการกําหนดเงื่อนไข
ขอบเขต การพิจารณาบริเวณขอบแบงไดเปน 2 ลักษณะดังนี ้
 
4.5.1 Implementation of the Dirichlet Boundary Condition 
 
 เงื่อนไขขอบเขตแบบ Dirichlet มีลักษะเปนการกําหนดคาของตัวแปรไมทราบคาที่ขอบ 
แทนดวย 

bPφ  ซึ่งจะนําไปคํานวณคาฟลักซที่ผานขอบและคํานวณหาคาอนุพันธที่จุดตอ OP   เมื่อ 
( )

bP
aφ แทน สัมประสิทธ์ิของจุดตอที่ขอบ และ nb  แทน จํานวนปริมาตรควบคุมขางเคียงที่อยูรอบ 

OP  จะไดสมการสําหรับปริมาตรควบคุมที่อยูบริเวณขอบดังนี้ 
 

 ( ) ( ) ( )
1

  
o p bo p b

P

P P PP P Pp
a a b aφ φ φ φφ φ φ

=
− = +∑             (4.20)  

  
โดยทั่วไปการพิจารณาแบบ Dirichlet Boundary สําหรับสมการอนุรักษโมเมนตตัมจะแทนดวย 
ระยะกระจัด ( )u  สําหรับสมการพลังงานจะแทนดวยอุณหภูม ิ ( )T  
 
4.5.2 Implementation of the Neumann Boundary Condition 
 
 เงื่อนไขขอบเขตแบบ Neumann มีลักษะเปนการกําหนดคาอนุพันธของตัวแปรที่ขอบ คา 
ฟลักซที่บริเวณขอบแทนดวย bs  ซึ่งนําไปรวมกับพจน bφ  โดยตรงซึ่งจะไดสมการ   
 

 ( ) ( )
1

  
o po p

P

P P bP Pp
a a b sφ φ φφ φ

=
− = +∑       (4.21) 

 
โดยทั่วไปการพิจารณาแบบ Neumann Boundary สําหรับสมการโมเมนตตัมจะแทนดวยความเคน 
ความดัน หรือ แรง ที่ผิวขอบ สําหรับสมการพลังงานจะแทนดวยฟลักซความรอน  
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4.6 ตัวแบบทางคณิตศาสตร 
 

จากสมการทั่วไป (4.7) เปนสมการรูปทั่วไปซึ่งสามารถนําไปหาผลเฉลยของปญหาแตละ
กรณีไดโดยการแทนคาพจนตางๆ ในสมการ ซึ่งจะมีคาแตกตางกันตามสมการครอบคลุมที่นํามา
พิจารณา สําหรับปญหาที่พิจารณาในโครงการวิจัยนี้ สมการที่นํามาพิจารณาประกอบดวย สมการการ
นําความรอน และสมการโมเมนตัม โดยทั้งสองสมการมีลักษณะเปนการเสียรูปนอย  

 
เมื่อทําการจัดรูปทั้งสองสมการเพื่อแทนคา ในรูปสมการสําเร็จไฟไนตวอลุม (Maneeratana, 

2000) สัมประสิทธิ์ของตัวแปร สมการการนําความรอนแบบผิดรูปนอย ประกอบดวยคาตางๆ ดัง
สมการ (4.22) 
 

 

   
  

  

 

T

I cT
D k

φ

φ

φ

φ

ρ

=
∇ = ∂ ∂
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สัมประสิทธิ์ของตัวแปรของสมการโมเมนตัมแบบผิดรูปนอย  ประกอบดวยคาตางๆ ดังสมการ (4.23) 
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โดยที่ 1ij ijI δ′ = −  เมื่อ ijδ  หมายถึง Kronecker delta และ = ∂ ∂J u x  เมื่อนําคาของแตละ

พจนดังที่แสดง ไปแทนในสมการทั่วไปจะไดระบบสมการแกปญหา สําหรับนําไปหาผลเฉลยตอไป 
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4.7 ขั้นตอนการคํานวณ 
 
 ข้ันตอนในการคํานวณเพื่อหาคาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ จะเริ่มตนจาก การอานขอมูล
เงื่อนไขขอบ ขอมูลการแบงปริมาตรควบคุม ทําการคํานวณคาอุณหภูมิ ( )T  โดยใชสมการการนําความ
รอนแบบผิดรูปนอย จากนั้นนําคาอุณหภูมิที่ไดไปเปนขอมูลเพื่อใชในการคํานวณเพื่อหาคาความเคน 
โดยใชสมการโมเมนตัมแบบผิดรูปนอย ซึ่งคําตอบที่ไดจะอยูในรูประยะกระจัดของจุดตอ ซึ่ง
ประกอบดวยระยะกระจัดในแนวนอน ( )U และระยะกระจัดในแนวต้ัง ( )V ในการคํานวณเพื่อหาคา
ของตัวแปรไมทราบคา ใชวิธีการสมมุติคาเริ่มตนใหแกคาตัวแปรแลวใชวิธีการคํานวณแบบการทําซ้ํา
ในจนคาของตัวแปรที่คํานวณไดลูเขาสูคําตอบคาหนึ่งแลวจะถือวาคาที่คํานวณไดเปนคําตอบของการ
คํานวณคาตัวแปรนั้นๆ  
 

กระบวนการคํานวณคาอุณหภูมิและความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ เฉพาะสวนของระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุม แสดงกระบวนการคํานวณโดยสงัเขป ไดดังรูป 4.4 
 
 

 
 

รูป 4.4 กระบวนการคํานวณคาอุณหภูมิและความเคน 
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4.8 สรุป 
 
 ในบทนี้ไดกลาวถึงหลักการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอย ใหอยูในรูปของระบบสมการ
พีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม โดยพิจารณาแตละปริมาตรควบคุมยอย ซึ่งไดแสดงการ
แบงยอยกริดรูปราง การประมาณคาที่ ตําแหนงใดๆ การประมาณคารูปของสมการทั่วไป ซึ่ง
ประกอบดวยพจนที่เปล่ียนแปลงตามเวลา พจนการแพร และพจนที่เกิดจากตัววัตถุเอง เมื่อรวมแตละ
พจน พรอมทั้งพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตแลวทําการจัดรูปสมการ จะไดระบบสมการรูปสําเร็จ ซึ่งจะ
นําไปคํานวณเพื่อหาคําตอบดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตอไป 

 
ปญหาที่พิจารณาในวิทยานิพนธนี ้พิจารณากรณีศึกษาการนําความรอนและความเคนเนื่องจาก

อุณหภูมิแบบผิดรูปนอย โดยนําสัมประสิทธ์ิของสมการที่ไดจัดรูปแลว จากสมการ (4.22) และ 
(4.23) แทนในสมการรูปสําเร็จ แลวทําการหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ซึ่งจะทําใหไดคาของ
ผลเฉลยที่อยูบนจุดตอทั่วทั้งโดเมน   

 
เมื่อทําการคํานวณจนไดผลเฉลยแลว ในสวนตอไปจะเปนการนําผลเฉลยที่ได มาวิเคราะห

เงื่อนไขเพื่อใชปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยการแบงยอยปริมาตรควบคุมใหมีขนาดเล็กลงในบริเวณ
ที่จําเปน เมื่อไดปริมาตรควบคุมใหมจากการแบงยอยแลว จะนําปริมาตรควบคุมนั้นมาหาผลเฉลยใหม
อีกครั้ง แลวทําการคํานวณในลักษณะเดียวกันนี ้วนซ้ําจนไดผลเฉลยที่ถูกตองแมนยําตามที่ตองการ  

 
 

 
 



บทที่ 5 
 

ตัวบงชี้การปรับขนาด 
และการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 

 
 

ในบทนี้  จะกลาวถึงคาความผิดพลาดตกคางจากการเปรียบเทียบการประมาณคาตัวแปรไม
ทราบคา  การหาตัวบงชี้การปรับขนาด  ซึ่งเปนขอมูลที่แสดงวาควรทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม
นั้นเพื่อใหคําตอบที่ดีขึ้น การหาตัวบงชี้การปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง กระบวนการแบงยอย
ปริมาตรควบคุม และการตรวจสอบเชิงคุณภาพของผลการคํานวณหลังทําการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุม  
 
 
55..11  คาความผิดพลาดตกคาง (Residual Error)  

 
เมื่อทําการหาผลเฉลยของปญหาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขดังที่ไดกลาวมาแลวนั้น  ในปญหาที่

ไมมีผลเฉลยแมนตรงมาเปรียบเทียบ  จะไมสามารถรูไดวาผลที่ไดมีความถูกตองหรือมีความผิดพลาด
มากหรือนอยเทาใด  

 
ตัวบงชี้การปรับขนาดซึ่งคํานวณมาจากคาความผิดพลาดตกคาง  จะเปนตัวที่แสดงวาผลการ

คํานวณของปริมาตรควบคุมที่พิจารณานั้นมีความแมนยําเพียงพอหรือไม  รายละเอียดการคํานวณคา
ความผิดพลาดตกคางใน 1 มิติ และ 2 มิติ มีรายละเอียดดังนี้ 
 
5.1.1 ความผิดตกคางกรณี 1 มิต ิ       
  
 กําหนดให  Oφ   และ  Pφ   แทนตัวแปรไมทราบคาจากการคํานวณที่ตําแหนง  Or   และ Pr

ตามลําดับ โดยมี fr  แทนตําแหนงกึ่งกลางระหวางจุดตอ O  และ P  ดังรูป 5.1  
 
 สําหรับปญหาที่มีลักษณะผลเฉลยแบบเชิงเสน  จากผลการคํานวณเมื่อทราบ  Pφ   และ  Qφ   คา
ของ  fφ ที่มีตําแหนงอยูกึ่งกลางระหวางจุดตอ O  และ  P  สามารถหาไดจากคาเฉล่ียของทั้งสองจุดดัง
สมการ (5.1) 
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รูป 5.1 คาของตัวแปรที่คํานวณไดและเวกเตอรบอกตําแหนง 
 
อีกวิธีที่สามารถนํามาคํานวณคาของ  fφ   โดยใชอนุกรมเทยเลอรอันดับที่ 1 ( st1 order Taylor series) 

หามาจาก Oφ  และ ( )Oφ∇  ดังสมการ (5.2) 
 
 ( ) ( )  f O O f Oφ φ φ= + ∇ ⋅ −r r           (5.2) 

 
หากผลที่ไดจากคํานวณมีความถูกตองทั้งคาของ  Pφ , Qφ  และ  ( )Pφ∇   มีความถูกตองตามการ
ประมาณในการกระจายแบบเชิงเสนตามที่ไดประมาณคาในหัวขอ 4.2 คาของ  fφ   ที่คํานวณไดจากทั้ง
สองวิธีจะตองมีคาเทากันหรือใกลเคียงกันมาก  
 

 ดวยเหตุผลดังกลาวเมื่อนําผลที่ไดจากการคํานวณมาหาคาของ    fφ จากทั้งสองวิธี  แลวทําการ
เปรียบเทียบจะไดผล ดังรูป 5.2 จะเห็นผลตางของผลการคํานวณจากสมการ (5.1) และ (5.2) 
 

Or fr Pr

Oφ

Pφ

φ

r

fφ
}  fεOφ∇

 
 

รูป 5.2 คาความคลาดเคล่ือนจากผลตางการประมาณคา 
 

โดยที่ขนาดของความผิดพลาดตกคาง fε  คํานวณไดจาก 
 

 ( )( )  
2

O P
f O O f O

φ φ
ε φ φ

+
= − + ∇ ⋅ −r r            (5.3) 

 
จากลักษณะแนวคิดดังกลาวสามารถนําไปใชพิจารณาในลักษณะ 2 มิติไดตอไป  
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5.1.2 ความผิดพลาดตกคางกรณี 2 มิต ิ   
 

เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมในลักษณะ  2 มิติ  โดย  OP   แทน  จุดตอของปริมาตรควบคุมที่
กําลังพิจารณาและมีปริมาตรควบคุมขางเคียงที่อยูลอมรอบ ดังรูป 5.3   
 
 

OP

1PP

2PP

3PP

4PP

5PP6PP

7PP

1ε

2ε
3ε

4ε
5ε6ε

7ε

 
 

รูป 5.3 คาความคลาดเคล่ือนจากผลตางการประมาณคาใน 2 มิติ 
 
คา  1ε  ถึง 7ε  ที่อยูก่ึงกลางระหวางจุดตอ OP  และ 

iPP ในแตละจุดดังรูป ซึ่งคํานวณไดจากสมการ 
(5.3) เมื่อนํา  iε   แตละคามารวมแลวหาคาเฉลี่ย  จะไดคาเฉล่ียความผิดพลาดตกคางของปริมาตร
ควบคุมที่ตําแหนง OP   ( ) OPε จากสมการ 

 

1  
O

nb

i
i

P nb

ε
ε ==

∑
            (5.4) 

 
โดยที่ nb  แทน จํานวนของปริมาตรควบคุมขางเคียง  
 

เมื่อพิจารณาทุกปริมาตรควบคุมของทั้งโดเมนในลักษณะเดียวกันนี้  ในแตละปริมาตรควบคุม
จะมีคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ย ซึ่งจะนําไปใชคํานวณคาเงื่อนไขการปรับขนาดตอไป 
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5.2 ตัวบงชี้การปรับขนาด (Refinement Indicator) 
 
 หลังจากคํานวณคาความผิดพลาดสวนเกินของแตละปริมาตรควบคุมทั้งโดเมน เมื่อนําผล
ความผิดพลาดสวนเกินของแตละปริมาตรควบคุมที่ได มาเปรียบเทียบจะผลไดดังรูป 5.4 
 

Poε

OP

Mε
cε

 
 

รูป 5.4 ผลการหาคาความคลาดเคล่ือนตกคางแตละปริมาตรควบคุม 
 

โดยที่แกนในแนวตั้งแทนขนาดของคาความคลาดเคลื่อนสวนเกิน ( )Poε  สวนแกนในแนวนอนแทน
หมายเลขกํากับของแตละปริมาตรควบคุม ( )OP  ลําดับตางๆ เมื่อไดคาผิดพลาดสวนเกินเฉลี่ยของแต
ละปริมาตรควบคุมจนครบแลว นําคาผิดพลาดสวนเกินเฉลี่ยของทั้งโดเมนซึ่งมีจํานวนปริมาตรควบคุม
ทั้งหมด nc  ปริมาตรควบคุม มาหาคาเฉล่ียจะไดคาเฉลี่ยความผิดพลาดสวนเกินของทั้งโดเมน ( )Mε  
ซึ่งคํานวณจากสมการ 
 

1  
O

nc

P
O

M nc

ε
ε ==

∑
            (5.5) 

 
เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุม OP ใดๆ หากมีคาความผิดพลาดตกคางของปริมาตรควบคุม ( )OPε  
มากกวาตัวบงชี้การปรับขนาด ปริมาตรควบคุมนั้นจะถูกกําหนดใหตองทําการปรับขนาด สําหรับคา
ซึ่งใชเปนตัวกําหนดการปรับขนาดนั้น คํานวณไดจากสมการ (5.6)      
  
 

M Mc fε ε ε=             (5.6) 
 
โดยที่ 

M
fε แทน แฟกเตอรการปรับขนาด  ซึ่งเปนคาคงที่ ที่ควรมีคาอยูในชวงประมาณ 0.75 ถึง 1.5 

ในกรณีที่คาของ 
M

fε  มีคานอยจะทําใหตัวกําหนดการปรับขนาดมีคาต่ําลง ทําใหจํานวนของปริมาตร
ควบคุมที่ถูกปรับขนาดมีจํานวนมากขึ้น ดังรูป 5.4 ในทํานองเดียวกันหากคาของ 

M
fε  มีคามากข้ึนมี

ผลทําใหปริมาตรควบคุมถูกปรับขนาดมีจํานวนนอยลง  
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 ในการคํานวณนั้น จะเริ่มตนจากการใชคาแฟกเตอรการปรับขนาดที่มีคานอยในชวงแรกของ
การคํานวณซึ่งมีลักษณะคลายเปนตัวเรงในการปรับขนาด และเมื่อจํานวนรอบในการปรับขนาดมาก
ขึ้นคาแฟกเตอรที่ใชควรมีคามากขึ้นดวยในลักษณะที่เปนตัวหนวงในการปรับขนาด 
 
 
5.3 ตัวบงชี้การปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง 
 
 หลังทําการหาปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดโดยพิจารณาจากคาความผิดพลาด
ตกคางไดแลวนั้น อาจยังไมสามารถแนใจไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหทําการปรับขนาดนั้น มีคาความ
คลาดเคล่ือนมากกวาปริมาตรควบคุมอ่ืนจริงหรือไม  

 
สําหรับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง สามารถนําผลเฉลยแมนตรงมาเปรียบเทียบกับผลการ

คํานวณจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ได ซึ่งคาความคลาดเคลื่อนที่จุดตอเทียบกับผลเฉลยแมนตรง 
( )P

Exactε  ของการคํานวณหาไดจากสมการ   
 

O O O

Exact Exact FV
P P Pε φ φ= −           (5.7) 

 
โดยที่ 

O

Exact
Pφ  แทนผลการคํานวณคาตัวแปรจากผลเฉลยแมนตรง และ 

O

FV
Pφ แทนผลการคํานวณคาตัว

แปรจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จากนั้นเมื่อนําคา 
O

Exact
Pε  ของแตละจุดตอทั้งโดเมนมาหาคาเฉล่ีย จะ

ไดคาความผิดพลาดเฉลี่ยจากผลเฉลยแมนตรง Exactε  หาไดจากสมการ 
 

 1 
i

nc
Exact
P

Exact i

nc

ε
ε ==

∑
          (5.8) 

 
 จะเห็นวา 

O

Exact
Pε  แสดงขนาดของความผิดพลาดที่เกิดขึ้นลักษณะเดียวกับ 

OPε  และคา Exactε  
แทนขนาดความผิดพลาดเฉล่ียทั้งโดเมนลักษณะเดียวกับ Mε  ซึ่งสามารถนํามาเปน ตัวกําหนดการ
ปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( )Exactcε ซึ่งคํานวณไดสมการ 
 
 

M

Exact Exactc fε ε ε=           (5.9) 

 
ดังนั้นการนําผลเฉลยแมนตรงมาพิจารณาปรับขนาด จะไดวาหากปริมาตรควบคุมใดที่มีคา 

O

Exact
Pε  มากกวาคา Exactcε  ปริมาตรควบคุมนั้น จะถูกกําหนดใหปรับขนาด ซึ่งถือวาเปนการกําหนด
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ปรับขนาดโดยเทียบกับผลเฉลยแมนตรง จากนั้นจะนําบริเวณปรับขนาดที่ไดมาเปรียบเทียบกับบริเวณ
ปรับขนาดจากการพิจารณาคาความผิดพลาดตกคาง เพื่อเปนการยืนยันความถูกตองของบริเวณที่ถูก
กําหนดใหปรับขนาดวาเปนบริเวณที่มีคาความคลาดเคล่ือนสูงกวาบริเวณอื่นจริง  
 
 
5.4 ขั้นตอนการกําหนดปริมาตรควบคุมท่ีตองปรับขนาด 
  
 กระบวนการในการคํานวณทั้งหมดต้ังแตเริ่มการคํานวณ การสรางปริมาตรควบคุมเริ่มตน 
กําหนดเงื่อนไขตางๆ การหาผลเฉลย การหาปริมาตรควบคุมี่ตองปรับขนาด การสรางปริมาตรควบคุม
ใหม จนไดคําตอบที่พึงพอใจ แสดงรายละเอียดพอสังเขปไดดังนี ้  
 

 
 

รูป 5.5 รูปขั้นตอนการคํานวณอยางงายของทั้งระบบ 
 

ในที่นี้จะขอแสดงรายละเอียดเฉพาะ ข้ันตอนการคํานวณเพื่อหาปริมาตรควบคุมที่ตองปรับขนาดซึ่งมี
ขั้นตอนดังแสดงในรูป 5.6  
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รูป 5.6 รายละเอียดขั้นตอนคํานวณเพื่อหาปริมาตรควบคุมที่ตองปรับขนาด 
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ข้ันตอนในรูป 5.6 แสดงถึงลําดับขั้นในการคํานวณเพื่อหาปริมาตรควบคุมที่ตองประขนาด
โดยสังเขป หากปริมาตร P  ถูกกําหนดใหปรับขนาดกําหนดใหมีการเก็บคา [ ] 1Adp P =  หากไม
ปรับขนาดจะเก็บคา [ ] 0Adp P =  เมื่อพิจารณาจากเงื่อนการปรับขนาดโดยใชเงื่อนไขของตัวแปรไม
ทราบคาเพียงตัวแปรเดียว เชน ปญหาการนําความรอน จะพิจารณาการปรับขนาดจากอุณหภูมิ ( )T  

เปนตัวกําหนดการปรับขนาดเพียงตัวแปรเดียว  
 
ในกรณีที่ตัวแปรไมทราบคามีกวา 1 คา เชน ปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิเงื่อนไขของ

การปรับขนาดจะพิจารณาจาก อุณหภูมิ ( )T  ระยะกระจัดแนวนอน ( )U  และระยะกระจัดแนวตั้ง 
( )V  การกําหนดปริมาตรควบคุมที่ถูกปรับขนาด สามารถพิจารณาไดในลักษณะเดียวกันกับการ
พิจารณาคากรณีตัวแปรเดียว โดยการแยกพิจารณาทีละตัวแปร จากนั้นผลที่ไดมารวมกัน จะไดบริเวณ
ที่ถูกกําหนดใหปรับโดยพิจารณาจากตัวแปรทั้ง 3 ตัว ดังรูป 5.7 

 
 

P MU Uε ε−

P MV Vε ε−

P MT Tε ε−

 
 

รูป 5.7 การกําหนดปริมาตรควบคุมที่จะแบงยอย จากเงื่อนไขหลายตัวแปร  
 
ลักษณะการกําหนดปริมาตรควบคุมที่แบงยอยดังที่แสดง เปนการรวมผลการกําหนดปริมาตรควบคุม
จากแตละเงื่อนไข ซึ่งจะเปนการปรับขนาดที่ครอบคลุมทุกตัวแปร เมื่อกําหนดบริเวณที่ตองทําการ
ปรับขนาดแลว กระบวนการตอไปจะเปนการแบงยอยปริมาตรควบคุมตามผลที่ไดจากการกําหนดการ
ปรับขนาด  
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5.5 การแบงยอยปริมาตรควบคุม 
 

 การแบงยอยปริมาตรควบคุม กรณีปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพบลักษณะการแบงใน
หลายรูปแบบ ดังที่ไดกวามาแลวในสวนของ เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ สําหรับลักษณะการปรับ
ขนาดปริมาตรควบคุมที่เลือกใชในโครงการวิจัยนี้ ไดเลือกวิธีการแบงครึ่งดาน โดยเมื่อสามารถระบุได
แลววาปริมาตรควบคุมใดถูกกําหนดใหทําการปรับขนาด ปริมาตรควบคุมนั้นๆ จะถูกแบงออกเปน 4 

ปริมาตรควบคุมยอยที่มีขนาดเทากัน โดยการแบงครึ่งดานแตละดาน ดังรูป 5.8 
 
 

 
 

รูป 5.8 การแบงยอยปริมาตรควบคุมบริเวณท่ีถูกกําหนดใหปรับขนาด  

 
ปริมาตรควบคุมใหมที่ไดจะมีลักษณะเหมือนกับปริมาตรควบคุมเดิม แตจะมีขนาดลดลงเหลือเพียง 1 

ใน 4 ของปริมาตรควบคุมเดิม  
 
 ในการแบงโดเมนของปญหาออกเปนปริมาตรควบคุมยอยนั้น จะมีการกําหนดลําดับปริมาตร
ควบคุม และกําหนดหมายเลขใหแกปริมาตรควบคุมนั้นๆ ซึ่งทําหนาที่แทนชื่อของปริมาตรควบคุม 
เพื่อใชชี้เฉพาะถึงปริมาตรควบคุม หลังทําการแบงยอยปริมาตรควบคุม จะเห็นไดวาจํานวนของ
ปริมาตรควบคุมนั้นเพิ่มมากข้ัน และจะตองมีการกําหนดหมายเลขใหแกปริมาตรควบคุมใหมที่ได  
ลักษณะการลําดับปริมาตรควบคุมและกําหนดหมายเลขปริมาตรควบคุมใหม ดังแสดงในรูป 5.8  
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1 2 3 4→ → →  
(ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน 

 

1 5 6 7 8 3 4→ → → → → →  
 

(ข) ปริมาตรควบคุมหลังแบงยอยปริมาตรควบคุมครั้งที ่1 

 

1 5 6 9 10 11 12 8 3 4→ → → → → → → → →  
 

(ค) ปริมาตรควบคุมหลังแบงยอยปริมาตรควบคุมครั้งที ่2 
 

รูป 5.9 การกําหนดลําดับและหมายเลขปริมาตรควบคุมหลังทําการแบงยอย 
 
โดยบริเวณที่แรเงา หมายถึงปริมาตรควบคุมที่ถูกกําหนดใหแบงยอย จะเห็นไดวาเมื่อทําการแบงยอย
ปริมาตรควบคุม หมายเลขปริมาตรควบคุมนั้นจะหายไป เปลี่ยนเปนหมายเลขของปริมาตรควบคุม
ใหม ซึ่งมีการลําดับดังตอเนื่องกันแทรกแทนหมายเลขเดิม 
  
 ปญหาที่สําคัญในการเขียนโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุมนั้น คือการกําหนดปริมาตร
ควบคุมขางเคียง เนื่องจากปริมาตรควบคุมใหมที่ทําการแบงยอยนั้นจะมีตําแหนงและปริมาตรควบคุม
ขางเคียงที่เปล่ียนไป การกําหนดปริมาตรควบคุมขางเคียงมีรายละเอียดดังนี้ 
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5.5.1 การกําหนดปรมิาตรควบคุมขางเคยีงเมื่อปรมิาตรควบคุมนั้นๆ ไมถูกปรบัขนาด  
 
 จากรูป 5.10 จะเห็นวา เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 ซึ่งมีปริมาตรควบคุม
หมายเลข 2 เปนปริมาตรควบคุมขางเขียง เมื่อปริมาตรควบคุมหมายเลข 2 ถูกแบงยอยจะมีปริมาตร
ควบคุมยอยใหม 4 ปริมาตรควบคุม ไดแก ปริมาตรควบคุมหมายเลข 3, 4, 5 และ ดังนั้นความเปนไป
ไดของปริมาตรควบคุมขางเคียงคือ ปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 จึงมีความเปนไปไดทั้ง 4 ปริมาตร
ควบคุมยอย 
 
 ดังนั้นสิ่งแรกที่พิจารณาคือทิศทางการเชื่อมตอกันของปริมาตรควบคุม เมื่อพิจารณาทิศทาง
การเชื่อมตอจะเห็นไดวา ปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 เปนไปได 2 คา คือ
ปริมาตรควบคุมหมายเลข 3 และ 6   
 

 
 

(ก) ปริมาตรควบคุมขางเคียงแบบเช่ือมตอกับ 2 ปริมาตรควบคุมยอย  
 
 

 
 

 (ข) ปริมาตรควบคุมขางเคียงแบบเชื่อมตอกับ 1 ปริมาตรควบคุมยอย 
 

รูป 5.10 ลักษณะการเชื่อมตอปริมาตรควบคุมยอย เม่ือปริมาตรควบคุมขางเคียงถูกแบงยอย   
 
เมื่อพิจารณาตําแหนงของปริมาตรควบคุมที่เชื่อมตอกัน โดยอาศัยการเหลื่อมลํ้าของปริมาตรควบคุมจะ
สามารถระบุปริมาตรควบคุมขางเคียงที่ชัดเจนได ดังรูป 5.10 (ก) จะเห็นไดวาปริมาตรควบคุม
ขางเคียงของปริมาตรควบคุมที่ 1 ไดแก ปริมาตรควบคุม 3 และ 6 แตในกรณีรูป 5.10 (ข) ปริมาตร
ควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุมที่ 1 จะมีเพียงปริมาตรควบคุมหมายเลข 6 เทานั้น เนื่องจาก
ตําแหนงของปริมาตรควบคุม 3 ลํ้าออกมานอกบริเวณของปริมาตรควบคุมที ่1 เปนตน  
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5.5.2 การกําหนดปรมิาตรควบคุมขางเคยีงเมื่อปรมิาตรควบคุมนั้นๆ ถูกปรับขนาด  
 
 เมื่อปริมาตรควบคุมถูกทําการแบงยอย ทําใหเกิดปริมาตรควบคุมใหม ลักษณะการเชื่อมตอ
ของปริมาตรควบคุมขางเคียง จะมีทั้งการเชื่อมตอกับปริมาตรควบคุมภายนอกและการเชื่อมตอภายใน
ของปริมาตรควบคุมใหมภายในดวยกันเอง เลขคาบวกหมายถึงปริมาตรควบคุมและเลขคาลบแสดงจุด
ตอที่ขอบเขตของโดเมน โดยมีตัวอยางการแบงยอย เมื่อพิจารณารูป 5.11 
 
 

1−
2−

3−

 
                    (ก) กอนปรับขนาดปริมาตรควบคุม   (ข) หลังปรับขนาดปริมาตรควบคุม 

 
รูป 5.11 ลักษณะการเชื่อมตอปริมาตรควบคุมยอย เมื่อปริมาตรควบคุมที่พิจารณาถูกแบงยอย 

 
 
การลําดับปริมาตรควบคุมขางเคียง กําหนดใหมีลักษณะเรียงลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา โดยเริ่มจาก
ปริมาตรควบคุมดานลางซายเปนลําดับที่ 1 เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 ปริมาตรควบคุม
ขางเคียงเรียงตามลําดับประกอบดวย ปริมาตรควบคุมหมายเลข 2, 3, 4 และ -1 หลังจากทําการ
แบงยอยปริมาตรควบคุม 1, 2 และ 3 ผลที่ไดดังรูป 5.11 (b) เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 

หลังทําการแบงยอยทําใหเกิดปริมาตรควบคุมใหม 5, 6, 7 และ 8 ซึ่งแตละปริมาตรควบคุมเหลานี้ มี
รายละเอียดการกําหนดปริมาตรควบคุมดังตอไปนี ้
 
 
 
 
 



 50 

ปริมาตรควบคุมหมายเลข 5   
 
 พิจารณาเริ่มตนจากปริมาตรควบคุมดานลาง ปริมาตรควบคุมขางเคียงของลําดับที่ 1 เดิม คือ 
ปริมาตรควบคุมขางเคียงหมายเลข 2 หลังจากถูกแบงยอยจะไดปริมาตรควบคุมหมายเลข 9, 10, 11 
และ 12 เมื่อพิจารณาทิศทางการเชื่อมตอ ปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุมหมายเลข 5 ที่
เปนไปได คือ 11 และ 12 เมื่อพิจารณาการเหล่ือมล้ําจะพบวา ปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตร
ควบคุม 5 ไดแก ปริมาตรควบคุมหมายเลข 12 ปริมาตรควบคุมขางเคียงลําดับตอไปเปนการเชื่อมตอ
กันภายในของปริมาตรควบคุมใหม ไดแก 6 และ 8 ตามลําดับ ในสวนตอไปซึ่งเปนบริเวณขอบ เดิม
เปนบริเวณขอบหมายเลข -1 หลังทําการแบงยอยจะไดขอบใหม -2 และ -3 ซึ่งดานที่เชื่อมตอปริมาตร
ควบคุมที่ 5 คือ -3 ดังนั้น ปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุม 5 คือ 12, 6, 8 และ -2  
 
 
ปริมาตรควบคุมหมายเลข 6   
 
 ปริมาตรควบคุมหมายเลข 6 เริ่มตนเชื่อมตอกับปริมาตรควบคุมหมายเลข 12 เหตุผลเดียวกับ
ปริมาตรควบคุมหมายเลข 5 ปริมาตรควบคุมขางเคียงลําดับถัดไป เดิมกอนแบงยอยปริมาตรควบคุม
ขางเคียงคือ หมายเลข 3 เมื่อแบงยอยจะไดปริมาตรควบคุมใหม คือ 13, 14, 15 และ 16 พิจารณาจาก
ทิศทางการเชื่อมตอและความเหลื่อมลํ้าของปริมาตรควบคุมจะไดปริมาตรขางเคียงคือ 13 และลําดับ
ตอไปคือการเชื่อมตอภายในของปริมาตรควบคุมเอง ไดแก ปริมาตรควบคุม 7 และ 5 ดังนั้นปริมาตร
ควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุม 6 คือ 12, 13, 7 และ 5  
 
 
ปริมาตรควบคุมหมายเลข 7  
  
 ปริมาตรควบคุมหมายเลข 7 เริ่มตนเชื่อมตอกับปริมาตรควบคุมภายในหมายเลข 6 ปริมาตร
ควบคุมขางเคียงหมายเลข 3 เดิม หลังทําการปรับขนาดแลวไดปริมาตรควบคุมใหม เมื่อพิจารณา
ทิศทางเชื่อมตอและการเหล่ือมลํ้าของปริมาตรควบคุม จะไดปริมาตรควบคุมขางเคียงคือ ปริมาตร
ควบคุมหมายเลข 16 ปริมาตรควบคุมขางเคียงถัดไปคือหมายเลข 4 ซึ่งไมไดทําการปรับขนาดจึงไมมี
การเปลี่ยนแปลง และลําดับถัดไปเปนการเชื่อมตอภายในหมายเลข 8 ดังนั้นปริมาตรควบคุมขางเคียง
ของปริมาตรควบคุม 7 คือ 6, 16, 4 และ 8 
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ปริมาตรควบคุมหมายเลข 8   
 

 ปริมาตรควบคุมหมายเลข 8 เชื่อมตอภายในกับปริมาตรควบคุมหมายเลข 5 และ 7 และ
เชื่อมตอกับปริมาตรควบคุมที่ไมถูกปรับขนาดหมายเลข 4 ลําดับถัดไปเปนการเชื่อมตอกับขอบของ
โดเมนโดยเปนขอบที่ถูกแบงยอยใหมหมายเลข -3  ดังนั้นปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตร
ควบคุม 7 คือ 5, 7, 4 และ -3 ตามลําดับ 
 
5.5.3 กระบวนการแบงยอยปริมาตรควบคุม 
 
  ความสัมพันธของดัชนีหมายเลขปริมาตรควบคุมยอยใหมที่ได สามารถกําหนดใหอยูในรูป
ของหมายเลขปริมาตรควบคุมเดิม โดยมองวาปริมาตรควบคุมใหมที่ได เปนปริมาตรควบคุมลูก (Son-

Cell, SC) ซึ่งสามารถแสดงโดยระบุตําแหนงและแสดงหมายเลขโดยอางอิงจากรูป 5.11 (ข) ไดดังรูป 
5.12 

 

SC[ ][1]P SC[ ][2]P

SC[ ][4]P SC[ ][3]P

P

SC[1][1]  5
SC[1][2]  6
SC[1][3]  7
SC[1][4]  8

=
=
=
=

 
 

รูป 5.12 ลักษณะการอางอิงปริมาตรควบคุมใหมในรูปของปริมาตรควบคุมเดิม 
 

จากที่ไดกลาวมาถึง การลําดับปริมาตรควบคุมที่แบงยอยใหม การกําหนดคาปริมาตรควบคุม
ขางเคียง และการกําหนดปริมาตรควบคุมใหมในรูปปริมาตรควบคุมเดิม ดังที่กลาวมา ความสัมพันธ
ตางๆ เหลานี้จะถูกนําไปใชเปนเงื่อนไขในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อใหสามารถระบุ
ปริมาตรควบคุมขางเคียงโดยเรียงตามลําดับอยางเปนระเบียบและมีความตอเนื่องกันได กระบวนการ
แบงยอยปริมาตรควบคุมสามารถแสดงโดยสังเขปไดดังรูป 5.13 
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[ ] 1Adp P =

SC[ ][1]P SC[ ][2]P
SC[ ][3]PSC[ ][4]P

( )Pnb

( )Pnb

0Pnb >

0Pnb >

[ ] 1PAdp nb =

SC[ ][1]Pnb SC[ ][2]Pnb
SC[ ][3]PnbSC[ ][4]Pnb

[ ] 1Adp P =

[ ] 1Adp P =

1P P= +

1P Pnb nb= +
1P Pnb nb= +

 
   

รูป 5.13 กระบวนการสรางปริมาตรควบคุมใหม โดยการแบงยอยตามปริมาตรควบคุมท่ีกําหนด 
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5.6 เง่ือนไขพิจารณาหยุดการปรับขนาด 
 

จากกระบวนการในการปรับขนาดจะเห็นไดวาเปนกระบวนการวนซ้ํา แมวากระบวนการปรับ
ขนาดจะเปนการเพิ่มความถูกตองใหแกผลการคํานวณ แตในกรณีที่ผลเฉลยมีความถูกตองแมนยําใน
ระดับที่ตองการแลว จึงควรการหยุดปรับขนาดปริมาตรควบคุม  

 
เงื่อนไขที่นํามาใชในการหยุดการปรับขนาดนั้นไดกําหนดไว 3 เงื่อนไขประกอบดวย จํานวน

รอบการปรับขนาด เปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาด และคาความผิดพลาดตกคางเพื่อหยุดปรับขนาด 
โดยแตละคามีรายละเอียดดังนี้ 

 
5.6.1 เงื่อนไขจํานวนรอบการปรับขนาด 

 
เงื่อนไขการหยุดการปรับขนาดโดยกําหนดจํานวนรอบ เปนลักษณะกําหนดจํานวนรอบของ

การวนซ้ําที่แนนอน โดยจํานวนรอบที่เหมาะสมข้ึนอยูกับจํานวนปริมาตรเริ่มตนที่ใช การกําหนดหยุด
ปรับขนาดลักษณะนี้สามารถทําไดงาย แตจํานวนรอบที่ใชอาจมากเกินความจําเปน หรือจํานวนรอบที่
นอยจนไมสามารถใหผลเฉลยที่แมนยําได  

 
5.6.2 เงื่อนไขเปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาด 
 

สําหรับปญหาที่การเปล่ียนแปลงของผลเฉลยอยางสูงเฉพาะจุด (Singularity) เมื่อทําการปรับ
ขนาดปริมาตรควบคุม บริเวณที่ถูกปรับขนาดจะเปนเฉพาะบริเวณจุดที่มีการเปล่ียนแปลงสูงนี้เทานั้น
ซึ่งเปนพื้นที่ขนาดเล็ก ดังนั้นหากพิจารณาวาทั้งโดเมนมีผลการคํานวณที่ถูกตองแมนยําแลว แตมีเพียง
จุดเดียวซึ่งเปนพื้นที่นอยมากเมื่อเทียบกับพื้นที่ทั้งหมดที่ยังไมถูกตองแมนยํา อาจสามารถละทิ้งความ
ผิดพลาดในสวนนี้แลวหยุดการปรับขนาดได 

 
ดังนั้นการหยุดปรับขนาดโดยเงื่อนไขเปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาด จึงหมายถึง หากพื้นที่ที่

ถูกกําหนดใหปรับขนาดคิดเปนเปอรเซ็นตที่นอยเมื่อเทียบกับพ้ืนที่ทั้งหมด สามารถหยุดปรับขนาด
โดยอาศัยเหตุผลดังที่อธิบายไวได  

 
แตสําหรับปญหาที่การเปล่ียนแปลงของผลเฉลยในโดเมนเปนแบบสม่ําเสมอ การกําหนดให

หยุดปรับขนาดโดยเงื่อนไขเปอรเซ็นตของพื้นที่ดวยวิธีนี้จะไมสามารถทําได เนื่องจากปญหาลักษณะนี้
บริเวณที่ปรับขนาดจะมีเปอรเซ็นตของพื้นมากในแตละรอบของการปรับขนาด   
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5.6.3 เงื่อนไขคาความผดิพลาดตกคางเพื่อหยุดปรับขนาด 
 
 การสรางเงื่อนไขคาความผิดพลาดตกคางเพื่อหยุดการปรับขนาด เปนการสรางเงื่อนจากคา
ความผิดพลาดตกคางเฉล่ีย โดยอาศัยความสัมพันธที่วา เมื่อผลการคํานวณมีความถูกตองแมนยํา
เพิ่มขึ้นคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ยจะลดลงดวย แตการนําคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ย มาใช
โดยตรงอาจไมเหมาะสมเนื่องจากเหตุผลดังนี้ 
 
 พิจารณาตัวอยางปญหาการนําความรอนใน 1 มิติ กําหนดใหลักษณะของปญหาเปนดังรูป 
5.14 (ก) และ 5.14 (ข) โดยมีลักษณะและการแบงยอยที่เหมือนกัน แตแตกตางกันที่เงื่อนไขขอบเขต  
 

1P0°C 100°C 2P0°C 1°C

1 0.5 °CP
Exactε =

2 0.5 °CP
Exactε =

 
 

(ก) การนําความรอน 0 °C  ถึง 100 °C                (ข) การนําความรอน 0 °C  ถึง 1 °C  
 

รูป 5.14 ความคลาดเคล่ือนที่เทากันของเง่ือนไขขอบเขตที่ตางกัน 
 

หากทําการคํานวณหาผลเฉลยการนําความรอนของทั้ง 5.14 (ก) และ 5.14 (ข) พบวาหากผลการ
คํานวณที่ไดของทั้งจุด 1P  และ 2P  มีคาความผิดพลาดเทากันคือ 0.5°C  แตหากพิจารณาเงื่อนไข
ขอบเขตจะเห็นวากรณีของรูป 5.14 (ก) มีชวงอุณหภูมิของขอบเขตคือ  0°C  ถึง 100°C  ความ
ผิดพลาดในระดับ 0.5°C  อาจถือไดวามีความผิดพลาดนอย แตในกรณีของรูป5.14 (ข) ชวงอุณหภูมิ
ขอบเขตคือ  0°C  ถึง 1°C  ความผิดพลาดในระดับ 0.5°C  อาจถือไดวามีความผิดพลาดสูงมาก 
 
 ดวยเหตุผลนี้การพิจารณาเฉพาะขนาดของความผิดพลาดจากการคํานวณอาจไมเหมาะสม 
ดังนั้นจึงควรมีการแปลงใหความคลาดเคล่ือนนี้อยูในระดับเดียวกัน จึงทําคาความคลาดเคล่ือนใหเปน
บรรทัดฐานเดียวกัน (Normalize) โดยการนําขนาดของผลตางคาตัวแปรนอยสุดและคาตัวแปรนอย
มากสุดมาหาร เชน 
 

 ระดับความผิดพลาดของ 1P     =    0.5°C
100 0 °C−

  =  0.005  

 ระดับความผิดพลาดของ 2P     =      0.5°C
1 0 °C−

  =  0.5  
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จากคาที่ไดจะเห็นวาระดับความคลาดเคลื่อนที่ไดอยูในระดับที่แตกตางกัน ซึ่งหากคาความผิดพลาดที่
ยอมรับไดของปญหารูป 5.14 (ก) มีขนาด 0.5°C  ความผิดพลาดที่ยอมรับไดของปญหารูป 5.14 (ข) 
ตองมีขนาด 0.005°C  ซึ่งจะถือไดวา คาความผิดพลาดของทั้งสองกรณีอยูในระดับเดียวกัน 
 

แตในการคํานวณปญหาโดยทั่วไป จะไมมีผลเฉลยแมนตรง การหาคาความผิดพลาดโดยเทียบ
จากผลเฉลยแมนตรงนั้นไมสามารถทําได แตเนื่องจากคาความผิดพลาดตกคางสามารถเปนตัวบงบอก
ถึงความแมนยําในการคํานวณได จึงนําคาดังกลาวมาพิจารณาเปน คาความผิดพลาดตกคางมาตรฐาน 
(Normalize Residual Error, NR) โดยคํานวณไดจากสมการ (5.10) 

 

max min

NR M
φ

ε
φ φ

=
−

        (5.10) 

 
โดยที่ Mε  แทนคาความผิดพลาดเฉลี่ยของทั้งโดเมน maxφ  แทนคาตัวแปรมากสุด และ minφ  แทนคาตัว
แปรนอยสุด ในการกําหนดหยุดการปรับขนาด หากคา NRφ  มีคานอยกวาที่กําหนดจะทําการหยุดการ
ปรับขนาด   

 
จากเงื่อนไขการปรับขนาดทั้ง 3 เงื่อนไขที่ไดกลาวมานั้น ในการคํานวณอาจเลือกเงื่อนไข

เพียงอยางหนึ่งอยางใด พิจารณาจาก 2 เงื่อนไข หรืออาจพิจารณาทั้ง 3 เงื่อนไขรวมกันได ซึ่งการปรับ
ขนาดจะหยุดเมื่อสอดคลองกับเงื่อนไขที่กําหนดและมีความถูกตองของผลการคํานวณในระดับที่
ตองการ     
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5.7 การตรวจสอบคุณภาพหลังการปรับขนาด 
 
หลังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม ผลการคํานวณที่ไดตองมีความถูกตองแมนยํามากขึ้น 

สามารถพิจารณาไดจากคาความผิดพลาดเฉล่ียของทั้งโดเมน ( )Exacterr คํานวณไดจากสมการ (5.11) 
 

  
1 1

 /
nc nc

Exact Exact
P P P

P i
err V Vε

= =

 =  
 
∑ ∑       (5.11) 

 
หากผลการคํานวณที่ไดมีความถูกตองแมนยํามากขึ้น คา Exacterr  หลังการปรับขนาดจะมีคาลดลง  
 

การวิเคราะหหาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน ( )SD  เปนการวัดการกระจายคาที่ออกจากคาเฉลี่ย 
โดยคาที่ไดมีลักษณะเปนตัวแทนของขอมูล คาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคาความผิดพลาดเมื่อเทียบ
กับผลเฉลยแมนตรง ( ExactSD ) สามารถคํานวณไดจากสมการ (5.12) 

 

( )
1
22

1 1
/

nc nc
Exact Exact Exact

P P P
P P

SD err V Vε
= =

 
= − 

 
∑ ∑      (5.12) 

 
ทํานองเดียว กันสามารถพิจารณาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคาความผิดพลาดตกคางเฉล่ียของแตละ
จุดตอ ( )

OPε ตอขนาดของพื้นที ่ไดจากสมการ (5.13) 
 

( )
1
22

1 1

/
nc nc

P P P
P P

SD err V Vε εε
= =

 = − 
 
∑ ∑       (5.13) 

  
โดยที่คาความผิดพลาดตกคางเฉล่ียโดยพิจารณารวมกับขนาดของปริมาตรควบคุม สามารถคํานวณได
ดังสมการ (5.14) 
 

1 1

 /
nc nc

P P P
P i

err V Vε ε
= =

 =  
 
∑ ∑        (5.14) 

 
จากคาที่นํามาตรวจสอบเชิงคุณภาพของผลการคํานวณหลังการปรับขนาด ซึ่งประกอบดวย 

Exacterr , ExactSD  และ 
P

SDε  ซึ่งหากผลการคํานวณหลังจากการปรับขนาดปริมาตรควบคุมมีความ
ถูกตองแมนยํามากขึ้นคาตางๆ เหลานี้จะมีคาลดลงดวย  
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5.8 สรุป 
 
 ในบทนี้ไดกลาวถึงเงื่อนไขที่ใชพิจารณาปริมาตรควบคุมที่ควรถูกปรับขนาด โดยใชคาความ
คลาดเคล่ือนตกคางเปนเงื่อนไขการปรับขนาด และเนื่องจากไมสามารถแนใจไดวาบริเวณที่ปรับขนาด
นั้นเปนบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนจริง จึงไดสรางตัวบงชี้การปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรงเพื่อหา
บริเวณที่ตองทําการปรับขนาดโดยอางอิงผลการคํานวณที่ไดกับผลเฉลยแมนตรง หากทั้งสองเงื่อนไข
ใหผลการปรับขนาดในบริเวณเดียวกันจะเปนตัวบงชี้ถึงวาเงื่อนไขการปรับขนาดที่สรางมาจากเงื่อนไข
คาความผิดพลาดตกคางนั้นสามารถบงชี้บริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาบริเวณอื่นไดจริง  
 
  จากนั้นไดกลาวถึงการแบงยอยปริมาตรควบคุม การลําดับปริมาตรควบคุม และกระบวนการ
สรางปริมาตรควบคุมใหม ซึ่งกระบวนการที่ไดกลาวมาทั้งหมดนี้ไดนํามาเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร 
เพื่อใหสามารถระบุปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดและสามารถสรางปริมาตรควบคุมใหมตาม
ผลที่กําหนดได หลังจากการหาผลเฉลยดวยปริมาตรควบคุมใหมที่ไดแลวจะมีการตรวจสอบเชิง
คุณภาพของผลการคํานวณที่ได เปรียบเทียบกับผลเฉลยครั้งกอน 
 
 สวนตอไปจะเปนการทดสอบเงื่อนไขของการปรับขนาดที่ไดกลาวมา และทดสอบโปรแกรม
สรางปริมาตรควบคุมใหม โดยนํามาพิจารณาปญหาการถายเทความรอน กอนนําไปหาคาความเคน
เนื่องจากอุณหภูมิตอไป 
  
 
 



บทที่ 6 
 

การทดสอบโปรแกรมสําหรับ 
ปญหาการนําความรอน 

 
 
6.1 บทนํา  
 

จากเงื่อนไขที่ใชพิจารณาปรับขนาดปริมาตรควบคุมและการแบงยอยปริมาตรควบคุม  ดังที่ได
กลาวมาในเรื่อง ตัวบงชี้การปรับขนาดและการปรับขนาดปริมาตรควบคุม  ซึ่งเงื่อนไขตางๆ เหลานี้ ได
นํามาเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชในการแบงยอยปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณเพื่อเปนการเพิ่ม
ความแมนยําใหแกผลการคํานวณ  

 
ในบทนี้ไดแบงหัวขอที่จะกลาวถึงเปน 3 สวนไดแก ลักษณะปญหาการนําความรอนที่นํามา

เปนกรณีศึกษา การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาด และการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตร
ควบคุม โดยมีรายละเอียดตามลําดับ ดังนี ้

 
 

6.2  กรณีศึกษาปญหาการนําความรอน 
 

การทดสอบเงื่อนไขการปรับขนาด และโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม ไดเลือก
ปญหาการนําความรอนมาเปนกรณีศึกษา 2 กรณี ซึ่งเปนปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง เพื่อวิเคราะหผล
การคํานวณทั้งบริเวณทีถู่กกําหนดใหปรับขนาด และผลการคํานวณที่มีความแมนยํามากข้ึนหลังทําการ
ปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยลักษณะปญหา และผลเฉลยแมนตรงเปนดังนี้  
 
6.2.1 กรณีศึกษาปญหาการนําความรอน กรณีที ่1  
 
 กรณีศึกษาปญหาการนําความรอนกรณีที่ 1 เปนปญหาการนําความรอนที่ภาวะสมดุล ของ
แผนโลหะขนาดกวาง 5 เซนติเมตร และมีความยาว 10 เซนติเมตร โดยกําหนดใหมีอุณหภูมิขอบคงที่
ในแตละดานดังแสดงในรูป 6.1 (ก) และจากผลเฉลยแมนตรงการกระจายตัวของอุณหภูมิ สามารถ
แสดงดังรูป 6.1 (ข)  
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     (ก) ลักษณะของปญหา                          (ข) การกระจายอุณหภูมิจากผลเฉลยแมนตรง 

 
 

รูป 6.1 ลักษณะปญหาและการกระจายของอุณหภูมิ กรณีศึกษาท่ี 1 
 
ผลเฉลยแมนตรงของอุณหภูมิ 1 2( , )( )x x

anaT  ของปญหากรณีศึกษาที่ 1 (Holman, 2001) สามารถคํานวณ
ไดจากสมการ (6.1)  
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       (6.1) 

 
6.2.2 กรณีศึกษาปญหาการนําความรอน กรณีที ่2  
 

 กรณีศึกษาปญหาการนําความรอนกรณีที ่ 2 เปนปญหาการนําความรอนที่ภาวะสมดุล ของ
แผนโลหะขนาดกวาง 1 เซนติเมตร และมีความยาว 1 เซนติเมตร ดังรูป 6.2 
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                       (ก) ลักษณะของปญหา                          (ข) การกระจายอุณหภูมิจากผลเฉลยแมนตรง 

 
รูป 6.2 ลักษณะปญหาและการกระจายของอุณหภูมิ กรณีศึกษาท่ี 2 
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โดยกําหนดอุณหภูมิขอบในแตละดานใหมีลักษณะดังแสดงในรูป 6.2 (ก) และจากเฉลยแมนตรง
สามารถคํานวณการกระจายของอุณหภูมิไดดังรูป 6.2 (ข) ผลเฉลยแมนตรงการนําความรอน
กรณีศึกษาที ่2 (ปราโมทย เดชะอําไพ, 2544) สามารถหาไดจากสมการ (6.2)  
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          (6.2) 

 
 ปญหาการนําความรอนทั้ง 2 กรณี ซึ่งมีลักษณะการกระจายของอุณหภูมิที่แตกตางกัน นํามา
ทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดวาสามารถบงชี้ถึงบริเวณที่มีความผิดพลาดมากวาบริเวณอื่นจริงหรือไม 
อีกทั้งยังมีการตรวจสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุมโดยการตรวจสอบเชิงคุณภาพของผล
การคํานวณที่ได เพื่อแสดงวาหลังการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลว ผลการคํานวณที่ไดจะมีความถูก
ตองแมนยําเพิ่มขึ้น  
 
 
6.3  การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาด 
  
 การกําหนดเงื่อนไขการปรับขนาด โดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด ( )cε  ที่คํานวณมาจากคา
ความผิดพลาดตกคาง สามารถบงชี้บริเวณที่ตองทําการปรับขนาดได แตยังไมไดพิสูจนดวยตัวเลขให
แนใจไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดปรับขนาดนั้น เปนบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาบริเวณอื่นจริง
หรือไม 
 

การปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง โดยใชตัวบงชี้การปรับ
ขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( )Exactcε สามารถบงชี้บริเวณที่มีคาความคลาดเคลื่อนจริงได เนื่องจากเปน
การเปรียบเทียบกับผลเฉลยของปญหา 
  
 ดังนั้น หากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยพิจารณาทั้งจากคาความผิดพลาดตกคาง 
และจากผลเฉลยแมนตรง หากบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดของทั้ง 2 เงื่อนไขอยูในบริเวณ
เดียวกัน จะสามารถสรุปไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดโดยการพิจารณาคาความผิดพลาด
ตกคางนั้น เปนบริเวณที่มีคาความผิดพลาดจากการคํานวณมากกวาบริเวณอื่นจริง 
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 การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาด จะนํากรณีศึกษาการนําความรอนทั้ง 2 กรณีมาทําการ
ทดสอบ โดยใชปริมาตรควบคุมขนาดสม่ําเสมอที่มีปริมาตรควบคุมขนาดใหญ และปริมาตรควบคุมที่
มีความละเอียด โดยมีลักษณะปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยม ทั้งนี้ยังไดใชปริมาตรรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก
มาทดสอบการกําหนดการปรับขนาดดวย   
 
6.3.1 การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยม สําหรับกรณีศึกษาที่ 1 
 

การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดในสวนนี้ จะใชปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด
เทากันทั้งโดเมนโดยแบงเปนขนาด 4 8×  และ8 16×  โดยไดผลตามลําดับเปนดังนี้ 
  
6.3.1.1 ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 4×8  สําหรับกรณีศึกษาที ่1 
  

เมื่อทําการคํานวณคาอุณหภูมิของกรณีศึกษาที่ 1 โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด 4 8×  แลวทํา
การหาบริเวณปรับขนาดโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผล
เฉลยแมนตรง ( Exactcε ) กําหนดใหแฟกเตอรการปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชมีคาเทากับ 0.85   

 
โดยผลที่ไดเมื่อนํามาพิจารณาในลักษณะของแผนภูมิแทง แกนในแนวต้ังจะหมายถึงขนาด

ของคาความผิดพลาด และแกนนอนหมายถึงหมายเลขของปริมาตรควบคุมนั้นๆ  สวนของการแสดง
ปริมาตรควบคุมที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดโดยการพิจารณาคาความผิดพลาดตกคางแสดงโดยพื้นที่แร
เงา ดังรูป (6.3) และในสวนของปริมาตรควบคุมที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดเนื่องจากการเปรียบเทียบ
คากับผลเฉลยแมนตรงนั้นแทนดวยพื้นที่รูปตารางหมากรุก ดังรูป (6.4) ซึ่งแสดงดังรูปตามลําดับได
ดังนี ้      
 
 

OP

1.7305 °Ccε =

( ) Cε °
oP cεε >

 
 

รูป 6.3 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม 4 8×  กรณีศึกษาที ่1 
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Exact Exact
P cεε >

OP

( C)Exactε °

0.4876 °C
Exactcε =

 
 

รูป 6.4 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม 4 8× กรณีศึกษาที่ 1 

  
เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูก

กําหนดใหปรับขนาด โดยไดเลือกแสดง 2 ชวงไดผลดังรูป 6.5 และ 6.6 ตามลําดับไดดังนี้ 
 

2x

1, cmx

Te
m
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tu
re

 °C

2 0.625 cmx =

 
 

รูป 6.5 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 0.625 cmx = กรณีศึกษาที่ 1 
 

 

2 4.375 cmx =

2x

1,  cmx
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 °C

 
 

รูป 6.6 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 4.375 cmx = กรณีศึกษาที่ 1 
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  จากผลที่ไดจะเห็นวาจุดตอที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดนั้นจะเปนบริเวณที่ผลเฉลยมีการ
เปลี่ยนแปลงมากกวาบริเวณอ่ืน จากนั้นจะทําการเปรียบเทียบตัวบงชี้การปรับขนาดลักษณะเดียวกันนี้ 
โดยใชปริมาตรควบคุมที่ละเอียด 8 16× เพื่อเปรียบเทียบผลตอไป 
 
6.3.1.2 ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 8×16  กรณศีึกษาที ่1 
  
 ทําการคํานวณผลเฉลยของกรณีศึกษาที่ 1 อีกครั้ง โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด 8 16×  แลว
ทําการหาบริเวณปรับขนาดโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผล
เฉลยแมนตรง ( Exactcε ) แฟกเตอรการปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชกําหนดใหมีคาเทากับ 0.85  ไดผลดังรูป 

6.7 และรูป 6.8 ตามลําดับ   
 
 

( ) Cε °

0.6084 °Ccε =

OP

oP cεε >

 
 

 

รูป 6.7 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม 8 16× กรณีศึกษาที ่1 

 
 

( C)Exactε °

OP

0.1809 °C
Exactcε =

Exact Exact
P cεε >

 
 

รูป 6.8 การปรับขนาดเน่ืองจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม 8 16× กรณีศึกษาที่ 1 
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นําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูกกําหนดให
ปรับขนาดในลักษณะเดียวกับกรณีศึกษาที่ 1 โดยไดเลือกแสดงตัวอยาง 2 ชวง โดยเลือกชวงที่มีการ
กําหนดใหปรับขนาดมาแสดงผล ผลการคํานวณที่ไดเปนดังรูป 6.9 และ 6.10 ตามลําดับ 
 
 
 

2 0.9375 cm.x =

1, cmx

2xTe
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รูป 6.9 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 0.9375 cmx = กรณีศึกษาท่ี 1 
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รูป 6.10 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 4.6875 cmx = กรณีศึกษาที่ 1 
 
 
 จากผลการคํานวณที่ได จะเห็นวาปริมาตรควบคุมที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดนั้น อยูในบริเวณ
ที่ผลเฉลยมีการเปล่ียนแปลงมากกวาบริเวณที่ไมถูกกําหนดใหปรับขนาด และจากการใชปริมาตร
ควบคุมที่มีขนาดเล็กลงจะเห็นไดวา ทั้งคาตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาด
จากผลเฉลยแมนตรง ( Exactcε ) จะมีคาลดลงดวย  
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 คาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการคํานวณการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 1 เมื่อนํามา
เปรียบเทยีบกันมีรายละเอียดดังตาราง 6.1 
 

ตาราง 6.1 การเปรียบเทียบคาบงชี้ตางๆ ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหล่ียม กรณีศึกษาท่ี 1  

 

ปริมาตรควบคุม 
พารามิเตอร 

4 8×  8 16×  

จํานวนปริมาตรควบคุมเริ่มตน 32 128 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ 
oP cεε >  8 26 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ Exact Exact
P cεε >  8 24 

ความคลาดเคล่ือนตกคางเฉลี่ย  (°C)Mε  1.73057 0.60846 

ความคลาดเคล่ือนจากผลเฉลยแมนตรงเฉลี่ย  (°C)Exactε  0.48762 0.18091 

ความคลาดเคลื่อนมากสุดที่ถูกปรับขนาด (°C)  2.18924 2.19291 

ความคลาดเคล่ือนนอยสุดที่ถูกปรับขนาด (°C)  0.28190 0.23081 
 

 
6.3.2 การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยม สําหรับกรณีศึกษาที่ 2 

 
ในสวนตอไป จะทําการเปรียบเทียบตัวบงชี้การปรับขนาดลักษณะเดียวกันนี้ สําหรับ

กรณีศึกษาที่ 2 โดยแบงยอยปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่มีจํานวนปริมาตรควบคุม 5 5×  และ 
10 10× ทําการคํานวณหาผลเฉลย แลวทําการวิเคราะหผลที่ได โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
 
6.3.2.1 ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 5×5  สําหรับกรณีศึกษาที ่2 

 
เมื่อทําการคํานวณผลเฉลยของกรณีศึกษาที่ 2 โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด 5 5×  จากนั้นทํา

การหาบริเวณปรับขนาดโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผล
เฉลยแมนตรง ( Exactcε ) แฟกเตอรการปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชกําหนดใหมีคาเทากับ 1 ผลการคํานวณ

และบริเวณที่กําหนดปรับขนาด จากตัวบงชี้การปรับขนาดซึ่งคํานวณมาจากความผิดพลาดตกคาง
แสดงในรูป 6.11 สวนการปรับขนาดที่คํานวณมาจากผลเฉลยแมนตรงไดดังรูป 6.12 
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( ) Cε °

OP

oP Mε ε>

0.00601 °Ccε =

 
 

รูป 6.11 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม 5 5× กรณีศึกษาท่ี 2 
 
 
 

( C)Exactε °

0.0025 °C
Exactcε =

Exact Exact
P Pcε >

OP
 

 

รูป 6.12 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม 5 5× กรณีศึกษาที่ 2   
 
 
 

นําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูกกําหนดให
ปรับขนาด โดยเลือกแสดงตัวอยางผลการคํานวณ 2 ชวงไดผลดังรูป 6.13 และรูป 6.14 ตามลําดับ 
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1, cmx

 
 

 

รูป 6.13 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 0.5 cmx = กรณีศึกษาที่ 2 
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2 0.9 cmx =

1, cmx

 
 

รูป 6.14 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 0.9 cmx = กรณีศึกษาที่ 2 
 
 
6.3.2.2 ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 10×10  สําหรับกรณีศึกษาที ่2 
 

ทําการคํานวณผลเฉลยของอุณหภูมิของกรณีศึกษาที่ 2 อีกครั้ง โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด
เล็กลง โดยแบงยอยเปน 10 10× ปริมาตรควบคุม แลวทําการหาบริเวณเพื่อทําการปรับขนาดโดยใชตัว
บงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( Exactcε ) แฟกเตอรการ
ปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชกําหนดใหมีคาเทากับ 1 ผลการคํานวณและบริเวณที่กําหนดปรับขนาด จากตัว

บงชี้การปรับขนาดซึ่งคํานวณมาจากความผิดพลาดตกคางแสดงในรูป 6.15 สวนการปรับขนาดที่
คํานวณมาจากผลเฉลยแมนตรงไดดังรูป 6.16 
  
 

0.00158 °Ccε =

( ) Cε °

OP

oP Mε ε>

 
 

รูป 6.15 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม 10 10× กรณีศึกษาท่ี 2 
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0.000641 °C
Exactcε =

OP

( C)Exactε °
Exact Exact
P cεε >

 
 

รูป 6.16 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม 10 10× กรณีศึกษาที่ 2 
 

นําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูกกําหนดให
ปรับขนาด โดยเลือกแสดงตัวอยางผลการคํานวณ 2 ชวงไดผลดังรูป 6.17 และ 6.18 ตามลําดับ 
 

2x

1,  cmx
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tu
re

 °C

2 0.55 cmx =

 
 

รูป 6.17 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 0.55 cmx = กรณีศึกษาที่ 2 
 
 

2 0.85 cmx =

1, cmx

2x
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 °C

 
 

รูป 6.18 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 0.85 cmx = กรณีศึกษาที่ 2 
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คาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการคํานวณการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 2 จากปริมาตร
ควบคุมทั้ง 2 ชุด เมื่อนํามาเปรียบเทียบกันมีรายละเอียดดังตาราง 6.2  

 
ตาราง 6.2 การเปรียบเทียบคาบงชี้ตางๆ ปริมาตรควบคุมรูปส่ีเหล่ียม กรณีศึกษาที ่2  

 
ปริมาตรควบคุม 

พารามิเตอร 
5 5×  10 10×  

จํานวนปริมาตรควบคุมเริ่มตน 25 100 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ 
oP cεε >  11 40 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ Exact Exact
Pε ε>  9 35 

ความคลาดเคล่ือนสวนเกินเฉลี่ย Mε (°C)  0.00601 0.00158 

ความคลาดเคล่ือนจากผลเฉลยแมนตรงเฉลี่ย (°C) Exactε  0.00249 0.00064 

ความคลาดเคล่ือนมากสุดที่ถูกปรับขนาด (°C)  0.00916 0.00502 

ความคลาดเคลื่อนนอยสุดที่ถูกปรับขนาด (°C)  0.00648 0.00174 
 
 
6.3.3 การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดปริมาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยม กรณีศึกษาที่ 1 
 

การหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid สามารถใชไดกับ
ปริมาตรควบคุมที่หลากหลาย ไมเฉพาะปริมาตรควบคุมแบบสี่เหลี่ยมมุมฉากเทานั้น เพื่อแสดงให
คุณสมบัติขอนี้ ไดเลือกปญหาการนําความรอนกรณีศึกษาที่ 1 มาทําการคํานวณหาผลเฉลย และทําการ
ทดสอบตัวตัวบงชี้การปรับขนาด แลวทําการเปรียบเทียบผลในลักษณะเดียวกับปริมาตรควบคุมรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากในหัวขอ 6.3.1 และ 6.3.2  
  

ปริมาตรควบคุมที่ใชในการคํานวณแบงเปน 2 ชุด โดยชุดแรกเริ่มจากการแบงเปนปริมาตร
ควบคุมแบบสี่เหลี่ยมมุมฉากเปน 3 6×  ปริมาตรควบคุม จากนั้นทําการแบงครึ่งแตละปริมาตรควบคุม
ดวยเสนทแยงมุม 1 เสน ทําใหไดปริมาตรควบคุมที่มีปริมาตรควบคุมยอยจํานวน ( )3 6 2× ×  ปริมาตร
ควบคุม และปริมาตรควบคุมชุดที่ 2 เปนปริมาตรควบคุมที่ถูกแบงยอยใหมีขนาดเล็กกวา โดยทําการ
แบงจากปริมาตรควบคุมเริ่มตนรูปสี่เหล่ียม ขนาด 5 10×  ปริมาตรควบคุม และเมื่อทําการแบงเปน
ปริมาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยม ดังนั้นจะไดปริมาตรควบคุมที่มีขนาดเปน ( )5 10 2× ×  ซึ่งผลการ
คํานวณของปริมาตรควบคุแตละชุด เปนดังนี ้
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6.3.3.1 ปริมาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ( )3×6 × 2  สําหรับกรณีศึกษาที ่1 
 
ในสวนนี้ไดทําการแบงโดเมนของปญหากรณีศึกษาที่ 1 ออกเปนปริมาตรควบคุมยอยรูป

สามเหลี่ยมมุมฉาก โดยกําหนดใหมีขนาดปริมาตรควบคุมเปน ( )3 6 2× ×  ปริมาตรควบคุม จากนั้น
ไดทําการคํานวณผลเฉลยของปญหา และทําการกําหนดปริมาตรควบคุมที่ตองปรับขนาด โดยทั้งตัว
บงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( Exactcε ) แฟกเตอรการ
ปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชมีคาเทากับ 1 ลักษณะปริมาตรควบคุมที่ใชและผลที่ไดเปนดังรูป 6.19 และรูป 

6.20 ตามลําดับ 
 
 

( ) Cε °

OP

0.6084 °Ccε =

oP Mε ε>

 
 

 รูป 6.19 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม ( )3 6 2× × กรณีศึกษาที ่1 
 

 
 

( ) Cε ° Exact Exact
P cεε >

0.1889 °C
Exactcε =

OP
 

 

รูป 6.20 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม (3 6) 2× × กรณีศึกษาที่ 1 
 

 
นําผลการคํานวณการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูก

กําหนดใหปรับขนาด โดยเลือกแสดงตัวอยางผลการคํานวณ 2 ชวงไดรูป 6.21 และ 6.22 
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รูป 6.21 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 0.556 cmx = กรณีศึกษาท่ี 1 
 

 

2 2.222 cmx =

1, cmx
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รูป 6.22 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 2.222 cmx = กรณีศึกษาที ่1 
 

 จะเห็นไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดนั้นเปนบริเวณที่ผลเฉลยมีการเปล่ียนแปลงสูง
กวาบริเวณอ่ืนเชนเดียวกับการใชปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยม อีกทั้งผลการคํานวณที่ไดยังคงมีคา
ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรง เชนเดียวกัน 
 
 ในสวนตอไปจะทําการคํานวณในลักษณะเดียวกันนี้โดยใชปริมาตรควบคุมที่มีขนาดเล็กลง 
เพื่อเปรียบเทียบความเปลี่ยนแปลงของคาบงชี้ตางๆ จากการปรับขนาด 
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6.3.3.2 ปรมิาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ( )5×10 × 2  กรณีศึกษาที ่1 
 

ทําการเปลี่ยนแปลงขนาดปริมาตรควบคุมใหมีขนาดเล็กลง โดยแบงโดเมนของปญหา
กรณีศึกษาที่ 1 ออกเปนปริมาตรควบคุมยอยรูปสามเหล่ียมมุมฉาก ใหมีขนาดเปน ( )5 10 2× ×  
ปริมาตรควบคุม ทําการคํานวณผลเฉลยของปญหา แลวทําการกําหนดปริมาตรควบคุมที่ตองปรับ
ขนาด โดยทั้งตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( Exactcε ) 
แฟกเตอรการปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชมีคาเทากับ 1 ลักษณะปริมาตรควบคุมที่ใชและผลที่ไดเปนดังรูป 

6.23 และรูป 6.24 ตามลําดับ 
 
 

oP Mε ε>

0.2137 Ccε = °

( ) Cε °

iP
 

รูป 6.23 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม (5 10) 2× × กรณีศึกษาที่ 1 
 

 
 

0.9269 °CExactcε
=

( ) Cε °

iP

P
Exact Exactcεε >

 
 

รูป 6.24 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม (5 10) 2× × กรณีศึกษาที่ 1 
 

 
นําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูกกําหนดให

ปรับขนาด โดยเลือกแสดงตัวอยางผลการคํานวณ 2 ชวง แสดงไดดังรูป 6.25 และ 6.26 ตามลําดับได
ดังนี ้
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รูป 6.25 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 0.3333 cmx = กรณีศึกษาที่ 1 
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รูป 6.26 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 2.333 cmx = กรณีศึกษาท่ี 1 
 
 

 จากผลการคํานวณ จะเห็นไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดนั้น ยังคงเปนบริเวณที่มีการ
เปล่ียนแปลงของผลเฉลยมากกวาบริเวณอื่นเชนเดิม อีกทั้งผลการคํานวณของจุดตอที่ถูกกําหนดให
ปรับขนาดนั้นเปนจุดที่ผลการคํานวณผิดพลาดมากกวาบริเวณอ่ืนจริง  

 
 ตัวบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการคํานวณเพื่อหาบริเวณที่ตองปรับขนาด ของปริมาตรควบคุมทั้ง 2 

ชุดแสดงในตาราง 6.3 

 



 74 

 
ตาราง 6.3 การเปรียบเทียบคาบงชี้ตางๆ ปริมาตรควบคุมรูปสามเหล่ียม กรณีศึกษาท่ี 1  

 
ปริมาตรควบคุม 

พารามิเตอร 
(3 6) 2× ×  (5 10) 2× ×  

จํานวนปรมิาตรควบคุมเริ่มตน 36 100 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ 
oP cεε >  10 28 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ Exact Exact
P cεε >  12 30 

ความผิดพลาดตกคางเฉล่ีย (C°)Mε  0.4217 0.2137 

 ความผิดพลาดจากผลเฉลยแมนตรงเฉล่ีย  (C ) Exactε °  1.8894 0.9265 

ความคลาดเคล่ือนมากสุดที่ถูกปรับขนาด (C°)  7.1246 7.0372 

ความคลาดเคลื่อนนอยสุดที่ถูกปรับขนาด (C°)  2.67763 0.9560 
 
 

ผลจากตารางที่ไดจะเห็นวาจํานวนปริมาตรควบคุมที่กําหนดใหปรับขนาด ของทั้งสอง
เงื่อนไขที่พิจารณามีตําแหนงและจํานวนที่ใกลเคียงกัน คาความผิดพลาดจากผลเฉลยแมนตรงเฉลี่ยที่
ลดลงเมื่อจํานวนปริมาตรควบคุมที่ใชเพิ่มข้ึนเปนตัวบงชี้วาผลการคํานวณนั้นมีความถูกตองแมนยํา
เพิ่มมากข้ึนดวย อีกทั้งคาความผิดพลาดตกคางที่ลดลง ซึ่งผลที่ไดมีลักษณะเชนเดียวกับการใชปริมาตร
ควบคุมรูปสี่เหล่ียม ดังที่ไดกลาวมาแลว 
 
 จากผลการทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดในกรณีตางๆ ที่นํามาพิจารณา จะเห็นไดวาผลการ
กําหนดปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดนั้น  สวนใหญจะอยูในบริ เวณผลเฉลยมีการ
เปล่ียนแปลงมากกวาบริเวณอื่น อีกทั้งผลการคํานวณที่ไดมักจะคลาดเคล่ือนกับผลเฉลยแมนตรง
มากกวาปริมาตรควบคุมที่ไมถูกกําหนดใหปรับขนาด 

 
 กรณีที่ผลเฉลยที่ไดมีความถูกตองแมนยําเพียงพอแลว แตยังคงถูกกําหนดใหปรับขนาดอีกนั้น 
เนื่องจากวาแมปริมาตรควบคุมนั้น จะมีคาความถูกตองสูงแลว แตเมื่อเทียบกับปริมาตรควบคุมอื่นๆ 
แลวปริมาตรควบคุมนั้นๆ ยังมีคาความผิดพลาดมากกวาปริมาตรควบคุมอ่ืนนั้นเอง ดังนั้นจึงควรมีการ
พิจารณาใหหยุดการปรับขนาดได ซึ่งพบวาเมื่อผลการคํานวณมีความถูกตองมากข้ึน คาความผิดพลาด
ตกคางเฉล่ียจะลดลงดวย ดังนั้นหากคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ยมีคานอยๆ อาจกําหนดใหหยุดทําการ
ปรับขนาดได 
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 ในสวนตอไปจะเปนการทดสอบโปรแกรมแบงยอยปริมาตรควบคุม โดยจะรับผลจากการบงชี้
การปรับขนาดแลวทําการแบงยอยปริมาตรควบคุมเพื่อใหไดปริมาตรควบคุมใหม แลวทําการคํานวณ
ซ้ําวนรอบ 
 
 
6.4  การทดสอบโปรแกรมแบงยอยปริมาตรควบคุม 
 
 หลังจากสามารถระบุปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดไดแลว ในสวนตอไปจะทําการ
แบงยอยปริมาตรควบคุม ตามคาที่กําหนดปรับขนาด โดยนําปญหาการนําความรอนกรณีศึกษาที่ 1 

และกรณีศึกษาที่ 2 มาใชในการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม และไดทําการ
ตรวจสอบเชิงคุณภาพของผลการคํานวณหลังทําการปรับขนาด โดยผลที่ไดเปนดังนี้ 
 
6.4.1  การทดสอบการแบงยอยปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 1  

 
 ในสวนนี้จะทําการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม โดยพิจารณาปญหาการนํา
ความรอนกรณีศึกษาที่ 1 ในหัวขอ 6.2.1 มาทําการทดสอบ ลักษณะของปญหาเปนดังรูป 6.27 (ก) 
ปริมาตรควบคุมเริ่มตนมีขนาด 4 8×  ดังรูป 6.27 (ข) 
 
 
 

           

2x
1x

10 cmw =

5 cmh =

0 
°C

0 °C

100 °C

100 °C

 
    

                  (ก) ลักษณะของปญหา                                           (ข) ปริมาตรควบคุมเริ่มตนที่ใช 
 

รูป 6.27 ลักษณะปญหา และปริมาตรควบคุมเริ่มตน 
 

เงื่อนไขสําหรับพิจารณาหยุดการปรับขนาดคือ เมื่อทําการปรับขนาดครบ 4 รอบใหหยุดทํา
การปรับขนาด เนื่องจากตองการทราบแนวโนมของ เปอรเซ็นตพื้นที่ปรับขนาด และความผิดพลาด
ตกคางมาตรฐาน NR โดยเปรียบเทียบความแมนยําจากผลเฉลยแมนตรง วาที่ความถูกตองในระดับที่
พอใจนั้นมีคา NR เทาใด เพื่อนําคา NR นี้ไปใชหยุดการปรับขนาดสําหรับปญหาที่ไมมีผลเฉลยแมน
ตรงตอไป 
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 ผลการคํานวณปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาด ของการปรับขนาดครั้งที่ 1 2 3 และ 4 

แสดงดังรูป 6.28 (ก) (ข) (ค) และ (ง) ตามลําดับไดดังนี้ 
 
 

( ) Cε °

cε

OP

Mε

 
 

(ก) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่1 
 
 
 

M cεε =

OP  
 

(ข) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรบัขนาดครั้งที ่2 
 
 
 

( ) Cε °

cε

Mε
OP  
 

(ค) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่3 
 

รูป 6.28 ผลการทดสอบการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาท่ี 1 
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cε

Mε
OP

( ) Cε °

 
 

(ง) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่4 
 

รูป 6.28 ผลการทดสอบการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาที ่1 (ตอ) 
 
 

คาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการคํานวณการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาที่ 1 แสดงดังตาราง 6.4 

 
ตาราง 6.4 คาบงชี้ตางๆ จากผลการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที ่1 

 

การปรับขนาด คาบงชี้ 
เริ่มตน ครั้งที ่1 ครั้งที ่2 ครั้งที ่3 ครั้งที่ 4 

จํานวนปริมาตรควบคุม 32 56 92 128 170 

ปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาด - 8 12 12 14 

บริเวณที่ปรับขนาด % - 25 9.3750 2.3437 0.6835 

คา Exacterr  มากที่สุด (C°)  2.1892 2.1964 2.2003 2.2046 7.5730 

คา Exactε  (C°)  0.4876 0.2107 0.1079 0.0799 0.0742 

คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน ExactSD  0.6961 0.5739 0.4711 0.3896 0.3637 

คา Pε  มากที่สุด (C°)  15.1242 15.1402 15.1415 15.1416 15.1451 

คา Pε  (C°)  2.0882 1.6016 1.2200 1.0519 0.9259 

คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
P

SDε  3.6581 2.8314 2.2583 1.9345 1.6948 

คา NR  0.0208 0.0160 0.0122 0.0105 0.0092 

แฟคเตอรการปรับขนาด 0.85 1 1.15 1.15 - 
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สรุปลักษณะปริมาตรควบคุมที่ไดจากการปรับขนาดและใชในการคํานวณแตละรอบของการ
ปรับขนาด กรณีศึกษาที ่1 นั้น สามารถสรุปไดดังรูป 6.28 

 
 

 
 

(ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน 
 

 
 

 (ข) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 1             (ค) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 2       
 

    

 (ง) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 3             (จ) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่4 
 

 รูป 6.29 ปริมาตรควบคุมที่ไดจากการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 1     
 

 
จากผลการปรับขนาดกรณีศึกษาที่ 1 เมื่อทําการปรับขนาดจนครบจํานวน 4 ครั้งแลว พบวา 

เปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาดมีคานอยกวา 1 เปอรเซ็นต ซึ่งในกรณีนี้หากกําหนดใหเงื่อนไขการปรับ
ขนาด คือ หยุดทําการปรับขนาดเมื่อพื้นที่ปรับขนาดมีคานอยกวา 1 เปอรเซ็นต การปรับขนาดจะ
สิ้นสุดที่รอบที่ 4 และจากการสังเกตคา NR ซึ่งมีคา 0.0092 พบวาความผิดพลาดเทียบกับผลเฉลย
แมนตรงเฉล่ียมีคา 0.0742 °C  ซึ่งคาเฉลี่ยนี้อยูในระดับที่นาพอใจ ซึ่งอาจกลาวไดวาหากกําหนดให
หยุดการปรับขนาดเมื่อคา NR มีคานอยกวา 0.01 กระบวนการปรับขนาดจะสิ้นสุดที่ 4 รอบ เปนตน 
และจากผลคาบงชี้ตางๆที่ได จะเห็นวาในรอบของการปรับขนาดแตละครั้งนั้น คาความผิดพลาดเฉลี่ย
เมื่อเทียบกับผลเฉลยแมนตรงจะมีคาลดลง และคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ยมีคาลดลง อีกทั้งสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐานตางๆ มีคาลดลงดวย ซึ่งเปนตัวบงชี้วาหลังการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลว ผล
การคํานวณที่ไดนั้นมีความถูกตองแมนยําข้ึน  
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6.4.2  การทดสอบการแบงยอยปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 2  
 
 ในสวนนี้จะทําการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม โดยพิจารณาปญหาการนํา
ความรอนกรณีศึกษาที่ 2 ในหัวขอ 6.2.2 มาทําการทดสอบ ลักษณะของปญหาเปนดังรูป 6.30 (ก) 
ปริมาตรควบคุมเริ่มตนมีขนาด 5 5×  ดังรูป 6.30 (ข) 
 
 

         

0
C°

0 C°

In
su

la
te

( )1sinT xπ=

1x
2x

1 cm

1 cm  
(ก) ลักษณะของปญหา                                         (ข) ปริมาตรควบคุมเริ่มตนที่ใช 

 

รูป 6.30 ลักษณะปญหาและการกระจายของอุณหภูมิ กรณีศึกษาที่ 2 
 
 
เงื่อนไขสําหรับพิจารณาหยุดการปรับขนาด คือ เมื่อทําการปรับขนาดครบ 4 รอบใหหยุดทําการปรับ
ขนาดเชนเดียวกับในกรณีศึกษาที่ 1 เนื่องจากตองการทราบแนวโนมของ เปอรเซ็นตพื้นที่ปรับขนาด 
และความผิดพลาดตกคางเพื่อหยุดการปรับขนาดNR เพื่อหาคา NR เหมาะสมสําหรับนําไปใชกับ
ปญหาที่ไมมีผลเฉลยแมนตรงตอไป    
 

ผลการคํานวณปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาด ของการปรับขนาดครั้งที่ 1, 2, 3 และ 
4 แสดงดังรูป 6.31 (ก), (ข), (ค) และ (ง) ตามลําดับไดดังนี้ 
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Mε

cε

( ) Cε °

iP
 

 

(ก) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่1 
 
 
 

cε Mε

iP

( ) Cε °

 
 

(ข) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่2 
 
 
 

cε

Mε

( ) Cε °

iP
 

 

(ค) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่3 
 

รูป 6.31 ผลการทดสอบการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาท่ี 2 
 
 
 
 



 81 

 
 

cε

Mε

iP

( ) Cε °

 
 

(ง) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่4 
 

รูป 6.31 ผลการทดสอบการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาที ่2 (ตอ) 
 

 
คาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาที ่2 แสดงดังตาราง 6.5 
 
 

ตาราง 6.5 คาบงชี้ตางๆ จากผลการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที ่2 
 

การปรับขนาด คาบงชี้ 
เริ่มตน ครั้งที ่1 ครั้งที ่2 ครั้งที ่3 ครั้งที่ 4 

จํานวนปริมาตรควบคุม 25 58 145 247 493 

ปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาด - 11 29 34 82 

บริเวณที่ปรับขนาด % - 44 47 44.5 46.75 

คา Exacterr  มากที่สุด (C°)  0.00916 0.00355 0.00209 0.00189 0.00126 

คา Exactε  (C°)  0.00249 0.00073 0.00036 0.00028 0.00017 

คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน ExactSD  1.03E-4 1.07E-5 3.62E-6 1.96E-6 8.69E-7 

คา Pε  มากที่สุด (C°)  0.01674 0.00502 0.00435 0.00357 0.00290 

คา Pε  (C°)  0.00601 0.00283 0.00117 0.00071 0.00037 

คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
P

SDε  2.05E-4 4.49E-5 2.10E-5 1.18E-5 5.50E-6 

คา NR  0.00601 0.00283 0.00117 0.00071 0.00037 

แฟกเตอรการปรับขนาด 1 1 1.15 1.15 - 
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 สรุปลักษณะปริมาตรควบคุมที่ไดจากการปรับขนาดและใชในการคํานวณแตละรอบของการ
ปรับขนาด กรณีศึกษาที ่2 นั้น สามารถสรุปไดดังรูป 6.31 

 

 
 

(ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน 
 

 
 

 (ข) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 1             (ค) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 2       
 

    

 (ง) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 3             (จ) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่4 
 

รูป 6.32 ปริมาตรควบคุมที่ไดจากการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 2     
 
 

จากผลการปรับขนาดถึงครั้งที่ 4 พบวา เนื่องจากลักษณะการกระจายของผลการคํานวณ
กรณีศึกษาที่ 2 เปนแบบสม่ําเสมอ ไมมีจุดที่ผลการคํานวณมีการเปลี่ยนแปลงอยางกะทันหันเชนใน
กรณีศึกษาที่ 1 ทําใหในการปรับขนาดแตละครั้งนั้น เปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาดจึงมีจํานวน
มากกวากรณีศึกษาที่ 1  ซึ่งลักษณะปญหาเชนนี้การกําหนดหยุดการปรับขนาดโดยใชเงื่อนไขของ
พื้นที่อาจไมเหมาะสม สวนคาหยุดการปรับขนาดในรอบที่ 4 มีคา 0.00037 ซึ่งมีคานอยและคาความ
ผิดพลาดเมื่อเทียบกับผลเฉลยแมนตรงเฉล่ียมีคาเพียง 0.00017 °C  ดังนั้นหากความผิดพลาดที่ยอมรับ
ไดมีคามากกวาคานี้อาจกําหนดคา NR ใหมีคามากกวานี้ไดเชน NR มีคา 0.005 จะหยุดทําการปรับ
ขนาดในรอบที ่1 หรือ NR มีคา 0.001 จะหยุดทําการปรับขนาดในรอบที ่3 เปนตน 
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จากผลการตรวจสอบคุณภาพของผลการคํานวณหลังการปรับขนาดที่ไดของทั้ง  2 กรณีศึกษา 
จะเห็นไดวา  หลังจากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลว  ผลที่ไดมีความถูกตองมากข้ึน  อีกทั้งคา
บงชี้การปรับขนาด  สามารถบงชี้บริเวณที่ตองทําการปรับขนาดไดอยางเหมาะสม  และโปรแกรม
แบงยอยปริมาตรควบคุม สามารถทํางานไดอยางสอดคลองกันไดเปนอยางดี 

 
 

6.5  สรุป 
 
 จากผลของการทดสอบ  ทั้งตัวบงชี้การปรับขนาดและโปรแกรมที่ใชแบงยอยปริมาตรควบคุม 
จะเห็นไดวาใหผลการคํานวณที่นาพอใจ  แมวาปญหาที่นํามาพิจารณาจะเปนการพิจารณาจากตัวแปร
เดียว  คือ  อุณหภูมิ  สําหรับปญหาที่มีมากกวาหนึ่งตัวแปร  เชน  ความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  ที่ตอง
คํานวณคา  อุณหภูมิ  และ  ระยะกระจัดตางๆ  ยังคงสามารถนําหลักการเดียวกันนี้มาคํานวณเพื่อหาผล
เฉลยไดเชนกัน โดยจะพิจารณาในบทตอไป 
 
 สําหรับเงื่อนไขที่นํามาพิจารณาเพื่อหยุดการปรับขนาดนั้น  อาจพิจารณาไดจาก  บริเวณที่ปรับ
ขนาด  เชน  กรณีศึกษาที่  1 จากผลเฉลยแมนตรงจะมีบริเวณที่ผลเฉลยเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันที่มุม
ของแผนโลหะ  ดังแสดงในผลเฉลย  ปญหาลักษณะนี้  สามารถพิจารณาเปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาด
เปนเงื่อนไขหยุดการปรับขนาดได  สวนในปญหาทดสอบที่  2 นั้น  ลักษณะของปญหานี้อาจพิจารณา
หยุดปรับขนาดเนื่องจากคา  บงชี้การปรับขนาด  หรืออาจนําทั้งสองเงื่อนไขที่ไดกลาวมานี้มาพิจารณา
เปนเงื่อนไขปรับขนาดรวมกันได 
 
 ในสวนตอไปจะเปนการนําโปรแกรมบงชี้การปรับขนาดและการแบงยอยปริมาตรควบคุมนี้ 
มาใชคํานวณเพื่อหาคาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  โดยจะนําผลที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลการคํานวณ
ที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่มีความนาเชื่อถือ ตอไป 

 



บทที่ 7 
 

ความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ 
 

 
7.1 บทนํา  
 

จากเงื่อนไขที่ใชพิจารณาปรับขนาดปริมาตรควบคุมและการแบงยอยปริมาตรควบคุมสําหรับ
ปญหาการนําความรอนดังที่ไดกลาวมาแลวนั้น ไดนําโปรแกรมที่พัฒนามาแกปญหาความเคน
เนื่องจากอุณหภูมิ โดยเงื่อนไขที่นํามาพิจารณาในการปรับขนาดจะมีลักษณะมากกวา 1 ตัวแปร และ
เมื่อนําผลการบงชี้การปรับขนาดที่ไดมาแบงยอยปริมาตรควบคุมใหม แลวทําการคํานวณผลใน
ลักษณะการวนซ้ํา โดยผลที่ไดจะถูกนําไปเปรียบเทียบผลกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่มีความ
นาเชื่อถือ เพื่อตรวจสอบความถูกตอง ดังมีรายละเอียดดังนี้ 

 
 

7.2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
  
 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิที่นํามาพิจารณา มีลักษณะเปนการนําความรอนบนแผน
โลหะสี่เหล่ียมผืนผา โดยมีการกําหนดอุณหภูมิของและลักษณะเงื่อนไขขอบเขตของปญหา ดังรูป 7.1 
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รูป 7.1 ลักษณะปญหาและการกําหนดเง่ือนไขขอบเขต กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ 
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ขอบของโดเมนทั้ง 4 ดานถูกยึดแนนไมใหเกิดการเคลื่อนที่ กําหนดคุณสมบัติของโลหะประกอบดวย
1.0 GPaE = , 0.25v =  และสัมประสิทธิข์ยายตัวเนื่องจากอุณหภูม ิ 4 11.0 10  Kα − −= ×    

 
ในการหาผลเฉลยกรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิที่นํามาพิจารณานี้ ผลของการคํานวณ

ที่ไดจะอยูในรูปของการกระจายของอุณหภูมิ ( )T ระยะกระจัดในแนวนอน ( )U และระยะกระจัดใน
แนวตั้ง ( )V   

 
 

7.3 โปรแกรม Easy FEM  
 
กอนนําโปรแกรมไปทําการปรับขนาดและหาผลเฉลยกรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ

นั้น ไดนําผลที่ไดไปเปรียบเทียบกับโปรแกรม Easy FEM รุน 1.0.135 ซึ่งเปนโปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตสําหรับปญหาใน 2 มิติ ที่ถูกพัฒนาข้ึนโดย ศาสตราจารย ดร.ปราโมทย เดชะอําไพ และ นาย
สุทธิศักด์ิ พงศธนาพานิช ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ซึ่งเปนโปรแกรมที่มี
ความถูกตองแมนยําสูง ทั้งยังสามารถนํามาแกไขปญหาทางวิศวกรรมไดอยางหลากหลาย การใชงาน
โปรแกรมสามารถใชงานงายและมีการแสดงผลการคํานวณไดอยางชัดเจน        

 
ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ไดทําการคํานวณภาระที่เกิดขึ้นบนแผนโลหะ

โดยใชโปรแกรม Easy FEM เพื่อเปรียบเทียบผลที่ไดกับโปรแกรมที่ไดพัฒนาข้ึน กอนนําไปคํานวณ
และทําการปรับขนาดตอไป โดยไดแบงยอยโดเมนของปญหาเปนเอลเิมนตยอยๆ ดังรูป 7.2 
 
 

 
 

รูป 7.2 ลักษณะการแบงเอลิเมนตโดเมนของปญหาสําหรับหาผลเฉลยดวยโปรแกรม Easy FEM 
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ปริมาตรควบคุมที่ใชมีลักษณะเปนเอลิเมนตรูปสามเหล่ียมมุมฉาก ซึ่งมีขนาดเทากันสม่ําเสมอ 
จํานวนเอลิเมนตที่ใชมีจํานวน 3906 เอลิเมนต จํานวนจุดตอ 2048 จุด ผลการคํานวณอุณหภูมิ ระยะ
กระจัดแนวนอน และระยะกระจัดแนวตั้ง ไดผลดังรูป 7.3 รูป 7.4 และ รูป 7.5 ตามลําดับ   
 

 

 
 

รูป 7.3 ผลการกระจายอุณหภูมิ ( C)° จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 

 

 
 

รูป 7.4 ผลการกระจายระยะกระจัดแนวนอน ( , m)U จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 

 
 

รูป 7.5 ผลการกระจายระยะกระจัดแนวตั้ง ( , m)V จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
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7.4 โปรแกรมไฟไนตวอลุม 
 
เมื่อพิจารณาปญหารูป 7.1 ดวยโปรแกรมไฟไนตวอลุมที่พัฒนาขึ้น โดยแบงปริมาตรควบคุม

เปนรูปสี่เหล่ียมขนาด 45 90×  ปริมาตรควบคุม (4050 ปริมาตรควบคุม) ผลการคํานวณคาอุณหภูมิ 
ระยะกระจัดแนวนอน และระยะกระจัดแนวตั้งแสดงผลดังรูป 7.6 รปู 7.7 และรูป 7.8 ตามลําดับ  
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202030 30

 
 

รูป 7.6 ผลการกระจายอุณหภูมิ ( C)°  จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 

 

0

-1e-5

-2e-51e-5

2e-5

 
 

รูป 7.7 ผลการกระจายระยะกระจัดแนวนอน ( , m)U จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
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รูป 7.8 ผลการกระจายระยะกระจัดแนวตั้ง ( , m)V จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
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จากผลการคํานวณดวยโปรแกรมทั้งสอง จะเห็นไดภาระที่กระจายบนแผนโลหะมีขนาดและ
ลักษณะการกระจายตัวในลักษณะเดียวกัน ซึ่งสามารถยืนยันไดวาโปรแกรมไฟไนตวอลุมที่สรางขึ้นมา 
มีความถูกตองในระดับที่นาพอใจ  
 
 ในสวนตอไปจะเปนการนําโปรแกรมคํานวณตัวบงชี้การปรับขนาด และโปรแกรมการ
แบงยอยปริมาตรควบคุมมาใชในการคํานวณ โดยจะนําผลการคํานวณของบริเวณที่ปรับขนาดมา
เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอที่มีขนาดเล็ก การเลือกปริมาตร
ควบคุมขนาดเล็กที่นํามาเปรียบเทียบนั้น พิจารณาโดยเลือกจํานวนปริมาตรควบคุมที่ทําใหไดกลุมของ
จุดตอที่มีพิกัดเดียวกัน ซึ่งสามารถนํามาเปรียบเทียบและอางอิงคาความเปลี่ยนแปลงหลังการปรับ
ขนาดปริมาตรควบคุมได 
 
 
7.5 การปรับขนาดปริมาตรสําหรับปญหาเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ  
 
 การคํานวณคาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ ในโครงการวิจัยนี้ไดเลือกทําการคํานวณในลักษณะ
ของการเสียรูปที่เกิดข้ึน โดยคํานวณมาจากสมการการเสียรูปแบบนอยในรูปของการอนุรักษโมเมนตัม 
ที่แสดงใน หัวขอ 4.6 ตัวแบบทางคณิตศาสตร      
 
 การปรับขนาดปริมาตรควบคุม จะพิจารณาโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด โดยคํานวณจากคา
ความคลาดเคล่ือนตกคางของ อุณหภูมิ ( )T  ระยะกระจัดแนวนอน ( )U  และระยะกระจัดแนวต้ัง 
( )V  โดยแบงยอยปริมาตรควบคุมเริ่มตนออกเปน 4 8×  ปริมาตรควบคุม และทําการแบงปริมาตร
ควบคุมจนถึงเงื่อนไขหยุดการปรับขนาดตามที่กําหนด  
 

โดยจากผลการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุมในปญหาการนําความรอน
กรณีศึกษาที่ 1 และ 2 ที่ผานมา พบวาในกรณีศึกษาที่ 1 คา NRT ของการปรับขนาดรอบที่ 4 มีคา 
0.0092 ซึ่งมีความผิดพลาดกับผลเฉลยแมนตรงเฉลี่ย 0.0742 °C  สวนกรณีศึกษาที่ 2 คา NRT ของ
การปรับขนาดรอบที่ 2 มีคา 0.0025 มีความผิดพลาดกับผลเฉลยแมนตรงเฉล่ีย 0.00073 °C  จากผล
ที่ไดนี้จึงพิจารณาใหหยุดทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมเมื่อ 2 ใน 3 ของคา NR ,  NRT U  และ 
NRV  มีคานอยกวา 0.005 ซึ่งผลการคํานวณที่ไดเปนดังนี ้
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7.5.1 การคํานวณปริมาตรควบคุมเริ่มตน  
 
เมื่อเริ่มตนการคํานวณไดกําหนดใหปริมาตรควบคุมเริ่มตนถูกแบงอยางสม่ําเสมอ มีขนาดเปน 

4 8×  ปริมาตรควบคุม มีลักษณะดังรูป 7.9 
 

2x

1x  
 

รูป 7.9 ปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศกึษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ 
   
 

ผลการปรับขนาดเนื่องจากอุณหภูมิ ระยะกระจัด U  และระยะกระจัด V  ที่ไดแสดงดังรูป 
7.10 (ก), (ข) และ (ค) ตามลําดับ สวนปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดจริงเปนปริมาตร
ควบคุมที่ปรับขนาดเนื่องจากรวมทุกเงื่อนไข แสดงดังรูป 7.10 (ง) แสดงรูปตามลําดับไดดังนี้ 
 
 

 
 

                                        (ก) อุณหภูม ิ                                                     (ข) ระยะกระจัดแนวนอน 
 

 
 

                                 (ค) ระยะกระจัดแนวตั้ง                                                 (ง) รวมทุกเงื่อนไข  
 

รูป 7.10 บริเวณปรับขนาดจากปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ 
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หลังทําการคํานวณ จะนําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลการคํานวณ ซึ่งในการ
คํานวณเพื่อหาปริมาตรควบคุมที่ทําใหคําตอบที่ไดไมขึ้นกับขนาดของปริมาตรควบคุมนั้น พบวาเมื่อ
แบงยอยโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอจํานวน 25 50× ผลการคํานวณที่ไดจะมีลักษณะไม
เปนแปลงเมื่อเพิ่มขนาดปริมาตรควบคุมใหมากกวาจํานวนนี้  

 
ดังนั้นในการเปรียบเทียบผลจึงไดนําผลการคํานวณที่ทําการปรับขนาดมาเปรียบเทียบกับผล

การคํานวณเมื่อคําตอบไมข้ึนกับขนาดปริมาตรควบคุม สําหรับการเปรียบเทียบผลกรณีการคํานวณ
ปริมาตรควบคุมเริ่มตน ไดเลือกใชปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอขนาด  36 72×  ปริมาตรควบคุม 
เนื่องจากปริมาตรควบคุมนี้จะมีชวงพิกัดของตําแหนงบางชวงที่เปนจุดเดียวกันกับปริมาตรควบคุม
เริ่มตน ซึ่งสามารถนํามาเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ตําแหนงเดียวกัน แตจํานวนปริมาตรควบคุมที่ใช
แตกตางกันได  

 
การแสดงผลการคํานวณที่ไดทั้ง อุณหภูมิ ระยะกระจัดแนวนอน และระยะกระจัดแนวต้ัง โดย

ไดเลือกชวงที่มีการกําหนดใหปรับขนาดมาแสดงผล ซึ่งผลของการคํานวณอุณหภูมิแสดงดังรูป 7.11 
ผลการคํานวณระยะกระจัดแนวต้ังแสดงดังรูป 7.12 และระยะกระจัดแนวนอนดังรูป 7.13 ตามลําดับ 
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10

20

2x

2x

Temperature,°C

FV(36 72)×

2 0.00625 mx =

FV(36 72)×
FV (Initial Volume)
Adaptive Volume

1,mx

 
 

           รูป 7.11 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมแิละปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเนื่องจากอุณหภูม ิ 
ปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  
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2 0.01875 mx =

D
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U

FV(36 72)×

FV (Initial Volume)

Adaptive Volume

1,  mx

0

-1e-5

-2e-51e-5

2e-5

Displacement ( ), mU

FV(36 72)×

2x

2x

 
รูป 7.12 การเปรียบเทียบคา U และปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U  

ปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ 
 
 
 

FV(36 72)×
FV (Initial Volume)
Adaptive Volume2 0.00625 m.x =
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รูป 7.13 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V     

ปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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7.5.2 การคํานวณหลังปรับขนาดครั้งที่ 1 
 

หลังทําการคํานวณคา ,  ,  T U V และทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมครั้งที่ 1 แลวจะได 
ปริมาตรควบคุมใหมที่ใชในการคํานวณครั้งตอไป มีลักษณะดังรูป 7.14 

 
 

1x  
รูป 7.14 ปริมาตรควบคุมหลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 1 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  

 
 
ผลการคํานวณบริเวณที่ปรับขนาดโดยเงื่อนตางๆ เปนดังรูป 7.15 
 
 

 
 

                                        (ก) อณุหภูม ิ                                                     (ข) ระยะกระจัดแนวนอน 
 

 
 
 

                                 (ค) ระยะกระจัดแนวตั้ง                                                 (ง) รวมทุกเงื่อนไข  
 

รูป 7.15 บริเวณปรบัขนาดจากปริมาตรควบคุมหลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 1 
 กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ  
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ผลการคํานวณที่ไดเมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 1 ครั้ง จะนําไปเปรียบเทียบกับผล
การคํานวณโดยใชปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอขนาด  24 48×  ปริมาตรควบคุม เนื่องจากปริมาตร
ควบคุมนี้จะมีชวงพิกัดของตําแหนงบางชวงที่เปนจุดเดียวกันกับปริมาตรควบคุมเริ่มตนและมีลักษณะ
คําตอบที่ไมขึ้นกับขนาดปริมาตรควบคุม ซึ่งสามารถนํามาเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ตําแหนง
เดียวกัน แตจํานวนปริมาตรควบคุมที่ใชแตกตางกันได  

 
การแสดงผลการคํานวณที่ไดทั้ง อุณหภูมิ ระยะกระจัดแนวนอน และระยะกระจัดแนวต้ัง โดย

ไดเลือกแสดงชวงที่มีการกําหนดใหปรับขนาด ผลการคํานวณของอุณหภูมิแสดงดังรูป 7.16 ผลการ
คํานวณระยะกระจัดแนวตั้งแสดงดังรูป 7.17 และระยะกระจัดแนวนอนดังรูป 7.18 ตามลําดับดังนี้ 
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stFV (1  refinement)

Adaptive Volume

1,mx

2 0.003125 mx =

2x
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Temperature,°C
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2x

 
 

7.16 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเน่ืองจากอุณหภูม ิ 
หลังปรับขนาดครั้งที่ 1 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  
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รูป 7.17 การเปรียบเทียบคา U  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U   

หลังปรับขนาดครั้งที่ 1 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
 

 
 

 

FV(24 48)×
st refinementFV (1 )

Adaptive Volume
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รูป 7.18 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V     

หลังปรับขนาดครั้งที่ 1 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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7.5.3 การคํานวณหลังปรับขนาดครั้งที่ 2 
 

หลังทําการคํานวณคา ,  T U และ V จากปริมาตรควบคุมที่ทําการปรับขนาด 1 ครั้ง แลวทํา
การปรับขนาดปริมาตรควบคุมอีก เปนครั้งที่ 2 แลว จะไดปริมาตรควบคุมใหมที่ใชในการคํานวณครั้ง
ตอไป มีลักษณะดังรูป 7.19 

 

2x

1x  
 

รูป 7.19 ปริมาตรควบคุมหลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  
 

 
ผลการคํานวณบริเวณทีต่องทําการปรับขนาดโดยเงื่อนตางๆ เปนดังรูป 7.20 

 

 
 

                                        (ก) อุณหภูม ิ                                                     (ข) ระยะกระจัดแนวนอน 
 
 

 
 

                                 (ค) ระยะกระจัดแนวตั้ง                                                 (ง) รวมทุกเงื่อนไข  
 
 

รูป 7.20 บริเวณปรับขนาดจากปริมาตรควบคุม 
หลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 2 กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูม ิ 
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เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยปริมาตรควบคุม 
48 96×  ผลที่ไดเปนดังรูป 7.21 ผลการคํานวณระยะกระจัดแนวตั้งแสดงดังรูป 7.22 และระยะ
กระจัดแนวนอนดังรูป 7.23 
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7.21 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเน่ืองจากอณุหภูมิ  

หลังปรับขนาดครั้งที ่2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.22 การเปรียบเทียบคา U  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U    

หลังปรับขนาดครั้งที่ 2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  
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รูป 7.23 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V   

หลังปรับขนาดครั้งที่ 2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
  

 
7.5.4 ผลการคํานวณครั้งสุดทาย 
 

หลังทําการคํานวณคา ,  T U และ V จากปริมาตรควบคุมที่ทําการปรับขนาด 2 ครั้ง แลวทํา
การปรับขนาดปริมาตรควบคุมอีกเปนครั้งที่ 3 จะไดปริมาตรควบคุมที่ใชในการคํานวณ ที่มีลักษณะ
ดังรูป 7.24 

 

2x

1x  
รูป 7.24 ปริมาตรควบคุมหลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 3 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  

 
หลังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมครั้งที่ 3 ผลจากการคํานวณตัวบงชี้ตางๆ ดังแสดงในตาราง 7.1 
ซึ่งเงื่อนไขคา NR ของตัวแปร 2 ใน 3 มีคานอยกวา 0.005 ตรงกับเงื่อนไขในหยุดการปรับขนาด จึง
ถือวาผลการคํานวณที่ไดจากปริมาตรควบคุมนี้ เปนการปรับขนาดครั้งสุดทายของการคํานวณ 
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 เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยปริมาตรควบคุม 
สม่ําเสมอขนาด 48 96×  ปริมาตรควบคุม โดยไดแสดงผลการเปรียบเทียบบริเวณความสูงขอบลาง 

2( 0.0109375 m)x =  และบริเวณความสูงชวงกลาง 2( 0.032185 m)x = ของโดเมน ไดผลดังนี้ 
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7.25 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเน่ืองจากอุณหภูม ิ 

หลังปรับขนาดครั้งท่ี 3 บริเวณชวงลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ  
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รูป 7.26 การเปรียบเทียบคา U  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U   
หลังปรับขนาดครั้งท่ี 3 บริเวณชวงลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.27 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V    
หลังปรับขนาดครั้งท่ี 3 บริเวณชวงลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูม ิ 

 
 

อีกชวงของผลการคํานวณที่นํามาแสดงคือ บริเวณชวงกลางของโดเมน 2( 0.032185 m)x =

ผลการคํานวณที่ไดเปนดังนี ้
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ra

tu
re

,°
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FV(48 96)×

FV (Final Volume)

2 0.032185 mx =

 
7.28 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเน่ืองจากอุณหภูม ิ 

หลังปรับขนาดครั้งที ่3 บริเวณชวงกลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.29 การเปรียบเทียบคา U  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U   
หลังปรับขนาดครั้งที่ 3 บริเวณชวงกลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.30 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V    
หลังปรับขนาดครั้งที่ 3 บริเวณชวงกลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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 เมื่อนําจํานวนปริมาตรควบคุมและคาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากกระบวนการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุม ในแตละรอบของการคํานวณ สามารถไดดังแสดงตาราง 7.1  

 
 

ตาราง 7.1 คาบงชี้ท่ีไดจากกระบวนการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 
 

การปรับขนาด 
คาบงชี้ 

เริ่มตน ครั้งที ่1 ครั้งที ่2 ครั้งที ่3 

จํานวนปริมาตรควบคุม 32 92 260 728 

ปริมาตรควบคุมปรับที่ขนาด - 20 56 156 

ตัวบงชี้ปรับขนาด , (C°)Tε  4.51553 2.03940 0.88777 0.37980 

ตัวบงชี้ปรับขนาด , (m.)Uε  3.1326e-06 1.2873e-06 4.8227e-07 1.8019e-07 

ตัวบงชี้ปรับขนาด , (m.)Vε  4.2346e-06 1.5549e-06 6.1755e-07 2.2036e-07 

คาหยุดการปรับขนาด NRT  0.04515 0.02039 0.00888 0.00380 

คาหยุดการปรับขนาด NRU  0.04355 0.01607 0.00594 0.00213 

คาหยุดการปรับขนาด NRV  0.083227 0.04139 0.01700 0.00654 

พื้นที่ปรับขนาดจาก ,  (%)T  - 25 12.5 23.43 

พื้นที่ปรับขนาดจาก ,  (%)U  - 37.50 37.50 47.65 

พื้นที่ปรับขนาดจาก ,  (%)V  - 37.50 31.50 50.78 

พื้นที่ปรับขนาดรวม - 62.5 62.5 77.34 

แฟคเตอรปรับขนาด 1 1 1.15 - 

 
 

จากผลการปรับขนาดที่ไดแสดง จะเห็นไดวาตัวบงชี้การปรับขนาดสามารถระบุบริเวณที่ปรับ
ขนาดโดยสวนใหญเปนบริเวณที่ตัวแปรมีลักษณะการเปลี่ยนแปลงมากกวาบริเวณอ่ืน อีกทั้งหลังทํา
การปรับขนาดแลว ผลการที่คํานวณไดมีคาเขาใกลผลจากการคํานวณดวยปริมาตรควบคุมอางอิงที่
คําตอบมีลักษณะไมเปลี่ยนแปลงเมื่อลดขนาดของปริมาตรควบคุมลง ซึ่งมีปริมาตรควบคุมจํานวน
มากกวาหลายเทา อีกทั้งเมื่อทําการปรับขนาดในครั้งที ่3 คา NRT  และ NRU  มีคานอยกวา 0.005 ซึ่ง
เปนเงื่อนไขหยุดการปรับขนาดที่กําหนดไวกอนการคํานวณ ดังนั้นจึงถือวาคําตอบที่ไดหลังการปรับ
ขนาดครั้งที่ 3 เปนคําตอบของการคํานวณกรณีศึกษานี ้
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 ในสวนของการแสดงผลการเปรียบเทียบคา ,  T U  และ V  จะเห็นไดวา รูปการแสดงผลของ
คา T  และ U  จะมีคาใกลเคียงกับผลของปริมาตรควบคุมอางอิงที่มาเปรียบเทียบมาก ในสวนของ
รูปการแสดงผลระยะกระจัด V  จะเห็นวาโดยสวนใหญจะไมวางตัวอยูบนแนวเดียวกับผลจาก
ปริมาตรควบคุมอางอิง เนื่องจากคาสเกลที่ใชแสดงผลของคาระยะกระจัดมีคานอยกวารูปแสดงผลของ 
U มาก กรณีที่แสดงรูปโดยใชสเกลเดียวกับรูป U  รูปแสดงผลของ V  ที่ไดจะมีลักษณะใกลเคียงกับ
ปริมาตรอางอิงเชนกัน แตเนื่องจากตองการแสดงผลที่ชัดเจนจึงไดเลือกใชสเกลที่เหมาะสมกับการ
แสดงผล ดังที่ไดแสดงไว 
 
 
7.6 สรุป 
 
 จากผลการคํานวณและการปรับขนาดปริมาตรควบคุม สําหรับปญหาความเคนที่เกิดขึ้น
เนื่องจากอุณหภูมิในรูปของระยะกระจัดที่ไดแสดงนั้น จะเห็นไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาด 
เปนบริเวณที่ควรปรับขนาดจริง ซึ่งจะเห็นไดจากการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของปริมาตร
ควบคุมอางอิงของแตละตัวแปร อีกทั้งผลการคํานวณหาคาความเคนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ 
Unstructured Grids ที่ไดนั้น ใหผลการคํานวณที่มีความถูกตอง โดยนําผลที่ไดไปเปรียบเทียบกับผล
ของโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต Easy FEM แลวไดผลเปนที่นาพอใจ 
 
 การพิจารณาปรับขนาดในปญหาที่ไดแสดงนี้ ไดกําหนดใหน้ําหนักของการปรับขนาดของแต
ละตัวแปรมีขนาดเทากัน โดยกําหนดใหแฟกเตอรปรับขนาดของแตละตัวแปรมีคาเทากัน ในการ
คํานวณนั้น หากเขาใจพฤติกรรมของผลเฉลยที่จะได สามารถกําหนดแฟกเตอรการปรับขนาดที่ตางกัน
ได หรืออาจหยุดการปรับขนาดของบางตัวแปรได เชนในปญหาที่นํามาแสดง จะเห็นไดวาหลังจากทํา
การปรับขนาดในชวงแรก เมื่อปรับขนาดครั้งตอไปอาจไมใชเงื่อนไขของอุณหภูมิมาทําการปรับขนาด
ได  โดยพิจารณาการปรับขนาดเฉพาะเงื่อนไขของ U  และ V  เทานั้น เปนตน    
 
 
 



บทที่ 8 
 

การออกแบบทอพอโลยี 
 
 

8.1  บทนํา  
 
 เนื่องจากการประดิษฐโปรแกรมการสรางปริมาตรควบคุม ไดออกแบบไวเพื่อใหสามารถ
นํามาใชออกแบบทอพอโลยีได โดยการกําหนดลักษณะโครงสรางในรูปของตัวเลขฐานสอง ซึ่งเมื่อนํา
ลักษณะโครงสรางที่ไดจากการออกแบบทอพอโลยี มาทําการปรับขนาดโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด
และโปรแกรมสรางปริมาตรควบคุมใหมดังที่ไดกลาวมา จะชวยใหผลที่ไดมีความถูกตองมากข้ึนดวย 
โดยจะกลาวถึง ทฤษฎีเบื้องตนขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรม โปรแกรมการสรางโครงสรางโดยการ
เขารหัสโคโมโซม  การออกแบบปญหาการนําความรอน  โดยอางอิงผลจากงานวิ จัยเรื่อง  A 

Preliminary Study on the Multi - Objective Topology Design by Genetic Algorithm and 

Finite Volume Method (Boonlong, K. and Maneeratana, K., 2003) ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้  
 
 
8.2  ทฤษฎีเบื้องตนของขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรม  
 
 ข้ันตอนวิธีเชิงพันธุกรรมเปนการคนหาผลเฉลยแบบสุม หรือเปนเทคนิคการหาผลเฉลยที่
เหมาะสมที่สุด ซึ่งกระบวนการคนหาจะอิงแนวคิดของดารวิน (Charles Darwin) ในเรื่องของการอยู
รอดของผูที่มีความเหาะสมหรือผูที่แข็งแรงที่สุดในสภาวะแวดลอมที่เหมือนกัน โดยคําตอบที่ไดรุน
หนึ่งจะผานการแปลงเพื่อนําไปสูคําตอบที่ดีข้ึนในรุนถัดไป ภายในประชากร 1 รุน จะมีการคัดเลือก
ประชากรที่มีลักษณะดีเพื่อเปนตนแบบสําหรับถายทอดคุณลักษณะที่ดีใหประชากรรุนตอๆ ไป เพื่อให
ไดสมาชิกของประชากรที่ดีที่สุดตอไป 
 
 กระบวนการออกแบบโดยอาศัยขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรมนั้นสามารรถแบงเปน 3 สวน ไดแก 
การแปลงปญหาที่ตองการออกแบบเปนรหัสโครโมโซม จากนั้นจะเปนกระบวนการในการคัดเลือก
เพื่อหากลุมสมาชิกที่มีคุณสมบัติดี และขั้นตอนในการสลับสายพันธุเพื่อใหไดสมาชิกรุนใหมตอไป 
โดยแตละสวนมีรายละเอียดดังนี ้
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8.2.1 การเขารหสัโครโมโซม 
 
การเขารหัสโครโมโซมเปนข้ันตอนเริ่มตนของข้ันตอนเชิงพันธุกรรม การเขารหัสแบบ

เลขฐานสองเปนวิธีที่งายที่สุดในการเขารหัส โดยโครงสรางโครโมโซมประกอบดวยเลข 0 และ 1 

กลุมของเลขฐานสองจะถูกกําหนดขึ้นเพื่อแทนคาลักษณะของประชากร รูปแบบของโครโมโซมที่
เขารหัสแบบเลขฐานสองแสดงดังรูป 8.1 

 

0    1    1    1    1    0    1    0    0    0    1    1

1x 2x 3x  
 

รูป 8.1 รูปแบบโครโมโซมที่เขารหัสแบบเลขฐานสอง 
 

รูปแบบของโครโมโซมที่ไดจะแทนคุณสมบัติของประชากรนั้นๆ ขึ้นอยูกับวัตถุประสงคที่ตองการ 
เชน การออกแบบโครงสราง แตละโครโมโซมจะแทนแตละลักษณะของโครงสราง เปนตน  
 
8.2.2 การคัดเลือก 
 

เมื่อไดประชากรจากการเขารหัสโครโมโซมแลว ในสวนตอไปจะเปนการคัดเลือกเพื่อเก็บ
ประชากรที่มีลักษณะดีไว และคัดประชากรที่มีลักษณะที่ไมดีออกโดยมีเทคนิควิธีที่ตางกันหลายวิธี 
เชน วิธีการคัดเลือกอยางงายแบบวงลอ โดยจะมีลักษณะเปนการแบงวงลอออกเปนสวนๆ โดยมีขนาด
ตามอัตราสวนคุณสมบัติของสมาชิกแตละตัว ดังรูป 8.2 
   

1x

2x 3x

4x

5x
6x

 
 

รูป 8.2 การสุมเลือกประชากรที่มีคุณสมบัตดิี ดวยวีแบบวงลอ 
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จากลักษณะการคัดเลือกดวยวงลอดังที่แสดงในรูป 8.2 จะเห็นไดวาประชากรที่มีคุณสมบัติดี
จะมีโอกาสที่ถูกเลือกมากกวาประชากรที่มีคุณสมบัติไมดี จากนั้นกลุมของประชากรที่ถูกเลือกจะถูก
นําไปสลับสายพันธเพื่อใหไดประชากรรุนตอไป    
 
8.2.3 การสลับสายพันธุ 
 
 หลังจากทําการคัดเลือกประชากรที่ดีแลว ในสวนตอไปจะนําลักษณะโครโมโซมของ
ประชากรที่ไดมาทําการสลับสายพันธ โดยวิธีการสุมเลือกประชากรที่ถูกคัดเลือกแลวจํานวน 2 ตัว
และกําหนดใหเปนสมาชิกรุนพอแม (Parents) จากนั้นจะทําการแลกเปลี่ยนยีนระหวางพอและแม
เพื่อใหเกิดสมาชิกรุนลูก (Children) ข้ึนมา 2 ตัว ลักษณะดังรูป 8.3 
     
 

1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0

1 1 0
1 0 1

1 1
Parents Children  

 
รูป 8.3 การสลับสายพันธุ แบบ 1 จุดแลกเปล่ียน 

 
เทคนิคการสลับสายพันธมีอยูหลายวิธี เชน การสลับสายพันแบบ 1 จุดแลกเปล่ียน การสลับสายพัน
แบบ 2 จุดแลกเปล่ียน หรือการสลับสายพันธุแบบตอเนื่องเปนตน ซึ่งหลังจากทําการสลับสายพันธุ
แลวสิ่งที่คาดหวังจากประชากรรุนลูกคือประชากรที่ไดนั้น ควรจะเปนประชากรที่มีคุณสมบัติดี 
เนื่องจากประชากรรุนใหมที่ไดนี้เกิดมาจากประชากรรุนพอแมที่ผานการคัดเลือกมาแลว   
 
 กระบวนการขั้นตอนที่ไดกลาวมา เปนขั้นตอนเบื้องตนของการออกแบบโดยใชขั้นตอนวิธี
เชิงพันธุกรรม ซึ่งโปรแกรมการคํานวณไฟไนตวอลุมที่ไดพัฒนาข้ึนไดออกแบบไวเพื่อใหสามารถ
นํามาประยุกตออกแบบโครงสรางทอพอโลยีดวยวิธีขั้นตอนทางพันธุกรรมได ในสวนตอไปจะกลาว
การสรางปริมาตรควบคุมเมื่อรับคาโครโมโซม  
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8.3  การกําหนดลักษณะโครงสราง  
 
 การออกแบบทอพอโลยีแบบตอเนื่องดวยขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรม จะมีการเขารหัสโครสราง
เปนโครโมโซมเลขฐานสอง โดยทําการสรางปริมาตรควบคุมดวยการแทนคาตัวเลขในแตละปริมาตร
ควบคุม กําหนดให 1 แทนบริเวณที่มีวัสดุ และ 0 แทนบริเวณที่ไมมีวัสดุ ซึ่งมีลักษณะการเก็บคา
ตัวเลขและลักษณะโครงสราง แสดงดังรูป 8.4 

 

 
 

รูป 8.4 ลักษณะโครงสรางตามตัวเลขที่เก็บในแตละปริมาตรควบคุม 
 
ลักษณะของโครงสรางจะเปลี่ยนแปลงตามลักษณะของโครโมโซมที่ไดรับคามา ภายในขอบเขตของ
โดเมนที่กําหนด โดยแตละโครงสรางจะมีคุณสมบัติและความสามารถในการการรับภาระที่แตกตาง
กัน ตามวัตถุประสงคที่ตองการของแตละปญหา  
 
 
8.4 การออกแบบปญหาการถายเทความรอน 
 

ในสวนนี้จะเปนการนําผลที่ไดจากการออกแบบทอพอโลยี ของปญหาการถายเทความรอน 
(Boonlong, K. and Maneeratana, K., 2003) เพื่อใหไดโครงสรางที่มีมวลนอยและสามารถถายเท
ความรอนไดดี โดยมีลักษณะของปญหาเปนการถายเทความรอนจากแหลงความรอนซึ่งมีการกระจาย
ตัวของอุณหภูมิแบบเชิงเสนบนผนังจาก 0°C  จนถึง 100°C โดยมีการถายเทความรอนใหแกวัตถุซึ่ง
สามารถเปลี่ยนแปลงรูปรางในลักษณะของการออกแบบทอพอโลยี ในชวงของโดเมนขนาด 5 4×  
เซนติเมตร และมีคาการนําความรอน (Thermal Conductivity, k ) 50Wm K⋅  กําหนดอุณหภูมิ
ของสภาพแวดลอมมีคา 0°C  และคาการพาความรอน (Convection Heat Transfer Coefficient, 

h ) 20Wm K⋅  ลักษณะของปญหาแสดงดังรูป 8.5 
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0 C° 100 C°

20 W/mKh =
50 W/mKk =

5 cm 4 cm Rectangle×
Ambient temp 0 C°

   
 

รูป 8.5 ลักษณะและเงื่อนไขของปญหาที่พิจารณา 
 
 
ในการออกแบบปญหาไดกําหนดวัตถุประสงค คือ หาโครงสรางที่สามารถถายเทความรอนออกจาก
ผนังไดมากที่สุด และใหจํานวนมวลที่ใชนั้นนอยที่สุด โดยกําหนดให 1 ชองแทนมวล 1 หนวย 
จากนั้นทําการหาโครงสรางที่นําความรอนไดดีที่สุด ในแตละชุดตามจํานวนมวลโดยเริ่มจากมวลเปน 
0 และเพิ่มขึ้นเปนมวล 1 หนวย เมื่อไดลักษณะที่ดีที่สุดแลว จะทําการหาโครงสรางที่ดีที่สุดเมื่อมวล
เปน 2 หนวย จากนั้นทําการเพิ่มมวลที่ละ 1 หนวยและทําลักษณะเดียวกันนี้จนมวลครบ 20 หนวย 
  
 จากผลการคํานวณในงานวิจัยนี้พบวา สามารถหาโครงสรางที่นําความรอนไดดีที่สุดของแต
ละชุดตามจํานวนมวล โดยในชวงแรกพบวาเมื่อเพิ่มจํานวนมวลเพิ่มข้ึนความสามารถในการนําความ
รอนของโครงสรางที่ดีที่สุดของแตละชุดจะเพิ่มขึ้นดวย จนกระทั้งทําการเพิ่มมวลของโครงสรางต้ังแต  
14 ข้ึนไป พบวาโครงสรางที่ดีที่สุดของแตละชุดสามารถถายเทความรอนไดนอยกวา โครงสรางที่ดี
ที่สุดของกรณีมวล 13 หนวย ดังนั้นโครงสรางที่ดีที่สุดของโครงสรางมวล 13 หนวยจึงเปนโครงสราง
ที่มีมวลมากที่สุดที่นําความรอนไดดีที่สุด ลักษณะของแตละโครงสรางตามจํานวนมวลและคาการ
ถายเทความรอนที่ได มีรายละเอียดดังรูป 8.6   
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( ) 62.5 kW0 ( ) 106.8 kWI ( ) 149.8 kWII ( ) 190.8 kWIII - i

( ) 190.8 kWIII - ii ( ) 230.7 kWIV ( )268 kWV - i ( )268 kWV - ii 

( )304.3 kWVI ( )337.7 kWVII - i ( )337.7 kWVII - iii ( )337.7 kWVII - ii 

( )370.3 kWVIII - ii ( )370.3 kWVIII - i ( )401.0 kWIX ( )428.9 kWX 

( )455.6 kWXI ( )479.9 kWXII ( )495.0 kWXIII  
 

 
รูป 8.6 ลักษณะโครงสรางและคาความสามารถการถายเทความรอน จากผลการออกแบบทอพอโลย ี
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จากผลการคํานวณพบวาในกรณีโครงสรางที่มีมวล 3 หนวย 5 หนวย 7 หนวย และ 8 หนวย 
ไดผลการออกแบบมากกวา 1 โครงสราง ซึ่งผลการวิจัยเดิมบงชี้ไดวาเปนโครงสรางมีคุณสมบัติดีที่สุด
เทาเทียมกัน แตเมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมที่ใชในการออกแบบ จะเห็นไดวาจํานวนปริมาตรควบคุม
ที่ใชอาจมีจํานวนนอยเกินไป แตหากใชปริมาตรควบคุมที่มีความละเอียดจะมีผลทําใหรูปแบบที่
เปลี่ยนแปลงไดเพิ่มข้ึนเปนจํานวนมากเชนกัน  

 
ดังนั้นเพื่อใหผลการประมาณคาที่ไดมีความถูกตองแมนยําขึ้น จึงไดนําวิธีการปรับขนาด

ปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณเขามารวมในการออกแบบ เนื่องจากการแบงยอยปริมาตรควบคุมเฉพาะ
บริเวณทําใหไดปริมาตรควบคุมที่มีความละเอียด และจํานวนปริมาตรควบคุมที่เพิ่มมากขึ้น โดย
ลักษณะของโครงสรางไมเปล่ียนแปลง อีกทั้งในกรณีที่ลักษณะของโครงสรางที่ไดจากการออกแบบ
เมื่อมวลเทากันมีคําตอบมากกวา 1 โครงสราง เมื่อนํามาทําปรับขนาดอาจสามารถบงชี้เฉพาะไดวา
โครงสรางใดที่เปนโครงสรางที่ดีทีสุ่ดจริงๆ ได 
 
 ในการออกแบบทอพอโลยีดวยขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรมนั้น จํานวนโครงสรางที่ถูกซุมมาทํา
การคํานวณนั้นจะมีจํานวนมาก  เชน  ในปญหาการนําความรอนที่นํามาพิจารณานี้รูปแบบที่
เปลี่ยนแปลงไดสามารถมีไดถึง 202  หรือ 1,048,576  ซึ่งหากทุกโครงสรางตองทําการปรับขนาดจะ
ทําใหภาระในการคํานวณเพิ่มขึ้นอยางมาก อีกทั้งยังตองทําการปรับขนาดโครงสรางไมมีคุณสมบัติ
ตามวัตถุประสงคที่ตองการอีกดวย 

 
ดังนั้นในการปรับขนาดปริมาตรควบคุมของโครงสรางทอพอโลยี จะทําการปรับขนาดโดยนํา

ผลจากการออกแบบดวยวิธีปกติแลวเลือกปรับเฉพาะปริมาตรควบคุมที่ตองการเทานั้น สําหรับ
โปรแกรมปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับการออกแบบทอพอโลยีที่สรางขึ้น จะรับคาโครโมโซม
ของโครงสรางและทําการคํานวณพรอมทั้งการปรับขนาดปริมาตร ในสวนตอไปจะแสดงการคํานวณ
การนําความรอนของโครงสรางจากคาโครโมโซมตัวอยาง 3 คา จากนั้นจะแสดงผลการเปลี่ยนแปลงที่
เกิดข้ึนเมื่อนําผลการออกแบบทอพอโลยีดวยวิธีปกติดังรูป 8.6 ไปทําการปรับขนาด โดยกําหนดเงื่อน
ทําการปรับขนาด 3 ครั้ง ผลที่ไดในแตละสวนตามลําดับเปนดังนี้ 
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8.4.1 การปรบัขนาดตัวอยางโครงสรางตวัอยางที่ 1 
 

โครงสรางตัวอยางที่ 1 เปนโครงสรางที่สามารถถายเทความรอนไดดีที่สุดเมื่อมวลเทา 5 

หนวย โดยมีลักษณะโครโมโซมเปน 00001 00111 00001 00000  เมื่อทําการคํานวณและปรับ
ขนาดปริมาตรควบคุม 3 ครั้ง ลักษณะของปริมาตรควบคุมที่ไดเปนดังรูป 8.7 และรายละเอียดตัวบงชี้
จากผลการคํานวณที่ไดของโครงสรางที่ 1 เปนดังตาราง 8.1 แสดงตามลําดับไดดังนี้ 
 

100 C°100 C°
0 C°0 C°

 
 

(ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน                                          (ข) ปรับขนาดครั้งท่ี 1       
 

0 C°
100 C°

0 C°
100 C°  

 

 

(ค) ปรับขนาดครั้งที่ 2                              (ง) ปรับขนาดครั้งท่ี 3       
 

รูป 8.7 ลักษณะการปรับขนาดและปริมาตรควบคุมที่ใชคํานวณโครงสรางที ่1 

 
ตาราง 8.1 คาบงชี้จากการปรับขนาดโครงสรางตัวอยางท่ี 1 

 

ปริมาตรควบคุม จํานวนปริมาตร
ควบคุม 

การนําความ
รอน ( kW ) Mε  M

fε  
พืน้ที่ปรับ
ขนาด 

เริ่มตน 5 268 0.22635 0.85 - 

ปรับขนาดครั้งที ่1 8 267.02 0.15759 1 20 % 

ปรับขนาดครั้งที่ 2 17 265.58 0.07475 1.15 30 % 

ปรับขนาดครั้งที ่3 41 265.45 - - 77.5 % 
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8.4.2 การปรับขนาดโครงสรางตัวอยางที่ 2 
 

โครงสรางตัวอยางที่ 2 เปนโครงสรางที่มีมวลเทากับ 11 หนวย โดยกําหนดใหโปรแกรมรับ
คาโครโมโซม 00101 01111 01001 01101  เมื่อทําการคํานวณและปรับขนาดปริมาตรควบคุม 3 

ครั้ง ลักษณะของปริมาตรควบคุมที่ไดเปนดังรูป 8.8 และรายละเอียดตัวบงชี้จากผลการคํานวณที่ได
ของโครงสรางตัวอยางที ่2 เปนดังตาราง 8.2 

 

100 C°100 C°
0 C°0 C°

 
 

(a) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน                                          (b) ปรับขนาดครั้งท่ี 1        
 

100 C°
0 C°

100 C°
0 C°

 
 

(c) ปรับขนาดครั้งที ่2                                            (d) ปรับขนาดครั้งที ่3        
 

รูป 8.8 ลักษณะการปรับขนาดและปริมาตรควบคุมที่ใชคํานวณโครงสรางที ่2 

 
ตาราง 8.2 คาบงชี้จากการปรับขนาดโครงสรางตัวอยางท่ี 2 

 

ปริมาตรควบคุม 
จํานวนปริมาตร

ควบคุม 
การนําความ
รอน ( kW ) Mε  M

fε  
พื้นที่ปรับ
ขนาด 

เริ่มตน 11 368.04 0.42721 0.85 - 

ปรับขนาดครัง้ที่ 1 20 365.07 0.32746 1 27.27 % 

ปรับขนาดครั้งที่ 2 44 357.42 0.17005 1.15 25 % 

ปรับขนาดครั้งที ่3 83 356.93 - - 44. 88% 
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8.4.3 การปรับขนาดตัวอยางโครงสรางที่ 3 
 

โครงสรางตัวอยางที่ 3 เปนโครงสรางที่มีมวลเทากับ 15 หนวย โดยกําหนดใหโปรแกรมรับ
คาโครโมโซม 00101 11111 10101 11111  เมื่อทําการคํานวณและปรับขนาดปริมาตรควบคุม 3 

ครั้ง ลักษณะของปริมาตรควบคุมที่ไดเปนดังรูป 8. และรายละเอียดตัวบงชี้จากผลการคํานวณที่ไดของ
โครงสรางตัวอยางที่ 3 เปนดังตาราง 8.3 

 

100 C°
0 C°

100 C°
0 C°

 
                            (ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน                                 (ข) ปรับขนาดครั้งท่ี 1 
 

100 C°
0 C°

100 C°
0 C°

 
                              (ค) ปรับขนาดครั้งที ่2                                   (ง) ปรับขนาดครั้งที ่3        
 

รูป 8.9 ลักษณะการปรับขนาดและปริมาตรควบคุมที่ใชคํานวณโครงสรางที ่3 

 
ตาราง 8.3 คาบงชี้จากการปรับขนาดโครงสรางตัวอยางท่ี 3 

 

ปริมาตรควบคุม 
จํานวนปริมาตร

ควบคุม 
การนําความ
รอน ( kW ) Mε  M

fε  
พื้นที่ปรับ
ขนาด 

เริม่ตน 15 424.38 0.34785 0.85 - 

ปรับขนาดครั้งที ่1 20 418.31 0.32746 1 20 % 

ปรับขนาดครั้งที่ 2 44 411.58 0.17005 1.15 20 % 

ปรับขนาดครั้งที ่3 83 411.98 - - 42. 08% 
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8.4.4 การปรับขนาดโครงสรางจากการออกแบบทอพอโลยี 
  

ภายใตเงื่อนไขการปรับขนาดเดียวกันนี้ ไดนําไปปรับขนาดโครงสรางที่ไดจากการออกแบบ
ทอพอโลยีดวยวิธีขั้นตอนทางพันธุศาสตรตามโครงสรางในรูป 8.6 คาการถายเทความรอนของแตละ
โครงสรางที่ได แสดงดังตาราง 8.4  

 
ตาราง 8.4 การเปรียบเทียบคาการถายเทความรอน 

หลังปรับขนาดโครงสรางจากผลการออกแบบทอพอโลย ี
 

โครงสรางหมายเลข กอนปรับขนาด 
(kW) 

หลังปรับขนาด 
(kW) 

เปล่ียนแปลง 
(kW) 

0 62.50 62.50 0 

I 106.83 106.52 -0.31 

II 149.87 151.10 1.23 

III-i 190.86 190.75 -0.11 

III-ii 190.86 192.55 1.69 

IV 230.71 228.59 -2.12 

V-i 268.00 266.34 -2.55 

V-ii 268.00 265.45 -1.6 

VI 304.32 302.72 -2.55 

VII-i 337.73 335.98 -1.6 

VII-ii 337.73 334.58 -1.75 

VII-iii 337.73 335.84 -3.15 

VIII-i 370.36 368.84 -1.89 

VIII-ii 370.36 367.41 -1.52 

IX 401.05 399.47 -2.95 

X 428.91 426.63 -1.58 

XI 455.63 447.04 -2.28 

XII 479.96 479.55 -8.59 

XIII 495.07 497.80 2.73   
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 จากการเปรียบเทียบผลการปรับขนาดของโครงสรางตัวอยางทั้ง 3 โครงสราง และโครงสราง
จากการออกแบบทอพอโลยีที่อางอิง จะพบวาสวนใหญคาความสามารถการถายเทความรอนจะลดลง
เล็กนอย  
 

 จากตารางแสดงผลจะเห็นไดวา กรณีที่มวลเทากันมีคําตอบของโครงสรางมากกวา 1 คา หลัง
ทําการปรับขนาดแลวจะเห็นวามีการตัดคําตอบบางคาทิ้ง เราสามารถหาคําตอบที่ดีที่สุดของกรณีที่มี
โครงสรางมากกวา 1 แบบได ลักษณะปริมาตรควบคุมและการนําความรอนของกลุมคําตอบใหมที่ได
แสดงดังรูป 8.11  
 

( ) 62.5 kW0 ( ) 106.5 kWI ( ) 151.1 kWII ( ) 190.7 kWIII - i

( ) 192.5 kWIII - ii ( ) 228.5 kWIV ( )266.3 kWV - i ( )265.45 kWV - ii 

( )302.72 kWVI ( )335.9 kWVII - i ( )335.8 kWVII - iii ( )334.5 kWVII - ii 

( )367.4 kWVIII - ii ( )368.8 kWVIII - i ( )399.4 kWIX ( )426.6 kWX 

( )447.0 kWXI ( )479.5 kWXII ( )497.8 kWXIII  
 

รูป 8.11 ปริมาตรควบคุมและการนําความรอนของชุดคําตอบใหม หลังทําการปรับขนาด 
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8.5 การวิเคราะหโครงสรางหลังการปรับขนาด 
 
หลังจากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมโครงสรางที่ไดจากการออกแบบทอพอโลยีแลว จะ

เห็นไดวากรณีที่โครงสรางที่มีมวลเทากันและมีความสามารถในการถายเทความรอนเทากัน ซึ่ง
ประกอบดวยโครงสรางมวล 3 หนวย 5 หนวย 7 หนวย และ 8 หนวย ซึ่งหลังทําการปรับขนาดแลว
สามารถระบุโครงสรางที่ดีที่สุดของในแตละมวลได ซึ่งทําใหคําตอบบางโครงสรางไมอยูในชุด
คําตอบอีกตอไป ความสัมพันธระหวางการถายเทความรอนและโครงสรางที่นําความรอนดีที่สุดของ
แตละมวล แสดงไดดังรูป 8.12 

 

I

II

III - ii

IV

V - i

VI

VII - i

VIII - i

IX

X

XI

XII

XIII

 
 

รูป 8.12 ชุดคําตอบและการนําความรอนหลังปรับขนาดปริมาตรควบคุม 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 116 

 แมวาหลังจากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมของโครงสรางจะใหคาการนําความรอนที่ไม
เปล่ียนแปลงจากคําตอบเดิมไมมากนัก แตหลังทําการปรับขนาดสามารถทําใหมองเห็นการกระจาย
ของอุณหภูมิไดดีข้ัน โดยเฉพาะบริเวณผิวสัมผัสระหวางโครงสรางและแหลงความรอนพบวาเมื่อทํา
การปรับขนาดจะสังเกตเห็นวาเกิดการถายเทความรอนยอนกลับไปยังแหลงความรอนดวย 
ตัวอยางเชนโครงสราง III - i  ลักษณะการถายเทความรอนบริเวณผิวสัมผัสที่เกิดข้ึนหลังการปรับ
ขนาดเปนดังรูป 8.12 

 
 

 

 
 

                    (ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน                                (ข) ปรับขนาดครั้งท่ี 1 
 
 

 
 

(ค) ปรับขนาดครั้งที ่2                                (ง) ปรับขนาดครั้งท่ี 3 

 
รูป 8.12 การถายเทความรอนบริเวณผิวสัมผัสแหลงความรอนของโครงสราง III - i  
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 จากลักษณะการถายเทความรอนที่เกิดข้ึนนี้อาจเปนเหตุผลที่ทําใหหลังทําการปรับขนาด
ปริมาตรควบคุมแลวโดยสวนใหญความสามารถในการนําความรอนมีคาลดลง เนื่องจากกอนการ
คํานวณการถายเทความรอนจะมีเฉพาะทิศทางเดียวไมมีการถายเทความรอนยอนกลับ อีกทั้งลักษณะ
การถายเทความรอนที่ สังเกตไดดีข้ึน เชน ลักษณะการถายความรอน รูป 8.12 หากทําการออกแบบ
ลักษณะผิวสัมผัสเพื่อใหมีการถายเทความรอนยอนกลับมาใหนอยลง อาจสามารถถายเทความรอนได
มากข้ึน เปนตน 

 
 
8.5 สรุป 

 
จากที่ไดนําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมมาใชรวมกับการออกแบบทอพอโลยี จะเห็นไดวา

สําหรับในกรณีปญหาที่ไดนํามาพิจารณา คาการถายเทความรอนที่ไดแมจะไมแตกตางกันมากนัก แต
ทําใหสามารถเห็นลักษณะการกระจายของอุณหภูมิ และลักษณะการถายความรอนระหวางผิวสัมผัส
ไดชัดเจนขึ้น  

 
ผลที่ไดเมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม จะพบวาความสามารถในการถายเทความรอน

โดยสวนใหญจะใหคาลดลงเล็กนอย อาจเนื่องมาจากกอนทําการปรับขนาด การถายเทความรอนมี
เฉพาะในทิศทางเดียวเทานั้น แตเมื่อปรับขนาดจะพบพฤติกรรมของการถายเทความรอนยอนกลับมา
ซึ่งอาจมีผลทําใหความสามารถในการถายเทความรอนลดลง 

 
 ในการออกแบบทอพอโลยีนั้น เนื่องจากลักษณะรูปแบบของโครงสรางสามารถเปล่ียนแปลง
ไดมากมายหลายรูปแบบ หากนําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมใชควบคูไปกับการออกแบบทอพอโล
ยีดวยวิธีทางพันธุศาสตรโดยตรง อาจทําใหตองทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมที่ไมเปนไปตาม
วัตถุประสงคที่ตองการเปนจํานวนมาก และเนื่องจากกระบวนการในการปรับขนาดมีทั้งการหาคา
ความคลาดเคล่ือนตกคาง ตัวบงชี้การปรับขนาด และกระบวนการสรางปริมาตรควบคุมใหม ซึ่ง
กระบวนการตางๆ เหลานี้จะทําใหภาระในการคํานวณจะเพิ่มข้ึนเปนอยางมาก ดังนั้นในที่จึงไดเลือก
ลักษณะการออกแบบโดยเลือกจากกลุมของโครงสรางที่มีลักษณะตรงตามวัตถุประสงคที่ตองการ ที่ได
จากการออกแบบทอพอโลยีดวยวิธีปกติกอน เพื่อหลีกเลี่ยงการปรับขนาดปริมาตรควบคุมที่ไมพึง
ประสงค แลวจึงปรับขนาดปริมาตรควบคุมเฉพาะที่ตองการเทานั้น หลังปรับขนาดปริมาตรควบคุม
แลวสามารถนําผลที่ไดเปนแนวทางโดยสังเขป เพื่อสรางโครงสรางสําหรับการใชงานจริง  
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 นอกจากนี้พบวาในการออกแบบโดยใชวัตถุประสงคเปนคาคงที่ เชนใชคาการนําความรอน
คงที่คาหนึ่งเปนเกณฑ เมื่อทําการออกแบบทอพอโลยีโดยไมมีการปรับขนาดปริมาตรควบคุมจนไดชุด
คําตอบตามวัตถุประสงคที่ตองการแลว มีความเปนไปไดวาหากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมของ
ชุดคําตอบที่ไดอาจทําใหคําตอบบางคาไมเปนไปตามเกณฑที่กําหนด ทําใหคําตอบบางคาหายไป 
ดังนั้นจึงตองเพิ่มความระมัดระวังในการกําหนดวัตถุประสงคใหเหมาะสมเพื่อใชในการออกแบบ
ตอไป 
 



บทที่ 9 
 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 
 
 

เนื่องจากไดมีการอภิปรายผลพรอมพรอมกับแสดงผลการเปรียบเทียบถึงกระบวนการ และผล
การคํานวณ ที่ไดกลาวมาแลวนั้น ในบทนี้จึงเปนการสรุปผลโดยรวมของผลการศึกษาที่ได และให
ขอเสนอแนะสําหรับขยายผลการศึกษาตอไป 
 
 
9.1  สรุปผลการวจิัย 
  
 ในการวิจัยนี้วัตถุประสงค คือ การทําการแบงยอยปริมาตรควบคุม เพื่อใหผลการคํานวณมีคา
ความถูกตองมากขึ้น และสามารถนํากระบวนการแบงยอยปริมาตรควบคุมมาใชในการออกแบบทอ
พอโลยีตอได   
 
 การประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอยในรูปสมการพีชคณิต ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม
แบบ Structured Grids เปนระเบียบวิธีการประมาณคาที่มีประสิทธิภาพวิธีหนึ่ง โดยมีขอดีคือ ความ
งายในการแบงยอยปริมาตรควบคุมและการแปลงสมการเชิงอนุพันธยอย แตมีขอจํากัดโดยสามารถ
แกปญหาไดเฉพาะปริมาตรควบคุมรูปสี่เหล่ียมมุมฉากที่มีขนาดสม่ําเสมอ  
 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grids แมจะมีการประมาณคาสมการเชิง
อนุพันธยอยที่ซับซอนกวา แตสามารถคํานวณคาเมื่อปริมาตรควบคุมที่ใชมีรูปรางใดๆ นอกเหนือจาก
ปริมาตรควบคุมสี่เหล่ียมแบบสม่ําเสมอได ซึ่งเมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลวยังคงสามารถ
หาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนี้ตอไปได ซึ่งจะเห็นไดวาในการทดสอบตัวบงชี้การปรับ
ขนาด ไดทําการคํานวณปญหาการถายเทความรอนดวยปริมาตรควบคุมรูปสามเหล่ียมมุมฉาก เพื่อ
แสดงใหเห็นความสามารถในการคํานวณเมื่อปริมาตรควบคุมไมเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก และเมื่อนําไป
คํานวณคาหลังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมซึ่งปริมาตรควบคุมใหมจะมีลักษณะไมสม่ําเสมอ แต
ประสิทธิภาพในการคํานวณยังสามารถคํานวณคาไดเปนอยางดี เชนเดิม 
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 ตัวบงชี้การปรับขนาดที่ไดนํามาใชในวิทยานิพนธนี้ ใชหลักการคํานวณที่ไมซับซอนและ
สามารถเขาใจไดงาย เนื่องจากเปนการเปรียบเทียบคาที่งายและไมซับซอน อีกทั้งผลของการบงชี้การ
ปรับขนาดเมื่อพิจารณาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง จะเห็นไดวาบริเวณที่ถูกบงชี้นั้นเปนบริเวณที่
ควรทําการปรับขนาดจริง สําหรับในบางจุดตอที่ผลการคํานวณมีความถูกตองแลว แตยังคงถูกบงชี้ให
ปรับขนาดอยู เนื่องจากแมคาของตัวแปรนั้นจะถูกตองแตเมื่อพิจารณาคาอนุพันธของจุดตอนั้นยังคงไม
แมนยําพอ โดยสามารถสังเกตไดวาจุดตอที่เกิดลักษณะนี้ ปริมาตรควบคุมขางเคียงจะเปนปริมาตรที่มี
ความคลาดเคลื่อนสูง ดวยเหตุผลนี้ปริมาตรควบคุมนี้จึงถูกกําหนดใหทําการปรับขนาดดวย 
 
 ในสวนของโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม กระบวนการที่มีความซับซอนของสวนนี้
คือ การพิจารณาปริมาตรควบคุมขางเคียง เนื่องจากความไมแนนอนที่เกิดขึ้นหลังการปรับขนาด การ
พิจารณาปริมาตรควบคุมขางเคียงโดยใชเงื่อนไขของทิศทางเชื่อมตอและการเหล่ือมลํ้าของปริมาตร
ควบคุม มาพิจารณาการเชื่อมตอสามารถทําการปรับขนาดไดเปนอยางดี 
 
 การปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ จะเห็นไดวาเงื่อนไข
ของการปรับขนาดนั้นจะพิจารณาจากเงื่อนไขของ อุณหภูมิ ระยะกระจัดแนวนอน และระยะกระจัด
แนวต้ัง โดยพิจารณาการปรับขนาดจากตัวแปรแตละตัว แลวนําผลที่ไดทั้งหมดมารวมกัน  ปริมาตร
ควบคุมใหมที่ไดหลังการคํานวณ จึงครอบคลุมทุกตัวแปร ผลการคํานวณและการปรับขนาดของ
ปญหาที่นํามาพิจารณา ใหผลการคํานวณและบงชี้บริเวณปรับขนาดไดเปนอยางดี โดยในตัวอยางที่
นํามาพิจารณาไดใหน้ําหนักของแตละตัวแปรในการปรับขนาดนั้นมีความสําคัญในระดับเดียวกัน ใน
การคํานวณนั้นหากมีความเขาใจถึงลักษณะของผลเฉลยที่จะได อาจกําหนดเงื่อนไขการปรับขนาดและ
เงื่อนไขการหยุดการปรับขนาดของแตละตัวแปรตอไปได ซึ่งจะเปนการควบคุมจํานวนปริมาตร
ควบคุมใหมีจํานวนนอยแตใหผลการคํานวณที่ถูกตอง ไดดีขึ้น 

 
 การนําวิธีแบงยอยปริมาตรควบคุม มาใชรวมกับการออกแบบทอพอโลยีสามารถนํามาใชงาน
รวมกันไดเปนสอดคลองกัน โดยโปรแกรมสรางปริมาตรควบคุมเริ่มตนออกแบบใหสามารถรองรับคา
โครงสรางที่เปลี่ยนแปลงตามที่กําหนดใหได ในสวนของการปรับขนาดนั้น ไดอางอิงผลที่ไดจากการ
ออกแบบของปญหาการนําความรอน โดยพิจารณาเงื่อนไขของมวลที่ใชและความสามารถการถายเท
ความรอน ซึ่งผลที่ไดสวนใหญจะมีคาลดลงเล็กนอย ในสวนของโครงสรางที่มีจํานวนมวลและ
ความสามารถในการถายเทความรอนเทากัน เมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม มีผลทําใหคาการ
นําความรอนไมเทากันได แมคาที่ไดหลังการปรับขนาดจะเปลี่ยนแปลงไมมากนัก แตหลังการแบงยอย
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แลวสามารถเห็นถึงการกระจายของภาระที่เกิดข้ึนไดอยางชัดเจนขึ้น เชน การถายเทความรอนที่บริเวณ
ฐานรอยตอ ที่เกิดลักษณะการถายเทความรอนยอนกลับ เปนตน นอกจากนี้พบวาการปรับขนาดยังทํา
เกิดการเปล่ียนแปลงของผลลัพธที่ไดดวย  
 
 
9.2  ขอเสนอแนะ 
 
 ขอเสนอแนะสําหรับการขยายผลของงานวิจัย แบงเปนหัวขอตามลําดับไดดังนี้ 
 
9.2.1 ตัวบงชี้การปรับขนาด 
 

ตัวบงชี้การปรับขนาดที่นํามาใชแมจะใหผลเปนที่นาพอใจ แตเมื่อพิจารณาถึงขนาดของ
ปริมาตรควบคุมซึ่งไมไดนํามาคํานวณรวมอยูดวย เมื่อนํามาพิจารณารวมกับคาความผิดพลาดตกคาง 
อาจทําใหผลการคํานวณที่ไดมีความถูกตองมากข้ึน 

 
ในสวนของตําแหนงที่พิจารณาคาความคลาดเคล่ือนตกคางที่เกิดข้ึนระหวางแตละจุดตอนั้น 

พิจารณาที่ตําแหนงกึ่งกลางระหวางทั้ง 2 จุดตอ ซึ่งระยะทางของจุดตอมีขนาดไมเทากัน เมื่อพิจารณา
ถึงระยะหางระหวางจุดตอ หากปริมาตรควบคุมที่ผลการคํานวณมีความถูกตองแตมีระยะหางกันมาก
จะทําใหคาความผิดพลาดสวนเกินของมาก แตในสวนของปริมาตรควบคุมที่อยูใกลกันแมมีความ
คลาดเคล่ือนมาก แตคาความคลาดเคล่ือนสวนเกินอาจมีคานอยกวาในกรณีแรกได ซึ่งหากนําระยะหาง
ของจุดตอมารวมพิจารณา ในลักษณะของผลหารระหวางคาความผิดพลาดตกคางและระยะหาง ซึ่งมี
ลักษณะเปนความชนัของคาความผิดพลาดตกคาง จะสามารถแกไขปญหาที่เกิดขึ้นดังที่กลาวมาได 
 
9.2.2 ลักษณะการปรับขนาด 

 
การแบงยอยปริมาตรควบคุมที่ใชในวิทยานิพนธนี้ เปนการแบงยอยปริมาตรควบคุมรูป

สี่เหลี่ยมออกเปน 4 สวนเทากัน ในการขยายผลการศึกษานั้นควรมีการปรับขนาดปริมาตรควบคุมใหมี
ลักษณะที่หลากหลายขึ้น เชน ปริมาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยม เปนตน หรืออาจทําการแบงยอยปริมาตร
ควบคุมในลักษณะอื่น เชน การแบงทีละดาน การแบงยอยจากเสนทแยงมุม เปนตน โดยยังคงอาศัย
ทิศทางการเชื่อมตอและการเหล่ือมลํ้าของปริมาตรควบคุม มาพิจารณาปริมาตรควบคุมขางเคียงได 
เชนเดิม 
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9.2.3 โปรแกรมการปรับขนาดการออกแบบทอพอโลย ี
 

การปรับขนาดปริมาตรโครงสรางทอพอโลยี ที่ไดนํามาวิเคราะหนั้น เปนการนําผลในขั้น
สุดทายของการคํานวณมาทําการปรับขนาด ซึ่งเปนเพียงการเพิ่มความถูกตองของการคํานวณ
โครงสรางที่ไดแลวเทานั้น แตหากใชวิธีการปรับขนาดเขาไปใชในระหวางกระบวนการออกแบบทอ
พอโลยีดวยวิธีการคํานวณทางพันธุกรรมโดยตรง ลักษณะโครงสรางคําตอบอาจเปลี่ยนแปลงไปจาก
ผลที่ไดจากการคํานวณโดยไมทําการปรับขนาดได ดังจะเห็นไดจากในกรณีที่บางโครงสรางมีมวลและ
ความสามารถการนําความรอนเทากัน แตเมื่อทําการปรับขนาดใหมจะเห็นไดวาสามารถหาโครงสราง
ที่ถายเทความรอนไดดีที่สุดได 

 
เนื่องจากในการออกแบบทอพอโลยี มีการเปล่ียนแปลงลักษณะของโครงสรางในการคํานวณ

อยางมาก การปรับขนาดทุกปริมาตรควบคุมจะมีผลทําใหภาระการคํานวณทั้งหมดเพิ่มขึ้นสูงมาก 
ดังนั้นในการแบงยอยปริมาตรควบคุมนั้น ควรทําการปรับขนาดหลังจากไดกลุมของโครงสรางที่ตรง
ตามวัตถุประสงคในจํานวนโครงสรางที่เหมาะสมเทานั้น เพื่อเปนการหลีกเล่ียงการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุมที่ไมจําเปน 
 
 



 รายการอางอิง 
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