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บทที่  1 
บทนํา 

 
1.1 ปญหากําหนดการเชิงเสน 

 

ปญหากาํหนดการเชิงเสน (linear programming problem) [1, 2, 3, 4] เปน

ปญหาการหาคาเหมาะที่สุด (optimization problem) ที่มีฟงกชนัจุดประสงค และเงื่อนไขบังคับ

เปนฟงกชนัเชงิเสนของตัวแปรอิสระ วัตถปุระสงคของการแกปญหากาํหนดการเชงิเสน คือการหา

คาของตัวแปรอิสระทั้งหมดในระบบทีท่ําใหฟงกชนัจุดประสงคมีคาสูงสุด หรือตํ่าสุดตามเงื่อนไขที่

กําหนด ดงัตัวอยางตอไปนี ้

 

ตัวอยาง 1.1 บริษัทแหงหนึ่งผลิตสนิคา 2 ชนิด สินคาชนิดแรกแตละชิ้นใชเวลาในการผลิตขั้นตน 

4 ชั่วโมง ขั้นที่สอง 1 ชั่วโมง และขายไดกําไรชิ้นละ 600 บาท สวนสินคาชนิดทีส่องแตละชิ้นใช

เวลาในการผลิตขั้นตน 3 ชั่วโมง ขั้นที่สอง 2 ชั่วโมง และขายไดกําไรชิ้นละ 800  บาท โรงงาน

สําหรับผลิตขั้นตนและขั้นทีส่องทาํงานสัปดาหละไมเกิน 120 และ 60 ชั่วโมงตามลาํดับ ถาบริษทั

ตองการผลิตสนิคาทัง้สองชนิดใหขายไดกาํไรมากที่สุด บริษัทจะตองผลิตสินคาทั้งสองชนิดอยาง

ละกี่ชิ้น  

ให  1x  แทนจํานวนสนิคาชนิดทีห่นึง่ 

  2x  แทนจํานวนสนิคาชนิดที่สอง 

 

ตัวอยางนี้สามารถเขียนในรปูปญหากาํหนดการเชงิเสนไดเปน 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค 1 2600 800x x+  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

1 2

1 2

1

2

4 3 120
2 60

0
0

x x
x x

x
x

+ ≤
+ ≤

≥
≥
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ซึ่งสามารถหาผลเฉลยไดดวยวิธีเชงิกราฟ (graphical method) [1] นั่นคือการหา

คาเหมาะที่สุดจะพิจารณาจากกราฟ โดยเริ่มจากการวาดบริเวณทีเ่ปนไปได และกําหนดเสน

คาคงที่ใหกับฟงกชันจุดประสงค และเคลื่อนเสนดังกลาวใหขนานกับเสนเดมิในทิศทางทีค่า

ฟงกชันจุดประสงคเพิม่ข้ึน ในกรณีหาคาสูงสุด (หรือในทิศทางที่คาฟงกชันจุดประสงคลดลง ใน

กรณีหาคาต่าํสุด) จนกระทั่งเสนคาคงทีข่องฟงกชันจดุประสงคนั้นตัดกับจุดสุดทายของบริเวณที่

เปนไปได ซึง่จุดดังกลาวคอืผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา และเนื่องจากปญหานี้เปนการหา

คาสูงสุดดังนัน้จะไดดังรูปที ่1.1 

 

  

                     
รูปที่ 1.1 การหาคาเหมาะทีสุ่ดโดยวิธีเชงิกราฟ 

 

จากรูปจะเหน็วาจุดที่เสนคาคงที่ฟงกชันจดุประสงคตัดเปนจุดสุดทายคือจุด 

( ) ( )1 2, 12, 24x x =  ซึ่งใหคาของฟงกชนัจุดประสงคมากที่สดุคือ 26,400  ดังนั้นถาบริษทั

ตองการผลิตสนิคาทัง้สองชนิดใหขายไดกาํไรมากที่สุด บริษัทจะตองผลิตสินคาชนดิที่หนึ่ง 12  ชิ้น 

และสินคาชนดิที่สอง 24  ชิน้และใหกาํไรมากที่สุดคือ 26,400  บาท 

 

 

 

1x  

2x  

1 2600 800 8000x x+ =  

1 2600 800 16000x x+ =  

1 2600 800 26400x x+ =  

( )12, 24  
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จากตัวอยางจะเหน็วาปญหามีขนาดเล็กซึง่สามารถใชวธิีเชิงกราฟในการหาผล

เฉลยได แตเนื่องจากวธิีเชิงกราฟตองวาดบริเวณที่เปนไปได เมื่อปญหามีขนาดใหญขึ้นความ

ยุงยากในการวาดบริเวณที่เปนไปไดก็ยากขึ้น ดังนั้นวิธีเชิงกราฟจึงเหมาะกับปญหาขนาดเล็ก 

 

สําหรับปญหาขนาดใหญที่มตีัวแปรมากกวาสองตัว จะมรูีปแบบทั่วไปเปน 

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค     1 1 2 2 n nc x c x c x+ + +"  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

0, 1, 2,...,

n n

n n

m m mn n m

i

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x i n

+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤

≥ =

"
"

# # #
"

  

หรือเขียนในรูปของเวกเตอร และเมทริกซไดเปน 

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค    Tc x  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ         
≤
≥ 0

Ax b
x

     ………. …….(1.1) 

 

เมื่อ ( )T
1 2, ,..., nc c c=c  คือเวกเตอรสมัประสิทธิ์ของฟงกชันจุดประสงค 

         ( )T
1 2, ,..., nx x x=x  คือเวกเตอรของตัวแปรตัดสินใจ 

        ( )
m n×ijA = a  คือเมทริกซสมัประสิทธิ์ของเงื่อนไขบังคับมีขนาด m n×  

        ( )T
1 2, ,..., nb b b=b  คือเวกเตอรคาคงทีท่างขวามือ 

 

 

Dantzig, G. (1947) ไดคิดคนวิธีซมิเพลก็ซ (simplex method) [1, 2, 4, 5, 6, 7] 

ซึ่งเปนขบวนการทําซ้าํเพื่อเขาหาจุดที่เหมาะที่สุด โดยจะดําเนินการอยางมีระบบและแบบแผน 

และทุกครั้งของการกระทาํซ้าํ คําตอบที่ไดรับจะใหคาของฟงกชนัจุดประสงคที่ไมดอยไปกวา
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คําตอบครั้งกอน ซึง่สามารถรับประกันการลูเขาสูจุดเหมาะที่สุดเสมอ วิธีซิมเพล็กซเปนวธิีที่ไดรับ

ความนิยมแตเมื่อปญหามีขนาดใหญข้ึนจะใชเวลาในการหาผลเฉลยนาน ซึง่มีงานวิจยัแสดงให

เห็นวาวิธีซิมเพล็กซใชเวลาในการคํานวณหาผลเฉลยเปนแบบ exponential time [8] และตอมา 

Naum Z. Shor, Arkady Nemirovsky และ David B. Yudin (1972) ไดคิดคนวิธีสําหรับการ

แกปญหาการหาคาเหมาะทีสุ่ดของเซตนูน (convex optimization problems) นั่นคือวธิีทรงรี 

(ellipsoid method) [9, 10] Leonid Khachiyan (1979) ไดวิจัยพบวาวิธทีรงรนีี้ใชเวลาในการ

คํานวณหาผลเฉลยสําหรับปญหากาํหนดการเชิงเสนเปนฟงกชันพหนุาม [10, 11] ถึงแมวธิีทรงรี

จะใชเวลาในการคํานวณหานอยกวาวิธีซมิเพล็กซ แตคอนขางใชยากในทางปฏบิัติ ตอมา 

Narendra Karmarkar (1984) ไดนําเสนอ Karmarkar's algorithm [12, 13, 14] ขั้นตอนวธิีนี้เกิด

จากการศึกษาวิธีจุดภายใน (interior point method) [15, 17, 18] ซึ่งคิดคนโดย Fiacco และ 

McCormick (1968) [19] เพื่อแกปญหาการหาคาเหมาะที่สุดของเซตนนู โดย Karmarkar's 

algorithm นีส้ามารถคาํนวณหาผลเฉลยสําหรับปญหากําหนดการเชงิเสนโดยใชเวลาเปนฟงกชัน

พหนุามและมปีระสิทธิภาพดีกวาวิธีซิมเพล็กซ สําหรับปญหาขนาดใหญ 

 

ในปจจุบนันักวิจัยพยายามวิเคราะหวิธีจดุภายในและไดนําเสนอการปรับปรุงวิธี

จุดภายในมากมายหลายวธิี [15, 17, 20, 21] เพื่อนาํมาพัฒนาวิธทีี่สามารถหาผลเฉลยของปญหา

กําหนดการเชงิเสนใหมีประสิทธิภาพ อยางไรก็ตามวิธซีิมเพล็กซกย็ังเปนทีน่ิยมและมนีักวจิัย

พยายามปรับปรุงวิธีซมิเพลก็ซ [5, 6, 7, 16]  ใหมีประสิทธิภาพมากขึ้นดวยเชนกนั  

 

นอกจากการวจิัยเพื่อปรับปรุงวิธีซมิเพลก็ซและวิธีจุดภายในแลวยงัมีการวิจัย

เกี่ยวกับวิธีใหมที่ใชในการหาผลเฉลยดวยเชน ขั้นตอนวธิีมุมนอยที่สุดสําหรบัการแกปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติ [22, 23] ซึ่งเปนวิธีใหมที่ใชหาผลเฉลยของปญหา 2 มิติ โดยขั้นตอนวธินีี้

ใชมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของฟงกชันจดุประสงคมาชวยในการหา

ผลเฉลย และเพื่อพัฒนาวิธใีหมใหสามารถแกปญหาทีม่ีขนาดใหญและมีประสิทธภิาพมากกวาวิธี

ซิมเพล็กซ ในงานวิจยันี้จงึไดนําเสนอวิธีซึง่สามารถหาผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิ

โดยเนนการแกปญหา ซึง่มรูีปแบบดังตอไปนี ้
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การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค     1 1 2 2 3 3c x c x c x+ +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

1 1 2 2 3 3m m m m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤
# # #  

  ไมจาํกัดคาของ 1 2 3, ,x x x    

 

หรือเขียนในรูปเวกเตอร และเมทริกซได  

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค    Tc x  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ         ≤Ax b       ………… …….(1.2) 

       ไมจาํกัดคาของเวกเตอร x  

 

วิธีใหมทีน่ําเสนอนี้จะเปนการลดปญหากําหนดการเชิงเสนใน 3 มิติไปเปนปญหา

ยอยใน 2 มิติและใชข้ันตอนวธิีมุมนอยที่สุดสําหรบัการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ

แกปญหานั้น ซึ่งมีสองวิธทีี่จะนําเสนอคือวธิี Minimal Angled Projection (MAP) และวิธี KKT - 

Minimal Angled Projection (KKT-MAP) 

 

ในวทิยานพินธนี้จะกลาวถึงนิยาม ทฤษฎีบท งานวิจยัที่เกี่ยวของรวมทั้งการ

พิสูจนทฤษฎีบทที่จะนาํไปใชในงานวิจัยนีใ้นบทที ่ 2 และบทที่ 3 จะกลาวถึงขัน้ตอนวิธ ี อธิบาย

วิธีการทํางาน ตัวอยาง และบทวเิคราะหการทํางาน และในบทที ่ 4 จะแสดงผลการทดสอบ

หลังจากไดนาํไปสรางเปนชดุคําสั่งและเปรียบเทียบเวลาการทํางานระหวางวิธทีั้งสองกับวธิ ี

ซิมเพล็กซโดยใชซอฟตแวร GLPK [24] ในการแกปญหา และสุดทายจะกลาวถึงขอสรุป ปญหา

และงานวิจยัทีส่นใจในอนาคต 
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1.2 ขอตกลงเกี่ยวกับเมทริกซ 
 
ในงานวิจัยนี้ตัวแปรที่เปนเวกเตอรทั้งหมดจะเสนอในรูปแบบเวกเตอรหลัก 

(column vector) ดังรูปแบบตอไปนี้ 

 

กําหนดให A  เปนเมทริกซทีม่ีมิติ nm×  สัญลักษณที่ใชเขียนระบุหรืออางองิถึง

สมาชิกที่อยูในแถวเดียวกนัของเมทริกซ A  คือ *iA  เมื่อ mi ,,2,1 …=  เชน 1*A  หมายถงึสมาชิก

ทุกตัวของเมทริกซ A  ที่อยูในแถวที ่1 และในทํานองเดียวกนัการระบหุรืออางอิงถึงสมาชิกในหลัก

เดียวกนัของเมทริกซ A  คือ * jA  เมื่อ 1, ,j n= …  เชน *2A  หมายถงึสมาชกิทุกตวัของเมทริกซ 

A  ที่อยูในสดมภที่ 2 ดังนัน้เมทริกซ A  สามารถใหเขียนอยูในรูปชุดของหลกัหรือชุดของแถวดังนี ้

 

1*

2*
*1 *2 *

*

n

m

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= (  ... ) =
#

A
A

A A A A

A

 

 

ตัวอยาง 1.2 กําหนดให 

 

2 1 1
3 1 2

5 2 0
1 2 1

2 1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

=A  

จะไดวา 

 

*1 *2 *3

2 1 1
3 1 2

, ,5 2 0
1 2 1

2 1 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A A A  

 

( ) ( ) ( ) ( )1* 2* 3* 4*2, 1, 1 , 3, 1, 2 , 5, 2, 0 , 1, 2, 1= − = − − = = −A A A A  

และ ( )5* 2, 1, 1= −A  
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จากปญหาในรูปแบบ (1.2) เมทริกซ A  จะสังเกตไดวาเกรเดียนตของเงื่อนไข

บังคับที ่ i  ใดๆ คือเวกเตอร T
*iA  เราจะเรียกเวกเตอร ( )T

1 2 3, ,x x x=x  ที่สอดคลองกับเงื่อนไข

บังคับทัง้หมดวาเปนผลเฉลยที่เปนไปได (feasible solution หรือ feasible point)  เรียกเซตของผล

เฉลยที่เปนไปไดทั้งหมดวาเปนบริเวณที่เปนไปได (feasible region) และเรียกเวกเตอร 

( )T* * *
1 2 3, ,x x x=*x  วาเปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของปญหากําหนดการเชงิเสน (1.2) ก็ตอเมื่อ 

เวกเตอร *x  เปนผลเฉลยที่เปนไปไดและมีคาของฟงกชันจดุประสงค Tc x  มากที่สุด 

 
 

เกรเดียนต (Gradient) 
 
เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงค 1 1 2 2 3 3z c x c x c x= + +  คือเวกเตอร 

( )T
1 2 3, ,c c c  ที่ชี้ไปในทิศทางการเพิม่คาของ z  และตั้งฉากกับระนาบ 1 1 2 2 3 3z c x c x c x= + +  

เกรเดียนตของเงื่อนไขบังคบั 1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + ≤  คือเวกเตอร 

( )T
1 2 3, ,i i ia a a ที่ชี้ไปในทิศทางการเพิม่คาของ  1 1 2 2 3 3i i ia x a x a x+ +  และตั้งฉากกับระนาบ 

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  
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บทที่ 2 
งานวิจัย นิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของ 

 

ในบทที่ 2 จะกลาวถึงงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการหาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดโดยใช

วิธีมุมนอยที่สดุ นิยาม ทฤษฎีบทที่เกีย่วของและแนวทางการพิสูจนทฤษฎีบท  

  

2.1 ขั้นตอนวิธีมุมนอยทีสุ่ดสําหรับการแกปญหากาํหนดการเชงิเสนสองมิติ (A minimal 

angled algorithm for solving a 2-dimensional linear programming problem) 

หรือเรียกสั้นๆวา ขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุด 2 มิติ ข้ันตอนวิธนีี้มุงเนนการแกปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติทีม่ีบริเวณที่เปนไปไดไมเปนเซตวาง โดยแบงเงื่อนไขบังคับออกเปนสอง

กลุม การแบงกลุมของเงื่อนไขบังคับแบงไดโดยการกําหนดเวกเตอรที่ตั้งฉากกบัเกรเดียนตของ

ฟงกชันจุดประสงคและกลุมของเงื่อนไขบังคับทีท่ํามมุแหลมและตั้งฉากกับเวกเตอรที่ตั้งฉากกบั

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคเรียกกลุมนี้วา NNG  และกลุมของเงื่อนไขบังคับทีท่าํมุมปานกับ

เวกเตอรที่ตัง้ฉากกับเกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคเรียกกลุมนี้วา NG  ในแตละรอบของการวน

ซ้ําจะเลือกเงื่อนไขบังคับ 2 เงื่อนไขที่เปนตัวแทนของแตละกลุมโดยที ่ 2 เงื่อนไขบังคับดังกลาวจะ

นําไปสูผลเฉลยที่เหมาะที่สดุ 

 

GNN

 
  

c  

u  

NNG  

NG  

รูปที่ 2.1 การแบงกลุมเงื่อนไขบังคับ 
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ในขั้นตอนวิธนีี้จะเนนการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิตทิี่มีบริเวณที่เปนไป

ไดไมเปนเซตวางและมีจุดที่ใหผลเฉลยที่เหมาะที่สุดอยางนอยหนึ่งจุด ซึ่งมีรูปแบบดังตอไปนี ้

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค     1 1 2 2c x c x+  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2m m m

a x a x b
a x a x b

a x a x b

+ ≤
+ ≤

+ ≤
# #  …. ………… (2.1) 

ไมจํากัดคา , 1, 2,...,ix i m=  

 

ในขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุด 2 มิตินี้มนีิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของดงันี ้

 

นิยาม 2.1 สําหรับปญหากาํหนดการเชงิเสนสองมิติดงัรูปแบบ (2.1) 

กําหนด 

  NN { |1G j j m= ∈ ≤ ≤`  และ T
* 0}j⋅ ≥u A  

และ  N { |1G i i m= ∈ ≤ ≤`  และ T
* 0}i⋅ <u A  

 

เมื่อ T
*iA  และ T

*jA  คือเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคบัที่ i  และ j  ตามลําดับ และ ( )T
2 1c c= −u  

ซึ่งตั้งฉากกับเวกเตอร c  

 

สําหรับแตละเงื่อนไขบังคับของปญหาจะถกูจําแนกวาอยูใน NNG  หรือ NG  อยาง

ใดอยางหนึง่เทานั้น ดังนั้นจะไดวา NN NG G∪ ≠∅  ซึ่งสามารถแบงเปนสามกรณีคือ 

   

1. NNG ≠ ∅  และ NG ≠ ∅  

 2. NNG =∅  และ NG ≠ ∅  

 3. NNG ≠ ∅  และ NG =∅  
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ทฤษฎบีท 2.1 
กําหนดให A  เปนเมทริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 2,m×   b  คือเวกเตอรคาคงที่ดาน

ขวามือ และ ( )T
1 2c c=c  เปนเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงคของปญหากําหนดการเชิงเสน

ในสองมิตทิี่มบีริเวณที่เปนไปไดเสมอดังรูปแบบ (2.1) และ NNG  และ NG  คือเซตที่กาํหนดใน

นิยาม 2.1 

ถามี Nk G∈  และ NNl G∈  ที่ T
* 0k⋅ >c A  และ T

* 0l⋅ >c A  แลวปญหา

กําหนดการเชงิเสนมีผลเฉลยที่เหมาะที่สดุเสมอ 
 

บทแทรก 2.1  
กําหนดให 2m×∈\A  คือเมทริกซสัมประสิทธิ์  b  คือเวกเตอรคาคงที่ดานขวามือ 

และ ( )T
1 2c c=c  คือเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงคของปญหากาํหนดการเชงิเสนในสองมิติ

ที่มีบริเวณที่เปนไปไดเสมอดังรูปแบบ (2.1) NNG  และ NG  คือเซตที่กําหนดในนยิาม 2.1 

 ถาไมมี Nk G∈  และ NNl G∈  ที ่ T
* 0k⋅ >c A  และ T

* 0l⋅ >c A  แลว

ปญหากาํหนดการเชิงเสนเปนปญหาที่ไมมีขอบเขตเสมอ 

 

ขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุด 2 มติินี้ประกอบไปดวยขั้นตอนยอยดังตอไปนี ้

   

 1. normalization เปนขั้นตอนทีท่ําให ib  มีคาเทากับ 1 หรือเทากับ -1 สําหรับ 

0ib ≠  ดวยการหารตลอดเงื่อนไขบังคับที ่ i  ดวย ib  และทําให jc  มีคาเทากับ 1 สําหรบั 

0jc ≠  โดยการหารดวย jc  จากการ normalize jc  ดังนัน้ *jA  จะถูกหารดวย jc  ตลอดหลักที ่

j  
2. classification เปนขัน้ตอนการแบงกลุมของเงื่อนไขบังคับออกเปนสองกลุม 

โดยอาศัยผลคูณเชิงสเกลารของเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเวกเตอร u  ซึ่งเปนเวกเตอรที่ตั้ง

ฉากกับเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค  

3. sorting เปนขั้นตอนการจัดเรียงเงื่อนไขบังคับในแตละกลุมที่ไดจากขั้นตอนที่ 2 

ในการจัดเรียงไดอาศัยมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของฟงกชัน

จุดประสงค โดยจัดเรียงขอมูลจากเงือ่นไขบังคับทีม่ีเกรเดียนตทาํมุมนอยที่สุดกับเกรเดียนตของ

ฟงกชันจุดประสงค ไปยังเงื่อนไขบังคับที่มีเกรเดียนตทํามุมมากที่สุดกับเกรเดยีนตของฟงกชัน

จุดประสงคสําหรับแตละกลุม 
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4. domination ขั้นตอนนี้จะลดทอนเงือ่นไขบังคับที่ไมจําเปนสําหรบัการหาผล

เฉลย ที่มีเกรเดียนตขนานกันและมทีิศทางเดียวกนัเพือ่กําจัดเงื่อนไขบังคับที่ไมมผีลกระทบตอผล

เฉลยของปญหาเดิม  

5. ขั้นตอนการกระทําซ้าํเพือ่หาผลเฉลยของปญหาโดยอาศัยขอมูลจากสมาชิกทั้ง

สองกลุมดังกลาว 

ซึ่งขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุดสาํหรับปญหากาํหนดการเชงิเสน 2 มิติมีระยะเวลาการ

ทํางานรวมทั้งหมดเปน 2( )O m  
 
 

ตัวอยาง 2.1 พิจารณาปญหากาํหนดการเชิงเสนสองมติิที่กําหนดใหดังตอไปนี้ 

 หาคาสงูสุดของฟงกชนั     1 2x x+               

 ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

4
143
632
04

22

2

21

21

21

21

≤
≤+
≤−
≤+−
−≤−−

x
xx
xx
xx
xx

      

                 

 

 

............................. (1) 

............................. (2) 

............................. (4) 

............................. (3) 

............................. (5) 

2x  

1x  

1
1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

c  (1) (2) (4) 

(3) 

(5) 

รูปที่ 2.2 บริเวณที่เปนไปไดของปญหา 
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จะไดเมทริกซ สัมประสิทธิ ์ A  และเวกเตอรคาคงที่ดานขวามือ b ดังนี ้

 
2 1
4 1

2 3
3 1
0 1

- −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  

2
0
6

14
4

-⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b  

 

ข้ันตอนวิธนีี้จะสงคาเมทริกซ A และเวกเตอร b เขาไปในขัน้ตอน normalization 

เนื่องจากเวกเตอร ( )T1, 1c =  ดงันัน้จะไดเมทริกซ A และเวกเตอร b ที่ผานการ normalize 

ดังตอไปนี้ 

 
2 / 2 1/ 2 1 1/ 2

4 1 4 1
2 / 6 3/ 6 1/ 3 1/ 2
3/14 1/14 3/14 1/14

0 1/ 4 0 1/ 4

- − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A  และ 

2 / 2 1
0 0

6 / 6 1
14 /14 1
4 / 4 1

- −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

b  

 

ตอไปทํา classification นั่นคือแบงกลุมของเงื่อนไขบังคับออกเปนสองกลุม โดย

ใชเวกเตอรที่ตัง้ฉากกับเวกเตอรเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค นั่นคือ ( )T1, 1=c  กําหนดให 

( )T1, 1= −u  เวกเตอรเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับที่มผีลคูณเชิงสเกลารกับเวกเตอร u  แลวเปน

บวกจะเปนสมาชิกของกลุม NNG  และเวกเตอรเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับที่มีผลคูณเชิงสเกลาร

กับเวกเตอร u  แลวเปนลบจะเปนสมาชิกของกลุม NG  จะไดวา 

 

1*

2*

3*

4*

5*

1 1/ 2
4 1

1/ 3 1/ 2
3/14 1/14

0 1/ 4

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= =−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A
A

A A
A
A
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ดังนัน้ 

 

ตาราง 2.1 คาผลคูณเชิงสเกลารและการจดักลุมของเงื่อนไขบังคับ 

 

เงื่อนไขที ่ i  
i*A  T

*i ⋅A u  เปนสมาชิกของกลุม NNG หรือ NG  

1 ( )1, 1/ 2− −  2/1  NNG  
2 ( )4, 1−  5  NNG  
3 ( )1/ 3, 1/ 2−  6/5−  NG  
4 ( )3/14, 1/14  7/1−  NG  
5 ( )0, 1/14  4/1  NNG  

 

เพราะฉะนัน้ 

{ }5,2,1=NNG  และ { }4,3=NG  

 

ข้ันตอนตอไปเปนการคาํนวณมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับ 

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคและเรียงลําดับมุมของเงื่อนไขบังคบัจากกลุม NNG  และกลุม 

NG  จะได 

 

กลุม NNG  

( ) ( )
( ) ( )

T
1*

2 2
1*

1, 1/ 2 1, 1
arccos arccos 2.306

. 1 1/ 2 2

⎛ ⎞⎛ ⎞ − − ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − + − ⋅⎝ ⎠

A c
A c

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

T
2*

2
2*

T
5*

2
5*

4, 1 1, 1
arccos arccos 1.943

. 4 1 2

0, 1/ 4 1, 1
arccos arccos 1.047

. 1/ 4 2

⎛ ⎞⎛ ⎞ − ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − + ⋅⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⋅⎝ ⎠

A c
A c

A c
A c

 

 

ดังนัน้เรียงลาํดับเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมกบัเวกเตอรเกรเดยีนตของฟงกชัน

จุดประสงคจากนอยไปหามากในกลุม NNG  ไดดังนี้ { }1,2,5   
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และกลุม NG  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

T
3*

2 2
3*

T
4*

2 2
4*

1/ 3, 1/ 2 1, 1
arccos arccos 1.710

. 1/ 3 1/ 2 2

3/14, 1/14 1, 1
arccos arccos 0.886

. 3 /14 1/14 2

⎛ ⎞⎛ ⎞ − ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ + − ⋅⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ + ⋅⎝ ⎠

A c
A c

A c
A c

 

 

ดังนัน้เรียงลาํดับเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมกบัเวกเตอรเกรเดยีนตของฟงกชัน

จุดประสงคจากนอยไปหามากในกลุม NG  คือ { }3,4  และเนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับใดที่ทาํมุม

เทากันดงันัน้ปญหากาํหนดการเชิงเสนนีไ้มมีเงื่อนไขบงัคับที่ไมมีผลกระทบตอผลเฉลยของปญหา

เดิม  

 

ลําดับถัดไปเลือกเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมนอยที่สุดจากทัง้สองกลุมนั่นคอืเงื่อนไข

บังคับที ่ 5 จากกลุม NNG  และเงื่อนไขบงัคับที ่ 4 จากกลุม NG  และหาจุดตัดจากสมการของ

เงื่อนไขบังคับที่ 5 และ 4 นั่นคือ 

 

1 2

2

3 14
4

x x
x

+ =
=

 

 

ได
T

* 10 , 4
3

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x  ซึ่งเมื่อนําไปตรวจสอบกับทุกเงื่อนไขบังคับแลวพบวาจุด 

T
* 10 , 4

3
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับ ดังนัน้ 
T

* 10 ,4
3

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x  เปนผลเฉลยที่เหมาะ

ที่สุดของปญหานี ้
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ในงานวิจัยนี้เปนขั้นตอนวิธใีหมที่ใชหาผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 

มิติซึ่งจะนํามาใชในงานวิจยันี้ดวย โดยงานวิจัยนี้ไดศึกษาปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติที่อยูใน

รูปแบบตอไปนี ้

 

P1:  หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค 1 1 2 2 3 3c x c x c x+ +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

1 1 2 2 3 3m m m m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤
# # #  

  ไมจาํกัดคาของ 1 2 3, ,x x x   

 

หรือเขียนในรูปเวกเตอร และเมทริกซได  

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค    Tc x  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ         ≤Ax b              

ไมจํากัดคาของเวกเตอร x  

 

  

ให ( ){ }T
3 1 2 3 11 1 12 2 13 3 1 1 1 2 2 3 3, , | ,..., m m m mF x x x a x a x a x b a x a x a x b= + + ≤ + + ≤  

เรียก 3F  วาเปนเซตของบริเวณที่เปนไปได  

  ในงานวิจัยนี้มนีิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของดังตอไปนี ้

 
2.2 นิยามและทฤษฎบีททีเ่กี่ยวของ 

 

ปญหากาํหนดการเชิงเสนทีส่นใจอาจมีผลเฉลยที่เหมาะที่สุดหรือไมมีผลเฉลยที่

เหมาะที่สุดขึน้อยูกับบริเวณที่เปนไปไดของปญหากําหนดการเชิงเสนนัน้ ซึ่งปญหากาํหนดการ 

เชิงเสนหนึ่งปญหาจะมีลักษณะที่เปนไปไดอยางใดอยางหนึง่ดังทฤษฎีบท 2.2 [1] 
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ทฤษฎบีท 2.2 ปญหากาํหนดการเชงิเสนจะสอดคลองกับกรณีตอไปนี ้

1. เปนปญหาที่ไมมีบริเวณทีเ่ปนไปได (infeasible) 

2. เปนปญหาที่ไมมีขอบเขต (unbounded) 

3. เปนปญหาทีม่ผีลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

 

นั่นคือในปญหากาํหนดการเชิงเสนหนึ่งปญหาอาจเปนปญหาที่ไมมบีริเวณที่

เปนไปได หรือเปนปญหาทีไ่มมีขอบเขต หรือเปนปญหาที่มีผลเฉลยที่เหมาะที่สุด ซึ่งในงานวิจยันี้

จะพิจารณาเฉพาะปญหาทีม่ีผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดเทานัน้ 

  

เนื่องจากในงานวิจยันีพ้ิจารณาเฉพาะปญหาที่มีผลเฉลยที่เหมาะที่สดุ ดังนัน้จะม ี

( )T* * * *
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของ P1 นัน่คือ 3F ≠ ∅   

ตอไปจะกลาวถึงนยิามและทฤษฎีบทที่เกีย่วของกับแนวคิดของงานวิจยันี ้

 

นิยาม 2.2 ระนาบเกิน (Hyperplane) 

ระนาบเกิน (Hyperplane) H  ในปริภูมิแบบยุคลิด (Euclidean space) n  มิต ิ

(หรือ nE ) คือเซตของจุด 1 2  ( , , , )nx x x= …x  ที่สอดคลองสมการ 

  bxaxaxa nn =+++ "2211  
เมื่อ naaa ,,, 21 …  และ b  เปนจาํนวนจริงใดๆ และ ia  เปนศูนยพรอมกัน

ทั้งหมดไมได เมื่อ ni ,,2,1 …=  

 

จากนิยามจะไดวาระนาบเกนิใน 3E  (หรือปริภูมิ 3 มิติ) อยูในรูปดังนี ้ 

bxaxaxa =++ 332211  ซึ่งเปนสมการระนาบในปรภูิมิ 3 มิติ แบง 3E  ออกเปนสองสวนคือ  

( )T
1 2 3 1 1 2 2 3 3{ , ,  }H x x x a x a x a x b− = + + ≤x =  และ 

( )T
1 2 3 1 1 2 2 3 3{ , ,  }H x x x a x a x a x b+ = + + ≥x =   

โดยเรียก −H และ +H  วา กึ่งปริภูมิ (half space)  

 

อสมการเชงิเสนในงานวิจยันีเ้ปนอสมการเชิงเสนในสามมิติที่อยูในรูปแบบดังนี้  

1 1 2 2 3 3a x a x a x b+ + ≤  เมื่อ 1,a  2 ,a  3a  และ b  เปนคาคงที่ใดๆ ถา 1a  หรือ 2a  หรือ 3a  เปน

ศูนยจะตองเปนศูนยไมพรอมกัน 
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ตัวอยาง 2.2 เพื่อใหเห็นภาพขอยกตัวอยางของระนาบเกินในปริภูมิ 2 มิติดังนี้ 

 เสนตรง 1 2 1x x+ =  คือระนาบเกินในปริภูมิ 2 มิติ และแบงปริภูมิ 2 มิติออกเปนสองกึ่ง

ปริภูมิ ( H −  และ H + ) ดังรูปที่ 2.3 
 
 

 
 

รูปที่ 2.3 

 
นิยาม 2.3 

เวกเตอร 1 2, ,..., kv v v  ในปริภูมิ n  มิติ เปนเวกเตอรอิสระเชิงเสนตอกนั (linearly 

independent) ก็ตอเมื่อ 

ถา 1 1 2 2 k kλ λ λ+ + + = 0"v v v  แลว 0jλ =  สําหรับทุก 1,2, ,j k= …  

 

และเรียกระนาบเกนิ k  ระนาบในปริภูมิ n  มิติ วาเปนอิสระเชิงเสนตอกัน ก็

ตอเมื่อ เวกเตอรแนวฉากของระนาบเหลานั้นเปนอิสระเชิงเสนตอกัน 

 
นิยาม 2.4 

จุด ( )T
1 2 3 3, ,y y y F∈y =  เปนจุดสดุขีด ก็ตอเมื่อ y  อยูบนระนาบเกนิอยาง

นอย 3  ระนาบที่เปนอิสระเชงิเสนตอกนั 

 

2x  

1x  

H −  

H +  

1 2 1x x+ =  
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ทฤษฎบีท 2.3  
ถาปญหากาํหนดการเชงิเสนมีผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดแลวผลเฉลยที่เหมาะที่สุดนั้น

จะเปนจุดสุดขดี 

 

เนื่องจากผลเฉลยที่เหมาะที่สุดเปนจุดสดุขีด ดังนั้นผลเฉลยที่เหมาะที่สุดจะอยู

บนระนาบเกนิอยางนอย 3  ระนาบที่เปนอสิระเชิงเสนตอกัน นัน่คือ ถา ( )T* * * *
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x

เปนผลเฉลยของ P1 จะไดวา * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  สําหรับบาง { }1, 2,...,i m∈  ซึ่งนํามาใช

ในการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติที่จะนําเสนอในงานวิจยันี ้ นัน่คือถากําหนด 

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  จะสามารถลดรูปปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติไปเปนปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติได 

 

พิจารณา  1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =   โดยไมเสียนยัทัว่ไป สมมติ 3 0ia ≠  จะได  

 

1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=    

แทน 3x  กลับไปที่ปญหา P1 นั่นคือ 

 

P2: หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 1 2 2
1 1 2 2 3

3

i i i

i

b a x a xc x c x c
a

⎛ ⎞− −
+ + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 1 2 2
11 1 12 2 13 1

3

1 1 2 2
1,1 1 1,2 2 1,3 1

3

1 1 2 2
1,1 1 1,2 2 1,3 1

3

1 1 2 2
1 1 2 2 3

3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m m

i

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

# # #

# # #

 

   ไมจํากัดคา 1 2,x x  
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หรือ  

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  3 1 3 2 3
1 1 2 2

3 3 3

( ) ( )i i i

i i i

c a c a c bc x c x
a a a

− + − +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1 1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) (

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m m

i

a a a a a ba x a x b
a a a

a a a a a b
a x a x b

a a a
a a a a a b

a x a x b
a a a

a aa x a
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− +

# #

# #

3 2 3
2 2

3 3

)m i m i
m

i i

a a a bx b
a a

− ≤ −

 

    ไมจํากัดคา 1 2,x x  

 

ทฤษฎีบทตอไปนี้เปนทฤษฎีที่รับประกันความถูกตองของขั้นตอนวิธทีีจ่ะนําเสนอ 

รวมทัง้พิสูจนวาการลดรูปของปญหากําหนดการเชงิเสน P1 ดวยเงื่อนไขบังคับสมการทีท่าํให 
* * *

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  จะไดผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ด

ของปญหา P1 ดวย  

 

จาก ( )T* * * *
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  จะไดวา * * *

1 1 2 2 3 3r r r ra x a x a x b+ + =  สําหรับบาง 

{ }1, 2,...,r m∈  และ * * *
1 1 2 2 3 3s s s sa x a x a x b+ + <  สําหรบับาง { }1, 2,...,s m∈  และไดทฤษฎีบท

ตอไปนี้ 
 

ทฤษฎบีท 2.4 ถาปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิต ิ P1 ถูกลดรูปใหอยูในรูปแบบของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิต ิP2 ให ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 ซึ่ง 

* * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  และปญหา P2 มีผลเฉลยที่เหมาะที่สุด แลวผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของ

ปญหา P2 จะเปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของปญหา P1 
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พิสูจน  สมมติให ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 และ 

* * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =   

 

พิจารณา 

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  โดยไมเสียนัยทั่วไปสมมต ิ 3 0ia ≠  ดังนัน้  

 

1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=   แทน 3x  ในปญหา P1 จะไดดังปญหา P2 

 

ให  ( ){ ( )T T
2 1 2 1 2, | ,F y y y y= สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับของ P2 }  

และให ( )T* *
1 2,y y  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 ดังนัน้  

 

สําหรับทุก ( )T
1 2 2,y y F∈  จะไดวาคาของฟงกชันจุดประสงค 

 

* *3 1 3 2 3 3 1 3 2 3
1 1 2 2 1 1 2 2

3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i

i i i i i i

c a c a c b c a c a c bc y c y c y c y
a a a a a a

− + − + ≤ − + − +

  

เนื่องจาก ( )T* *
1 2,y y เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 ดังนัน้ ( )T* *

1 2 2,y y F∈   

นั่นคือ 

* *13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m

i

a a a a a ba y a y b
a a a

a a a a a b
a y a y b

a a a
a a a a a b

a y a y b
a a a

a aa
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

−

# #

# #

* *3 2 3
1 2 2

3 3

( )m i m i
m m

i i

a a a by a y b
a a

+ − ≤ −

 

 

หรือจัดรูปใหมไดเปน 
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* *

* * 1 1 2 2
11 1 12 2 13 1

3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1 1 2 2 3
3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m

i

b a y a ya y a y a b
a

b a y a ya y a y a b
a

b a y a ya y a y a b
a

b a y a ya y a y a
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ − −
+ +

# # #

# # #

mb
⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

ให  
* *

* 1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a y a yy
a

− −
=   จะได 

  
* * *

1 1 2 2 3 3

* * *
11 1 12 2 13 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1 1 2 2 3 3

i i i i

i i i i

i i i i

m m m m

a y a y a y b

a y a y a y b

a y a y a y b

a y a y a y b

a y a y a y b

− − − −

+ + + +

+ + =

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

# # #

# # #

 

 

ดังนัน้ ( )T* * *
1 2 3, ,y y y สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับใน P1 นัน่คือ 

( )T* * *
1 2 3 3, ,y y y F∈  

 

ตอไปจะแสดงวา ( )T* * *
1 2 3, ,y y y  เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของปญหา P1 

 

สมมติวา  ( )T* * *
1 2 3, ,y y y  ไมเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของ P1 
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เนื่องจาก ( )T* * *
1 2 3, ,x x x  เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของ P1 และ 

( )T* * *
1 2 3 3, ,y y y F∈  ดังนัน้ 

 

 * * * * * *
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3c y c y c y c x c x c x+ + ≤ + +  

 

แตเนื่องจาก ( )T* * *
1 2 3, ,y y y  ไมเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของ P1 ดังนัน้ 

 
* * * * * *

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3c y c y c y c x c x c x+ + < + +  
หรือ 

* * * *
* * * *1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 3 1 1 2 2 3
3 3

i i i i i i

i i

b a y a y b a x a xc y c y c c x c x c
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
+ + < + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
นั่นคือ 

 

* * * *3 1 3 2 3 3 1 3 2 3
1 1 2 2 1 1 2 2

3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i

i i i i i i

c a c a c b c a c a c bc y c y c x c x
a a a a a a

− + − + < − + − +  

 

จาก ( )T* * * *
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  จะได  

 
* * *

11 1 12 2 13 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1 1 2 2 3 3
* * *

1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1 1 2 2 3 3

i i i i

i i i i

i i i i

m m m m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

− − − −

+ + + +

+ + ≤

+ + ≤

+ + =

+ + ≤

+ + ≤

# # #

# # #

 

 

 

จาก * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  จะไดวา 

* *
* 1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=   และ 

 * 
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* *
* * 1 1 2 2

11 1 12 2 13 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1 1 2 2 3
3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m

i

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ − −
+ +

# # #

# # #

mb
⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

หรือ 

 

* *13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m

i

a a a a a ba x a x b
a a a

a a a a a b
a x a x b

a a a
a a a a a b

a x a x b
a a a

a aa
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

−

# #

# #

* *3 2 3
1 2 2

3 3

( )m i m i
m m

i i

a a a bx a x b
a a

+ − ≤ −

 

  

ดังนัน้ ( )T* *
1 2 2,x x F∈  แตเนื่องจาก ( )T* *

1 2,y y  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2  

ดังนัน้ 

 

* * * *3 1 3 2 3 3 1 3 2 3
1 1 2 2 1 1 2 2

3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i

i i i i i i

c a c a c b c a c a c bc y c y c x c x
a a a a a a

− + − + > − + − +

 

ซึ่งขัดแยงกับ  

เพราะฉะนัน้จะไดวา ( )T* * *
1 2 3, ,y y y  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 นั่นคือ ผล

เฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 จะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1  

   

 * 
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ทฤษฎบีท 2.5 ถาปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิต ิ P1 ถูกลดรูปใหอยูในรูปแบบของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิต ิP2 ตามเงื่อนไขบังคับสมการที ่ i  ให ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x  เปนผลเฉลยที่

เหมาะที่สุดของปญหา P1 และ * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + <  

1. ถาปญหา P2 มีผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุด แลวจะไดวาผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของ

ปญหา P2 จะใหคาของฟงกชนัจุดประสงคนอยกวาหรือเทากบัคาของ

ฟงกชันจุดประสงคจากผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1  

2. ถาปญหา P2 มีบริเวณที่เปนไปไดเปนเซตวาง แลวจะไดวาไมมีจุด 

( )T' ' ' '
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  ที ่ ' ' '

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  

 

พิสูจน   สมมติให ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 และ 

* * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + <  

 

พิจารณา 

 1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  โดยไมเสียนยัทั่วไปสมมติ 3 0ia ≠   

ดังนัน้  

1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=   แทน 3x  ในปญหา P1 จะไดดังปญหา P2 

 

ให  ( ){ ( )T T
2 1 2 1 2, | ,F z z z z= สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับของ P2 }  

1. ให ( )T* *
1 2,z z  เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของปญหา P2  

 

จะแสดงวาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 จะใหคาของฟงกชนัจดุประสงค

นอยกวาหรือเทากับคาของฟงกชันจุดประสงคจากผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1  

 

จาก ( )T* *
1 2 2,z z F∈   ดงันัน้ 
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* *13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m

i

a a a a a ba z a z b
a a a

a a a a a b
a z a z b

a a a
a a a a a b

a z a z b
a a a

a aa
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

−

# #

# #

* *3 2 3
1 2 2

3 3

( )m i m i
m m

i i

a a a bz a z b
a a

+ − ≤ −

 

  

หรือ 
* *

* * 1 1 2 2
11 1 12 2 13 1

3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1 1 2 2 3
3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m

i

b a z a za z a z a b
a

b a z a za z a z a b
a

b a z a za z a z a b
a

b a z a za z a z a
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ − −
+ +

# # #

# # #

mb
⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

ให  
* *

* 1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a z a zz
a

− −
=  จะได  

 
* * *

1 1 2 2 3 3

* * *
11 1 12 2 13 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1 1 2 2 3 3

i i i i

i i i i

i i i i

m m m m

a z a z a z b

a z a z a z b

a z a z a z b

a z a z a z b

a z a z a z b

− − − −

+ + + +

+ + =

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

# # #

# # #
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ดังนัน้ ( )T* * *
1 2 3, ,z z z สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับในปญหา P1 นั่นคอื  

( )T* * *
1 2 3 3, ,z z z F∈  จะไดวา   

 * * * * * *
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3c z c z c z c x c x c x+ + ≤ + +  

 

นั่นคือผลเฉลยที่เหมาะที่สดุของปญหา P2 จะใหคาของฟงกชนัจุดประสงคนอย

กวาหรือเทากบัคาของฟงกชันจุดประสงคจากผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1  

 

2. ใหปญหา P2 มีบริเวณที่เปนไปไดเปนเซตวาง จะแสดงวาไมมีจุด 

( )T' ' ' '
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  ที ่ ' ' '

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  บนเงื่อนไขบังคับที่ i  

 

สมมติ ม ี ( )T' ' '
1 2 3 3, ,x x x F∈  ซึง่ ' ' '

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  โดยไมเสียนยัทั่วไป

สมมติ  3 0ia ≠  จะได 
' '

' 1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=  แปลงปญหา P1 จะได  

   
' '

' ' 1 1 2 2
11 1 12 2 13 1

3

' '
' ' 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

' '
' ' 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

' '
' ' 1 1 2 2

1 1 2 2 3
3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m

i

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ − −
+ +

# # #

# # #

mb
⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

หรือ  
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' '13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3' '
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3' '
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m

i

a a a a a ba x a x b
a a a

a a a a a b
a x a x b

a a a
a a a a a b

a x a x b
a a a

a aa
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

−

# #

# #

' '3 2 3
1 2 2

3 3

( )m i m i
m m

i i

a a a bx a x b
a a

+ − ≤ −

 

 

นั่นคือ ( )T' '
1 2 2,x x F∈  ขัดแยงกับปญหา P2 ที่ไมมีบริเวณที่เปนไปได ดังนั้น

เงื่อนไขบังคับที่ i  ไมมีจุด ( )T' ' ' '
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  ที่  ' ' '

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  

 

 

 

จากทฤษฎีบท 2.4 จะไดวาปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติซึ่งเกิดจากการลดรูป

ปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติโดยเลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  เมื่อ

เวกเตอร ( )T*
1 2 3, ,x x x=x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 จะไดวาผลเฉลยที่ไดจาก

ปญหา 2 มิตจิะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สดุของปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติดวย ซึ่งจากทฤษฎี

บทนี้จะรับประกันวาขัน้ตอนวิธทีีน่ําเสนอจะหาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดได ถาปญหากําหนดการเชงิ

เสนนัน้มีผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ด 

 

แตถาเลือกเงือ่นไขบังคับที ่ * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + <  เปนตัวลดรูปปญหา ผล

เฉลยที่ไดยังไมรับประกันวาเปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุด เพื่อตรวจสอบวาผลเฉลยที่ไดเปนผลเฉลยที่

เหมาะที่สุดหรอืไม สามารถตรวจสอบไดดวยเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT [25, 26, 27] และกอนที่จะ

กลาวถึงเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT จะขอกลาวถึงปญหาควบคู (Dual problem) ซึ่งเปนอีกหนึ่ง

ปญหาที่สําคญัในเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT  
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ทุกปญหากาํหนดการเชงิเสนจะมีปญหาที่เกี่ยวของกันเสมอ นัน่คือทกุปญหาจะ

ประกอบดวยปญหาเดิม (Primal problem) และปญหาควบคู (Dual problem) [1] โดยที่ปญหา

ควบคูจะใชพารามิเตอรเดียวกันกับปญหาเดิม แตมีเปาหมายที่ตรงขามกัน เชน ถาปญหาเดิมมี

ฟงกชันจุดประสงคเปนการหาคาต่าํสุด ปญหาควบคูจะมีฟงกชนัจุดประสงคเปนการหาคาสูงสุด 

หรือถาปญหาเดิมมีฟงกชนัจุดประสงคเปนการหาคาสูงสุด ปญหาควบคูจะมีฟงกชันจุดประสงค

เปนการหาคาต่ําสุด เงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมจะสอดคลองกับแตละตัวแปรในปญหาควบคู 

นั่นคือจํานวนเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมจะเทากับจาํนวนตัวแปรในปญหาควบคู และจํานวน

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะเทากับจาํนวนตัวแปรในปญหาเดิม ในสวนของสัมประสิทธิ์ของ

ตัวแปรในฟงกชันจุดประสงคเดิมจะกลายเปนคาคงทีท่างขวามือของเงือ่นไขบังคับในปญหาควบคู 

และสัมประสิทธิ์ของตัวแปรควบคูในฟงกชันจุดประสงคของปญหาควบคูจะไดจากคาคงทีท่าง

ขวามือของเงือ่นไขบังคับในปญหาเดิม 

 

ทฤษฎบีท 2.6 กําหนดปญหากาํหนดการเชิงเสน ในรูปแบบทั่วไป: 

 

ปญหาเดิม : หาคาสงูสุดของฟงกชนั   Tc x   

       ภายใตเงื่อนไขบังคับ       ≤Ax b  

                                    ≥0x  
 

แลวปญหาควบคูจะถูกกาํหนดโดย 

 

ปญหาควบคู : หาคาต่าํสุดของฟงกชนั  Tw b   

   ภายใตเงื่อนไขบังคับ  T T≥w A c  

                                   ≥ 0w   
 

เมื่อ       ( )T
1 2, ,..., mw w w=w คือตัวแปรควบคู 
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การสรางปญหาควบคูสามารถทาํไดดังนี ้ 

พิจารณาปญหาเดิมที่เปนการหาคาสูงสุด 

ฟงกชันจุดประสงค 

ปญหาเดิมเปนการหาคาสูงสุด              ปญหาควบคูเปนปญหาการหาคาต่ําสุด  

 

เงื่อนไขบังคับของปญหาเดมิจะสัมพันธกบัตัวแปรของปญหาควบคูดังนี้  

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากบัจะไดวา

ตัวแปรของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับศูนย 

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับจะไดวา

ตัวแปรของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับศูนย 

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบเทากับจะไดวาตัวแปรของ

ปญหาควบคูจะไมจํากัดคา 

 

ตัวแปรของปญหาเดิมจะสัมพันธกับเงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูดังนี ้

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับศูนยจะไดวา

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะอยูในรปูแบบมากกวาหรือเทากับ 

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับศูนยจะไดวา

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะอยูในรปูแบบนอยกวาหรือเทากับ 

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบไมจํากัดคาจะไดวาเงื่อนไขบังคบั

ของปญหาควบคูจะอยูในรปูแบบเทากับ 

 

พิจารณาปญหาเดิมที่เปนการหาต่าํสุด 

ฟงกชันจุดประสงค 

ปญหาเดิมเปนการหาคาต่ําสุด              ปญหาควบคูเปนปญหาการหาคาสูงสุด  

 

เงื่อนไขบังคับของปญหาเดมิจะสัมพันธกบัตัวแปรของปญหาควบคูดังนี้  

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับจะไดวา

ตัวแปรของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับศูนย 
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- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับจะไดวา

ตัวแปรของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับศูนย 

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบเทากับจะไดวาตัวแปรของ

ปญหาควบคูจะไมจํากัดคา 

 

ตัวแปรของปญหาเดิมจะสัมพันธกับเงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูดังนี ้

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับศูนยจะไดวา

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับ 

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับศูนยจะไดวา

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับ 

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบไมจํากัดคาจะไดวาเงื่อนไขบังคบั

ของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบเทากับ 

 

ซึ่งการสรางปญหาควบคูสามารถสรุปไดดังตารางตอไปนี ้     

 

ตาราง 2.2 ความสัมพันธระหวางปญหาเดิมและปญหาควบคู 

            

ปญหาการหาคาต่ําสุด        ปญหาการหาคาสงูสุด 

0≥         ≤  
ตัวแปร   0≤         ≥         เงื่อนไขบังคับ 

     ไมจํากัดคา         = 

 

 ≥          0≥  
เงื่อนไขบังคับ  ≤          0≤      ตัวแปร 

 =     ไมจํากัดคา 
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ตัวอยาง 2.3 การเขียนรูปแบบปญหาควบคูจากปญหากําหนดการเชงิเสนเดมิ 

ปญหาเดิม : หาคาต่าํสุดของฟงกชนั   1 26 8x x+  

  ภายใตเงื่อนไขบังคับ   

     
1 2

1 2

1 2

3 4
5 2 7

, 0

x x
x x

x x

+ ≥
+ ≥

≥
  

 

ปญหาควบคู : หาคาสงูสุดของฟงกชนั 1 24 7w w+  

  ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

     
1 2

1 2

1 2

3 5 6
2 8
, 0

w w
w w

w w

+ ≤
+ ≤

≥
 

 

 

ในงานวิจัยนี้ศึกษาปญหากําหนดการเชิงเสนที่อยูในรูปแบบ (1.2) ดังนั้นสามารถ

แปลงเปนปญหาควบคูไดดังนี ้
  
ปญหาเดิม หาคาสงูสุดของฟงกชนั Tc x  

  ภายใตเงื่อนไขบังคับ ≤Ax b  

   ไมจํากัดคาเวกเตอร x  

        

ปญหาควบคู หาคาต่าํสุดของฟงกชนั Tw b  

  ภายใตเงื่อนไขบังคับ T Tw A = c        

     ≥ 0w  
 

เมื่อ ( )T
1 2 mw w w= "w คือตัวแปรควบคู 

 

ตอไปจะกลาวถึงเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT ซึ่งมีการนําผลเฉลยของปญหาควบคู

มาใชในเงื่อนไขนี้ดวย  
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เง่ือนไขเหมาะที่สุด Karush - Kuhn - Tucker (The Karush - Kuhn - Tucker Optimality 

Conditions) หรือเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT 

 

ในปญหากําหนดการเชงิเสนเงื่อนไขที่จาํเปนและพอเพียงสําหรับเวกเตอร *x  ที่

จะเปนจุดเหมาะที่สุดของปญหาการหาคาสูงสุดของฟงกชันจุดประสงค Tc x  ภายใตเงื่อนไข

บังคับ ≤Ax b และไมจํากัดคาของเวกเตอร  x  ก็ตอเมื่อมีเวกเตอร *w ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไข

ตอไปนี้ 

     

 1.  * ≤Ax b  

   2.  *T T ,=w A c  * ≥ 0w  

   3.   *T *( )− = 0w Ax b  

        T *T *( )− = 0c w A x  
 

จะเหน็วาเงื่อนไขที่ 1 เปนเงือ่นไขบังคับของปญหาเดิม นัน่คือจุดเหมาะที่สุด *x  

ตองอยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม สวนเงื่อนไขที่ 2 จะเหน็วาเปนเงือ่นไขบังคับของ

ปญหาควบคู นั่นคือเวกเตอร *w  ตองอยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู แตเนือ่งจากยังไม

ทราบคาเวกเตอร *w  จากทฤษฎีบทในปญหากาํหนดการเชิงเสน เวกเตอร x  และ เวกเตอร w

เปนผลเฉลยทีเ่ปนไปไดของปญหากาํหนดการเชิงเสนและปญหาควบคูตามลําดับ  แลวเวกเตอร 

x  และเวกเตอร w  จะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาทัง้คูก็ตอเมื่อฟงกชันจุดประสงคมีคา

เทากัน นั่นคอื T Tc x = w b  [1] ดังนั้น  *T * T *T *( ) ( )− + − = 0w Ax  b c w A x  ก็ตอเมื่อ 
*T *( )− = 0w Ax b  และ T *T *( )− = 0c w A x   

 

จาก * ≥ 0w  และ * − ≤ 0Ax b  แลว *T *( )− = 0w Ax b  จะไดวา 
* *

*( ) 0i i iw b− =A x  สําหรับ 1,2, ,i m= …  ในทาํนองเดียวกัน T *T *( )− = 0c w A x  จะไดวา 
*T *

*( ) 0j j jc x− =w A  สําหรับ 1,2, ,j n= …   

 

ซึ่งเขียนไดดังทฤษฎีบทตอไปนี ้

 

……………………. (2.2) 



                                                                                                              

                                

33 
 

ทฤษฎบีท 2.7 (Complementary Slackness Theorem) 

ใหเวกเตอร *x  และเวกเตอร *w  เปนผลเฉลยที่อยูในบริเวณที่เปนไปไดของ

ปญหาเดิมและปญหาควบคู แลวทัง้คูจะเปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหาเดิมและปญหาควบคู

ตามลําดับก็ตอเมื่อ 

  *T *
*( ) 0j j jc x− =w A    1,2, ,j n= …  

และ 

  * *
*( ) 0i i iw b− =A x     1,2, ,i m= …   

 

ทฤษฎนีี้มีความสําคัญอยางมากซึง่ทาํใหทราบวาสองพจนนี้ในแตละสมการ

จะตองมีตัวใดตัวหนึง่เปนศนูย  

 

ในงานวิจัยนี้เราตองการตรวจสอบวาเวกเตอร *x เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด

หรือไมดวยเงือ่นไข KKT เนื่องจากเงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูคือ T T , ≥= 0w A c w  ดังนัน้เรา

สามารถหาเวกเตอร *w  ไดจากการแกสมการ *T T=w A c  นัน่คือ 

 

( ) ( )

11 12 13

T T21 22 23* * *
1 2 1 2 3

1 2 3

, ,..., , ,m

m m m

a a a
a a a

w w w c c c

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # #
 

 

หรือ            

 

* * *
11 1 21 2 1 1

* * *
12 1 22 2 2 2

* * *
13 1 23 2 3 3

m m

m m

m m

a w a w a w c

a w a w a w c

a w a w a w c

+ + + =

+ + + =

+ + + =

"
"
"

 

 

แตเนื่องจากระบบสมการนีม้ี m  ตัวแปร 3 สมการ ถาเวกเตอร *x  สอดคลองกับ

เงื่อนไขที ่ 1 แลวจะไดวา *
*i ib<A x หรือ *

*i ib=A x สําหรับ  1,2, ,i m= …  จากทฤษฎีบท 2. ึ 

สามารถหา *w  ไดจาก * *
*( ) 0i i iw b− =A x   สําหรับ  1,2, ,i m= …  ในกรณีที่ 

* *
* *, ,r r s sb b= =A x A x  *

*t tb=A x  และ *
*i ib<A x ทุก , ,i r s t≠  จะไดวา * 0iw =  ดังนั้น

ระบบสมการที่ไดจะเปน 
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* * *
1 1 1 1

* * *
2 2 2 2

* * *
3 3 3 3

r r s s t t

r r s s t t

r r s s t t

a w a w a w c

a w a w a w c

a w a w a w c

+ + =

+ + =

+ + =

     ……………………. (2.3) 

 
ถา * *0, 0r sw w≥ ≥ และ * 0tw ≥  จะไดวา เวกเตอร *x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

 

ตัวอยาง 2.4 หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 3x x x+ +   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

          

22
42

1025
623

42

321

321

21

321

321

≤−+
−≤++−

≤+
−≤+−−
≤+−

xxx
xxx

xx
xxx
xxx

   

 

ตรวจสอบวาจดุ T(1.5, 3.5, 2.5)− −  เปนจุดเหมาะที่สุดหรือไม ตรวจสอบดวย

เงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT 

 

เงื่อนไขที ่1 เวกเตอร *x  ตองอยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาที่พิจารณา 

 

  

2(1.5) ( 3.5) ( 2.5) 4 4
3(1.5) ( 3.5) 2( 2.5) 6 6
5(1.5) 2( 3.5) 0.5 10
(1.5) 2( 3.5) ( 2.5) 11 4

2(1.5) ( 3.5) ( 2.5) 2 2

− − + − = =
− − − + − = − = −

+ − = <
− + − + − = − < −

+ − − − = =

 

  

เนื่องจากจุด T(1.5, 3.5, 2.5)− −  สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับ ดังนัน้จุด 
T(1.5, 3.5, 2.5)− − อยูในบริเวณทีเ่ปนไปไดของปญหาเดิม 

  

เงื่อนไขที ่2 เวกเตอร *w อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู 

  

……………..(2.4) 
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ปญหาควบคูของปญหานี้คือ 

  

หาคาต่าํสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 3 4 54 6 10 4 2w w w w w− + − +  

 ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

 

   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4 5

1 2 3 4 5

2 3 5 2 1
2 2 1

2 1
, , , , 0

w w w w w
w w w w w
w w w w

w w w w w

− + − + =
− − + + + =

+ + − =
≥

 

  

สรางเวกเตอร *w  จากเงื่อนไขที่ 3 ความหยอนเติมเตม็ (complementary 

slackness) 

นั่นคือ พิจารณา  * *
*( ) 0i i iw b− =A x     1,2, ,5i = …  

จาก 2.4 จะไดวา  *
3* 3b<A x  และ *

4* 4b<A x  ดังนั้น *
3 0w =  และ *

4 0w =  

จะหา * *
1 2,w w  และ *

5w   จาก 2.4 และ *
3 0w = , *

4 0w =  จะได 

 

1 2 5

1 2 5

1 2 5

2 3 5(0) 0 2 1
2(0) 2(0) 1

2 0 1

w w w
w w w
w w w

− + − + =
− − + + + =

+ + − =
 

 

 จากการแกระบบสมการนี้ได * *
1 2

1 , 2
4

w w= =  และ *
5

13
4

w =  ดังนัน้ 
T1 13, 2, 0, 0,

4 4
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

*w   

 

ซึ่ง  ≥* 0w  สอดคลองกับ (2.5) นั่นคือเงื่อนไขที ่2 เวกเตอร *w  อยูในบริเวณที่

เปนไปไดของปญหาควบคู 

   

ดังนัน้ จุด T(1.5, 3.5, 2.5)− −  เปนจุดเหมาะที่สุดสําหรับปญหากาํหนดการเชิง

เสน 

…………..(2.5) 
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บทที่ 3 
วิธีมุมนอยที่สุดสําหรับปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติ 

 

ในบทนี้จะกลาวถงึขั้นตอนวธิีใหมที่พัฒนาขึ้นมาเพื่อใชหาผลเฉลยของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติทีม่ีรูปแบบดัง (1.2) ซึ่งปญหามีบริเวณที่เปนไปไดไมเปนเซตวางและมีผล

เฉลยที่เหมาะที่สุด เรียกขัน้ตอนวิธีดังกลาววาวิธีมมุนอยที่สุดสําหรับปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 

มิติ จากทฤษฎีบทของปญหากาํหนดการเชิงเสน ผลเฉลยที่เหมาะที่สุดเปนจุดสดุขีดซึ่งสอดคลอง

กับเงื่อนไขบังคับสมการอยางนอย 3 เงื่อนไข เมื่อตรึงเงื่อนไขบังคับสมการหนึง่เงื่อนไข กําหนดตวั

แปรที่มีสัมประสิทธไมเปนศนูยใหอยูในรูปของสองตัวแปรที่เหลือ แลวแทนตัวแปรดังกลาวใน

ฟงกชันจุดประสงคและเงื่อนไขบังคับของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติเดิม จะสามารถลดเปน

ปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติ และหาผลเฉลยโดยขัน้ตอนวธิีมุมนอยที่สุดสําหรบัการแกปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติได  

 

ตัวอยาง 3.1 พิจารณาปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติตอไปนี้ 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค     1 2 3x x x+ +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

22
42

1025
623

42

321

321

21

321

321

≤−+
−≤++−

≤+
−≤+−−

≤+−

xxx
xxx

xx
xxx
xxx

   

 

เลือกเงื่อนไขบังคับอสมการที่ (1) เปลี่ยนใหเปนสมการ จะได 

42 321 =+− xxx  เขียนแทนตัวแปร 3x  ในรูปของตัวแปร 1 2,x x  จะได 213 24 xxx +−=  

แทนคา 3x  กลับไปที่ปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติจะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค     42 21 ++− xx  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

64
833

1025
147

1

21

21

21

≤
−≤+−

≤+
−≤+−

x
xx
xx
xx

  

………………(1) 
………………(2) 
………………(3) 
………………(4) 
………………(5) 

………………(2) 
………………(3) 
………………(4) 
………………(5) 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.1 บริเวณที่เปนไปไดของปญหากําหนดการเชิงเสนหลงัถูกลดรปู 

 

และสุดทายกจ็ะนําปญหากาํหนดการเชงิเสน 2 มิตินี้ไปหาผลเฉลยดวยขั้นตอน

วิธีมุมนอยที่สดุ 2 มิต ิ

 

 

จากตัวอยาง 3.1 เปนการลดรูปปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติโดยเลอืกเงื่อนไข

บังคับสมการแรก แลวลดรูปของปญหานัน้ไปเปนปญหายอยคือปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ 

ซึ่งจะสามารถหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสนนีด้วยขั้นตอนวธิีมุมนอยที่สุด 2 มิติ  

ในงานวิจัยนี้ศึกษาปญหาทีม่ีผลเฉลยเสมอ ดังนัน้จะมีเวกเตอร 

 ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x  ที่เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด ถาเลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่ i  นั่นคือ  

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =   
โดยที่ * * *

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =    

 

โดยไมเสียนยัทั่วไป สมมติ 1 0ia ≠  และให  ( )1 2 2 3 3 1/i i i ix b a x a x a= − −    

 

(5) (2) 

(4) 

(3) 

1x

2x  
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แทน 1x  กลับไปที่ปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติเดิม ปญหาจะกลายเปนปญหา 

กําหนดการเชงิเสน 2 มิต ิ จากทฤษฎีบท 2.4 รับประกนัวาผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของปญหาลดรูป

เปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของปญหาเดิมดวยเชนกนั [28] 

และสําหรับอสมการ * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + <  เราพบวาการลดรูปโดยใชเงื่อนไข

บังคับสมการ 1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  ในทฤษฎีบท 2.5 ยังคงรับประกันวาผลเฉลยที่เหมาะ

ที่สุดในปญหาที่ลดรูป จะมีคาฟงกชนัจุดประสงคไมเกิน * * *
1 1 2 2 3 3c x c x c x+ +  เสมอ 

 

ในงานวิจัยนี้นาํการลดรูปปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติดวยเงื่อนไขบังคับมาใช

เพื่อชวยหาผลเฉลย โดยมวีธิีที่นาํเสนอ 2 วิธี คือวิธ ีMinimal Angled Projection (MAP) และวธิี 

KKT-Minimal Angled Projection (KKT-MAP) 

 
 
3.1 วิธี Minimal Angled Projection (MAP) 

 

วิธ ี MAP จะพิจารณาผลเฉลยที่อาจเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดทั้งหมด โดย

ขั้นตอนจะเริ่มจากการเลือกเงื่อนไขบังคับสมการแรกและลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 

มิติไปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติ และหาผลเฉลยดวยขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุด 2 มิติ และ

ทําซ้าํกับทุกเงือ่นไขบังคับที่เหลือเพื่อหาผลเฉลยที่อาจเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดทั้งหมด และ

สุดทายผลเฉลยที่เหมาะที่สดุคือผลเฉลยที่มีคามากที่สุดจากกลุมดังกลาว 

 

การทาํงานของวิธกีารนี้แสดงไดดังขั้นตอนตอไปนี้ 

กําหนดให m = จํานวนของเงื่อนไขบังคับ 

ie  แทนเงื่อนไขบังคับสมการที่ i  

  C = เซตของผลเฉลยที่ไดจากการแกปญหาดวยขั้นตอนวธิีมุมนอยที่สุด 2 มิต ิ

 

1.   = {}C  

2.   1i =  

3.    กระทําซ้าํขั้นตอนที่ 4 – 6 สําหรับ 1,2, ,i m= …  

4.  สรางปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยใช ie  
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5. หาผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชงิเสน 2 มิติโดยใชข้ันตอนวิธมีุม

นอยที่สุด 2 มติิและเพิ่มผลเฉลยดังกลาวลงในเซต C  

6.   1i i= +  

7.     จบการทาํซ้ํา 

8.     หาผลเฉลยที่มีคามากที่สุดและสอดคลองกับทกุเงือ่นไขบังคับ 

 

บรรทัดที ่ 1 เปนการกําหนดคาเริ่มตนใหกับเซต C  นั่นคอืเซตของผลเฉลยที่อาจ

เปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดโดยกําหนดคาเริ่มตนเปนเซตวาง 

บรรทัดที ่ 2 เปนการเริม่กําหนดคาเริ่มตนใหกับดัชน ี 1i =  ลดรูปปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติไปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยเงือ่นไขบังคับสมการที ่1 

บรรทัดที่ 3 ถึงบรรทัดที่ 7 เปนการทําซ้าํตามดัชนีของเงื่อนไขบังคับทีแ่ตกตางกนั

ตั้งแตเงื่อนไขบังคับที ่ 1 ถึงเงื่อนไขบังคับที่ m  โดยในการวนซ้าํนีจ้ะเริ่มจากการสรางปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติโดยใชเงื่อนไขบังคับสมการที ่ i  ในบรรทัดที ่4 โดยการกําหนดตัวแปรตัว

ที่หนึ่ง ใหอยูในรูปของสองตวัแปรที่เหลือเมื่อสัมประสิทธิ์ของตัวแปรตัวทีห่นึง่ไมเปนศูนย ( 1 0ia ≠ ) 

แตถาสัมประสิทธิ์ของตัวแปรตัวที่หนึ่งเปนศูนยจะเลือกตัวแปรที่มีสัมประสิทธิ์ไมเปนศูนยตวัถัดไป 

และในบรรทัดที่ 5 เปนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยใชขั้นตอนวธิีมมุ

นอยที่สุดสาํหรับการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติ และเพิ่มผลเฉลยในเซต C  

และเมื่อจบการวนซ้ําแลวในบรรทัดที่ 8 จะเปนการหาผลเฉลยทีด่ีที่สุดจากเซต 

C  ที่มีคามากที่สดุและสอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับจะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

   
 
ตัวอยาง 3.3   หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 3x x x+ +   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

           

22
42

1025
623

42

321

321

21

321

321

≤−+
−≤++−

≤+
−≤+−−
≤+−

xxx
xxx

xx
xxx
xxx

   

 

…………………(2) 
…………………(1) 

…………………(3) 
…………………(4) 

…………………(5) 
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เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (1) จะได 1 2 32 4x x x− + =  เขียนตัวแปร 1x  ใน

รูป 2x  และ 3x   นั่นคือ 32
1 2

2 2
xxx = + −  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    2 3
3 1 2
2 2

x x+ +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

3
2

2 3

2 3

2 3

75 0
2 2
9 5 0
2 2
3 3 2
2 2
2 2 2

xx

x x

x x

x x

− + ≤

− ≤

+ ≤ −

− ≤ −

 

 

ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

 

  

   

เมื่อปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติเดิมลดรูปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 

มิติ จะสามารถหาผลเฉลยดวยขั้นตอนวิธมีุมนอยทีสุ่ด 2 มิติได ซึ่งผลเฉลยที่ไดคือ 
T T

2 3( , ) ( 3.5, 2.5)x x = − −  ดังนัน้ 1 1.5x =  และคาของฟงกชนัจดุประสงคคือ -4.5  

………………………..(2) 
 

………………………..(3) 
 

………………………..(4) 
 

………………………..(5) 

 

3x  

 

2x  

รูปที่ 3.2 
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ตอไปเลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่ (2) จะได 623 321 −=+−− xxx  เขียนตัว

แปร 1x  ในรูป 2x  และ 3x  นั่นคือ  1 2 3
1 22
3 3

x x x= − +  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 

มิติ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    2 3
2 5 2
3 3

x x+ +
 
 

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

2 3

2 3

2 3

2 3

5 7 0
3 3
1 10 0
3 3
7 1 2
3 3
1 1 2
3 3

x x

x x

x x

x x

− + ≤

+ ≤

+ ≤ −

+ ≤ −

 

 

ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปที่ 3.3 

………………………..(1) 
 

………………………..(3) 
 

………………………..(4) 
 

………………………..(5) 

 

 

3x  

2x  

รูปที่ 3.3 
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ผลเฉลยที่ไดคือ T T
2 3( , ) ( 3.5, 2.5)x x = − −  ดังนั้น 1 1.5x =  และคาของฟงกชนั 

จุดประสงคคือ -4.5  

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (3) จะได 1025 21 =+ xx เขียนตัวแปร 1x ในรูป 2x

นั่นคือ   1 2
22
5

x x= −  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    2 3
3 2
5

x x+ +
 
 

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

2 3

2 3

2 3

2 3

9 0
5
1 2 0
5

12 2
5
1 2
5

x x

x x

x x

x x

− + ≤

− + ≤

+ ≤ −

− ≤ −

   

 

ซึ่งไมมีบริเวณที่เปนไปได 

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (4) จะได 42 321 −=++− xxx  เขียนตัวแปร 1x  

ในรูป 2x และ 3x  นัน่คือ 321 24 xxx ++=   ลดรูปของปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติ จะได
 
 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค   423 32 ++ xx    

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

2 3

2 3

2 3

2 3

3 3 4
7 6

12 5 10
5 6

x x
x x
x x
x x

+ ≤ −
− − ≤

+ ≤ −
+ ≤ −

  

…………………(1) 

…………………(2) 

…………………(4) 

…………………(5) 

…………………(1) 
…………………(2) 
…………………(3) 
…………………(5) 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

         

   

      

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.4 

 

ผลเฉลยที่ไดคือ T T
2 3( , ) (0, 6)x x = −  ดังนั้น 21 −=x  และคาของฟงกชนั

จุดประสงคคือ -8  

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่ (5) จะได 22 321 =−+ xxx  เขยีน 1x  ในรูป 2x  

และ 3x  นั่นคือ 1 2 3
1 11
2 2

x x x= − +  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติ จะได 

  

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    2 3
1 31
2 2

x x+ +  

 

2 3

2 3

2 3

2 3

2 2 2
1 1 3
2 2
1 5 5
2 2
5 1 3
2 2

x x

x x

x x

x x

− + ≤

+ ≤−

− + ≤

+ ≤ −

   

   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

3x

2x

…………………(1) 

…………………(2) 

…………………(3) 

…………………(4) 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

  

 
รูปที่ 3.5 

 

ผลเฉลยที่ไดคือ T T
2 3( , ) ( 3.5, 2.5)x x = − −  ดังนั้น 1 1.5x =  และคาของฟงกชัน

จุดประสงคคือ -4.5  

 

จะเหน็วาคาของฟงกชนัจุดประสงคที่มากที่สุดคือ -4.5 และการลดรูปของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติ ดวยเงื่อนไขสมการที ่ (1), (2) และ (5) ใหคาของฟงกชนัมากที่สุด และ

ผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุดคือ  T T
1 2 3( , , ) (1.5, 3.5, 2.5)x x x = − −   

 

และเมื่อตรวจสอบจุดนี้กับทกุเงื่อนไขบังคับพบวาจุดนี้อยูในบริเวณที่เปนไปได 

ดังนัน้ผลเฉลยเหมาะที่สุดคือ T T
1 2 3( , , ) (1.5, 3.5, 2.5)x x x = − −  และคาของฟงกชนัจุดประสงค

คือ -4.5  และจากการหาผลเฉลยของปญหานีด้วย GLPK พบวาคําตอบที่ไดตรงกันและเงื่อนไข

บังคับทีน่ําไปสูผลเฉลยคือเงื่อนไขบังคับ (1), (2) และ (5) 

 

 

3x

2x  
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การเลือกตัวแปรที่ตางกันเพือ่ลดรูปปญหานั้นใหผลเฉลยที่เหมือนกันดงัตัวอยาง

ตอไปนี้ 
 

ตัวอยาง 3.3   หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 3x x x+ +   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

           

22
42

1025
623

42

321

321

21

321

321

≤−+
−≤++−

≤+
−≤+−−
≤+−

xxx
xxx

xx
xxx
xxx

   

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (1) จะได 42 321 =+− xxx  เขียนตัวแปร 3x  

ในรูป 1x  และ 2x   นั่นคือ 213 24 xxx +−=  ลดรูปของปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิต ิจะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    42 21 ++− xx  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

64
833

1025
147

1

21

21

21

≤
−≤+−

≤+
−≤+−

x
xx
xx
xx

 

ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

  

 

      

 

…………………(2) 
…………………(1) 

…………………(3) 
…………………(4) 
…………………(5) 

………………..(2) 

………………..(3) 

………………..(4) 

………………..(5) 

(5) (2) 

(4) 

(3) 

2x  

1x  

รูปที่ 3.6 
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เมื่อปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติเดิมลดรูปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 

มิติ จะสามารถหาผลเฉลยดวยขั้นตอนวธิีมุมนอยที่สุดสําหรับการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 

มิติได ซึ่งผลเฉลยที่ไดคือ T T
1 2( , ) (1.5, 3.5)x x = −  ซึ่งเกิดจากเงื่อนไขบังคับ (2) และ (5) ดังนั้น 

5.23 −=x  และคาของฟงกชนัจุดประสงคคือ -4.5  

 

ตอไปเลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่ (2) จะได 623 321 −=+−− xxx  เขียนตวั

แปร 2x  ในรูป 1x  และ 3x  นัน่คือ  2 1 36 3 2x x x= − +  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิ 

จะได 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    1 3-2 3 6x x+ +
 
 

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

    

1 3

1 3

1 3

1 3

5 10
4 2

7 5 16
4

x x
x x
x x
x x

− ≤
− + ≤−
− + ≤ −
− + ≤ −

 

ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้           

 
 

(1) 

(4) 

(5) 

(3) 

3x  

1x  

………………….(1) 

………………….(3) 

………………….(4) 

………………….(5) 

รูปที่ 3.7 
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ผลเฉลยที่ไดคือ T T
1 3( , ) (1.5, 2.5)x x = − ซึ่งเกิดจากเงื่อนไขบังคับ (1) และ (5) 

ดังนัน้ 5.32 −=x  และคาของฟงกชนัจดุประสงคคือ -4.5  

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (3) จะได 1025 21 =+ xx เขียนตัวแปร 2x ในรูป 1x

จะได   2 1
55
2

x x= −  ลดรูปของปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิต ิจะได 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    1 3
35
2

x x− +
 
 

 ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 3

1 3

1 3

1 3

9 9
2
1 2 1
2
6 14
1 3
2

x x

x x

x x

x x

+ ≤

− + ≤−

− + ≤ −

− − ≤ −

   

  

ซึ่งไมมีบริเวณที่เปนไปได 

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่(4) จะได 42 321 −=++− xxx  เขียนตัวแปร 3x  

ในรูป 1x และ 2x  นั่นคือ 3 1 24 2x x x= − + −   ลดรูปของปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติ จะได
 
 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค   1 24 x x− + −    

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 2

1 2

1 2

1 2

3 3 8
5 2

5 2 10
3 2

x x
x x
x x
x x

− ≤
− − ≤

+ ≤
+ ≤ −

  

 

…………………(1) 

…………………(2) 

…………………(4) 

…………………(5) 

…………………(1) 
…………………(2) 
…………………(3) 
…………………(5) 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี้     

   

    

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

ผลเฉลยที่ไดคือ T T
1 2( , ) ( 2,0)x x = −  ดังนั้น 3 6x = −  และคาของฟงกชนั

จุดประสงคคือ -8  

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (5) จะได 22 321 =−+ xxx  เขียน 3x  ในรูป 1x  

และ 2x  จะได 213 22 xxx ++−=  ลดรูปของปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    223 21 −+ xx  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

    

1

1 2

1 2

1 2

4 6
2

5 2 10
3 2

x
x x
x x
x x

≤
+ ≤−
+ ≤
+ ≤−

   

…………………(1) 
…………………(2) 
…………………(3) 
…………………(4) 

2x  

1x  

รูปที่ 3.8 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้  

 
             รูปที ่3.9 

 

ผลเฉลยที่ไดคือ T T
1 2( , ) (1.5, 3.5)x x = −  ดังนั้น 5.23 −=x  และคาของฟงกชนั

จุดประสงคคือ -4.5  

 

จะเหน็วาคาของฟงกชนัจุดประสงคที่มากที่สุดคือ -4.5 และการลดรูปของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติ ดวยเงื่อนไขบังคับสมการที ่ (1), (2) และ (5) และผลเฉลยที่เหมาะที่สุด

คือ T T
1 2 3( , , ) (1.5, 3.5, 2.5)x x x = − −   

 

 

จะเหน็วาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดจากการเลือกตัวแปรทีต่างกนัมีผลเฉลยเหมือนกนั

ถึงแมผลเฉลยที่ไดใหผลเหมอืนกันแตอาจใชเวลาในการหาผลเฉลยมากนอยตางกนั  
 

(1) 

(2) 

(4) 

(3) 

2x  

1x  
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3.2 วิธี KKT- Minimal Angled Projection (KKT-MAP)  
  

สําหรับวธิี MAP นัน้ตองพิจารณาทุกเงือ่นไขบังคับเพือ่ที่จะหาผลเฉลยที่เหมาะ

ที่สุด ถาปญหามีจํานวนของเงื่อนไขบังคับเปนจํานวนมากก็จะใชเวลาในการทํางานมากขึ้นทั้งที่ผล

เฉลยที่เหมาะที่สุดอาจจะไดจากการลดรูปปญหาตั้งแตเงื่อนไขบังคับแรก เพื่อปรับปรุงวิธี MAP ให

มีประสิทธิภาพมากขึ้น การตรวจสอบผลเฉลยที่ไดดวยเงื่อนไข KKT จะชวยหยุดการทํางานไดทันที

ถาผลเฉลยนัน้สอดคลองกับเงื่อนไข KKT และสามารถรับประกันไดวาผลเฉลยนัน้เปนผลเฉลยที่

เหมาะที่สุด 

นอกจากนีก้ารเลือกเงื่อนไขบังคับเริ่มตนอาศัยแนวคิดของมุมนอยที่สุด พิจารณา

รูปประกอบตอไปนี้ 

 

 
รูปที่ 3.10 เกรเดียนตของเงือ่นไขบังคับและเกรเดียนตของฟงกชันจดุประสงค 

 

จากรูปจะเหน็วาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดเกดิจากเงื่อนไขบังคับที่มเีกรเดียนตทาํมุม

นอยที่สุดกับเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค ดังนั้นการเลือกเงื่อนไขบังคับเริ่มตนกอนการลดรปู

ปญหาไปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติควรเลือกเงือ่นไขที่ทาํมุมนอยที่สุดระหวาง 

เกรเดียนตของเงื่อนไขบังคบันั้นกับเกรเดยีนตของฟงกชันจุดประสงค และตรวจสอบผลเฉลยที่ได

จากการใชขั้นตอนวิธีมมุนอยที่สุดสําหรับการแกปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มติิ ดวยเงื่อนไข

เหมาะที่สุด KKT เรียกวิธีการนี้วาวิธ ีKKT- Minimal Angled Projection (KKT-MAP) 
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วิธีการหาผลเฉลยของวิธ ี KKT-MAP จะเริ่มดวยการคํานวณมมุระหวาง 

เกรเดียนตของทุกเงื่อนไขบังคับกับเกรเดยีนตของฟงกชันจุดประสงค และเงื่อนไขบังคับที่มมีุมนอย

ที่สุดจะถกูเลือกมาใชในการลดรูปของปญหาเปนปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติ และใชขั้นตอน

วิธีมุมนอยที่สดุ 2 มิติเพื่อหาผลเฉลย นําผลเฉลยที่ไดตรวจสอบกับเงือ่นไข KKT ถาผลเฉลยที่ได

สอดคลองกับเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT จะไดวาผลเฉลยนั้นเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สดุ และหยุดการ

ทํางาน แตถาผลเฉลยนัน้ไมสอดคลองกับเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT ก็จะทําซ้าํโดยการเลือกเงื่อนไข

บังคับที่มมีุมนอยที่สุดลําดับถัดไป 

 

ในการคํานวณมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของฟงกชัน

จุดประสงคในงานวิจยันี้จะใชฟงกชันโคไซนในการพิจารณามุม สามารถคํานวณไดดังนี ้

    
T
*

*

arccos i

i

θ
⎛ ⎞⋅

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

A c
A c

 

 

เนื่องจากฟงกชันโคไซนเปนฟงกชันลดบนชวง 0  ถึง π  ดังรูปที่ 3.11  

2
π π

 
รูปที่ 3.11 คาของฟงกชันโคไซนบนชวง 0  ถงึ π  

  
จะเหน็วาถาผลคูณเชิงสเกลารมีคามาก คาของมุมที่ไดจะมีคานอย และถาผล

คูณเชิงสเกลารมีคานอย คาของมุมที่ไดจะมีคามาก ดงันัน้เพื่อลดระยะเวลาการคํานวณจะใชคา
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ของผลคูณเชิงสเกลารแทนการคํานวณคามุม และการเรียงลําดับมมุจากนอยไปมากสามารถใช

การเรียงคาของผลคูณเชิงสเกลาร 
T
*

*

i

i

⋅
⋅

A c
A c

 จากมากไปนอยแทนได 

 

 

การทาํงานของวิธกีารนี้แสดงตามขั้นตอนตอไปนี้ 

กําหนดให    m = จํานวนของเงื่อนไขบังคับ 

ie  แทนเงื่อนไขบังคับสมการที่ i   

C = เซตของเงื่อนไขบังคับที่เรียงลําดับตามคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดยีนต 

  ของเงื่อนไขบังคับและเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงคจากมากไปนอย 

 

1.  คํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของ 

  ฟงกชันจุดประสงค 

2.  เรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารของแตละเงื่อนไขบังคับจากมากไปนอยเก็บในเซต C  

3.  1i =  

4.  ทําซ้ําขั้นตอนที่ 4 – 9 สําหรับ 1, 2, ,i m= …  

5.    สรางปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยใช ie  

6.    หาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยใชขั้นตอนวิธีมุมนอย  

       ที่สุดสําหรับการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ ไดเวกเตอร ( )ix  

7.    สรางเวกเตอร ( )iw และตรวจสอบเวกเตอร ( )ix  และ ( )iw  กับเงื่อนไข KKT 

8. ถาผลเฉลยเดิมและผลเฉลยควบคูสอดคลองกับเงื่อนไข KKT หยุดการ

ทํางาน  

9.   1i i= +  

 10.  จบการทําซ้ํา 

  

บรรทัดที่ 1 ลําดับแรกของการทํางานของวิธนีี้คือการคํานวณคาผลคูณเชิง 

สเกลารระหวางเกรเดยีนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงค  

บรรทัดที่ 2 คือการเรียงลาํดบัคาผลคูณเชิงสเกลารจากมากไปหานอย ซึง่ขั้นตอน

วิธีที่ใชในการเรียงลําดับเราใชการเรียงแบบเร็ว (quick sort) เมื่อเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลาร
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จากมากไปหานอยซึง่จะมีลําดับเดียวกบัการเรียงมมุจากนอยไปหามาก นาํขอมลูดังกลาวเก็บไว

ในเซต C  

บรรทัดที่ 3 เปนการเลือกเงื่อนไขบังคับโดยเงื่อนไขบังคับที่เลือกเริ่มจากเงื่อนไข

บังคับทีท่ํามมุนอยสุด 

บรรทัดที่ 4 เปนการตรวจสอบวาการวนซ้าํจนครบตามจํานวนเงื่อนไขบังคับแลว

หรือไม ถาตรวจสอบยังไมครบทําตอในบรรทัดที่ 5 ถึงบรรทัดที่ 9  

 บรรทัดที ่ 5 เปนการลดรปูของปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติไปเปนปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติ โดยใชเงื่อนไขบังคับสมการที ่ i  (ซึ่งเรียงแลว) 

บรรทัดที่ 6 หาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติดวยขัน้ตอนวธิีมุม

นอยที่สุดสาํหรับการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติ และจะไดเวกเตอร ( )ix  ซึ่งเปนผลเฉลยที่

ไดจากการลดรูปปญหาดวยสมการเงื่อนไขบังคับที่ i  

 บรรทัดที่ 7 สรางตัวแปรควบคูเวกเตอร ( )iw  และตรวจสอบเวกเตอร ( )ix  และ 
( )iw  กับเงื่อนไข KKT โดยเริ่มจากตรวจสอบ ( )ix  ดวยเงื่อนไข KKT-1 นั่นคือเวกเตอร ( )ix อยูใน

บริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม แลวหาเวกเตอร ( )iw  ดวยความหยอนเติมเต็ม 

(complementary slackness)  

บรรทัดที่ 8 ตรวจสอบวาเวกเตอร ( )iw  สอดคลองกับเงื่อนไขที่ 2 หรือไม ถา

สอดคลองหยดุการทํางานและเวกเตอร ( )ix  เปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุด ถาไมสอดคลองไปบรรทัด

ที่ 9  

บรรทัดที่ 9 เลือกเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมนอยที่สุดถัดไปและกลับไปที่บรรทัดที่ 4 

บรรทัดที่ 10 จบการทาํงาน 
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ตัวอยาง 3.4 หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 313 11x x x− − +   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 2 3

1 2

1 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2

9 8 14
5 7 13
2 8 14

6 7 11
6 3 2 4

7 7 1
7 0

3 2 6 10
9 5 5

4 2 3 4
6 5 6 6
5 7 6 5
6 4

6 11
7 6 11

x x x
x x
x x
x x x
x x x

x x
x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x
x x x
x x

− − ≤ −
− − ≤ −
− − ≤
− − − ≤ −

− − − ≤ −
− − ≤

− − ≤
− − ≤ −
− − ≤ −

+ − ≤ −
+ − ≤ −

− − + ≤

+ ≤ −
− + + ≤ −

+ ≤  

วิธีทาํ   ข้ันแรกเริ่มจากการคํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดยีนตของเงื่อนไขบังคับกับ

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงค ซึง่คํานวณไดดังนี ้

 

T
1*

1*

T
2*

2*

T
3*

3*

T
4*

4*

T
5*

5*

0.304559
.

0.334793
.

0.300744
.

0.250172
.

0.337143
.

⋅
= −

⋅
=

⋅
= −

⋅
= −

⋅
=

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

     

T
6*

6*

T
7*

7*

T
8*

8*

T
9*

9*

T
10*

10*

0.282843
.

0.113137
.

0.588571
.

0.228150
.

0.646220
.

⋅
= −

⋅
=

⋅
= −

⋅
= −

⋅
= −

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

 

T
11*

11*

T
12*

12*

T
13*

13*

T
14*

14*

T
15*

15*

0.605146
.

0.526311
.

0.519501
.

0.350398
.

0.420845
.

⋅
= −

⋅
=

⋅
= −

⋅
= −

⋅
= −

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

 

    

…………………(2) 
…………………(1) 

.…………………(3) 
………………….(4) 
………………….(5) 

…………………(7) 
…………………(6) 

…………………(8) 
………………….(9) 
…………………(10) 

…………………(12) 
…………………(11) 

…………………(13) 
………………….(14) 
…………………(15) 
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ถัดไปคือเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารเหลานี้จากมากไปหานอย จะไดเงื่อนไข

บังคับทีท่ํามมุนอยที่สุดไปหามุมมากที่สุดดังนี้ 12,5,2,7,9,4,6,3,1,14,15,13,8,11  และ 10  

ตามลําดับ 

 

เลือกเงื่อนไขบังคับ ที่ทาํมมุนอยที่สุดกับฟงกชนัจุดประสงคคือเงื่อนไขบังคับที ่12 

แลวเปลี่ยนใหอยูในรูปสมการจะได 1 2 35 7 6 5x x x− − − =  หรือ  1 2 31 (7 / 5) (6 / 5)x x x= − − +  

แทนคากลับไปที่ปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิต ิจะได 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  2 317.2 4.6 13x x− +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

2 3

3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

10.4 6.8 13
6 18

2.8 10.4 12
4.6 8.2 12
5.4 9.2 10

7 7 1
5.6 1.2 1

6.2 2.4 7
10.4 3.8 4
3.6 1.8 0

x x
x

x x
x x
x x
x x
x x

x x
x x
x x

− − ≤ −

− ≤ −
− ≤

− − ≤ −
− ≤ −

− − ≤
− − ≤ −

− + ≤ −
− − ≤ −

− + ≤

 

2 3

2 3

2 3

2 3

3.4 1.2 0
7.4 7.2 2
2.4 7.2 12
3.8 8.4 18

x x
x x
x x
x x

− + ≤
− + ≤

− ≤ −
− + ≤

 

 

แลวนําปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิตนิีไ้ปแกดวยขั้นตอนวิธีมมุนอยสุดสําหรับ

การแกปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติ นัน่คือ  

 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(5) 

……………………….(7) 
……………………….(6) 

………………………(8) 
……………………….(9) 
………………………(10) 

………………………(13) 
..…………………….(11) 

……………………...(14) 
………………………(15) 
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17.2
4.6

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

c , 

10.4 6.8
0 6

2.8 10.4
4.6 8.2

5.4 9.2
7 7

5.6 1.2
6.2 2.4
10.4 3.8
3.6 1.8
3.4 1.2
7.4 7.2
2.4 7.2
3.8 8.4

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟−
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

=A  และ 

13
18

12
12
10
1
1
7
4

0
0
2
12

18

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=b  

 

ขั้นตอนที ่1 normalization   

normalize เวกเตอร c  ให ' '
2 2 3 317.2 , 4.6x x x x= = −  

จะได 

 
17.2 /17.2 1
4.6 /( 4.6) 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

c , 

10.4 /17.2 6.8 /( 4.6)
0 /17.2 6 /( 4.6)

2.8 /17.2 10.4 /( 4.6)
4.6 /17.2 8.2 /( 4.6)

5.4 /17.2 9.2 /( 4.6)
7 /17.2 7 /( 4.6)

5.6 /17.2 1.2 /( 4.6)
6.2 /17.2 2.4 /( 4.6)
10.4 /17.2 3.8 /( 4.6)
3.6 /17.2 1.8 /( 4.6)
3.4 /17

− − −
− −

− −
− − −

− −
− − −
− − −
− − −
− − −
− −
−

=A

0.605 1.478
0 1.304

0.163 2.261
0.267 1.783

0.314 2
0.407 1.522
0.326 0.261
0.360 0.522
0.605 0.8

.2 1.2 /( 4.6)
7.4 /17.2 7.2 /( 4.6)
2.4 /17.2 7.2 /( 4.6)
3.8 /17.2 8.4 /( 4.6)

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟ −
⎜ ⎟ =

−⎜ ⎟
⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

26
0.209 0.391
0.198 0.261
0.430 1.565

0.140 1.565
0.221 .1826

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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normalize เวกเตอร b  จะได 

   
0.605 /13 1.478 /13

0 1.304 /18
0.163/12 2.261/12
0.267 /12 1.783/12

0.314 /10 2 /10
0.407 1.522
0.326 0.261

0.360 / 7 0.522 / 7
0.605 / 4 0.826 / 4

0.209 0.391
0.198 0.261

0.430 / 2 1.565 / 2
0.140 /12 1.565 /12
0.221/18 .1826 /18

−⎛

−

−
−
−
−
− −
− −

− −

− −

=A

0.047 0.114
0 0.072

0.014 0.188
0.022 0.149
0.031 0.2
0.407 1.522
0.326 0.261
0.051 0.075
0.151 0.207
0.209 0.391
0.198 0.261
0.215 0.783

0.012 0.130
0.012 0.101

−⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

−⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

−⎜ ⎟
⎜ ⎟ −
⎜ ⎟ =

−⎜ ⎟
⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎜ ⎟ − −
⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎜ ⎟ − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝

1*

2*

3*

4*

5*

6*

7*

8*

9*

10*

11*

13*

14*

15*

13 /13
18 /18

12 /12
12 /12
10 /10

1
1

,
7 / 7
4 / 4
0
0

2 / 2
12 /12

18 /18

−⎛ ⎞⎞ ⎛
⎜ ⎟⎟ ⎜ −⎜ ⎟⎟ ⎜
⎜ ⎟⎟ ⎜
⎜ ⎟⎟ ⎜

−⎜ ⎟⎟ ⎜
⎜ ⎟⎟ ⎜−
⎜ ⎟⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜=

−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎠ ⎝⎝ ⎠

=

A
A
A
A
A
A
A

b
A
A
A
A
A
A
A

1
1

1
1
1

1
1
1
1

0
0
1
1

1

−⎞ ⎛ ⎞
⎟ ⎜ ⎟−⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟

−⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟−
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟−
⎟ ⎜ ⎟=

−⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠

 

 

ตอไป Classification นั่นคือแบงกลุมเงื่อนไขบังคับออกเปนสองกลุมตามนยิาม 2.1 

 

เนื่องจาก 
1
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=c  ให 
-1
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=u  จะได 

 

ตาราง 3.1 คาผลคูณเชิงสเกลารและการจดักลุมของเงื่อนไขบังคับ 

เงื่อนไขที ่ i  
i*A  T

*i ⋅A u  เปนสมาชิกของกลุม NNG หรือ NG  

1 ( )0.047, 0.114−  0.160  NNG  
2 ( )0, 0.072  0.072 NNG  

3 ( )0.014, 0.188  0.175 NNG  

4 ( )0.022, 0.149−  0.171 NNG  

5 ( )0.031, 0.2  0.169 NNG  

6 ( )0.407, 1.522−  1.929 NNG  

7 ( )0.326, 0.261−  0.587 NNG  
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เงื่อนไขที ่ i  
i*A  T

*i ⋅A u  เปนสมาชิกของกลุม NNG หรือ NG  

8 ( )0.051, 0.075−  0.126 NNG  

9 ( )0.151, 0.207−  0.358 NNG  

10 ( )0.209, 0.391− −  -0.182 NG  

11 ( )0.198, 0.261−  -0.063 NG  

13 ( )0.215, 0.783− −  -0.568 NG  

14 ( )0.012, 0.130  0.118 NNG  

15 ( )0.012, 0.101− −  -0.089 NG  

 

เพราะฉะนัน้ 

{ }NN 1, 2, , 9, 14G = …  และ { }10,11, 13, 15NG =  

  

ขั้นตอนตอไปเปนการคาํนวณมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับ 

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคและเรียงลําดับมุมของเงื่อนไขบังคบัจากกลุม NNG  และกลุม 

NG  ซึ่งในทีน่ีจ้ะใชการเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารจากมากไปนอยแทนการเรยีงลําดับมุม

เชนกนั 

  

ดังนัน้เมื่อเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับ        

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคจากมากไปนอยในกลุม NG  คือ { }15, 13, 10,11  และในกลุม 

NNG  ไดดังนี้ { }5, 14, 3, 2, 4, 6, 1, 8, 9, 7   

 

ลําดับถัดไปเลือกเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมนอยที่สุดจากทัง้สองกลุมนั่นคอืเงื่อนไข

บังคับที ่5 จากกลุม NNG  และเงือ่นไขบังคับที ่15 จากกลุม NG  และหาจุดตัดจากสมการของทัง้

สองได  '
2 134.953846x =  และ '

3 26.1846153x = −  เมื่อตรวจสอบกับเงื่อนไขบังคับพบวา

สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับ ดังนัน้ '
2 134.953846x =  และ '

3 26.1846153x = −  เปนผลเฉลย

ที่เหมาะที่สุดของปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติดานบน 

และจาก ' '
2 2 3 317.2 , 4.6x x x x= = −  ดังนัน้ 
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'

(1) 2
2 7.846154

17.2
xx = =  และ 

'
(1) 3
3 5.692308

4.6
xx = =
−

 

 

ซึ่งไดผลเฉลยคือ ( )T(1) (1) T
2 3, (7.846154, 5.692308)x x = เมื่อแทนคากลับไป

ยัง 1x  และ ฟงกชันจุดประสงคได (1)
1 5.153846x = −  และคาฟงกชนัจุดประสงคคือ 121.769231 

ดังนัน้ เวกเตอร ( ) ( )T T(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , 5.153846, 7,86154, 5.692308x x x= = −x จะถูกนาํไป

ตรวจสอบวาจดุนี้เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดหรือไมดวยเงือ่นไข KKT 

 

เงื่อนไขที ่KKT-1 เวกเตอร (1)x  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม 

 

 

(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1)
1 2
(1) (1)
1 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1)
2 3

(1) (1)
1 2

9 8 121.307692 14

5 7 29.153846 13

2 8 35.230769 14

6 7 81.769231 11

6 3 2 4 4

7 7 94.769231 1

7 49.7

x x x

x x

x x

x x x

x x x

x x

x x

− − = − < −

− − = − < −

− − = − <

− − − = − < −

− − − = − = −

− − = − <

− − = −
(1) (1) (1)
1 2 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1)
1 2
(1) (1)
1 2

69231 0

3 2 6 65.307692 10

9 5 104.230769 5

4 2 3 22 4

6 5 6 25.846154 6

5 7 6 5 5

6 23.076923 4

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x

x x

<

− − = − < −

− − = − < −

+ − = − < −

+ − = − < −

− − + = =

+ = − < −

− + (1)
3

(1) (1)
1 2

6 21.153846 11

7 6 11 11

x

x x

+ = − < −

+ = =
 

 

จะเหน็วา (1)x  สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ  

ดังนัน้จะไดวาเวกเตอร (1)x  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม 

 

………………………(2) 
………………………(1) 

……………………...(3) 
……………………….(4) 
………………………(5) 

………………………(7) 
………………………(6) 

………………………(8) 
……………………….(9) 
………………………(10) 

……………………….(12) 
……………………….(11) 

………………………(13) 
……………………….(14) 
……………………….(15) 
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เงื่อนไขที ่KKT-2 เวกเตอร (1)w อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคูหรือไม 

 

2. สรางเวกเตอร (1)w  จาก (1)T Tw A = c  แลวตรวจสอบ   

 

พิจารณา (1)T Tw A = c  จะไดวา 

 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 3 4 5 7 8

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
9 10 11 12 13 14 15

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 4 5 6 7 8

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
9 10 11 12 13 14 15

5 2 3

4 6 5 6 7 13

9 7 6 3 7 7 2

9 2 5 7 6

w w w w w w w

w w w w w w w

w w w w w w w

w w w w w w w

− − − − − +

+ + + − + − + =−

− − − − − − −

− + + − + + + (1)

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 3 4 5 6 8

(1) (1) (1) (1) (1)
9 10 11 12 14

1

8 8 7 2 7 6

5 3 6 6 6 11

w w w w w w

w w w w w

=−

− − − − − −

− − − + + =

 

 

จากการแทนเวกเตอร (1)x  ลงบนเงือ่นไขบังคับพบวาเงื่อนไขบงัคับที่มี

เครื่องหมายเทากับม ี3 เงื่อนไขบังคับนัน่คือเงื่อนไขบังคับที่แรเงาซึง่คือ เงื่อนไขบังคับที่ 5  12 และ 

15 โดยเงื่อนไขบังคับที่เหลอืมีคาเปน (1)
*i ib<A x  เมื่อ 1,2, ,15i = … แต 5, 12, 15i ≠  แตจาก

เงื่อนไขที ่ 3 ของเงื่อนไข KKT คือความหยอนเติมเต็ม (complementary slackness) ซึ่งกลาววา 
(1) (1)

*( ) 0i i iw b− =A x  ทุก 1,2,...,15i =  และเนื่องจาก (1)
*i ib<A x  ดังนัน้ (1) 0iw =  ทุก 

1,2,...,15i =  เมื่อ  5,12,15i ≠  เพราะฉะนัน้จะเหลือตัวแปรที่ตองการหาเพียงสามตัวคือ 
(1) (1)
5 12,w w  และ (1)

15w  ดังนัน้จะไดวา 

 
(1) (1) (1)
5 12 15
(1) (1) (1)
5 12 15

(1) (1)
5 12

6 5 7 13

3 7 6 1

2 6 11

w w w

w w w

w w

− − + = −

− − + = −

− + =

 

 

แกระบบสมการจะได   

 

        (1) (1)
5 125.903846, 12.826923w w= =   และ (1)

15 12.211538w =  ซึง่มีคา

มากกวาศนูยทุกตัว  
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ดังนัน้ 

 

( )T(1) 0, 0, 0, 0, 5.903846, 0, 0,0, 0, 0, 0, 12.826923, 0, 0, 12.211538=w  

 

อยูในบริเวณทีเ่ปนไปไดของปญหาควบคู 

 

3. สรุปไดวา ( ) ( )T T(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , 5.153846, 7,86154, 5.692308x x x= = −x  

เปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของปญหากําหนดการเชิงเสน 

อยางไรก็ตามในการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติดวยวิธ ีKKT-MAP พบวา

การใชเงื่อนไขบังคับสมการที่เกรเดียนตทาํมุมนอยที่สุดกับเกรเดียนตของฟงกชันจดุประสงคลดรูป

เปนปญหา 2 มิติแลวหาผลเฉลยดวยขั้นตอนวิธีมมุนอยที่สุด 2 มิติ ไมใหผลเฉลยที่เปนผลเฉลยที่

เหมาะที่สุดเสมอไป ดังตัวอยางตอไปนี ้
 

ตัวอยาง 3.5   หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 36 13x x x+ −   

 ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 2 3

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 8 5
3 6 4
8 9 3 6
3 2 9 1
6 8 1 11
3 9 3 4
4 5 2 1
2 7 7 3

x x x
x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x

+ + ≤
− ≤ −

− − ≤
+ + ≤ −

+ − ≤ −
+ + ≤
− − ≤ −
+ − ≤ −

           

    
     

วิธีทาํ   เร่ิมตนดวยการคํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงือ่นไขบังคับกบั 

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงค  และเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารที่ไดจากมากไปนอย ซึ่งจะ

ไดเงื่อนไขบังคบัที่ทาํมุมนอยที่สุดไปมุมมากที่สุดดังนี้ 5, 6, 8, 1, 4, 2, 3  และ 7  ตามลําดบั 

…………………(2) 
…………………(1) 

.…………………(3) 
………………….(4) 
………………….(5) 

…………………(7) 
…………………(6) 

…………………(8) 
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เลือกเงื่อนไขบังคับ ทีท่ํามุมนอยที่สุดกับฟงกชนัจุดประสงคคือเงื่อนไขบังคับที่ 5 

แลวเปลี่ยนใหอยูในรูปสมการจะได 1 2 36 8 11x x x+ − = −  หรือ  ( )1 2 311 8 / 6x x x= − − +  แทน

คากลับไปที่ปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  25 11x −  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

0.333 8.333 8.667
4 5.5 1.5

19.667 1.667 20.667
2 9.5 4.5
5 3.5 9.5

10.333 1.333 6.333
4.333 6.667 0.667

x x
x x

x x
x x
x x
x x

x x

+ ≤
− − ≤

− − ≤

− + ≤
+ ≤

− − ≤
− ≤

 

 

แลวนําปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิตนิีไ้ปแกดวยขั้นตอนวิธีมมุนอยสุดสําหรับ

การแกปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิต ิ ซึ่งไดผลเฉลยคือ ( )T(1) (1) T
2 3, (1.305389, 0.748503)x x =

เมื่อแทนคากลบัไปยัง 1x  และ ฟงกชันจุดประสงคได (1)
1 3.449102x = −  และคาฟงกชนั

จุดประสงคคือ 4.473054−   

นําเวกเตอร ( ) ( )T T(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , 3.449120, 1.305389, 0.748503x x x= = −x   

ไปตรวจสอบวาเปนผลเฉลยเหมาะที่สุดดวยเงื่อนไข KKT 

 

1. ตรวจสอบเงื่อนไข KKT-1 เวกเตอร (1)x  อยูในบริเวณทีเ่ปนไปไดของปญหา

เดิมหรือไมดังนี ้

 

(1) (1)
1 2 3
(1)
1 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3

2 3 8 3.005988 5

3 6 14.838323 4

8 9 3 41.586826 6

3 2 9 1 1

6 8 1 11 11

3 9 3 3.646707 4

4 5 2 21.82035

x x x

x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + = <

− = − < −

− − = − <

+ + = − = −

+ − = − = −

+ + = <

− − = −
(1) (1) (1)
1 2 3

9 1

2 7 7 3 3x x x

< −

+ − = − = −

 

จะเหน็วาเวกเตอร (1)x  สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับ 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(6) 

……………………….(8) 
……………………….(7) 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(5) 

……………………….(8) 
……………………….(7) 

……………………….(6) 
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ดังนัน้จะไดวาเวกเตอร (1)x  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม 

 

เงื่อนไข KKT- 2 เวกเตอร (1)w  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู 

2. สรางเวกเตอร (1)w  จาก (1)T Tw A = c  นัน่คอื 

 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 3 4 5 6 7 8

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 3 4 5 6 7 8

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 8 3 6 3 4 2 6

3 9 2 8 9 5 7 13

8 6 3 9 3 2 7 1

w w w w w w w w

w w w w w w w

w w w w w w w w

+ + + + + + + =

− + + + − + =

− − + − + − − =−

 

  

จากการแทนเวกเตอร (1)x  ลงบนเงือ่นไขบังคับพบวาเงื่อนไขบงัคับที่มี

เครื่องหมายเทากับม ี3 เงื่อนไขบังคับนัน่คือเงื่อนไขบังคับที่แรเงาซึง่คือ เงื่อนไขบังคับที่ 4  5 และ 8 

โดยเงื่อนไขบังคับที่เหลือมีคาเปน (1)
*i ib<A x  เมื่อ 1,2,3,6,7i =  แตจากเงื่อนไขที่ 3 ของเงื่อนไข 

KKT คือความหยอนเติมเตม็ (complementary slackness) ซึ่งกลาววา (1) (1)
*( ) 0i i iw b− =A x     

ทุก 1,2,...,8i =  และเนื่องจาก  (1)
*i ib<A x   ดังนั้น (1) 0iw = ทุก 1,2,3,6,7i =  เพราะฉะนั้นจะ

เหลือตัวแปรทีต่องการหาเพยีงสามตัวคือ (1) (1)
4 5,w w  และ (1)

8w  ดังนัน้จะไดวา 

 
(1) (1) (1)
4 5 8
(1) (1) (1)
4 5 8
(1) (1) (1)
4 5 8

3 6 2 6

2 8 7 13

9 7 1

w w w

w w w

w w w

+ + =

+ + =

− − =−

 

แกระบบสมการนี้จะได 

  (1) (1)
4 50.167665, 1.197605 w w= − =   และ (1)

8 1.706587w =  

 

เนื่องจาก (1)
4 0.167665 0w = − <  ดังนั้นเวกเตอร (1)w  ไมอยูในบริเวณที่เปนไป

ไดของปญหาควบคู ดังนัน้   ( ) ( )T T(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , 3.449120, 1.305389, 0.748503x x x= = −x  

ไมเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหากาํหนดการเชงิเสน 

 

เลือกเงื่อนไขบังคับทีท่ํามมุนอยที่สุดถัดไปนั่นคือเงื่อนไขบังคับที่ 6 แลวเปลี่ยนให

อยูในรูปสมการจะได 1 2 33 9 3 4x x x+ + =  หรือ  1 2 3
4 3
3

x x x= − −  แทนคากลับไปที่ปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติ จะได 
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หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  2 38 5 7x x− −  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

3 6 2.333   
9 9 8   

33 11 4.667
7 6 5 

10 7 19
17 6 6.333

9 5.667

x x
x x
x x
x x
x x
x x
x x

− + ≤
− − ≤ −
− − ≤ −

− + ≤ −
− − ≤ −
− − ≤ −

− ≤ −

 

 

แลวนําปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิตนิีไ้ปแกดวยขั้นตอนวิธีมมุนอยสุดสําหรับ

การแกปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติ ซึ่งไดผลเฉลยคือ ( ) ( )
T T(2) (2)

2 3, 1.385965, 0.783626x x =

เมื่อแทนคากลบัไปยัง 1x  และฟงกชันจดุประสงคได (2)
1 3.608187x = −  และคาฟงกชัน

จุดประสงคคือ 4.415205−   

นําเวกเตอร ( ) ( )T T(2) (2) (2) (2)
1 2 3, , 4.415205, 1.385965, 0.783626x x x= = −x  

ไปตรวจสอบวาเปนผลเฉลยเหมาะที่สุดดวยเงื่อนไข KKT 

 

1. ตรวจสอบเงื่อนไข KKT-1 เวกเตอร (2)x  อยูในบริเวณทีเ่ปนไปไดของปญหา

เดิมหรือไมดังนี ้

  

  

(2) (2) (2)
1 2 3
(2) (2)
1 3
(2) (2) (2)
1 2 3

(2) (2) (2)
1 2 3

(2) (2) (2)
1 2 3
(2) (2) (2)
1 2 3

(2) (2) (2)
1 2 3

2 3 8 3.210526 5

3 6 15.526316 4

8 9 3 43.690058 6

3 2 9 1 1

6 8 1 11.345029 11

3 9 3 4 4

4 5 2 2

x x x

x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + = <

− = − < −

− − = − <

+ + = − = −

+ − = − < −

+ + = =

− − = −
(2) (2) (2)
1 2 3

2.929825 1

2 7 7 3 3x x x

< −

+ − = − = −

 

 

จะเหน็วาเวกเตอร (2)x  สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับ 

ดังนัน้จะไดวาเวกเตอร (2)x  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(5) 

……………………….(8) 
……………………….(7) 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(5) 

……………………….(8) 
……………………….(7) 
……………………….(6) 
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เงื่อนไข KKT- 2 เวกเตอร (2)w  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู 

2. สรางเวกเตอร (2)w  จาก (2)T Tw A = c  นัน่คอื 

 
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 2 3 4 5 6 7 8

(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 3 4 5 6 7 8

(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 8 3 6 3 4 2 6

3 9 2 8 9 5 7 13

8 6 3 9 3 2 7 1

w w w w w w w w

w w w w w w w

w w w w w w w w

+ + + + + + + =

− + + + − + =

− − + − + − − =−

 

จากการแทนเวกเตอร (2)x  ลงบนเงือ่นไขบังคับพบวาเงื่อนไขบงัคับที่มี

เครื่องหมายเทากับม ี3 เงื่อนไขบังคับนัน่คือเงื่อนไขบังคับที่แรเงาซึง่คือ เงื่อนไขบังคับที่ 4  5 และ 8 

โดยเงื่อนไขบังคับที่เหลือมีคาเปน (2)
*i ib<A x  เมื่อ 1,2,3,5,7i =  แตจากเงื่อนไขที่ 3 ของ

เงื่อนไข KKT คือความหยอนเติมเต็ม (complementary slackness) ซึ่งกลาววา 
(2) (2)

*( ) 0i i iw b− =A x   ทุก 1,2,...,8i =  และเนื่องจาก  (2)
*i ib<A x   ดังนัน้ (2) 0iw =  ทกุ 

1,2,3,5,7i =  เพราะฉะนัน้จะเหลือตัวแปรที่ตองการหาเพียงสามตวัคือ (2) (2)
4 6,w w  และ (2)

8w  

ดังนัน้จะไดวา 

 
(2) (2) (2)
4 6 8

(2) (2) (2)
4 6 8

(2) (2) (2)
4 6 8

3 3 2 6

2 9 7 13

9 3 7 1

w w w

w w w

w w w

+ + =

+ + =

+ − =−

 

 

แกระบบสมการนี้จะได   

 

            (2) (2)
4 60.163743, 1.385965w w= =   และ (2)

8 0.912281w =  ซึ่งมีคา

มากกวาศนูยทุกตัว 

 

ดังนัน้เวกเตอร (2)w  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู 

 

3. สรุปไดวา  

( ) ( )T T(2) (2) (2) (2)
1 2 3, , 4.415205, 1.385965, 0.783626x x x= = −x  เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ด

ของปญหากําหนดการเชิงเสน 
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3.3 บทวิเคราะหการทํางาน 
 
สําหรับวธิี Minimal Angled Projection (MAP) มีระยะเวลาการทํางานดังตอไปนี ้

 

บรรทัดที ่1 และบรรทัดที ่2 เปนการกาํหนดคาเริ่มตนใหกับเซต C  ที่เปนเซตวาง

และเปนการเริ่มกําหนดคาเริ่มตนใหกับดัชน ี 1i =  ดังนั้นมีระยะเวลาการทาํงานเปน (1)O  

บรรทัดที่ 3 ถึงบรรทัดที ่ 7 เปนการทาํซ้ําตามดัชนีทีแ่ตกตางกนัตั้งแตเงื่อนไข

บังคับที ่ 1 ถงึเงื่อนไขบังคบัที่ m  โดยบรรทัดที่ 4 เมกีารแทนคาของตัวแปรที่เกิดจากอสมการ

เงื่อนไขบังคับที่ถูกเปลีย่นเปนสมการเพื่อสรางปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติลงบนเงื่อนไขบังคับ

เหลือ 1m −  เงื่อนไข รวมกับฟงกชนัจุดประสงคดังนัน้จึงมีระยะเวลาการทํางานเปน ( )O m  

บรรทัดที่ 5 เปนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติโดยใชขั้นตอน

วิธีมุมนอยที่สุดสําหรับการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ ซึ่งมีระยะเวลาการทํางานเปน 
2( )O m  และจากการทาํซ้ําจากบรรทดัที่ 4 ถึงบรรทัดที่ 7 m  คร้ัง ดังนัน้ในการวนซ้ํานี้มีระยะเวลา

การทาํงานเปน 3( )O m  

ในบรรทัดที่ 8 จะเปนการหาผลเฉลยทีด่ีที่สุดนั่นคือผลเฉลยที่มีคามากที่สุดและ

สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับจะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด นัน่คือมกีารเขาถงึขอมูล m  คร้ังดังนัน้

บรรทัดนี้มีระยะเวลาการทํางานเปน ( )O m  

เมื่อพิจารณาระยะเวลารวมทั้งหมดจะได 

 

( ) 3 31 ( ) ( ) ( ) ( )O O m O m O m O m+ + + ≤  

  

ดังนัน้สรุปไดวาระยะเวลาการทํางานของวธิี Minimal Angled Projection (MAP) 

ไมเกิน 3( )O m  

 

สําหรับวธิี KKT-Minimal Angled Projection (MAP) มีระยะเวลาการทาํงาน

ดังตอไปนี้ 

 

บรรทัดที่ 1 การคํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงือ่นไขบังคับ

กับเกรเดียนตของฟงกชันจดุประสงค ซึ่งมีระยะเวลาการทํางานเปน ( )O m  



                                                                                                              

                                

67 
 

บรรทัดที่ 2 การเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไข

บังคับกับเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค จากมากไปหานอยซึง่ขั้นตอนวธิีที่ใชในการเรียงลําดับ

เราใชการเรียงแบบเร็ว (quick sort) มีระยะเวลาการทํางานเปน 2( )O m  

บรรทัดที่ 3 เปนการกําหนดคาเริ่มตนใหกับดัชน ี 1i =  ดังนั้นมีระยะเวลาการ

ทํางานเปน (1)O  

บรรทัดที ่ 5 การแทนคาของตัวแปรที่เกิดจากอสมการเงือ่นไขบังคับทีถู่ก

เปลี่ยนเปนสมการเพื่อสรางปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติลงบนเงื่อนไขบังคบัที่เหลือ 1m −  

เงื่อนไขบังคับ รวมกับฟงกชนัจุดประสงคดังนัน้จึงมีระยะเวลาการทํางานเปน ( )O m  

บรรทัดที่ 6 เปนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติโดยใชขั้นตอน

วิธีมุมนอยที่สุดสําหรับการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ ซึ่งมีระยะเวลาการทํางานเปน 
2( )O m  

 บรรทัดที่ 7 และบรรทัดที ่ 8 สรางตัวแปรควบคูเวกเตอร *w  และตรวจสอบ

เวกเตอร *x และเวกเตอร *w  ดวยเงื่อนไข KKT ซึ่งใชระยะเวลาการทาํงานเปน ( )O m   

ซึ่งในวิธีการนีก้รณีระยะเวลาการทํางานแยที่สุด (worst case) คือการใช 2m −  

เงื่อนไขบังคับแปลงปญหา ดังนัน้ระยะเวลาการทํางานคือ 3( )O m  

 เมื่อพิจารณาระยะเวลารวมทั้งหมดจะได 

 

( ) 2 3 3( ) (1) ( ) ( ) ( )O m O m O O m O m O m+ + + + ≤  

  

ดังนัน้สรุปไดวาระยะเวลาการทํางานของวธิี KKT-Minimal Angled Projection 

(KKT-MAP) ไมเกิน 3( )O m  



                                                                                                              

                                

68 
 

บทที่ 4 
ผลการวิจัยและบทสรุป 

  
4.1 ผลการวจิัย 

 
ผลการวิจยัที่สนใจคือเวลาทีห่นวยประมวลผลกลางของเครื่องคอมพิวเตอรใชใน

การคํานวณหาผลเฉลยโดยวิธีการทีน่ําเสนอกับวธิีซิมเพล็กซ ซึง่สําหรับปญหากําหนดการเชิงเสน 

3 มิติที่มีบริเวณที่เปนไปไดไมเปนเซตวาง และมีผลเฉลยอยางนอยหนึง่จุด เวลาที่ใชในการ

คํานวณหาผลเฉลยมาจากการทํางานของเครื่องคอมพิวเตอรเครื่องเดียวกันที่ประกอบดวย 

 

1. หนวยประมวลผลกลาง Intel Pentium 4 

2. ความเร็วของหนวยประมวลผลกลางเทากับ 2 GHz 

3. ระบบปฏิบัติการวินโดว XP service pack 2 

4. หนวยความจาํสํารอง (Random Access Memory: RAM) เทากับ 256 MB 

 

ภาษาที่ใชในการเขียนเพื่อคํานวณหาผลเฉลยจากการทาํงานของเครื่อง

คอมพิวเตอรคือโปรแกรมภาษาซี สําหรับวิธกีารเขยีนโปรแกรมภาษาซทีี่ใชในการวัดเวลาของ

หนวยประมวลผลกลางปรากฏในภาคผนวก ก และปญหากําหนดการเชิงเสนทีน่ํามาใชในการ

ทดสอบเกิดจากการจําลองปญหาที่มีเงื่อนไขบังคับต้ังแต 4 เงื่อนไขบังคับถึง 20 เงื่อนไขบังคบั 

และแตละเซตของเงื่อนไขบังคับประกอบไปดวยปญหาที่แตกตางกัน 100 ปญหา และทุกปญหา

กําหนดการเชงิเสนจะมีบริเวณที่เปนไปไดและมีผลเฉลยที่เหมาะที่สุด และคาสัมประสิทธิท์ุกตวัที่

จําลองขึ้นมาจะเปนจาํนวนเต็มและมีคาระหวาง -100 ถึง 100 ในการวัดเวลาที่ใชในการหาผล

เฉลยของปญหาในแตละจํานวนเงื่อนไขบังคับ เฉลีย่เวลาจากการหาผลเฉลยทัง้ 100 ปญหา และ

ทําการทดสอบแตละปญหา 10000 คร้ัง  

  

สําหรับการเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการหาผลเฉลยเราจะเปรียบเทยีบเวลาที่ใชใน

การหาผลเฉลยดวยวธิีทีน่ําเสนอทัง้สองวิธกีับวิธีซมิเพลก็ซ ซึ่งซอฟตแวรที่ใชวิธีซมิเพล็กซหาผล

เฉลยคือโปรแกรม GLPK (GNU Linear Programming Kit) และจะเปรียบเทียบจํานวนเงื่อนไข

บังคับเฉลี่ยที่ใชในการลดรูปปญหาจาก MAP กับวิธ ีKKT-MAP 
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ผลการวัดระยะเวลาเฉลี่ยของหนวยประมวลผลกลางที่ใชในการประมวลผลคําสัง่

ของวิธีซิมเพลก็ซ วธิี MAP และวิธี KKT-MAP เพื่อหาผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิ

ที่ไดจําลองขึน้มาปรากฏดังตาราง 4.1 

 

ตาราง 4.1 แสดงเวลาเฉลี่ยทีห่นวยประมวลผลกลางทาํงานตามจาํนวนเงื่อนไขบังคับดวยวิธซีิม

เพล็กซ วิธ ีMAP และวิธ ีKKT-MAP โดยเวลาที่แสดงนีอ้ยูในหนวยมลิลิวินาท ี

 

จํานวนเงื่อนไขบังคับ วิธีซิมเพล็กซ วิธี MAP วิธี KKT-MAP 

4 0.244 0.012 0.005 

5 0.255 0.020 0.007 

6 0.260 0.030 0.009 

7 0.270 0.044 0.012 

8 0.276 0.057 0.016 

9 0.288 0.076 0.019 

10 0.303 0.096 0.024 

11 0.303 0.118 0.029 

12 0.319 0.135 0.030 

13 0.328 0.174 0.038 

14 0.334 0.191 0.040 

15 0.343 0.231 0.052 

16 0.376 0.267 0.051 

17 0.396 0.298 0.051 

18 0.418 0.354 0.067 

19 0.419 0.424 0.084 

20 0.438 0.455 0.097 

 

 

เมื่อนําเวลาเฉลี่ยที่ไดจากแตละวิธีมาเปรียบเทียบกัน จะเห็นวาการคํานวณหาผล

เฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติ เมื่อมีจํานวนเงื่อนไขบังคับ 4 เงื่อนไขบังคับถึง 20 
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เงื่อนไขบังคับ พบวา วธิี KKT-MAP ใชเวลาเฉลี่ยในการคํานวณหาผลเฉลยนอยที่สุด วิธ ีMAP ใช

เวลาเฉลีย่มากกวาวิธ ี KKT-MAP และใชเวลาเฉลีย่มากกวาวิธซีมิเพล็กซเมื่อปญหามีจาํนวน

เงื่อนไขบังคับตั้งแต 19 เงือ่นไขบังคับข้ึนไป แตจะใชเวลาเฉลีย่นอยกวาวิธซีิมเพล็กซเมื่อปญหามี

จํานวนเงื่อนไขบังคับนอยกวา 19 เงื่อนไขบังคับ เมื่อนาํขอมูลที่ไดมาวาดกราฟจะไดดังรูปที่ 4.1 

 

 

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

number of constraints

time (ms) Simplex

MAP

KKT-MAP

 
 

รูปที่ 4.1 กราฟเปรียบเทียบเวลาเฉลีย่ทีห่นวยประมวลผลกลาง ใชในการประมวลคําสั่งในการหา

ผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิดวยวิธีซมิเพล็กซ วธิี MAP และวิธี KKT-MAP 

 

จากกราฟจะเห็นวาวิธี MAP จะใชเวลามากกวาวิธี KKT-MAP มากเนื่องจากตอง

พิจารณาทุกเงือ่นไขบังคับในการแปลงปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติไปเปนปญหากาํหนดการ

เชิงเสน 2 มิติ ซึ่งตารางตอไปนี้จะแสดงใหเห็นถึงการใชจํานวนเงือ่นไขบังคับในการแปลงเปน

ปญหายอยเพือ่ใชในการหาผลเฉลยจากทัง้สองวธิ ี
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ตาราง 4.2 แสดงจํานวนเงื่อนไขบังคับเฉลี่ยที่ใชในการแปลงปญหากาํหนดการเชิงเสนดวยวิธี 

MAP และวิธี KKT-MAP 

 

จํานวนเงื่อนไขบังคับ  วิธี MAP วิธี KKT-MAP 

4 4 1.10 

5 5 1.22 

6 6 1.31 

7 7 1.49 

8 8 1.75 

9 9 1.78 

10 10 2.09 

11 11 2.14 

12 12 2.12 

13 13 2.52 

14 14 2.50 

15 15 2.84 

16 16 2.66 

17 17 2.59 

18 18 3.15 

19 19 3.29 

 

  

ซึ่งเมื่อนําขอมลูที่ไดมาวาดกราฟจะไดดังรูปที่ 4.2 
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รูปที่ 4.2 กราฟเปรียบเทียบจํานวนเงื่อนไขบังคับเฉลี่ยที่ใชในการแปลงปญหากําหนดการเชงิเสน

วิธี MAP และวิธี KKT-MAP 

  

จากกราฟจะเห็นวาวิธี KKT-MAP ใชจํานวนเงื่อนไขบังคับในการแปลงปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติไปเปนปญหากาํหนดการเชงิเสน 2 มิติ เฉลี่ยนอยกวาวิธี MAP มาก 

ดังนัน้เวลาที่ใชในการคํานวณหาผลเฉลยของวิธี KKT-MAP จึงนอยกวาวิธ ีMAP 
 

 
 
4.2 บทสรุป 

  
ถาปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติที่มบีริเวณที่เปนไปไดและมีผลเฉลยเหมาะ

ที่สุดแลววิธีใหมทั้งสองวธิีทีน่ําเสนอสามารถหาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดได  

 

เมื่อพิจารณาระยะเวลาการทํางานของหนวยประมวลผลกลางในการหาผลเฉลย

จากวธิี MAP เปรียบเทียบกับวิธีซมิเพลก็ซ จะเห็นวาปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติที่มีเงื่อนไข

บังคับนอยกวา 19 เงื่อนไขบังคับวิธ ี MAP จะใชเวลาในการคํานวณหาผลเฉลยนอยกวาวิธีซมิ

เพล็กซ แตเมื่อเปรียบเทียบกับวิธ ีKKT-MAP แลวพบวาวิธี MAP จะใชเวลามากกวาวิธ ีKKT-MAP 

ซึ่งเมื่อปญหามีจํานวนเงื่อนไขบังคับไมมากนักเวลาที่ใชยังไมตางกนัมากเนื่องจากวธิี KKT-MAP 
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ตองคํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารและนาํขอมูลที่ไดไปเรียงลําดับและตองสรางเวกเตอร *w  แต

เมื่อจํานวนเงือ่นไขบังคับมากขึ้นเวลาที่ใชในการหาผลเฉลยของวิธ ี MAP จะสูงกวาวธิี KKT-MAP 

มาก เนื่องจากวิธ ีMAP จะตองลดรูปปญหาโดยใชทุกเงื่อนไขบังคับ เมื่อจํานวนเงือ่นไขบังคับมาก

ขึ้นก็จะยิง่ใชเวลามากขึ้นตามลําดับ และถึงแมผลเฉลยที่เหมาะที่สุดอาจถูกพบแลว แตวิธ ี MAP 

ยังไมหยุดทาํงาน ในขณะทีว่ิธี KKT-MAP จะหยุดทํางานทนัทเีมื่อพบผลเฉลยที่เหมาะที่สุด และ

สุดทายเปรยีบเทียบระยะเวลาการทํางานระหวางวิธ ี KKT-MAP กับวิธีซิมเพล็กซ พบวาวิธ ี KKT-

MAP ใชเวลานอยกวาวิธีซมิเพล็กซทุกจาํนวนเงื่อนไขบังคับทีท่ําการทดสอบ ดังนัน้สามารถสรุปได

วาวธิี KKT-MAP มีระยะเวลาในการหาผลเฉลยเร็วที่สุดสําหรับปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติ  

 

เมื่อเปรียบเทยีบจํานวนเงื่อนไขบังคับเฉลีย่ที่ใชในการแปลงปญหากําหนดการเชิง

เสนไปเปนปญหายอยพบวาวิธ ีKKT-MAP ใชจํานวนเงือ่นไขบังคับเฉลี่ยนอยกวาวิธ ีMAP มาก ซึ่ง

ใชเฉลี่ยประมาณ 2-3 เงื่อนไขบังคับในการแปลงเปนปญหายอย การที่วิธ ี KKT-MAP ไมพบผล

เฉลยที่เปนไปไดตั้งแตเงื่อนไขแรกอาจเกิดจาก เงื่อนไขบังคับทีท่ํามมุนอยสุดนั้นไมเกีย่วของกับการ

หาผลเฉลย นัน่คือไมมีสวนที่อยูในบริเวณที่เปนไปไดหรือเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมนอยสุดนั้นบาง

กรณีไมใหผลเฉลยที่เหมาะที่สุดเสมอไป แตจากผลการทดสอบสามารถสรุปไดวาการเลือกเงื่อนไข

บังคับที่มมีุมนอยที่สุดเพื่อเร่ิมการแปลงปญหาพรอมกับการตรวจสอบผลเฉลยดวยเงื่อนไข KKT 

สามารถลดระยะเวลาในการคํานวณหาผลเฉลยได  

 

ในงานวิจัยนี้พจิารณาเฉพาะปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติซึ่งในสถานการณ

จริงผูใชมักมกีารกําหนดตัวแปรมากกวา 3 ตัว งานวิจยัในอนาคตคือขยายแนวคิดนี้เพื่อใชไดกบั

ปญหากาํหนดการเชิงเสน n  มิติ  
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ภาคผนวก ก 

 
ภาคผนวก ก จะกลาวถึงปญหากําหนดการเชิงเสนในสามมิติที่นําไปทดสอบกับ

วิธีที่นําเสนอทั้งสองวิธีและวิธีซิมเพล็กซ ซึ่งคาสัมประสิทธิ์ทั้งหมดของปญหากําหนดการเชิงเสน

สามมิติเกิดจาการจําลองดวยโปรแกรมภาษาเพิรล (perl: Practical Extraction and Reporting 

Language) โดยคาสัมประสิทธิ์ทุกคาเปนจํานวนเต็มและมคีาตั้งแต -100 ถึง 100  

ขอมูลเขาสําหรับวิธีที่นําเสนอจะบันทึกดวยไฟลที่มีนามสกุล .txt มีรูปแบบดังนี้ 

 

7   //จํานวนเงื่อนไขบังคับ 

13 28 -41   //คาสัมประสิทธิ์ของ 1 2,c c  และ 3c  ตามลําดับ 

-72 5 -37 6 45 -10 9  //คาสัมประสิทธิ์ของ 1 2 6, , ,b b b…  และ 7b  ตามลําดับ 

69 -82 -14  //คาสัมประสิทธิ์ของ 11 12,a a  และ 13a  ตามลําดับ 

-12 -73 -13   //คาสัมประสิทธิ์ของ 21 22,a a  และ 23a  ตามลําดับ 

-11 -58 -43   //คาสัมประสิทธิ์ของ 31 32,a a  และ 33a  ตามลําดับ 

42 81 -7  //คาสัมประสิทธิ์ของ 41 42,a a  และ 43a  ตามลําดับ 

91 54 47  //คาสัมประสิทธิ์ของ 51 52,a a  และ 53a  ตามลําดับ 

76 69 35  //คาสัมประสิทธิ์ของ 61 62,a a  และ 63a  ตามลําดับ 

19 44 65  //คาสัมประสิทธิ์ของ 71 72,a a  และ 73a  ตามลําดับ 

 

และเนื่องจากคาสัมประสิทธิ์ที่จําลองขึ้นมาไมไดเปนปญหากําหนดการเชิงเสนที่

มีบริเวณที่เปนไปไดและมีผลเฉลยทุกปญหาดังนั้นเราจึงจําลองขอมูลอีกหนึ่งรูปแบบเพื่อทดสอบ

กับโปรแกรม GLPK โดยเปนขอมูลเดียวกันแตบันทึกไฟลดวยนามสกุล .dat และมีรูปแบบดังนี้  

 

data; 

param M := 7; 

param c := 1 13, 2 28, 3 -41; 

param b := 1 -72, 2 5, 3 -37, 4 6, 5 45, 6 -10, 7 9;  

param a :=  

[1, 1] 69, [1, 2] -82, [1, 3] -14,  
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[2, 1] -12, [2, 2] -73, [2, 3] -13,  

[3, 1] -11, [3, 2] -58, [3, 3] -43,  

[4, 1] 42, [4, 2] 81, [4, 3] -7,  

[5, 1] 91, [5, 2] 54, [5, 3] 47,  

[6, 1] 76, [6, 2] 69, [6, 3] 35,  

[7, 1] 19, [7, 2] 44, [7, 3] 65;  

end; 

 

ซึ่งรูปแบบนี้จะเปนรูปแบบของขอมูลเขาของโปรแกรม GLPK เมื่อจําลองปญหา

ไดตามตองการแลวก็จะนําปญหาเหลานี้ไปทดสอบกับโปรแกรม GLPK เพื่อเลือกปญหาที่มี

บริเวณที่เปนไปไดและมีผลเฉลย 
 
การวัดเวลาการประมวลคําสั่งของซีพียูดวยคําสั่งภาษาซี 
 

เวลาที่เคร่ืองคอมพิวเตอรใชในการประมวลผลคําสั่งทั้งโปรแกรมเรียกวาเปน 

processor time และในการวัดระยะเวลาดังกลาวจะเรียกใชฟงกชัน clock() ซึ่งอยูในฟงกชัน

มาตรฐานที่ชื่อวา time.h และถามีการเรียกใชฟงกชัน clock() แลวจะใหคาขอมูลกลับคืนมาเปน

ขอมูลตัวเลขชนิด clock_t ซึ่งเปนขอมูลชนิด long integer ซึ่งเราจะประกาศตัวแปร start และ 

end เปนตัวแปรชนิด clock_t เพื่อเก็บขอมูลตัวเลขเริ่มตน และสุดทายของการประมวลคําสั่ง และ

เราคํานวณ cpu time ที่ไดจาก start และ end ดังนี้ 

 

  elapsed = ((double)(end-start))/CLOCKS_PER_SEC 

 

เมื่อ elapsed คือตัวแปรชนิด double precision มีหนาที่เก็บคา cpu time และ 

CLOCKS_PER_SEC คือจํานวนสัญญาณนาฬิกาตอหนึ่งวินาทีซึ่งเปนคาคงที่ 

  



                                                                                                              

                                

80 
 

การวัด cpu time ทั้งหมดที่กลาวมาสามารถเขียนใหอยูในรูปคําสั่งภาษาซีไดดังนี้ 

 

#include <time.h> 

clock_t start, end; 

double elapsed; 

 

start = clock();  // จับเวลาเริ่มตนของการทํางาน 

#    // คําสั่งในการทํางานที่ตองการวัดเวลา 

end = clock();  // จับเวลาสุดทายของการทํางาน 

elapsed = ((double)(end-start))/CLOCKS_PER_SEC; // คํานวณ cpu time 

 
 
GLPK (GNU Linear Programming Kit) 
 

GLPK คือกลุมของชุดคําสั่งภาษาซีที่บรรจุไวในไฟลคลังโปรแกรม ซึ่งผูใชสามารถ

เรียกใชได ชุดคําสั่งดังกลาวสรางขึ้นมาเพื่อวัตถุประสงคในการแกปญหากําหนดการเชิงเสน (LP) 

ปญหา mixed integer programming (MIP) และปญหาอื่นๆ ที่เกี่ยวกับปญหากําหนดการเชิงเสน 

สําหรับซอฟตแวร GLPK ดาวนโหลดไดจากเวบไซต 

 http://www.gnu.org/directory/glpk.html 

สําหรับการติดตั้ง ตัวอยางและคําอธิบายชุดคําสั่ง GLPK สามารถอานไดจาก

คูมือการติดตั้งซึ่งดาวนโหลดไดจากเวบไซต http://ftp.gnu.org/gnu/glpk  
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