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Structural parameter estimation schemes are generally used for the identification of certain 
constitutive properties, e.g. stiffness parameters, of the structures that minimize the discrepancies between the 
responses obtained from mathematical modeling and the actual measurements. The structural parameter 
estimation problem can be cast as the least-squares minimization of the deviation between the computed and the 
measured modal response, using the recursive quadratic programming to obtain the optimal solution. It was 
found from a preliminary study that the performance of the method is limited by the choice of the algorithm for 
solving the corresponding systems of linear equations. When the structural model is more complex or composed 
of more degrees of freedom, the estimation time can significantly increase. The current study investigates the 
use of the Krylov subspace methods, e.g. conjugate gradient (CG), symmetric LQ (SYMMLQ), minimum 
residual (MINRES), and symmetric quasi-minimum residual (SQMR) in comparison with the LU 
decomposition method in solving these systems of linear equations. The performance of these methods will be 
compared through case studies in order to assess the efficiency of the Krylov subspace methods in structural 
parameter estimation. 
 
 The comparison of the computational efficiency in structural parameter estimation is based upon a 
three-dimensional truss model as the case study. It is found from the simulation results that the use of  the 
Krylov subspace methods is able to improve the computation time in solving the system of linear equations 
involved in the parameter estimation of the structure. Nonetheless, for the case in which the measurements are 
incomplete, the Krylov subspace methods are computationally efficient when using only the low-frequency 
modes. Furthermore, the performance of the Krylov subspace methods in structural parameter estimation tends 
to decrease with the reducing number of the measured degree of freedom for the vibration modes.   
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
 

1.1  ความนํา 
 
 การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองของโครงสรางที่วัดคา เปนวิธีการหา
คุณสมบัติของวัสดุในโครงสรางไดแก คาสติฟเนสของชิ้นสวนโครงสราง  โดยที่พฤติกรรมของแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรของโครงสรางที่ใชคาของพารามิเตอรที่ประมาณมีความแตกตางจากพฤติกรรมของโครงสรางจริง
นอยที่สุด   ขอมูลที่ไดจากผลการตอบสนองจริงของโครงสรางที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอรสามารถใช
วิธีการทดสอบโครงสรางภายใตแรงพลวัตในแตละโหมดของการสั่นไหว (modal test) ซึ่งทําการวัดผลการ
ตอบสนองของโครงสรางขณะที่โครงสรางสั่นดวยความถี่ธรรมชาติในแตละโหมดของการสั่นไหวที่ทําใหเกิด
การกําทอน (resonance)   การทดสอบภายใตแรงพลวัตจะทําการติดตั้งอุปกรณที่ใชสําหรับสั่น (shaker) กับ
โครงสราง  และจะทําการสั่นดวยแรงที่มีความถี่ใกลเคียงกับความถี่ธรรมชาติ (natural frequency) ของโครงสราง
ในแตละโหมดที่ตองการวัดผลการตอบสนองของโครงสราง     

 
วิธีการที่นิยมใชในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางเชิงโหมดคือการหาคาตํ่าสุดของสมการ

เปาหมาย (objective function) ซึ่งอยูในรูปกําลังสองนอยที่สุดของผลตางระหวางรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาของ
แบบจําลองโครงสรางที่ไดจากการคํานวณเทียบกับรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากผลการทดสอบ   โดยใช
วิธีการคํานวณซ้ําเพื่อใหไดคาพารามิเตอรคําตอบที่เหมาะสมที่สุด  คาพารามิเตอรคําตอบที่ไดจากวิธีการนี้อาจ
ขาดความเปนเอกภาพ (non-uniqueness) ซึ่งเปนผลมาจากความไมสมบูรณของขอมูลรูปแบบการสั่นไหวในแตละ
ระดับขั้นความเสรีของโครงสรางที่ทําการวัดขอมูล (Banan และ Hjelmstad  1993)   วิธีที่สามารถประยุกตใชใน
การบรรเทาปญหาดังกลาวคือ วิธีเรกูลารไรเซชัน (regularization) ซึ่งอาศัยการเพิ่มฟงกชันเรกูลารไรเซชันเขาไป
ในสมการเปาหมายเพื่อชวยกําหนดขอบเขตคาพารามิเตอรคําตอบที่เหมาะสม (Pothisiri และ Vatcharathanyakorn  
2002) 
  

ขั้นตอนวิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางโดยวิธีการกําลังสองนอยที่สุดในปจจุบันยังมี
ขอจํากัดเรื่องเวลาที่ใชในการคํานวณเมื่อระดับขั้นความเสรีของแบบจําลองมีคามากขึ้น จากการศึกษาเบื้องตน
พบวาขั้นตอนในการประมาณคาพารามิเตอรที่ใชเวลาคํานวณมากที่สุดคือขั้นตอนในการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนเพื่อหาเวกเตอรของรูปแบบการสั่นไหวที่คํานวณไดจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรของโครงสราง
ภายใตการสั่นแบบอิสระ  เมื่อโครงสรางมีความซับซอนหรือมีขนาดใหญขึ้นแบบจําลองทางคณิตศาสตรของ
โครงสรางจะเกี่ยวของกับระบบสมการที่มีจํานวนสมการและตัวแปรมากขึ้น  ดังนั้นหากวิธีที่ใชในการหาคําตอบ
ของระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรไมมีประสิทธิภาพเพียงพอยอมสงผลถึง
ประสิทธิภาพดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง   งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคหลักเพื่อปรับปรุง
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ประสิทธิภาพดานการคํานวณของการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางในขั้นตอนของการหาคําตอบของ
ระบบสมการเชิงเสนโดยการเลือกใชเทคนิคการหาคําตอบที่เหมาะสม    

 
Hestenes และ  Stiefel  (1952) ไดนําเสนอวิธีเกรเดียนตสังยุค (Conjugate Gradient : CG) ซึ่งเปนวิธีการ

หน่ึงสําหรับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีการคํานวณซ้ํา (iterative method) โดยมีพ้ืนฐานมาจาก
วิธีปริภูมิยอยไครโลฟ (Krylov subspace method )  วิธีดังกลาวมีประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบของ
สมการขนาดใหญในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ (coefficient matrix) มีสมาชิกแบบไมหนาแนน (sparse) โดยที่
เมตริกซสัมประสิทธิ์จะตองมีคุณสมบัติสมมาตร (symmetric) และคุณสมบัติเปนบวกแนนอน         (positive 
definite)  นอกจากนี้วิธีดังกลาวยังไมคํานึงถึงสภาพแถบของเมตริกซ (matrix  band) ที่ใชจัดเก็บขอมูล   ซึ่ง
คุณสมบัติเหลานี้สอดคลองกับระบบสมการเชิงเสนในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางเพื่อหาเวกเตอร
ของรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาที่คํานวณไดจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรของโครงสรางภายใตการสั่นแบบ
อิสระ    สําหรับกรณีที่สามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี  วิธีเกรเดียนตสังยุค
สามารถนํามาประยุกตใชเพื่อชวยประหยัดหนวยเก็บขอมูล (storage) และเวลาที่ใชในการหาคําตอบ (Reid  1971)   

 
สําหรับกรณีที่ไมสามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี  เมตริกซ

สัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนที่พิจารณาจะขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน (non-positive definite)  
สงผลใหกระบวนการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีเกรเดียนตสังยุคขาดเสถียรภาพ  จากการศึกษา
เบื้องตนพบวาวิธีแอลคิวสมมาตร (Symmetric LQ : SYMMLQ)  และวิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (Minimum 
residual : MINRES) ที่นําเสนอโดย Paige และ Saunders (1975) นอกเหนือจากนี้ยังมีวิธีเวกเตอรคงคางเสมือน
นอยที่สุดสมมาตร (Symmetric-quasi minimum residual : SQMR) ที่นําเสนอโดย Freund และ Nachtigal (1994) 
ซึ่งทั้งสามวิธีดังกลาวนี้มีพ้ืนฐานมาจากวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  เชนเดียวกับวิธีเกรเดียนตสังยุคแตสามารถใชกับ
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเมื่อเมตริกซสัมประสิทธิ์ขาดคุณสมบัติความเปนบวกแนนอนไดอยางมี
ประสิทธิภาพ  
  

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาความเหมาะสมในการปรับปรุงประสิทธิภาพของวิธีการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสรางในขั้นตอนการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  โดยการประยุกตใชวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟ  ซึ่งไดแกวิธี  CG  MINRES  SYMMLQ และ SQMR  โดยเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีดังกลาว
กับวิธีการแยกแอลยู (LU-decomposition) ซึ่งเปนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการ
ประมาณคาพารามิเตอรที่ใชอยูในปจจุบัน  การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแตละวิธีจะพิจารณาในสวนของ
หนวยเก็บขอมูล (storage)  และเวลาที่ใชในการคํานวณ  โดยพิจารณาในกรณีที่สามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่น
ไหวครบทุกระดับขั้นความเสรีและกรณีที่ไมสามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี     
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1.2 งานวิจัยท่ีผานมา 
 

การศึกษาผลงานวิจัยที่เกี่ยวของกับงานวิจัยนี้แบงออกเปน 2 สวนไดแก งานวิจัยเกี่ยวกับการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสรางและงานวิจัยเกี่ยวกับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 
 
1.2.1 งานวิจัยเก่ียวกับการประมาณคาพารามิเตอร 

 
Hjelmstad และคณะ (1995) เสนอวิธีการประมาณคาพารามิเตอรจากแรงกระทําเชิงโหมด (Modal Force 

Error Estimator : MFEE) และวิธีการประมาณคาพารามิเตอรจากการเคลื่อนที่เชิงโหมด (Modal Displacement 
Error Estimator : MDEE) ในการประมาณคาสติฟเนสและมวลของโครงสราง โดยใชขอมูลที่ไดจากการวัด
ความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวของโครงสรางในแตละโหมดภายใตแรงพลวัต  สมการเปาหมายของวิธี  
MFEE และ MDEE อยูในรูปกําลังสองนอยที่สุดของฟงกชันคาผิดพลาดของแรงคงคางและการเคลื่อนที่ในแตละ
โหมดของการเสียรูปตามลําดับ  และทําการแกปญหาเพื่อหาคาสติฟเนสที่เปนคําตอบของสมการเปาหมาย โดยใช
วิธี      รีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง (Recursive Quadratic Programming : RQP) จนกระทั่งไดคําตอบที่
เหมาะสมเมื่อคาสติฟเนสและมวลของโครงสรางลูเขา 

 
Hjelmstad (1996) พบวาการประมาณคาพารามิเตอรจากรูปแบบการสั่นไหวของโครงสรางในแตละ

โหมดภายใตแรงพลวัตดวยวิธีกําลังสองนอยสุดของฟงกชันคาผิดพลาดมีปญหาความไมเปนเอกภาพของคําตอบ
ซึ่งเปนผลมาจากรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดขอมูลทําไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรีในแบบจําลองไฟไนต 
เอลิเมนตของโครงสรางเนื่องจากอุปกรณที่ใชวัดมีจํากัด  หรือพ้ืนที่ที่จะติดต้ังอุปกรณเขาถึงไดยาก  นอกจากนี้
ระดับความคลาดเคลื่อนของขอมูลที่ไดจากการวัดรูปแบบการสั่นไหวมีผลทําใหเกิดกลุมของคําตอบที่กระจายตัว
อีกดวย Hjelmstad (1996) เสนอวิธีการกําหนดคาพารามิเตอรเริ่มตนแบบสุม (random starting point scheme) 
สําหรับปญหาที่สมการเปาหมายใหจํานวนคําตอบมากกวาหนึ่ง  วิธีนี้ชวยใหสามารถหาคําตอบที่ไมเปนเอกภาพ
ไดถามีการกําหนดจํานวนคาพารามิเตอรเริ่มตนใหมีจํานวนมากเพียงพอ  ในกรณีที่ขอมูลไมมีความคลาดเคลื่อน 
Hjelmstad เสนอวาคําตอบที่แทจริงที่รวมอยูกับคําตอบอื่นๆจะสามารถหาไดโดยพิจารณา อัตราสวนของจํานวน
คาพารามิเตอรเริ่มตนที่ลูเขาหาคําตอบที่แทจริงตอจํานวนพารามิเตอรเริ่มตนทั้งหมด  และคาของสมการเปาหมาย  
สําหรับคําตอบที่แทจริงนั้นจะใหอัตราสวนของจํานวนคาพารามิเตอรเริ่มตนที่ลูเขาหาคําตอบที่แทจริงตอจํานวน
คาพารามิเตอรเริ่มตนทั้งหมดสูงที่สุด  และมีคาของสมการเปาหมายต่ําที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับคําตอบอื่น 

 
เพื่อแกปญหาที่เกิดจากการที่ขอมูลรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรีของ

โครงสรางและขอมูลรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดมีความคลาดเคลื่อน Pothisiri และ Vatcharathanyakorn 
(2002) เสนอวิธีการประมาณคาพารามิเตอรจากรูปแบบการสั่นไหวของโครงสรางโดยใชวิธีเรกูลารไรเซชัน
รวมกับวิธีกําลังสองนอยสุดของฟงกชันคาผิดพลาด  ซึ่งทําการเพิ่มฟงกชันเรกูลารไรเซชันเขาไปในสมการ
เปาหมายเพื่อทําหนาที่ปรับคาพารามิเตอรคําตอบไมใหลูออกจากคาพารามิเตอรคําตอบที่แทจริง สงผลใหสามารถ
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ลดปญหาความไมมีเอกภาพของคาพารามิเตอรคําตอบได  นอกจากนี้ยังพบวาการเลือกคาสัมประสิทธิ์เรกูลาร    
ไรเซชันอยางเหมาะสมยังสามารถลดความไหวตัวของคาพารามิเตอรคําตอบตอระดับความคลาดเคลื่อนของ
ขอมูลที่วัดได   
 
 
1.2.2  งานวิจัยเก่ียวกับการประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 
 Cornelius Lanczos และ Walter Arnoldi (1950) ไดนําเสนอวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ ซึ่งเปนวิธีที่อางอิงถึง
คุณสมบัติเชิงต้ังฉาก (orthogonalization) ของเวกเตอรเพื่อเปล่ียนเมตริกซสัมประสิทธิ์ใหอยูในรูปแบบของ
เมตริกซสามแถวหลัก (tridiagonal matrix)  โดยวิธีการดังกลาวถูกนํามาประยุกตใชในการแกปญหาระบบสมการ
เชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติสมมาตร  ซึ่งในทางทฤษฎีกลาววากระบวนการหาคําตอบของวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟจะสิ้นสุดเมื่อจํานวนรอบการคํานวณมีคาเทากับ  1n − เมื่อ  n  เปนมิติของระบบสมการเชิงเสน 
 
 อยางไรก็ตามไดมีผลงานวิจัยเกี่ยวกับการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟไปใชในการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสน  พบวาภายหลังจากการคํานวณในรอบที่ 1n −  คําตอบที่ไดมีความผิดพลาดคอนขางสูงเมื่อเทียบ
กับคําตอบที่แทจริงซึ่งไมสอดคลองกับทฤษฎี  ซึ่งตอมา Lanczos และคณะ (1952) ไดนําเสนอวิธีเกรเดียนตสังยุค 
(CG) ซึ่งพัฒนามาจากวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่มีลักษณะสมมาตรและเปนบวก
แนนอน   โดยทําการทดลองที่แสดงใหเห็นถึงการลูเขาของคําตอบที่ดีขึ้นเมื่อเทียบกับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ      
แตวิธีเกรเดียนตสังยุคยังไมสามารถแกปญหาในเรื่องของความถูกตองแมนยําของคําตอบจึงทําใหวิธีเกรเดียนตสัง
ยุคยังไมไดรับการยอมรับในชวง 20 ปแรก 
 
 Reid (1972) ไดนําเสนอถึงขอดีของวิธีเกรเดียนตสังยุคในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  ซึ่งผล
การวิเคราะหพบวาอัตราสวนระหวางคาลักษณะจําเพาะ (eigen value) ที่มากที่สุดและนอยที่สุดของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์เปนปจจัยสําคัญที่มีผลตอการลูเขาของคําตอบโดยวิธีเกรเดียนตสังยุค  โดยที่ระบบสมการเชิงเสนที่
เมตริกซสัมประสิทธิ์มีอัตราสวนดังกลาวคอนขางนอย  จะถือวาระบบสมการเชิงเสนมีสภาวะที่ดี (well condition) 
สงผลใหวิธีเกรเดียนตสังยุคมีอัตราการลูเขาของคําตอบที่สูง  ซึ่งจากงานวิจัยนี้ไดทําใหวิธีเกรเดียนตสังยุคกลับมา
มีบทบาทอีกครั้ง  และยังสงผลใหเกิดงานวิจัยเกี่ยวกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในอีกหลายแนวทาง  
ไดแกการขยายขอบเขตระบบสมการเชิงเสนใหคลอบคลุมระบบสมการที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ขาดคุณสมบัติ
สมมาตร หรือ ขาดคุณสมบัติความเปนบวกแนนอน รวมทั้งวิธีการปรับปรุงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของ
ระบบสมการเชิงเสน (precondition) ซึ่งสามารถชวยเพิ่มอัตราการลูเขาหาคําตอบ 
 
 การขยายขอบเขตของวิธีเกรเดียนตสังยุคไปสูระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติ
สมมาตรแตขาดคุณสมบัติความเปนบวกแนนอน (symmetric non-positive definite linear system) ไดถูก
พัฒนาขึ้น โดย Paige และ Saunders (1975) ซึ่งไดนําเสนอวิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) และวิธีเวกเตอรคงคาง
นอยที่สุด (MINRES)  ซึ่งมีพ้ืนฐานมาจากวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเชนเดียวกับวิธีเกรเดียนตสังยุค และ Freund 
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(1994) ไดนําเสนอวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR)  ซึ่งไดพัฒนามาจากวิธีเวกเตอรคงคาง
เสมือนนอยที่สุด (QMR) โดยอาศัยคุณสมบัติสมมาตรของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ซึ่งวิธีนี้สามารถเพิ่มอัตราการลู
เขาของคําตอบจากวิธี  MINRES และ SYMMLQ โดยใชหนวยเก็บขอมูลเทาเดิม 
 
 ในขณะเดียวกันไดมีผูทําการศึกษาวิธีการปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์เพื่อลด
อัตราสวนระหวางคาลักษณะจําเพาะที่มากที่สุดและนอยที่สุดของเมตริกซสัมประสิทธิ์  ซึ่งสงผลใหการหาคําตอบ
ของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีที่ไดรับการพัฒนาจากวิธีปริภูมิยอยไครโลฟมีอัตราการลูเขาของคําตอบที่สูงขึ้น   
สําหรับงานวิจัยเกี่ยวกับการปรับปรุงสภาวะเมตริกซสัมประสิทธิ์  Jacobi (1845) ไดนําเสนอเมตริกซปรับสภาวะ
แบบจาโคบี (Jacobi  precondition  matrix) ซึ่งเปนเมตริกซแนวทแยงมุมและเปนสวนกลับของสมาชิกในแนว
ทแยงของเมตริกซสัมประสิทธิ์  เมตริกซปรับสภาวะโดยวิธีนี้งายในการคํานวณแตไมไดเปนเมตริกซปรับสภาวะ
ที่มีประสิทธิภาพดีเทาที่ควร  ตอมา  Meijerink และ Van der vorst (1977) ไดนําเสนอวิธีการปรับปรุงสภาวะ
เมตริกซสัมประสิทธิ์โดยใชวิธีแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณ (incomplete factorization 
precondition) ซึ่งมีความซับซอนในการคํานวณยิ่งขึ้นและถือไดวาเปนวิธีการปรับปรุงสภาวะเมตริกซที่มี
ประสิทธิภาพที่ดีกวาวิธีเมตริกซปรับสภาวะแบบจาโคบี   และ  Ajiz และ Jenning (1984) ไดนําเสนอวิธีการปรับ
สภาวะของเมตริกซโดยใชวิธีแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ (incomplete cholesky factorization precondition) 
สําหรับปญหาไฟไนตเอลิเมนต  (finite element) ของโครงสรางในทางวิศวกรรมโดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของ
ระบบสมการเชิงเสนมีลักษณะสมมาตรและมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน 
  
 สําหรับงานวิจัยนี้เปนการนําวิธี CG  SYMMLQ MINRES และ SQMR ซึ่งตางมีรากฐานจากวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟมาประยุกตใชในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอร
ของโครงสราง  เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนในกรณีที่สามารถ
ใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรีของโครงสราง   ในทางกลับกันเมตริกซสัมประสิทธิ์
ของระบบสมการเชิงเสนจะขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนในกรณีที่ไมสามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวได
ครบทุกระดับขั้นความเสรีของโครงสราง  การศึกษานี้ทําการเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของ
ระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟทั้งในเรื่องของเวลาที่ใชในการหาคําตอบและจํานวนของหนวย
เก็บขอมูล ในกรณีที่ระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนและกรณีที่ระบบสมการเชิงเสนขาด
คุณสมบัติเปนบวกแนนอน  รวมทั้งการใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบสมการเชิง
เสนเพื่อเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบ  โดยใชกรณีศึกษาแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติ และสรุปถึงความ
เหมาะสมของการประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง 
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1.3  วัตถุประสงคของการวิจัย 
 
1. เพื่อศึกษาและเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนระหวาง          

วิธีปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธี กับ วิธีแยกแบบแอลยู 
2. เพื่อศึกษาถึงความเหมาะสมในการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาใชในขั้นตอนของการประมาณ

คาพารามิเตอรของโครงสราง 
3. เปรียบเทียบประสิทธิภาพของการประมาณคาพารามิเตอรกอนและหลังการใชวิธีปริภูมิยอย      

ไครโลฟ  
 
 
1.4  ขอบเขตของการวิจัย 

 
งานวิจัยนี้เปนการศึกษาเปรียบเทียบประสิทธิภาพการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน ระหวาง

วิธีแยกแบบแอลยู และวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ เปนหลัก ดังนั้นจึงพยายามจํากัดผลกระทบในเรื่องตางๆ
ออกไป ไดแกความคลาดเคลื่อนของขอมูลเปนตน สงผลใหของเขตของงานวิจัยเปนตามที่แสดง 
 
1. โครงสรางที่พิจารณาเปนโครงขอหมุน 3 มิติ ที่มีจํานวนชิ้นสวนและระดับขั้นความเสรีตามที่

กําหนด และกําหนดใหคาพารามิเตอรของโครงสรางในแตละกลุมมีคาเทากัน 
2. พิจารณาเฉพาะการประมาณคาสติฟเนสพารามิเตอรเทานั้น  และถือวาทราบคามวลของโครงสราง 
3. แบบจําลองของโครงสรางที่พิจารณาสามารถวัดความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวไดครบ

ทุกโหมดของการสั่นแบบอิสระและถือวาไมมีความผิดพลาดของขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและ
รูปแบบการสั่นไหวในแตละโหมดที่ไดจากการวัด  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 2 
 

ทฤษฎีเบื้องตนเกี่ยวกับการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง 
 
 
 

2.1  ความนํา 
 
 เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงทฤษฎีที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากขอมูลความถี่
ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวที่ไดจากการทดสอบโครงสรางภายใตแรงพลวัตในแตละโหมดของการสั่นไหว 
ในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางนี้  สามารถอาศัยการหาคานอยที่สุดของสมการเปาหมายในรูปของ
กําลังสองของฟงกชันคาผิดพลาดระหวางรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาที่คํานวณไดกับรูปแบบการสั่นไหวที่ได
จากการวัด  ทฤษฎีเบื้องตนที่เกี่ยวของประกอบดวย  การสรางแบบจําลองโครงสรางภายใตการสั่นอิสระแบบไร
ความหนวง รวมกับการแกปญหาการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางที่เหมาะสมโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดรา
ติกโปรแกรมมิง (Recursive Quadratic Programming : RQP)  ซึ่งเปนการหาคาพารามิเตอรคําตอบที่ทําใหสมการ
เปาหมายมีคานอยที่สุด     โดยคาพารามิเตอรคําตอบอาจมีความไมเปนเอกภาพ (non-uniqueness) ในกรณีที่วัด
ขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรีของโครงสราง นอกจากนี้คาพารามิเตอรคําตอบยังอาจ
มีความไหวตัวเนื่องจากความคลาดเคลื่อนของขอมูลที่ใช  ซึ่งปญหาดังกลาวสามารถบรรเทาไดโดยใชวิธีเรกูลาร
ไรเซชัน (regularization) โดยการเพิ่มฟงกชันเรกูลารไรเซชันเขาไปในสมการเปาหมายเพื่อทําหนาที่ปรับ
คาพารามิเตอรของคําตอบไมใหลูออกจากเซตของคําตอบที่แทจริง 
 
 เนื้อหาในสวนตอมาจะกลาวถึงขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชในการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสราง  โดยแสดงใหเห็นถึงเวลาที่ใชในการคํานวณในแตละขั้นตอนของโปรแกรม  
รวมทั้งช้ีใหเห็นถึงขั้นตอนที่สามารถปรับปรุงประสิทธิภาพในดานเวลาที่ใชในการคํานวณ  เพื่อใหโปรแกรม
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิงโหมดมีศักยภาพในการประมาณคาพารามิเตอรของ
โครงสรางที่มีระดับขั้นความเสรีหรือจํานวนพารามิเตอรเพิ่มมากขึ้น 
 
 
2.2  การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคา 
 
 สมการประมาณคาพารามิเตอรในรูปของกําลังสองนอยที่สุดของฟงกชันคาผิดพลาด ระหวางเวกเตอร
รูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากการคํานวณ และเวกเตอรรูปแบบการสั่นไหวที่ไดจากการวัด ณ ตําแหนงของ
ระดับขั้นความเสรีที่ทําการวัดขอมูล  สามารถแสดงไดในสมการที่ (2.2.1)  
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Minimize
X

  2

1

1( ) ( )
2

nlc

E i i
i

J δ
=

= ∑x e x  

  subject   to   ( ) ≤c x 0     (2.2.1) 
 
โดยที่        iδ      คือ    ตัวคูณน้ําหนักสําหรับโหมดที่ i  ซึ่งใชบอกความสําคัญของแตละโหมด 
               nlc    คือ    จํานวนโหมดที่ทําการวัดขอมูลความถี่ธรรมชาติ และรูปแบบการสั่นไหว   
          ( )ie x    คือ   ยูคลิเดียนนอรมของเวกเตอรคาผิดพลาด 
              ( )c x   คือ    เวกเตอรของอสมการขอบเขตของคาพารามิเตอร x  
 

 ในสมการที่ (2.2.1) เทอม ( )ie x ซึ่งเปนเวกเตอรคาผิดพลาดสําหรับการสั่นอิสระแบบไรความหนวง ณ 
ตําแหนงของระดับขั้นความเสรีที่ทําการวัดขอมูลสําหรับโหมดที่ i  สามารถเขียนในรูป 
 
                    ( )ie x  =   ˆ ˆ ( )c

i i−φ φ x      (2.2.2) 
 

 เมื่อ ˆ iφ  คือรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดขอมูลในโหมดที่ i  และ ˆ ciφ คือรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทา
ที่ไดจากการคํานวณ (สุวิทย 2545) 
 
                  ˆ ( )c

iφ x  =   1( )i i
−B x f      (2.2.3) 

 
โดยที่  ( ) ( )i iλ= −B x K x M   คือสติฟเนสเมตริกซแปลงของโครงสราง ที่มีความสัมพันธของ  

สติฟเนสเมตริกซของโครงสราง ( )K x  เมตริกซมวลของโครงสรางที่สอดคลองกับระดับขั้นความเสรีที่ไมไดวัด
ขอมูล M   และคาความถี่ธรรมชาติในโหมดที่ i  iλ    

 
ในขณะที่ ˆ ˆi i iλ=f Mφ  คือเวกเตอรแรงลัพธที่มีความสัมพันธของคาความถี่ธรรมชาติในโหมดที่ i iλ  

เมตริกซมวลของโครงสรางที่สอดคลองกับระดับขั้นความเสรีที่วัดขอมูล M̂  และเวกเตอรรูปแบบการสั่นไหวที่
ทําการวัดขอมูลในโหมดที่ i  ˆ iφ   

 
สมการที่ (2.2.1) สามารถพิจารณาจัดเรียงเวกเตอรรูปแบบการสั่นไหวของแตละโหมดใหอยูในสดมภ

เดียวกัน  ดังแสดงในสมการขางลางนี้ 
 

                ( )EJ x  =    21 ˆ ˆ ( )
2

c−ψ ψ x     (2.2.4) 
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 โดยที่ 

1 1

2 2

ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
m mN N

δ

δ

δ

 
 
 

=  
 
 
 

φ

φ
ψ

φ

 และ 

1 1

2 2

ˆ

ˆ
ˆ ( )

ˆ
m m

c

c
c

c
N N

δ

δ

δ

 
 
 

=  
 
 
 

φ

φ
ψ x

φ

 

 
 จากปญหาเรื่องขอจํากัดในการเก็บขอมูลกลาวคือไมสามารถวัดคารูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับ
ขั้นความเสรีและจํานวนโหมดทําใหการประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีกําลังสองนอยที่สุดของฟงกชันคาผิดพลาด
ไดคาพารามิเตอรคําตอบที่ขาดความเปนเอกภาพและมีความไหวตัวสูงตอระดับความคลาดเคลื่อนของขอมูล (Lee 
และคณะ 1999) 
  
 ปญหาดังกลาวสามารถบรรเทาไดโดยอาศัยวิธีเรกูลารไรเซชัน  ในวิธีนี้ฟงกชันเรกูลารไรเซชันจะทํา
หนาที่ปรับคาพารามิเตอรคําตอบมิใหลูออกจากเซตคําตอบที่แทจริง  ฟงกชันเรกูลารไรเซชันสามารถนิยามได
ดังนี้ 
 

           ( )RJ x  =    221
2
α x      (2.2.5) 

 
โดยที่        α      =    สัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชัน 
              x    =    ยูคลิดนอรมของคาพารามิเตอรคําตอบ 
 
Pothisiri และ Vatcharatanyakorn (2002) เสนอวิธีการหาคาสัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันโดยวิธีคาซิงกู

ลารมากที่สุดแปรผันได (Variable Maximum Singular Value : VMSV) ซึ่งอาศัยการแยกสวนแบบซิงกูลาร 

(singular value decomposition) ของเมตริกซความไหวตัว ( )c
∧

≡ ∇S ψ x  โดยที่ ∇  คือเกรเดียนตโอเปอเรเตอร 
(gradient operator) เทียบกับพารามิเตอร x  สัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันโดยวิธี VMSV คํานวณไดดังนี้ 

 
                           VMSVα  =    σ max    (2.2.6) 

 
โดยที่     VMSVα    คือ    สัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันโดยวิธีคาซิงกูลารมากที่สุดแปรผันได 
             σ max  คือ   คาซิงกูลารมากที่สุดของเมตริกซความไหวตัว  ดวยวิธีการแยกสวนแบบ         

ซิงกูลาร 
 
 เมื่อเพิ่มฟงกชันเรกูลารไรเซชันตามสมการที่ (2.2.5) ในสมการเปาหมายที่ (2.2.1) จะไดสมการดังนี้ 
  
   ( )J x  =    ( ) ( )E RJ J+x x  
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   ( )J x  =    21 ˆ ˆ ( )
2

c−ψ ψ x  + 221
2
α x    (2.2.7) 

 
   ฟงกชันเรกูลารไรเซชันจะตองไมมีคามากเกินไปจนทําใหสมการเปาหมายมีผลของฟงกชันเรกูลาร   
ไรเซชันมากกวาผลของฟงกชันคาผิดพลาด   
         

           222 1 ˆ ˆ ( )
2

cα ≤ −x ψ ψ x     (2.2.8) 
  
ในอสมการดังกลาวผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชัน จะตองนอยกวาหรือเทากับ ผลของฟงกชันคาผิดพลาดเสมอ  
ดังนั้นในแตละรอบการคํานวณหากผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชันมากกวาผลของฟงกชันคาผิดพลาด  จะตองทํา
การปรับคาสัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันลงตามสมการ 
 
                   1kα +  =    kγα       (2.2.9) 
 
 โดยที่  k   คือดัชนีบอกลําดับที่ของรอบการคํานวณ การแกปญหาคานอยที่สุดของสมการเปาหมาย 
(2.2.7)  เริ่มจากการสุมคาพารามิเตอรเริ่มตนภายใตเงื่อนไขของอสมการขอบเขต ( )c x จากนั้นจึงหาขนาดและ
ทิศทางของเวกเตอรที่เหมาะสมในการปรับคาพารามิเตอร  โดยคาพารามิเตอรใหมควรทําใหสมการเปาหมายมีคา
นอยลง  จนสุดทายคาพารามิเตอรคําตอบที่ตองการควรทําใหสมการเปาหมายมีคานอยที่สุด  คาพารามิเตอรใน  
แตละรอบของการคํานวณหาไดจากสมการ 
 
                       1k+x  =   k k kβ+x d      (2.2.10) 

   
โดยที่        kβ      คือ    คาปรับขนาด (step length) ในรอบการคํานวณที่ k 
                 kd    คือ   เวกเตอรปรับทิศทาง (search direction) ในรอบการคํานวณที่ k 

 
 การหาคาพารามิเตอรในรอบถัดไปของการคํานวณตามสมการที่(2.2.10) สามารถใชวิธี                            
รีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง (Recursive Quadratic Programming) ซึ่งประมาณคาเวกเตอรปรับทิศทาง kd           
ที่เหมาะสมจากการแกปญหายอยแบบควอดราติก (quadratic subproblem) ดังแสดงในสมการขางลางนี้  
 

  Minimize
kd

       T 2 T1 ( ) ( )
2

k k
k k k k kJ J∇ +∇d x d x d  

  subject   to  T( ) ( )k k k+∇ ≤c x c x d 0    (2.2.11) 
  
 เวกเตอรเกรเดียนตและเมตริกซเฮชเชียน (Hessian matrix) ของสมการเปาหมายสามารถคํานวณไดดังนี้ 
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    ( )kJ∇ x    =     kG  =    T 2( ) ( )k k k kα∇ +e x e x x    (2.2.12) 
  2 ( )kJ∇ x    =     kH  =    T 2 2( ) ( ) ( ) ( )k k k k kα∇ ∇ +∇ +e x e x e x e x I  (2.2.13) 
 
เมตริกซเฮชเชียนในสมการที่ (2.2.13) ตองการอนุพันธอันดับสองของฟงกชันคาผิดพลาดซึ่งยากตอการ

คํานวณ  อีกทั้งเมตริกซผลลัพธอาจขาดคุณสมบัติเปนบวกแนนอน (positive definite)  ดังนั้นเพื่อหลีกเลี่ยงปญหา
ดังกลาวจึงใชการประมาณดวยวิธี เกาซ-นิวตัน (Banan และ Hjelmstad 1993)  ตามสมการ 

   
                               kH  ≈     T 2( ) ( )k k kα∇ ∇ +e x e x I    (2.2.14) 
 

  
และสมการที่ (2.2.11) จะสามารถลดรูปไดเปน 
 

  Minimize
kd

       T 2 T T1 1
2 2k k k k k k k k k kα  + + −  

d H d G d d d d x  

  subject to  T( ) ( ) 0k k k+∇ ≤c x c x d    (2.2.15) 
 
สําหรับคาปรับขนาด kβ  ที่เหมาะสมในรอบการคํานวณที่ k   สามารถหาไดจากการแกปญหาคานอย

ที่สุดของสมการเปาหมายในหนึ่งมิติ 
 

Minimize
kβ

    ( )k k kJ β+x d     (2.2.16) 

 
 การคํานวณหาคาพารามิเตอรคําตอบโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกประกอบดวยขั้นตอนวิธีดังแสดงในรูป
ที่ 2.2.1 
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รูปที่ 2.2.1 การคํานวณหาคาพารามิเตอรคําตอบโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 
 
 
2.3  เงื่อนไขในการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบ  
 
 วิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง  ซึ่งมีสมการเปาหมายในรูปกําลังสองนอยที่สุดของ
ฟงกชันคาผิดพลาด   โดยการใชรี เคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงซึ่งเปนการคํานวณซ้ําเพื่อปรับปรุง
คาพารามิเตอรที่เหมาะสมยิ่งขึ้นในรอบการคํานวณถัดไป  และจะหยุดการคํานวณซ้ําเมื่อเกิดการลูเขาของ
คาพารามิเตอรสูคําตอบที่เหมาะสม  การตรวจสอบการลูเขาของคําตอบใชการพิจารณาเกณฑตางๆดังตอไปนี้ 
 
        kJ  <     Jη       (2.3.1) 
    kJ∇  <     Jη∇      (2.3.2) 
     kd  <     dη       (2.3.3) 

    
k

∆x
x

 <     xη       (2.3.4) 

 
 โดยที่ kJ  และ kJ∇  คือ สมการเปาหมายและเกรเดียนตของสมการเปาหมายในรอบการคํานวณที่ k  
สวน ∆x  คือ  ผลตางของคาพารามิเตอรในรอบการคํานวณปจจุบัน ( k ) กับรอบการคํานวณที่ ผานมา ( k-1 ) 

เริ่มตน 

คํานวณเวกเตอรทิศทาง kd  
(quadratic subproblem) 

คํานวณคาปรับขนาด kβ  
(Golden section method) 

ปรับปรุงคําตอบ 

1k k k kβ+ = +x x d  

พิจารณาการลูเขา 
ของคําตอบ สิ้นสุด 

ใช ไมใช 

k  =  k+1 

k  =  0 
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ในขณะที่  Jη   Jη∇   dη  และ  xη  คือ คาความคลาดเคลื่อนยินยอมของ kJ   kJ∇   kd   และ k

k

∆x
x

  

ตามลําดับ 
  
 การกําหนดคาความคลาดเคลื่อนยินยอมในสมการที่ (2.3.1) ถึง (2.3.4)  มีความสําคัญอยางยิ่งใน
กระบวนการหาคาพารามิเตอรคําตอบที่เหมาะสม  ซึ่งหากกําหนดคาเหลานี้นอยเกินไปอาจทําใหไมสามารถหยุด
การคํานวณซ้ําไดหรือใชเวลานานมากเกินไปในการหยุดการคํานวณ  ในทางกลับกันหากกําหนดคาขอบเขตที่
ยอมใหมากเกินไปจะทําใหคาพารามิเตอรคําตอบที่ไดมีความผิดพลาดสูง การศึกษานี้ใชคาขอบเขตที่ยอมให ดัง
แสดงในตารางที่ 2.3.1  เปนเกณฑในการตรวจสอบการลูเขาของคําตอบ (Vatcharatanyakorn , 2002) 
  

ตารางที่ 2.3.1  แสดงคาความคลาดเคลือ่นยินยอมสําหรับแตละเกณฑในการตรวจสอบการลูเขาของคําตอบ 
 

เกณฑการลูเขา คาความคลาดเคลื่อนยินยอม 
Jη  10-14 

Jη∇  10-15 
dη  10-15 
xη  10-15 

 
 
 
2.4  ขั้นตอนวิธีสําหรับการประมาณคาพารามิเตอร 
 

วิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลการตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคา โดยการใช            
รีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง ดังที่ไดกลาวไวขางตน  สามารถนํามาเขียนเปนขั้นตอนไดดังนี้ 
 
ก.  กระบวนการเริ่มตน 

ก.1 เก็บขอมูลกําลังสองของความถี่ธรรมชาติ λ  และ รูปแบบการสั่นไหวที่สอดคลองกับความถี่
ธรรมชาติ  ในแตละโหมด  φ̂   จากการทดสอบภายใตการสั่นแบบอิสระ 

ก.2 กําหนดคาพารามิเตอรเริ่มตน  0x  และกําหนดคาดัชนี 0k =  
ก.3 จากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตภายใตการสั่นอิสระแบบไรความหนวง สามารถหารูปแบบการ

สั่นไหวเทียบเทาจากการคํานวณ 0ˆ ( )cφ x   
ก.4 คํานวณเวกเตอรคาผิดพลาด  0( )e x  ของรูปแบบการสั่นไหวที่วัดได กับรูปแบบการสั่นไหว

เทียบเทาจากการคํานวณ ตามสมการที่ (2.2.2) 
ก.5 คํานวณเมตริกซความไหวตัว 0S  และใชวิธีการแยกสวนแบบซิงกูลาร  เพื่อหาคาสัมประสิทธิ์  

เรกูลารไรเซชัน 0α σ= max  โดยวิธี  VMSV พรอมทั้งปรับคาสัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันอยาง
เหมาะสมตามขั้นตอนของสมการที่ (2.2.8) และ (2.2.9) 
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ก.6 คํานวณสมการเปาหมาย 0( )J x เกรเดียนตของสมการเปาหมาย 0( )J∇ x  และเมตริกซ       
เฮชเชียน oH   ที่มีผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชัน ตามสมการที่ (2.2.7) (2.2.12) และ (2.2.14) 
ตามลําดับ 

ก.7 คํานวณเวกเตอรปรับทิศทางที่เหมาะสม  0k =d d  จากการแกปญหายอยแบบควอดราติกตาม
สมการที่  (2.2.15) 

 
ข.  ตรวจสอบการลูเขาของคําตอบในรอบการคํานวณเริ่มตน 
 ถา 0( ) JJ η<x  หรือ  0( ) JJ η∇∇ <x  หรือ  0 dη<d  ตามสมการที่ (2.3.1) ถึง (2.3.3) ใหหยุด
การคํานวณในรอบถัดไป และ 0x  จะเปนคาพารามิเตอรคําตอบ 
  
ค.  กระบวนการหาคาพารามิเตอรคําตอบดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 

ค.1 คํานวณคาที่เพิ่มขึ้นในแตละรอบของการคํานวณ kβ  จากการแกปญหาคานอยที่สุดของสมการ
เปาหมายในหนึ่งมิติ จากสมการที่ (2.2.12) 

ค.2 ปรับคาพารามิเตอรในรอบการคํานวณถัดไป  1k k k kβ+ = +x x d  
ค.3 สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตภายใตการสั่นอิสระแบบไรความหนวงโดยใชคาพารามิเตอร

ในรอบการคํานวณปจจุบัน  และคํานวณรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากการคํานวณ 
1ˆ ( )c

k+φ x  ซึ่งเปนฟงกชันของคาพารามิเตอรคําตอบ 1k+x  
ค.4 คํานวณเวกเตอรคาผิดพลาด 1( )k+e x  ตามสมการที่ (2.2.2) 
ค.5 คํานวณเมตริกซความไหวตัว  1k+S  และใช วิธีการแยกสวนแบบซิงกูลาร   เพื่อหาคา

สัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชัน 1kα σ+ = max   โดยวิธี VMSV พรอมทั้งปรับคาสัมประสิทธิ์        
เรกูลารไรเซชันอยางเหมาะสมตามขั้นตอนของสมการที่ (2.2.8) และ (2.2.9) 

ค.6 คํานวณสมการเปาหมาย 1( )kJ +x เกรเดียนตของสมการเปาหมาย 1( )kJ +∇ x  และเมตริกซ 
เฮชเชียน 1k+H   ที่มีผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชัน ตามสมการที่ (2.2.7) (2.2.12) และ (2.2.14) 
ตามลําดับ 

ค.7 ตรวจสอบการลูเขาของคําตอบ 

 ถา 1( )k JJ η+ <x  หรือ  1( )k JJ η+ ∇∇ <x  หรือ  1k dη+ <d  หรือ 
1

x
k

η
+

∆
<

x
x

ตาม

สมการที่ (2.3.1) ถึง (2.3.4) ใหหยุดการคํานวณในรอบถัดไป และ 1k+x  จะเปนคาพารามิเตอร
คําตอบ 

ค.8 คํานวณเวกเตอรปรับทิศทางที่เหมาะสม  1k+d  จากการแกปญหายอยแบบควอดราติกตาม
สมการที่  (2.2.15) 

ค.9  กําหนดใหคาดัชนี 1k k= +  และยอนกลับไปในขั้นตอนที่ ค.1 
 
 จากขั้นตอนวิธีดังกลาวขางตนสามารถเขียนใหอยูในรูปของแผนภาพดังแสดงในรูปที่ 2.4.1 
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กําหนด k = 0          
 

คํานวณ 
 

   
 maxoα σ=  

                
 new kα γα=

  คํานวณ 

                
 ( )o jJ η≤x or ( )o JJ η∇∇ <x

or o dη<d

คํานวณ  

 
 

k newα α=
2

1 maxkα σ+ =

2 22
1 1 1

1
( )

nmd

k k i i k
i

α δ+ + +
=

> ∑x e x
1new kα γα +=

           
2

1 1 1( ), ( ), ( )k k kJ J J+ + +∇ ∇x x x
1( )k jJ η+ ≤x or 1( )k JJ η+ ∇∇ <x or

1k dη+ <d or 1/ k xη+∆ <x x

 

(ก.1) (ก.2)(ก.3)

k o=x x
ˆ,λ φ

( )oK x

(ก.4) 

( )oe x

(ก.5) 

k o=d d

(ข) 
(ก.7) 

(ก.6)

(ค.3) 

2 22
0 0

1

( )
nmd

o i i
i

α δ
=

>∑x e x

0( ), ( ),o oJ J∇x x H

kβ (ค.1) 

1k k k kβ+ = +x x d

(ค.2) 

(ก.1) 

1( )k+e x(ค.4)   

(ค.5)   

(ค.6)   

(ค.7)  

(ค.8)  k+1d

(ค.9)  k = k +1

รูปที่ 2.4.1 แผนภาพแสดงขั้นตอนวิธกีารประมาณคาพารามิเตอรจากผลตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคาโดยใชวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง (สุวิทย  2545) 

สรางสติฟเนสเมตริกซ 

oS
คํานวณ    

 
คํานวณ 
SVD 

   
 
ˆ,λ φ

 

( )oK x
สรางสติฟเนสเมตริกซ 

   
oS

คํานวณ 
SVD 
คํานวณ 

ขอมูลความถี่ธรรมชาติ 
และรูปแบบการสั่นไหว 

เงื่อนไขการลูเขาของคําตอบ 1 

คํานวณ 

ขอมูลความถี่ธรรมชาติ 
และรูปแบบการสั่นไหว 

คํานวณ 
เงื่อนไขการลูเขาของคําตอบ 2 

คํานวณ 

ใช 

ไมใช 

ไมใช 

ใช 

ใช 

ไมใช 

ใช 

ไมใช 

สิ้นสุด 
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Z

Y

X

1.00 m
1.00 m

1.00 m
1.00 m

1.00 m

1.00 m
1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

2.5  การปรับปรุงประสิทธิภาพของการประมาณคาพารามิเตอรในกรณีศึกษาโครงขอหมุน 3 มิติ 
 
 งานวิจัยนี้เปนการศึกษาแนวทางการปรับปรุงประสิทธิภาพการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใช
ในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง   โดยพิจารณาในประเด็นของเวลาที่ใชคํานวณในขั้นตอนของการ
ประมาณคาพารามิเตอร  พรอมทั้งช้ีใหเห็นถึงขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอรที่ขาดประสิทธิภาพ และ
เสนอแนวทางในการปรับปรุงประสิทธิภาพในขั้นตอนดังกลาว  เพื่อทําใหโปรแกรมที่ใชในการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสรางมีประสิทธิภาพดีขึ้นทางดานเวลาในการคํานวณซึ่งจะมีผลอยางเห็นไดชัดในการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางที่มีขนาดใหญและมีความซับซอน 
 
 เพื่อใหเห็นภาพชัดเจนในการศึกษาถึงเวลาที่ใชในการคํานวณในแตละขั้นตอนของโปรแกรมการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง  จะทําการศึกษาแบบจําลองโครงขอหมุนในสามมิติที่มีขนาดความกวางใน
แนวแกน x เทากับ 5 เมตร ความสูงในแนวแกน y เทากับ 7 เมตร และความลึกในแนวแกน z เทากับ 3 เมตร       
ดังแสดงในรูปที่ 2.5.1 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.5.1  แบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่ใชในการศึกษา 
 
 
 การศึกษาประสิทธิภาพการทํางานของโปรแกรมการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางนี้ใชวิธีการ
จําลองขอมูลความถี่ธรรมชาติและรูปแบบของการสั่นไหว โดยกําหนดใหสามารถวัดขอมูลความถี่ธรรมชาติได
ครบทุกโหมดรวมทั้งสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดทุกระดับขั้นความเสรีของแบบจําลองโครงสราง   ดังนั้น
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คําตอบที่ไดจึงมีความเปนเอกภาพและคาพารามิเตอรคําตอบที่ไดจะตรงกับคาพารามิเตอรเริ่มตนที่ไดกําหนดไว  
การสรางแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่ใชในการศึกษาดังกลาวมีประเด็นสําคัญที่ควรกลาวถึงดังนี้ 
  

2.5.1  สติฟเนสพารามิเตอรของชิ้นสวนโครงขอหมุน 3 มิติ 
  
 ระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนโครงขอหมุนใน 3 มิติในระบบพิกัดรวม (global coordinate) สามารถ
แสดงไดในรูปที่  2.5.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.5.2  ระดับขั้นความเสรีในระบบพิกัดรวมของชิ้นสวนโครงขอหมุน 3 มิติ 
 

  
 จากรูปที่ 2.5.2 พบวาช้ินสวนโครงขอหมุน 3 มิติมีระดับขั้นความเสรี 6 คาในระบบพิกัดรวม เสนประ 
ในรูปแสดงระบบแกนพิกัดของชิ้นสวน (local  coordinate) โดยสติฟเนสเมตริกซของชิ้นสวนโครงขอหมุน 3 มิติ
ในระบบพิกัดรวมสามารถเขียนไดดังนี้ 
 
 

 K  = 

2
1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2

2
1 1 1 1 2 1 2 1 2

2
1 1 2 1 2 1 2

2
2 2 2 2 2

2
2 2 2

2
2

l l m l n l l l m l n
m m n m l m m m n

n n l n m n nEA
L l l m l n

Sym m m n
n

 − − −
 − − − 
 − − −
 
 
 
 
  

 (2.5.1) 

   
 

ในสมการที่ (2.5.1) 1l  1m  และ 1n  คือโคไซนแสดงทิศทาง (direction cosine) ระหวางแกนพิกัดของ
ช้ินสวนกับแกนพิกัดรวมที่ 1 2 และ 3 ตามลําดับ  สวน 2l  2m  และ 2n  คือโคไซนทิศทางระหวางแกนพิกัดของ
ช้ินสวนกับแกนพิกัดรวมที่ 4  5 และ 6 ตามลําดับ    คาสติฟเนสพารามิเตอรของโครงสรางที่ตองการศึกษาอยูใน

1 2 3 4 5 6

1
2
3
4
5
6

1

2

3

5

4

6

1l

1m
1n

2l

2m

2n

L

EA
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รูปของผลคูณระหวางโมดูลัสยืดหยุนและพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวน EA   โดยที่ E  คือโมดูลัสยืดหยุน (Modulus 
of elasticity) A  คือพ้ืนที่หนาตัด  และ L  เปนความยาวของชิ้นสวน   ดังนั้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน 1 ช้ิน
จะมีพารามิเตอรที่ตองทําการประมาณอยูเพียง 1 คา  คือคาสติฟเนสพารามิเตอร ( EA ) ในแนวแกนของโครง      
ขอหมุน  
 
 2.5.2  การจัดกลุมของสติฟเนสพารามิเตอรในโครงสราง 
   
 เนื่องจากแบบจําลองโครงสรางที่ทําการศึกษามีขนาดใหญ และมีจํานวนชิ้นสวนมาก  ดังนั้นจึงทําการ
จัดกลุมของชิ้นสวนโครงสรางที่มีสติฟเนสพารามิเตอรคาเดียวกัน ซึ่งสามารถแสดงไดในรูปที่ 2.5.3 

 
 
 
 
 
  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) ช้ินสวนทั้งหมดในแบบจําลองโครงสรางแตละช้ัน 

(ข) ช้ินสวน กลุมที่  1 (ค) ช้ินสวน กลุมที่ 2 

(ง) ช้ินสวน กลุมที่ 3 (จ) ช้ินสวน กลุมที่ 4 

(ช) ช้ินสวน กลุมที่ 6 (ฉ) ช้ินสวน กลุมที่ 5 

รูปที่ 2.5.3 การแบงกลุมของสติฟเนสพารามิเตอรในแบบจําลองโครงสรางทดสอบแตละชั้น 
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จากรูปที่ 2.5.3 (ข) ถึง (ช)  เสนทึบที่แสดงหมายถึงช้ินสวนของโครงสรางที่อยูในแตละกลุมที่พิจารณา  
ซึ่งพบวาในแตละช้ันแบบจําลองโครงขอหมุนจะมีสติฟเนสพารามิเตอรแยกไดเปน  6  กลุม เนื่องจากแบบจําลอง
โครงสรางที่พิจารณานี้มีจํานวน 7 ช้ัน  ดังนั้นจะมีจํานวนสติฟเนสพารามิเตอรที่พิจารณาอยู 42 กลุมหรือมี
คาพารามิเตอร EA  ที่ตองการประมาณคาทั้งสิ้น 42 คา  แตในกรณีศึกษาที่จะกลาวถึงตอไปนี้ไดกําหนดคา   
สติฟเนสพารามิเตอรทั้ง 42 กลุมใหมีคาเดียวกัน 

 
 แบบจําลองโครงขอหมุนในรูปที่ 2.5.1 มีขอมูลเบื้องตนดังนี้ 

 จํานวนของชิ้นสวน   =           805   ช้ินสวน  
  จํานวนจุดตอ   =           192   จุด 
  จํานวนระดับขั้นความเสรีทั้งหมด =           504   ระดับขั้น 
  จํานวนระดับขั้นความเสรีที่วัดขอมูล =           504   ระดับขั้น 
  จํานวนโหมดที่วัดขอมูล  =           504   โหมด 
  จํานวนกลุมของพารามิเตอร  =            42     กลุม 
  สติฟเนสพารามิเตอร (EA )  = 40,000,000   กิโลกรัม 
  น้ําหนักตอหนวยความยาว (M ) =            15      กิโลกรัม/เมตร 
  กําหนดคาสติฟเนสพารามิเตอรเริ่มตน = 39,500,000   กิโลกรัม 

โดยมีสภาพฐานรองรับทุกจุดของโครงสรางเปนแบบยึดหมุน (hinge)   
 

ช้ินสวนของแบบจําลองโครงขอหมุนมีอัตราสวน /EA M   =   2,666,666.667 เมตร  ซึ่งเปนคุณสมบัติ
ทางดานวัสดุที่ใกลเคียงกับเหล็กรูปพรรณมาตรฐาน  จากการทดลองใชโปรแกรมประมาณคาพารามิเตอรของ
โครงขอหมุนดังกลาว  พบวาเวลาที่ใชในการคํานวณ สําหรับแตละขั้นตอนที่สําคัญในการประมาณคาพารามิเตอร  
ดังแสดงในตารางที่  2.5.1  (ก) - (ค)   

 
ตารางที่ 2.5.1(ก)  เวลาที่ใชในกระบวนการเริ่มตน 

ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 
เวลาที่ใชในการคํานวณ 
ช่ัวโมง   :   นาที   :   วินาที 

1.  กําหนดคาพารามิเตอรคําตอบเริ่มตน 0x              0   :      0   :     0.000 
2.  คํานวณหารูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากพารามิเตอร
เริ่มตน 0ˆ ( )cφ x รวมทั้งคํานวณหา  0( )J x  , 0( )J∇ x  , 

0H  , 0S  และแยกสวนคาซิงกูลารของ 0S  
            0   :      1   :    16.343 

3.  คํานวณสัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชัน  0α  พรอมทั้งปรับ
คา 

            0   :      0   :     0.05 

4.  ปรับคา 0( )J x  , 0( )J∇ x  และ 0H  โดยเพิ่มผลของ
ฟงกชันเรกูลารไรเซชัน 

            0   :      0   :     0.48 

5.  คํานวณ  0d  จากปญหายอยควอดราติก             0   :      0   :     0.26 
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ตารางที่ 2.5.1(ข)  เวลาที่ใชในตรวจสอบการลูเขาของคําตอบในรอบของการคํานวณเริ่มตน 
 

 
 

ตารางที่ 2.5.1(ค) เวลาที่ใชในกระบวนการประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
   

ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 
เวลาที่ใชในการคํานวณ 
ช่ัวโมง   :   นาที   :   วินาที 

1.  ตรวจสอบเงื่อนไขการลูเขาของคําตอบ             0   :      0   :     0.00 

ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 
เวลาที่ใชในการคํานวณ 
ช่ัวโมง   :   นาที   :   วินาที 

1.  คํานวณหาขนาดที่เพิ่มขึ้นในแตละรอบของการ
คํานวณ kβ  จากปญหาคานอยสุดในหนึ่งมิติ             0   :    28   :   46.007 

2.  ปรับคาพารามิเตอรคําตอบ  1k k k kβ+ = +x x d              0   :      0   :     0.010 
3.  คํานวณหารูปแบบการสั่น 1ˆ ( )c

k+φ x รวมทั้ง
คํานวณหา  1( )kJ +x , 1( )kJ +∇ x  , 1k+H  , 1k+S  และ
แยกสวนคาซิงกูลารของ 1k+S  

            0   :      1   :   16.500 

4.  คํานวณสัมประสิทธิ์ เรกูลารไรเซชัน 1kα + พรอมทั้ง
ปรับคา 

            0   :      0   :     0.078 

5.  ปรับคา 1( )kJ +x  , 1( )kJ +∇ x  และ 1k+H  โดยเพิ่ม
ผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชัน 

            0   :      0   :     0.780 

6.  ตรวจสอบเงื่อนไขการลูเขาของคําตอบ             0   :      0   :     0.000 
7.  คํานวณ  1k+d  จากปญหายอยควอดราติก             0   :      0   :     0.220 
8.  รวมเวลาที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร             0   :    31   :   20.728 
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กระบวนการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางที่ทําการศึกษา โดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก 
โปรแกรมมิงดังที่ไดแสดงในตารางที่ 2.5.1 (ก) – (ค) จากการที่ไดกําหนดคาสติฟเนสพารามิเตอรเริ่มตนใหมีคา
ใกลเคียงกับสติฟเนสพารามิเตอรคําตอบ สงผลใหจํานวนรอบการคํานวณโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก โปรแกรม
มิงลูเขาหาคาพารามิเตอรคําตอบใน 2 รอบการคํานวณ โดยที่กระบวนการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง
ใชเวลาทั้งสิ้น 31 นาที 20.728 วินาที    

 
จากตารางสรุปเวลาที่ใชในการทํางานของโปรแกรมในขั้นตอนตางๆของการประมาณคาพารามิเตอร

ของโครงสรางที่ทําการศึกษา  พบวาขั้นตอนที่ใชเวลาในการคํานวณมากที่สุดคือขั้นตอนของการหาคาปรับขนาด
ในรอบการคํานวณที่ k  ( kβ )  ซึ่งไดมาจากการแกปญหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติโดยใชวิธีโกลเดนเซคชัน    
(Golden section)  ซึ่งวิธีนี้อาศัยการคํานวณหาคา kβ  ที่เหมาะสมที่ทําใหสมการเปาหมายมีคานอยที่สุด ขั้นตอน
วิธีในการหาขนาดที่เพิ่มขึ้นในแตละรอบของการคํานวณ kβ  โดยใชวิธีโกลเดนเซคชันสามารถแสดงในรูปที่ 
2.5.4 
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kx kd,
RQP.

xA xB xC

0B =
3B = xA

xC

x x x x(C - B ) > (B - A )

1B = xB

2B = x x xB + 0.38197(C - B )

1x = k 1B k+x d 2x = k 2B k+x d

1 2 2- <J J Jε

1J < 2J

kβ = 2B

kβ = 1B

1J < 2J

0B = 1B

1B = 2B

2B =
1 30.61803B 0.38197B+

1J =
2J

3B = 2B

2B = 1B

1B =
2 00.61803B 0.38197B+

2J =
1J

( , )n n kJ x x

ˆ n
cφ = 1 *( )fn

−*K x

1x = k 1B k+x d 2x
= k 2B k+x d

( )ne x = ˆ ˆ n
cφ -φ

nJ =
2 22

1

1 1( )
2 2

mN

i n k
i
δ α

=

+∑ e x x

1410ε −=

2B = xB

1B = x x xB - 0.38197(B - A )

1 1( , )kJ x x 2 2( , )kJ x x

1 1( , )kJ x x 2 2( , )kJ x x

เริ่มตน 

กําหนด 
จาก 

กําหนดคา 

ใช ไมใช 

คํานวณฟงกชัน คํานวณฟงกชัน 

ใช 

ไมใช 

ใช ไมใช 

ใช 

ไมใช 

สิ้นสุด 

คํานวณฟงกชัน คํานวณฟงกชัน 

ฟงกชัน 

รูปที่ 2.7.4  แผนภาพแสดงขั้นตอนของวิธีโกลเดนเซคชัน 
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2.6  บทสรุป 
 

จากขั้นตอนการทํางานของวิธีโกลเดนเซคชันดังที่ไดแสดงในรูปที่ 2.7.4  พบวาเริ่มจากการรับคา 
พารามิเตอรคําตอบ ( kx ) และ เวกเตอรทิศทางของคําตอบ ( kd ) จากการคํานวณรอบที่ k ในขั้นตอนของวิธี        
รีเคอรซีฟควอดราติก  ซึ่งทั้ง  kx  และ kd  ถูกกําหนดใหมีคาคงที่ในการคํานวณโดยวิธีโกลเดนเซคชัน   จากนั้น
รับคาของเขตของ kβ  ซึ่งก็คือ  Ax Bx  และ Cx  โดยที่ Ax Bx Cx< <  ในโปรแกรมคอมพิวเตอรได
กําหนดให 1Ax = −  0Bx =  และ  1Cx =   ซึ่งคาของ kβ  ที่ทําใหสมการเปาหมายมีคานอยที่สุดจะอยู
ในชวงขอบเขตดังกลาว   คาของ kβ  ที่เหมาะสมในแตละรอบของการคํานวณ ซึ่งก็คือ  1B  และ  2B  และ
จําเปนตองปรับคา 1B  และ 2B  ใหอยูในรูปของคาพารามิเตอร  1x  และ 2x  เพื่อที่จะไดไปใชหาสมการ
เปาหมาย 1( )J x  และ 2( )J x  ตามลําดับ   จากนั้นเขาสูการเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมาย 1( )J x  และ 

2( )J x  เพื่อนําไปสูการหาคา 1B  และ 2B  ที่เหมาะสมในรอบการคํานวณตอไป  และจะหยุดการคํานวณเมื่อ  
1 2

2

( ) ( )
( )

J J
J

ε
−

<
x x

x
 โดยที่  1410ε −=   คา kβ  ที่เหมาะสมจะเทากับ 1B  หรือ 2B  ขึ้นอยูกับคาของ 1( )J x  

และ 2( )J x  
 
 การหาคาของสมการเปาหมายในแตละรอบของการคํานวณจะเรียกใชฟงกชัน ( , )n n kJ x x  ซึ่ง
ประกอบดวยขั้นตอนตางๆที่ใชในการหาคาของสมการเปาหมาย ดังแสดงในรูปที่ 2.7.4  จากขั้นตอนดังกลาวนี้
พบวา  ขั้นตอนที่สํ าคัญและใช เวลาในการแกปญหามากที่สุดคือ  การหาคําตอบของสมการเชิง เสน  

1ˆ ( )c
i i n i= -φ B x f  เพื่อหาคาของรูปแบบการสั่นไหวจากการคํานวณ ซึ่งเปนขั้นตอนที่ไดแรเงาไวในรูปที่ 2.7.4   

เนื่องจากฟงกชัน ( , )n n kJ x x  ถูกเรียกใชเพื่อหาคาของสมการเปาหมายทุกรอบของการคํานวณจนกวาจะไดคา 
kβ  ที่เหมาะสม   ดังนั้นการหาคําตอบของระบบสมการจึงเกิดขึ้นทุกรอบในการคํานวณเชนกัน  และเมื่อระบบ

สมการมีขนาดใหญเนื่องจากระดับขั้นความเสรีของโครงสรางมีมากทําใหเวลาที่ใชในการหาคําตอบของระบบ
สมการมากขึ้น   ดังนั้นถาสามารถปรับปรุงวิธีการหาคําตอบของสมการเชิงเสนใหสามารถหาคําตอบไดโดยใช
เวลานอยลงในแตละรอบของการคํานวณ   ก็จะทําใหขั้นตอนของการคํานวณ kβ  โดยใชวิธีโกลเดนเซคชันใช
เวลาในการคํานวณนอยลง   ซึ่งสงผลใหเพิ่มประสิทธิภาพการทํางานของโปรแกรมประมาณคาพารามิเตอร 
 
 จากการศึกษาพบวาการหาคําตอบของระบบสมการเชิง เสนโดยใช วิธีปริ ภูมิยอยไครโลฟ               
(Krylov subspace method) ซึ่งเปนวิธีหน่ึงในวิธีการคํานวณซ้ํา (iterative method) มีความเปนเหมาะสมในทาง
ทฤษฎีที่จะนํามาประยุกตใชในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 1ˆ ( )c

i i n i= -φ B x f  แทนที่วิธีการหา
คําตอบโดยการใชวิธีแยกแบบแอลยู    ( LU-decomposition) เพื่อชวยปรับปรุงประสิทธิภาพดานเวลาในการ
คํานวณ  สําหรับรายละเอียดของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนจะไดกลาวถึงใน
บทตอไป 
 
 



บทที่ 3 
 

วิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 
 
 
 

3.1  ความนํา 
 
 เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงทฤษฎีเบื้องตนของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ (Krylov subspace method) ในการหา
คําตอบของระบบสมการเชิงเสนที่เกี่ยวของกับการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิง
โหมดในขั้นตอนของการหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติ  ซึ่งจากการศึกษาเบื้องตนพบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟมี
ประสิทธิภาพดานเวลาในการคํานวณและจํานวนหนวยเก็บขอมูลในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู  นอกจากนี้วิธีปริภูมิยอยไครโลฟยังสามารถเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบโดย
การใชเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตน (precondition matrix) กับเมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบสมการเชิงเสนสงผลให
ระยะเวลาในการคํานวณลดลง โดยที่จํานวนหนวยเก็บขอมูลเพิ่มขึ้นเพียงเล็กนอย  โดยทฤษฎีที่เกี่ยวของของวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟ และวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนที่เลือกใชในการศึกษานี้จะแสดงใหเห็นในรายละเอียดตอไป 
 
 
3.2  ทฤษฎีเบื้องตนของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 
 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟเปนวิธีการคํานวณซ้ํา (iterative method) ที่มีความเหมาะสมในการหาคําตอบของ
ระบบสมการเชิงเสน โดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติสมมาตร  พิจารณาระบบ
สมการเชิงเสนในรูปของ 
 
                                      Ax   =     b      (3.2.1) 
 
โดยที่        A      คือ   เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน 
                  b    คือ   เวกเตอรของระบบสมการเชิงเสน 

  x    คือ   เวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 
 
กําหนดใหเวกเตอรคงคาง (residual vector) ของระบบสมการเชิงเสนในรอบการคํานวณซ้ําที่ i  ของวิธี

ปริภูมิยอยไครโลฟเปนดังแสดงในสมการที่ (3.2.2) 
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                       ir   =     i−b Ax      (3.2.2) 
 
โดยที่        ir      คือ   เวกเตอรคงคางของระบบสมการเชิงเสนในรอบการคํานวณที่ i 
                 ix     คือ   เวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในรอบการคํานวณที่ i 

 
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ เริ่มจากการกําหนดเวกเตอรคําตอบ

เริ่มตน ( 0x ) ซึ่งจะทําใหไดเวกเตอรคงคางเริ่มตน ( 0r ) ของระบบสมการเชิงเสน  จากนั้นจะเขาสูกระบวนการ
คํานวณซ้ํา เพื่อคนหาเซตคําตอบของระบบสมการเชิงเสนที่ทําใหเวกเตอรคงคางมีคาลดลงในทุกรอบของการ
คํานวณซ้ํา  จนกระทั่งนอรมของเวกเตอรคงคางในรอบการคํานวณที่ i  ตอนอรมของเวกเตอรคงคางเริ่มตน 
( 0/ir r ) มีคานอยกวาเกณฑที่ยอมให จึงหยุดการคํานวณซ้ํา และเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณปจจุบัน 
( ix ) คือเวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  ซึ่งสามารถแสดงขั้นตอนการหาคําตอบของระบบสมการเชิง
เสนโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟไดในรูปที่ 3.2.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 3.2.1 แผนภาพแสดงการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 
 
ในขั้นตอนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ เวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสนจะถูกคํานวณในแตละรอบ

การคํานวณซ้ําโดยอาศัยเวกเตอรทิศทางและคาปรับขนาดที่เหมาะสม  โดยเวกเตอรคําตอบจะถูกเลือกให
เหมาะสมที่สุดสําหรับปริภูมิยอยของเวกเตอรทิศทางที่ไดถูกคํานวณมากอนหนาแลวทั้งหมด 

กําหนดคําตอบเริ่มตน  ox  

คํานวณเวกเตอรคงคาง  
i i= −r b Ax  

0i =  

กระบวนการหาคําตอบ 

ตรวจสอบการลูเขาของคําตอบ 

0/ir r  <  tol 

i  =  i+1 

สิ้นสุด 
ใช ไมใช 

เริ่มตน 

โดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
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                 0 ,j −Ax r d   =     0      ; { }0 1, ,..., jspan∀ ∈d p p p   (3.2.3) 
 

เมื่อ jx  คือเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่  j  ที่เหมาะสมที่สุดสําหรับปริภูมิยอยของเวกเตอรทิศทางกอน
หนา  โดยที่สมาชิกทุกตัวของ d  คือปริภูมิยอย ของเวกเตอรทิศทางตั้งแตรอบการคํานวณเริ่มตนจนถึงรอบการ
คํานวณที่  j   การคํานวณเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณถัดไป 1j+x  จะไดจากเวกเตอรทิศทาง jp  และ
คาปรับขนาดที่เหมาะสม jα  ดังแสดงในสมการที่ (3.2.4) 

 
                  1j+x   =     j j jα+x p        (3.2.4) 
 

สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่นํามาศึกษาในงานวิจัยนี้มีอยู 4 วิธี ไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุค (Conjugate 
Gradient : CG) วิธีแอลคิวสมมาตร (Symmetric LQ : SYMMLQ) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (Minimum 
Residual : MINRES) และวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (Symmetric-Quasi Minimum Residual : 
SQMR)  นอกเหนือจากนี้วิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบไดโดยใชวิธีการปรับ
สภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ซึ่งจะไดกลาวถึงในรายละเอียดตอไป 

 
 

3.3  การปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธ์ิ 
 

 ในระบบสมการเชิงเสนสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  พิจารณาไดจากตัวเลขบอกสภาวะ 
(condition number)  ซึ่งสามารถพิจารณาไดจากนอรมของเมตริกซ A  คูณกับนอรมของสวนกลับของเมตริกซ 
A  
 
                       κ   =     1. −A A        (3.3.1) 
 
เมื่อ κ คือตัวเลขบอกสภาวะสําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ที่ไมใชเมตริกซเอกฐาน (non-singular matrix)  
สําหรับระบบสมการเชิงเสนใดๆ  ตัวเลขบอกสภาวะจะแสดงถึงขอบเขตความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ   (relative 
error bound) ของคําตอบที่ไดจากระบบสมการเชิงเสน โดยตัวเลขบอกสภาวะที่มีคามากจะสงผลใหขอบเขตความ
คลาดเคลื่อนสัมพัทธของคําตอบกวางขึ้น ในทํานองเดียวกันตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอยก็จะสงผลใหขอบเขต
ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของคําตอบลดลง  ซึ่งกลาวไดวาตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบ
สมการเชิงเสนสงผลถึงระดับความคลาดเคลื่อนของคําตอบที่ไดกับคําตอบที่แทจริง  

 
นอกเหนือจากนี้พบวาตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบสมการเชิงเสนสงผลถึงอัตรา

การลูเขาของคําตอบโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  โดยระบบสมการเชิงเสนที่อยูในสภาวะที่ดี (well condition) จะมี
ตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอย และระบบสมการเชิงเสนที่อยูในสภาวะที่ไมดี (ill  condition) ตัวเลขบอกสภาวะ  
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จะมีคามาก  ดังนั้นการปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ใหมีสภาวะที่ดีขึ้นกอนการคํานวณ
โดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ จะสงผลใหใชจํานวนรอบในการคํานวณซ้ําลดลง ซึ่งจะสงผลใหเวลาที่ใชในคํานวณ
ลดลงตามไปดวย 

 
     Shewchuk (1994) ไดแสดงวิธีการปรับปรุงสภาวะของเมตริกซโดยการนําเมตริกซปรับสภาวะที่มี

คุณสมบัติสมมาตรและมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน  ซึ่งมีลักษณะคลายกับเมตริกซ A  แตสามารถหาเมตริกซ
สวนกลับ (inverse matrix) ไดงายกวา  มาปรับปรุงคุณสมบัติเริ่มตนของระบบสมการเชิงเสน 

 
                       1−M Ax      =     1−M b     (3.3.2) 

 
โดยที่ M  จากสมการที่ (3.3.2) คือเมตริกซปรับสภาวะ (precondition matrix) ของระบบสมการเชิงเสน เมตริกซ
ปรับสภาวะที่เหมาะสมจะทําใหตัวเลขบอกสภาวะของ 1−M A  มีคานอยกวาตัวเลขบอกสภาวะของ A  สงผล
ใหระบบสมการเชิงเสนจากสมการที่ (3.3.2) มีสภาวะที่ดีกวาในสมการที่ (3.2.1)  

 
จากคํากลาวที่วาเมตริกซปรับสภาวะที่ดีจะตองมีลักษณะใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ แตสามารถ

หาเมตริกซสวนกลับไดงายมีความขัดแยงกันเอง  กลาวคือถาเมตริกซปรับสภาวะที่มีลักษณะใกลเคียงกับเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ก็จะไมสามารถหาเมตริกซสวนกลับไดงาย ในทํานองเดียวกันถาเมตริกซปรับสภาวะที่เลือกใช
สามารถหาเมตริกซสวนกลับไดงายเมตริกซปรับสภาวะนั้นก็ไมนาจะมีลักษณะใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์  
ดังนั้นจึงพบวาไมสามารถที่จะหาเมตริกซปรับสภาวะใดๆ ที่เปนตัวแทนที่ดีของเมตริกซสัมประสิทธิ์และใน
ขณะเดียวกันก็สามารถหาเมตริกซสวนกลับไดงาย  การศึกษาถึงเมตริกซปรับสภาวะที่เหมาะสมของระบบสมการ
เชิงเสนยังเปนประเด็นที่ทําการศึกษาอยูในปจจุบัน 

 
Gene และ Cherles (1993) ไดนําเสนอวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี

ปรับสภาวะจาโคบี (Jacobi precondition) ซึ่งจะไดเมตริกซปรับสภาวะที่คํานวณงาย และใหอัตราการลูเขาของ
คําตอบเปนที่นาพอใจ   
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   (3.3.3) 

 
ในสมการที่ (3.3.3) คา 11 22, , , nna a a…  คือสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ซึ่งพบวา

เมตริกซปรับสภาวะแบบจาโคบีไดมาจากสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซสัมประสิทธิ์  สงผลใหเมตริกซปรับ
สภาวะจาโคบีคํานวณหาเมตริกซสวนกลับไดงายเนื่องจากมีสมาชิกในแนวทแยงเทานั้น 
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   (3.3.4) 

 
  
อยางไรก็ตามเมตริกซปรับสภาวะจาโคบีสามารถปรับปรุงใหมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนได โดยการ

ใชคาสัมบูรณกับสมาชิกในแนวทแยง ตามสมการที่ (3.3.5) 
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  (3.3.5) 

 
ถึงแมวาวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนโดยใชเมตริกซปรับสภาวะจาโคบีจะคํานวณหาเมตริกซสวนกลับได

งาย แตไมไดมีลักษณะที่ใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน  อยางไรก็ตามจากงานวิจัยของ 
Gene และ Cherles พบวาการใชวิธีเกรเดียนตสังยุครวมกับการปรับสภาวะจาโคบีในการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนสําหรับปญหาลักษณะเฉพาะ ใหอัตราการลูเขาของคําตอบเปนที่นาพอใจ 

 
สําหรับการคํานวณหาเมตริกซปรับสภาวะของระบบสมการเชิงเสนที่มีความซับซอนในการคํานวณและ

ใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากกวา แตใหเมตริกซปรับสภาวะที่มีลักษณะใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์มากขึ้น
คือ วิธีการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ (incomplete factorization precondition)  ซึ่งคํานวณไดจากการ
แยกสวนแบบไมสมบูรณของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ดังแสดงในสมการที่ (3.3.6) 

 
                                   ICM     =     1 2M M     (3.3.6) 
 
เมื่อ ICM คือเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ โดยที่ 1M และ 2M  คือเมตริกซผลลัพธที่ไดจากการ
แยกสวนไมสมบูรณ  สมการการปรับสภาวะโดยการใชเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณแสดงได
ดังนี้ 
 
                         1

IC
−M Ax   =     1

IC

−

M b     
               1 1

2 1( )− −M M A x    =    1 1
2 1
− −M M b     (3.3.7) 

                              Gx     =     c       
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 สมการที่ (3.3.7) แสดงการปรับปรุงระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปของการปรับสภาวะโดยวิธีแยก
สวนไมสมบูรณ เมื่อกําหนดให G  =  1 1

2 1
− −M M A   และ c = 1 1

2 1
− −M M b  โดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ G จาก

สมการที่ (3.3.7) จะมีสภาวะที่ดีกวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในสมการที่ (3.2.1)  ดังนั้นเมื่อใชวิธีปริภูมิยอย    
ไครโลฟในการหาคําตอบของสมการที่ (3.3.7) สงผลใหเกิดอัตราการลูเขาของคําตอบที่มากกวา โดยเฉพาะอยาง
ยิ่งในกรณีที่เมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณมีลักษณะที่ใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์  อยางไรก็
ตามพบวาการคํานวณเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณและการคํานวณหาเมตริกซสวนกลับ ไม
สามารถทําไดงายเหมือนในกรณีของเมตริกซปรับสภาวะแบบจาโคบี 
 
 ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A จากสมการที่ (3.2.1) มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน วิธีปรับสภาวะ
แบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ  (incomplete cholesky factorization precondition) เปนวิธีการที่มีความ
เหมาะสมในการหาเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ (Ajiz และ Jennings 1984)  นอกจากนี้เมตริกซ
ปรับสภาวะที่คํานวณไดก็จะมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนเชนเดียวกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ 
 
 กําหนดการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยวิธีโชเลสกีในสมการที่ (3.3.8) 
 
                                 A      =     TLL� �     (3.3.8) 
  
เมื่อ L� คือเมตริกซเสนทแยงมุมลาง (lower triangular matrix) ที่ไดจากการแยกสวนโดยวิธีโชเลสกี ในทํานอง
เดียวกันการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณของเมตริกซสัมประสิทธิ์สามารถพิจารณาไดในสมการที่ (3.3.9) 
 
                 A   =    TLL� �   =     T +EE F� �     (3.3.9) 
 
เมื่อ E�  คือเมตริกซเสนทแยงมุมลางที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณ และ F  คือเมตริกซเติมเต็ม 
(fill-in matrix)  จากสมการที่ (3.3.9) พบวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไดจากวิธีการแยกสวนโชเลสกีโดยสมบูรณจะ
เทากับเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณรวมกับเมตริกซเติมเต็ม ในกรณีที่
จํานวนสมาชิกในเมตริกซเติมเต็มมีนอย หมายถึงเมตริกซที่ไดการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณมีความ
ใกลเคียงกับการแยกสวนโชเลสกีแบบสมบูรณ ในทํานองเดียวกันจํานวนสมาชิกในเมตริกซเติมเต็มที่มีคามากขึ้น
หมายถึงความแตกตางระหวางเมตริกซที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณกับการแยกสวนโชเลสกี
แบบสมบูรณที่เพิ่มขึ้น 
 
 จากสมการที่ (3.3.9) ระดับขั้นความไมสมบูรณของวิธีการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณสามารถพิจารณา
ไดจากสัมประสิทธิ์เติมเต็ม (fill-in parameter)  ซึ่งแทนดวย δ โดยที่ 0 1δ≤ ≤  ในกรณีที่ δ = 0 หมายถึงไมมี
สมาชิกในเมตริกซเติมเต็ม การแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยวิธีโชเลสกีจะเปนการแยกสวนโดยสมบูรณ  ใน
ทํานองเดียวกันเมื่อ δ มีคาเพิ่มขึ้นระดับความไมสมบูรณของการแยกสวนโดยวิธีโชเลสกีจะเพิ่มมากขึ้น และมีคา
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มากที่สุดเมื่อ δ = 1 ซึ่งเมตริกซเติมเต็มจะจํานวนมีสมาชิกมากที่สุด และการแยกสวนโดยวิธีโชเลสกีในกรณีนี้จะ
เรียกวา การแยกสวนโชเลสกีแบบไมเติมเต็มสมบูรณ  
 
 เนื่องจากการเก็บขอมูลจะเก็บเฉพาะเมตริกซเสนทแยงมุมลางที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีเทานั้น โดย
ที่เมตริกซเติมเต็มคือเมตริกซที่สมมติขึ้นมาในสมการที่ (3.3.9) ซึ่งจะไมมีการเก็บขอมูล  ดังนั้นเมื่อพิจารณาใน
ดานของจํานวนหนวยเก็บขอมูล (storage) พบวาการแยกสวนโชเลสกีโดยสมบูรณจะใชหนวยเก็บขอมูลมากกวา
ในกรณีของการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ  และการแยกสวนแบบไมเติมเต็มสมบูรณจะใชหนวยเก็บขอมูลนอย
ที่สุด  สําหรับการเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะใชรูปแบบการจัดเก็บของแถวลําดับในหนึ่งมิติ (one- 
dimension array) ซึ่งไดแสดงรายละเอียดในภาคผนวก ก 
 การปรับสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยวิธีการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณสามารถแสดงได
ดังนี้ 
 
                                ICHOM    =     TEE� �     (3.3.10) 
                          1

ICHO
−M Ax   =     1

ICHO

−

M b     
                    T 1( )− −E E A x� �    =    T 1− −E E b� �     (3.3.11) 
 
 สมการที่ (3.3.10) การปรับสภาวะโดยวิธีแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณสามารถทําไดในกรณีที่เมตริกซ
สัมประสิทธิ์ A  มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนเทานั้น ซึ่งจะสงผลใหเมตริกซปรับสภาวะโดยวิธีแยกสวนแบบ
โชเลสกีไมสมบูรณ ICHOM มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน อีกทั้งยังสงผลใหเมตริกซ T 1− −E E A� �  จากสมการที่ 
(3.3.11) ที่ไดจากการปรับสภาวะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน สําหรับรายละเอียดของวิธีการปรับสภาวะแบบแยก
สวนโชเลสกีไมสมบูรณไดแสดงในภาคผนวก ข 
 
 ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A จากสมการที่ (3.2.1) ขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนวิธีปรับสภาวะ
แบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณไมสามารถนํามาใชไดเนื่องจากขาดเสถียรภาพในขั้นตอนของการคํานวณ  
ดังนั้นวิธีการแยกสวนไมสมบูรณ โดยอาศัยวิธีการแยกแบบแอลยู (Jinming และ Baodong 2004) สามารถนํามาใช
ในการคํานวณเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณได  พิจารณาสมการที่ (3.3.12) เมื่อใชวิธีการแยกแบบ
แอลยู 
 
                                       A      =     LU        (3.3.12) 
 
 เมื่อ L คือเมตริกซเสนทแยงมุมลางและ U คือเมตริกซเสนทแยงมุมบนของการแยกแบบแอลยู ในกรณี
ที่ A  มีคุณสมบัติสมมาตร สมการที่ (3.3.12) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 
                                      A      =      TLDL     (3.3.13) 
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 เมื่อ D  คือเมตริกซในแนวเสนทแยงมุมของการแยกสวน ในทํานองเดียวกับการแยกสวนแบบโชเลสกี
ไมสมบูรณ  
 
                                    ICM    =     Tˆ ˆ ˆEDE     (3.3.14) 
  
 จากสมการที่ (3.3.14) เมื่อ ICM  คือเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณในสมการที่ (3.3.6) 
โดยที่ 1

ˆ=M E และ T
2

ˆ ˆ=M DE  เชนเดียวกับการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ  การแปลงระบบสมการเชิง
เสนใหอยูในรูปของการปรับสภาวะโดยวิธีแยกสวนไมสมบูรณ สามารถแสดงไดในสมการที่ (3.3.15) 
 
               T 1 1ˆ ˆ ˆ−- -(E D E A)x    =    T 1 1ˆ ˆ ˆ−- -E D E b    (3.3.15) 
  

การปรับสภาวะโดยวิธีแยกสวนไมสมบูรณสามารถทําไดถึงแมวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  จะไมมี
คุณสมบัติเปนบวกแนนอนก็ตาม ซึ่งในกรณีนี้เมตริกซปรับสภาวะที่ไดจึงไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน 
สําหรับรายละเอียดของวิธีการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณแสดงในภาคผนวก ข 
 
 วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์  เพื่อเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบโดยวิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟ สําหรับงานวิจัยน้ีสามารถแบงออกไดเปน 3 วิธี วิธีแรกคือ วิธีปรับสภาวะเริ่มตนแบบ จาโคบี โดยมี
สมาชิกของเมตริกซปรับสภาวะในแนวทแยงเปนสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน ซึ่ง
เมตริกซปรับสภาวะจาโคบีสามารถคํานวณหาเมตริกซสวนกลับไดงาย  ในขณะที่อีกวิธีหนึ่งคือการปรับสภาวะ
เริ่มตนแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ ซึ่งมีความซับซอนในการคํานวณและหาเมตริกซสวนกลับไดยากกวาวิธี
ปรับสภาวะจาโคบี นอกจากนี้ยังตองการเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนที่มีคุณสมบัติเปนบวก
แนนอน แตเมื่อนํามาใชกับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถใหอัตราในการลูเขาของคําตอบที่เพิ่มขึ้นจากวิธีปรับ
สภาวะจาโคบี  และวิธีการปรับสภาวะแบบสุดทายคือ วิธีการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณซึ่งมีความ
ซับซอนในขั้นตอนของการคํานวณและขั้นตอนการหาเมตริกซสวนกลับเชนเดียวกับวิธีแยกสวนโชเลสกีไม
สมบูรณ เพียงแตเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนไมจําเปนตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน  
สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่ไดนํามาศึกษาในงานวิจัยน้ีรวมกับการปรับสภาวะเบื้องตนของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์จะไดแสดงรายละเอียดในหัวขอตอไป 
 
 
3.4  วิธีเกรเดียนตสังยุค 
 

วิธี เกรเดียนตสังยุค (CG) เปนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่มีความเหมาะสมที่สุดในกรณีที่ เมตริกซ
สัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน โดยมีสมการเปาหมายอยูในรูปของฟงกชัน
กําลังสอง (quadratic function)  

 



 32

          Minimize ( )F
∈x

x
\

 =      T T1
2

−x Ax x b   (3.4.1) 

 
 ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ของระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน ปญหาคานอย
ที่สุดของฟงกชันกําลังสองจากสมการที่ (3.4.1) จะมีเพียงคําตอบเดียว  ซึ่งเซตคําตอบ x  ที่ทําใหฟงกชันกําลังสอง
มีคานอยที่สุดก็คือคําตอบเดียวกับที่ไดจากการแกปญหาระบบสมการเชิงเสนที่ (3.2.1) 
 

                      x  =      1−A b     (3.4.2) 
 
 ผลลัพธจากสมการที่ (3.4.2) แสดงใหเห็นวาระบบสมการเชิงเสนจากสมการที่ (3.2.1) เทียบไดกับการ
แกปญหาคานอยที่สุดของฟงกชันกําลังสองโดยวิธี CG จากสมการที่ (3.4.1)   
 
 การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG จะเริ่มจากการกําหนดเวกเตอรคงคางเริ่มตนของ
ระบบสมการเชิงเสน   

       0r   =     0−b Ax     (3.4.3) 
 
เมื่อ 0r เทากับเวกเตอรคงคางเริ่มตนของระบบสมการเชิงเสนและ 0x คือเวกเตอรคําตอบเริ่มตน เมื่อแทน
เวกเตอรของระบบสมการเชิงเสน b ในสมการที่ (3.4.1) ดวยเวกเตอรคงคางเริ่มตน 0r จากสมการที่ (3.4.3) จะได
ปญหาคานอยที่สุดของฟงกชันกําลังสองที่อยูในรูปของเวกเตอรคงคางเริ่มตน 
 

           Minimize ( )F
∈x

x
\

 =      T T
0

1
2

−x Ax x r    (3.4.4) 

  
กระบวนการหาคําตอบโดยวิธี CG จะพิจารณาจากการเปลี่ยนแปลงทิศทางของเวกเตอรคําตอบในแตละ

รอบของการคํานวณเพื่อใหฟงกชันกําลังสองมีคานอยที่สุด  โดยทิศทางของคําตอบที่เปลี่ยนแปลงสามารถหาได
จากเกรเดียนตของฟงกชันกําลังสองเทียบกับเวกเตอรคําตอบ x  จากคุณสมบัติสมมาตรของเมตริกซสัมประสิทธิ์ 
A  ดังนั้น เกรเดียนตของฟงกชันกําลังสองเทียบกับเวกเตอรคําตอบสามารถเขียนไดในรูปของ 
 

           ( )F∇ x  =      0−Ax r     (3.4.5) 
 
เมื่อ ( )F∇ x คือเกรเดียนตของฟงกชันกําลังสองเทียบกับเวกเตอรคําตอบจากสมการที่ (3.4.4) ในกรณีที่  

( ) 0F∇ ≠x  จะมีคาปรับขนาดที่เหมาะสมในทิศทางของเกรเดียนต ที่ทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงเวกเตอร
คําตอบโดยที่คาของฟงกชันกําลังสองมีคาลดลงกลาวคือ 
 

                 ( ( ))F α− ∇x F x    <      ( )F x    (3.4.6) 
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 เมื่อ α  คือคาปรับขนาดที่เหมาะสมในทิศทางของเกรเดียนต  ดังนั้นจากการพิจารณาวิธี CG ในลักษณะ
ของการคํานวณซ้ํา เมื่อกําหนดให jx  คือเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่  j  กระบวนการลูเขาของคําตอบ
ในรอบการคํานวณที่ j+1 ในทิศทางตรงขามกับเกรเดียนตดวยคาปรับขนาดที่เหมาะสม จะทําใหคาของฟงกชัน
กําลังสองมีคาลดลง 
 

                  1j+x  =     ( )j j jFα− ∇x x    (3.4.7) 
 
เมื่อ 1j+x  คือเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่ j+1 แทนคาเกรเดียนตของฟงกชันกําลังสองจากสมการที่ 
(3.4.5) ลงในสมการที่ (3.4.7) จะได 
 

                  1j+x  =     0( )j j jα− −x Ax r     
                  1j+x  =     j j jα−x r     (3.4.8) 

 
เมื่อ 0j j= −r Ax r  คือเวกเตอรคงคางสําหรับรอบการคํานวณที่ j   คาปรับขนาดในรอบการคํานวณที่ j  ที่ทําให
ฟงกชันกําลังสองมีคานอยที่สุดในทิศทางของเกรเดียนตหาไดจาก 
 

                    jα  =     
T

T
j j

j j

r r
r Ar

    (3.4.9) 

 
 เวกเตอรคงคางสําหรับรอบการคํานวณที่ j  ในสมการที่ (3.4.8) ทําหนาที่เปนเวกเตอรทิศทางของ
คําตอบเพื่อปรับทิศทางของคําตอบในรอบการคํานวณถัดไปใหมีความเหมาะสมที่สุด  อยางไรก็ตามการหา
เวกเตอรคําตอบในแตละรอบการคํานวณจากสมการที่ (3.4.8) ยังไมใชแนวทางที่เหมาะสมที่สุด  เนื่องจาก
เวกเตอรคําตอบที่คํานวณไดเหมาะสมสําหรับเวกเตอรทิศทางในรอบการคํานวณปจจุบันเทานั้น แตไมได
หมายความวาเหมาะสมที่สุดสําหรับเวกเตอรทิศทางในรอบการคํานวณกอนหนาทั้งหมด  
 
 พิจารณาจากสมการที่ (3.2.3) เมื่อ { }0 1 1, , , j−p p p…  คือปริภูมิยอยของเวกเตอรทิศทางกอนรอบการ
คํานวณที่  j  และ jx  คือเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่ j ที่มีความเหมาะสมที่สุดสําหรับปริภูมิยอย 
{ }0 1 1, , , j−p p p…  ดังนั้นถาตองการคํานวณเวกเตอรคําตอบ 1j+x  ที่มีความเหมาะสมที่สุดสําหรับเวกเตอร
ทิศทาง jp  ซึ่งอยูในปริภูมิยอยเดียวกับ { }0 1 1, , , j−p p p… เมื่อกําหนดให 0, , 1i j= −…  
 

             1 0 ,j i+ −Ax r p  =     0    
             0( ) ,j j j iα+ −A x p r p  =     0      

                                 0 , ,j i j j iα− +Ax r p Ap p  =     0      
                                     ,j j iα Ap p  =     0      
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                                 เมื่อ 0jα ≠   ;         ,j iAp p  =     0     (3.4.10) 
  

โดยที่ .,.  แสดงผลคูณจุด (dot product) จากสมการที่ (3.4.10) , 0j i =Ap p  เมื่อ i j≠  แสดง
ใหเห็นวาเวกเตอรทิศทางมีคุณสมบัติเชิงสังยุค (conjugate) ซึ่งกันและกัน  ดังนั้นถาตองการใหคําตอบที่ไดมีความ
เหมาะสมที่สุดสําหรับเวกเตอรทิศทางในรอบการคํานวณกอนหนาทั้งหมด  เวกเตอรทิศทางจะตองมีคุณสมบัติ
เชิงสังยุคซึ่งกันและกัน 

 
การสรางเวกเตอรทิศทางในแตละรอบการคํานวณใหมีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกันและกันสามารถทําได

โดยใชวิธีแกรมชมิตสังยุค (Gram-Schmidt conjugation) ซึ่งเริ่มจากการกําหนดเวกเตอรทิศทางเริ่มตนจาก
เวกเตอรคงคางเริ่มตน สําหรับรายละเอียดของวิธีแกรมชมิตสังยุคแสดงในภาคผนวก ค 

 
เวกเตอรทิศทางในแตละรอบการคํานวณที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกันและกันสามารถแสดงไดใน

สมการที่ (3.4.11) 
                  1j+p  =     j j jξ+r p     (3.4.11) 

โดยที่ 

                  jξ  =     
T

T
1 1

j j

j j− −

r r
r r

    (3.4.12) 

 
เมื่อ 1j+p  คือเวกเตอรทิศทางในรอบการคํานวณที่ j+1 ซึ่งมีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับ ip  เมื่อ 0, ,i j= …  และ 
jξ  คือคาปรับขนาดโดยวิธีแกรมชมิตสังยุคในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิง     สังยุค  จากการใช

เวกเตอรทิศทางในการปรับทิศทางของคําตอบแทนการใชเวกเตอรคงคาง สงผลใหสมการที่ (3.4.8) และสมการที่ 
(3.4.9) เปลี่ยนรูปเปน 

 
                  1j+x  =     j j jα−x p     (3.4.13) 

                    jα  =     
T

T
j j

j j

r r
p Ap

    (3.4.14) 

  
กลาวโดยสรุปการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG เริ่มจากการกําหนดเวกเตอรคําตอบ

เริ่มตนในระบบสมการเชิงเสน 0x  เพื่อคํานวณเวกเตอรคงคางเริ่มตนของระบบสมการเชิงเสน 0r จากสมการที่ 
(3.4.3) จากนั้นกําหนดเวกเตอรทิศทางเริ่มตนใหมีคาเทากับเวกเตอรคงคางเริ่มตน และคํานวณหาคาปรับขนาดที่
เหมาะสมจากสมการที่ (3.4.14) และคํานวณคาเวกเตอรคําตอบที่เหมาะสมในรอบการคํานวณถัดไปจากสมการที่ 
(3.4.13) โดยเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคคํานวณไดจากสมการที่ (3.4.11) และ (3.4.12)  ขั้นตอนวิธีใน
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG สามารถแสดงไดจากรูปที่ 3.4.1 
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         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
        0p  =  0r  
          i   =   0  

While 
0

i tol≥
r
r

 

         q  =  iAp  

         α  =  
T

T
i i

i

r r
p q

 

      1i+x  =  i iα+x p  
      1i+r  =  i α−r q  

         ξ  =  
T

1 1
T

i i

i i

+ +r r
r r

 

      1i+p  =  i iξ+r p  
           

รูปที่ 3.4.1 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG 
 
ในทํานองเดียวกันการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์รวมกับการหาคําตอบของระบบ

สมการเชิงเสนโดยวิธี CG สามารถแสดงไดในรูปที่ 3.4.2 
 
 เมื่อพิจารณาจากขั้นตอนวิธีจากรูปที่ 3.4.1 และรูปที่ 3.4.2 พบวาวิธี CG เปนวิธีการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสน โดยการคํานวณซ้ําจนกระทั่งนอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธมีคานอยกวาคาที่ยอมให ( tol )   
จึงหยุดการคํานวณซ้ํา  เมตริกซปรับสภาวะเริ่มตน M  ในรูปที่ 3.4.2 สามารถใชวิธีการปรับสภาวะจาโคบีใน
สมการที่ (3.3.3) และในขณะเดียวกันสามารถใชวิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณในสมการที่ 
(3.3.10) เนื่องจากเมตริกซปรับสภาวะที่ใชรวมกับวิธี CG จะตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน  ดังนั้นวิธีการแยก
สวนแบบไมสมบูรณในสมการที่ (3.3.14) จึงไมสามารถนํามาใชไดเนื่องจากเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนที่ไดจาก
การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจะไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน และสําหรับในกรณีที่เมตริกซ
สัมประสิทธิ์ A ไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน พบวาวิธีการปรับสภาวะที่สามารถใชไดมีเพียงกรณีเดียวคือ
วิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีเนื่องจากวิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีสามารถสรางเมตริกซปรับสภาวะที่มี
คุณสมบัติเปนบวกแนนอนไดจากเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน ดังแสดงในสมการที่ 
(3.3.5) 
 
 วิธี CG ใชหนวยเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในขั้นตอนการคํานวณซ้ํารวมกับหนวยเก็บ
ขอมูลของเวกเตอร r  p  และ q  สําหรับในกรณีของการใชเมตริกซปรับสภาวะ จะมีการเพิ่มหนวยเก็บขอมูลใน
สวนของเมตริกซปรับสภาวะ M   

       

i   =   i +1 
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         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
        0p  =  1

0
−M r  

          i   =   0  

While 
0

i tol≥
r
r

 

         q  =  iAp  

         α  =  
T

T
i i

i

r p
p q

 

      1i+x  =  i iα+x p  
      1i+r  =  i α−r q  

         ξ  =  
T 1

1 1
T 1

i i

i i

−
+ +

−

r M r
r M r

 

      1i+p  =  1
i iξ− +M r p  

 
รูปที่ 3.4.2 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตน 

 
 
3.5  วิธีแอลคิวสมมาตรและวิธีเวกเตอรคงคางนอยท่ีสุด 
 
 วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) และวิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) เปนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ
ที่ดัดแปลงมาจากวิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) สําหรับปญหาในระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มี
คุณสมบัติสมมาตรแตขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน จากลักษณะดังกลาวพบวาปญหาคานอยที่สุดของฟงกชัน
กําลังสองจากสมการที่ (3.4.1) ไมสามารถหาคําตอบไดในกรณีที่คาลักษณะจําเพาะ (eigen value) ของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์มีคาเปนลบทั้งหมด และอาจหาคําตอบไมไดสําหรับกรณีที่คาลักษณะจําเพาะของเมตริกซบางคา
เทากับศูนย   
 

ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน การหาเวกเตอรคําตอบที่เหมาะสมจาก
ปญหาคานอยที่สุดในสมการที่ (3.4.1) โดยวิธี CG ไมสามารถทําได  ดังนั้นในวิธี SYMMLQ การหา          
เวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสนจะพิจารณาจากเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่ k เมื่อ 

{ }1
0 0 0, , , k

k span −∈x r Ar A r…  โดยที่ทําใหเงื่อนไขในสมการที่ (3.5.1) เปนจริง 
 

                 0 ,k−r Ax v   =     0      ; { }1
0 0 0, ,..., kspan −∀ ∈v r Ar A r  (3.5.1) 

 

i   =   i +1 
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โดยที่ { }1
0 0 0, , , k

k span −∈x r Ar A r…  คือการประมาณคากาเลอคิน (Galerkin approximation) ของ
เวกเตอรคําตอบ x  สําหรับปญหาในระบบสมการเชิงเสนในปริภูมิยอยไครโลฟ  { }1

0 0 0, ,..., kspan −r Ar A r  
ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A  มีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนผลลัพธที่ไดจากสมการที่ (3.5.1) จะมีเพียง
คําตอบเดียวและวิธี SYMMLQ จะมีลักษณะเทียบเทากับวิธี CG 
 
 วิธี MINRES สําหรับการหาคําตอบระบบสมการเชิงเสน มีพ้ืนฐานในการประมาณคาที่แตกตางกับวิธี 
CG และ SYMMLQ ในรอบการคํานวณซ้ําที่ k  เมื่อ 0,1,2,k = …  วิธี MINRES คํานวณหาเวกเตอรคําตอบใน
รอบการคํานวณที่ k  โดยที่ { }1

0 0 0, , , k
k span −∈x r Ar A r… ทําใหเงื่อนไขของปญหากําลังสองนอยที่สุดใน

สมการที่ (3.5.2) เปนจริง 
 

                  
1

0 0
0

( , , )
Minimize

kspan −∈
−

x r A r
r Ax

…
   (3.5.2) 

 
 การคํานวณซ้ําเพื่อหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี MINRES เวกเตอรคงคางในรอบการ
คํานวณที่ k   กลาวคือ 0k −Ax r  จะพิจารณาใหมีคานอยที่สุด ซึ่งเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่ k  ถูก
เรียกวาคาประมาณเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (minimum residual approximation) สําหรับระบบสมการเริ่มตน 

0=Ax r  ปญหากําลังสองนอยที่สุดจากสมการที่ (3.5.2) จะมีเพียงคําตอบเดียวเทานั้น  
 
 ขั้นตอนวิธีในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SYMMLQ สามารถแสดงไดจากรูปที่ 
3.5.1 
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         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
         1v̂  =  0r  
         1δ  =  0r  
          If  1 0δ ≠   then 1v  =  1 1ˆ /δv  
          else  1v  =  1v̂  =  0  
         1w = 1v  , 0v = 0  
          i   =   1 , 1 0s = , 1 1c = −  , 2 1ς δ=   

While 
0

i tol≥
r
r

 

      1ˆ i+v  =  1i i iδ −−Av v  
        iγ  =  1ˆ ,i i+v v  
      1ˆ i+v  =  1ˆ i i iγ+ −v v  
       1iδ +  =  1ˆ i+v  
        If  1 0iδ + ≠   then 1i+v  =  1 1ˆ /i iδ+ +v  
       else  1i+v  =  1ˆ i+v  =  0  
        id  =  i i i is e c γ−�  , ie  =  i i i ic e s γ+�  
       1if +  =  1i isδ +  , 1ie +� =  1i icδ +−  
       id  =  

1

2 2
i i
d δ

+
+  

       1ic +  =  /i id d  , 1is + =  1 /i idδ +  
       1ς  =  2 3ieς ς−  , 2ς  =  1 3if ς+−  , 3ς  =  1 / idς  
       iw  =  1 1 1i i i ic s+ + ++w v  
      1i+w  =  1 1 1i i i is c+ + +−w v  
       ix  =  1 1i iς− +x w  
        If  1i =   then res  =  0 2. sr  
       else  res  =  1. ires s +  
      ir  =  1/ ires c +  
       ix  =  3 1 1 1( / )i i i is cς + + ++x w  

 
รูปที่ 3.5.1 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SYMMLQ 

 
 

ในทํานองเดียวกันการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์รวมกับการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนโดยวิธี SYMMLQ สามารถแสดงไดในรูปที่ 3.5.2 
 

i   =   i +1 
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         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
         1v̂  =  0r  
         1û  =  1

0
−M r  

         1δ  =  1 0ˆ ,u r ,  0 1δ=r  
          If  1 0δ ≠   then 1v  =  1 1ˆ /δv  , 1û  =  1 1ˆ /δu  
          else  1v  =  1v̂  =  0  
         1w = 1û  , 0v = 0  
          i   =   1 , 1 0s = , 1 1c = −  , 2 1ς δ=   

While 
0

i tol≥
r
r

 

      1ˆ i+v  =  1i i iδ −−Av v  
        iγ  =  1ˆ ˆ,i i+v u  
      1ˆ i+v  =  1ˆ i i iγ+ −v v  
      1ˆ i+u  =  1

1ˆ i
−

+M v  
       1iδ +  =  1 1ˆ ˆ,i i+ +v u  , 1iδ +  =  1iδ +  
        If  1 0iδ + ≠   then 1i+v  =  1 1ˆ /i iδ+ +v  , 1ˆ i+u  =  1 1ˆ /i iδ+ +u  
       else  1i+v  =  1ˆ i+v  =  0  
        id  =  i i i is e c γ−�  , ie  =  i i i ic e s γ+�  
       1if +  =  1i isδ +  , 1ie +� =  1i icδ +−  
       id  =  

1

2 2
i i
d δ

+
+  

       1ic +  =  /i id d  , 1is + =  1 /i idδ +  
       1ς  =  2 3ieς ς−  , 2ς  =  1 3if ς+−  , 3ς  =  1 / idς  
       iw  =  1 1 1i i i ic s+ + ++w v  
      1i+w  =  1 1 1i i i is c+ + +−w v  
       ix  =  1 1i iς− +x w  
        If  1i =   then res  =  0 2. sr  
       else  res  =  1. ires s +  
      ir  =  1/ ires c +  
       ix  =  3 1 1 1( / )i i i is cς + + ++x w  

 
รูปที่ 3.5.2 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SYMMLQ รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตน 

 

i   =   i +1 
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 วิธี SYMMLQ ใชหนวยเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในขั้นตอนการคํานวณซ้ํารวมกับหนวย
เก็บขอมูลของเวกเตอร v̂   iv  1i−v  และ w  สําหรับในกรณีของการใชเมตริกซปรับสภาวะหนวยเก็บขอมูลที่
เพิ่มขึ้นมาคือเวกเตอร û  และ เมตริกซปรับสภาวะ M  
 สําหรับขั้นตอนวิธีในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี MINRES สามารถแสดงไดใน    
รูปที่ 3.5.3 
 

         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
         1v̂  =  0r  
         1δ  =  0r  
         0v = 0  , 0 1−= =m m 0  
          i   =   1  

While 
0

i tol≥
r
r

 

        If  0iδ ≠   then iv  =  ˆ /i iδv  
       else  iv  =  ˆ iv  =  0  
      1ˆ i+v  =  1i i iδ −−Av v  
        iγ  =  1ˆ ,i i+v v  
      1ˆ i+v  =  1ˆ i i iγ+ −v v  
       1iδ +  =  1ˆ i+v  
        id  =  i i i is e c γ−�  , ie  =  i i i ic e s γ+�  
       1if +  =  1i isδ +  , 1ie +� =  1i icδ +−  
       id  =  

1

2 2
i i
d δ

+
+  

       1ic +  =  /i id d  , 1is + =  1 /i idδ +  
        If  1i =   then 1τ  =  0 2cr  
       else  iτ  =  0 2 3 1i is s s c +r …  
       im  =  1 2( ) /i i i i i ie f d− −− −v m m  
       ix  =  1i i iτ− +x m  
      ir  =  1 1i is + −r  

 
รูปที่ 3.5.3 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี MINRES 

 
 

การปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์รวมกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี 
MINRES สามารถแสดงไดในรูปที่ 3.5.4 

i   =   i +1 
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         Given 0x     
         1û  =  0−b Ax  
         1v̂  =  1

1ˆ−M u  
         1δ  =  1 1ˆ ˆ,v u  
         0v = 0  , 0 1δ=r  
          i   =   1 , 0ˆ =u 0 , 0 1−= =m m 0   

While 
0

i tol≥
r
r

 

        If  0iδ ≠   then iv  =  ˆ /i iδv  
       else  iv  =  ˆ iv  =  0  
      1ˆ i+u  =  1ˆ i i iδ −−Av v  
        iγ  =  1ˆ ˆ,i i+v u  
      1ˆ i+u  =  1ˆ i i iγ+ −u v  
      1ˆ i+v  =  1

1ˆ i
−

+M u  
       1iδ +  =  1 1ˆ ˆ,i i+ +v u  , 1 1i iδ δ+ +=  
        id  =  i i i is e c γ−�  , ie  =  i i i ic e s γ+�  
       1if +  =  1i isδ +  , 1ie +� =  1i icδ +−  
       id  =  

1

2 2
i i
d δ

+
+  

       1ic +  =  /i id d  , 1is + =  1 /i idδ +  
       iτ  =  1 1i ic + −r  
       im  =  1 2ˆ( ) /i i i i i ie f d− −− −v m m  
       ix  =  1i i iτ− +x m  
      ir  =  1 1i is + −r  

 
 

รูปที่ 3.5.4 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี MINRES รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตน 
 
 วิธี MINRES ใชหนวยเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในขั้นตอนการคํานวณซ้ํารวมกับหนวย
เก็บขอมูลของเวกเตอร v̂   iv  1i−v  im และ 1i−m  สําหรับในกรณีของการใชเมตริกซปรับสภาวะ หนวยเก็บ
ขอมูลที่เพิ่มขึ้นมาไดแกเวกเตอร û และเมตริกซปรับสภาวะ M   

 
กลาวโดยสรุปสําหรับวิธี SYMMLQ และวิธี MINRES เมตริกซปรับสภาวะเริ่มตน M  สามารถใช

วิธีการปรับสภาวะจาโคบีจากสมการที่ (3.3.3) และสามารถใชวิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ
จากสมการที่ (3.3.10)  ถึงแมวาวิธี SYMMLQ และ MINRES สามารถหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในกรณี
ที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน แตเมตริกซปรับสภาวะที่ใชรวมกับวิธี SYMMLQ และ 

i   =   i +1 
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MINRES จะตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนเทานั้น ดังนั้นวิธีการแยกสวนแบบไมสมบูรณจากสมการที่ 
(3.3.14) จึงไมสามารถนํามาใชได  นอกจากนี้ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A ขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน
จะสามารถใชวิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีไดเพียงวิธีเดียว เชนเดียวกับวิธี CG 

 
 

3.6  วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยท่ีสุดสมมาตร 
 
 วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) เปนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟอีกวิธีหนึ่ง ที่สามารถหา
คําตอบของระบบสมการเชิงเสนในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนไมมีคุณสมบัติที่เปนบวก
แนนอน  วิธี SQMR พัฒนามาจากวิธี เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุด (Quasi-Minimal Residual) สําหรับเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ที่มีคุณสมบัติสมมาตร  ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติเปนบวก
แนนอนวิธี SQMR จะมีลักษณะเทียบเทากับวิธี MINRES  รายละเอียดของวิธี SQMR สามารถศึกษาไดจาก
งานวิจัยของ Freund (1994) 
 

ขั้นตอนวิธีในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SQMR สามารถแสดงไดจากรูปที่ 3.6.1 
 
         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  , 0 0=q r  
        0τ  =  0r  ,  T

0 0 0ρ = r r  
          i   =   1  ,  0 0ϑ =   

While 
0

i tol≥
r
r

 

      t  =  1i−Aq  
      1iσ −  =  T

-1iq t  
      1iα −  =  1 1/i iρ σ− −  
         ir  =  1 1i iα− −−r t  
         iϑ  =  1/i iτ −r  , 21/ 1i ic ϑ= + , 1i i i icτ τ ϑ−=  
         id  =  2 2 2

1 1 1 1i i i i i ic cϑ α− − − −+d q  
         ix  =  1i i− +x d  
         iρ  =  T

i ir r  
       ir  =  iρ  
         iβ  =  1/i iρ ρ −  
         iq  =  1i i iβ −+r q  

 
รูปที่ 3.6.1 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SQMR 

i   =   i +1 
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การปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์รวมกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี 
SQMR สามารถแสดงไดในรูปที่ 3.6.2 

 
         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
        0τ  =  0r    
         0q  =  1

0
−M r   

          i   =   1  ,  0 0ϑ =  , T
0 0 0ρ = r q   

While 
0

i tol≥
r
r

 

      t  =  1i−Aq  
      1iσ −  =  T

-1iq t  
      1iα −  =  1 1/i iρ σ− −  
         ir  =  1 1i iα− −−r t  
         iϑ  =  1/i iτ −r  , 21/ 1i ic ϑ= + , 1i i i icτ τ ϑ−=  
         id  =  2 2 2

1 1 1 1i i i i i ic cϑ α− − − −+d q  
         ix  =  1i i− +x d  
         iu  =  1

i
−M r  

         iρ  =  T
i ir u  

       ir  =  T
i iu u  

         iβ  =  1/i iρ ρ −  
         iq  =  1i i iβ −+u q  

 
รูปที่ 3.6.2 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตน 

 
 วิธี SQMR ใชหนวยเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในขั้นตอนการคํานวณซ้ํารวมกับหนวยเก็บ
ขอมูลของเวกเตอร r   d  q  และ t  สําหรับในกรณีของการใชเมตริกซปรับสภาวะ หนวยเก็บขอมูลที่เพิ่มขึ้นมา
ไดแกเวกเตอร u และเมตริกซปรับสภาวะ M   

 
วิธี  SQMR เปนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่มีความยืดหยุนในการใชเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนมากที่สุด

เมื่อเปรียบเทียบกับ วิธี CG  SYMMLQ และ MINRES กลาวคือ วิธี SQMR ตองการเมตริกซปรับสภาวะที่มี
คุณสมบัติสมมาตรเทานั้น โดยไมจําเปนตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน ดังนั้นเมตริกซปรับสภาวะทุกวิธีที่
กลาวมาขางตนสามารถนํามาใชกับวิธี SQMR ได   

 
 

i   =   i +1 
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3.7  บทสรุป 
 
 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟเปนวิธีการคํานวณซ้ําที่ใชสําหรับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน โดยที่
เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนไมใชเมตริกซเอกฐานและ มีคุณสมบัติสมมาตร วิธีปริภูมิยอย    
ไครโลฟที่นํามาศึกษามีอยู 4 วิธีไดแก วิธี เกรเดียนตสังยุค (CG) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) วิธีเวกเตอร     
คงคางนอยที่สุด (MINRES) และวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR)  โดยในทางทฤษฎีวิธี CG 
สามารถหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเมื่อเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนเทานั้นใน
ขณะที่ วิธี SYMMLQ MINRES และ SQMR สามารถหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเมื่อเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนได   
 

นอกจากนี้วิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบไดจากการปรับสภาวะเบื้องตน
ของระบบสมการเชิงเสนโดยอาศัยวิธีการปรับสภาวะแบบตางๆ ซึ่งไดแก วิธีปรับสภาวะจาโคบี วิธีปรับสภาวะ
แบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ และวิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ  เนื่องจากเมตริกซปรับสภาวะที่
สามารถใชไดกับวิธี CG  SYMMLQ และ MINRES จะตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนเทานั้น ดังนั้นวิธีการ
ปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจึงไมสามารถนํามาใชรวมกับวิธีดังกลาวได ในขณะที่วิธี SQMR สามารถใช
เมตริกซปรับสภาวะไดทุกวิธี  สําหรับในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนขาดคุณสมบัติที่เปน
บวกแนนอน วิธีปรับสภาวะที่นํามาใชไดกับวิธี CG SYMMLQ และ MINRES มีเพียงวิธีการปรับสภาวะแบบจา
โคบีเทานั้น ในขณะที่วิธี SQMR สามารถใชวิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีและวิธีการปรับสภาวะแบบแยกสวน
ไมสมบูรณได  สําหรับหนวยเก็บขอมูลซึ่งแสดงในรูปของจํานวนเมตริกซและเวกเตอรที่ตองใชในขั้นตอนการ
คํานวณซ้ําของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีสามารถแสดงไดในตารางที่ 3.7.1 

 
 

ตารางที่ 3.7.1 จํานวนเมตริกซและเวกเตอรที่ใชสําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธี 
 
วิธีปริภูมิยอยไครโลฟ เมตริกซสัมประสิทธิ์ เมตริกซปรับสภาวะ เวกเตอร 
1. เกรเดียนตสังยุค 1 - 3 
2. เกรเดียนตสังยุค 
   รวมกับการปรับสภาวะเบื้องตน 1 1 3 

3. แอลคิวสมมาตร 1 - 4 
4. แอลคิวสมมาตร 
   รวมกับการปรับสภาวะเบื้องตน 1 1 5 

5. เวกเตอรคงคางนอยที่สุด 1 - 5 
6. เวกเตอรคงคางนอยที่สุด 
   รวมกับการปรับสภาวะเบื้องตน 1 1 6 

7. เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร 1 - 4 
8. เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร 
   รวมกับการปรับสภาวะเบื้องตน 1 1 5 



Z

Y

X

1.00 m
1.00 m

1.00 m
1.00 m

1.00 m

1.00 m
1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

บทที่ 4 
 

กรณีศึกษาและเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 
 
 

 
4.1 ความนํา 

 
เนื้อหาในบทนี้จะเปนการทดลองเปรียบเทียบประสิทธิภาพการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนใน

ขั้นตอนของการหาคาต่ําสุดในหนึ่งมิติ (one-dimensional minimization) ซึ่งเปนขั้นตอนที่มีความสําคัญและใช
เวลามากที่สุดในขั้นตอนวิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 
(Recursive- Quadratic Programming : RQP)  ดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 2  ประสิทธิภาพในการหาคําตอบของ
ระบบสมการเชิงเสนที่พิจารณาแบงออกไดเปนประสิทธิภาพดานเวลาที่ใชในการหาคําตอบ และประสิทธิภาพ
ทางดานหนวยเก็บขอมูล   การเปรียบเทียบประสิทธิภาพจะพิจารณาระหวางวิธีแยกแบบแอลยู  (LU-
decomposition) และวิธีปริภูมิยอยไครโลฟซึ่งไดแก  วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG)  วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ)  
วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) และวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR)  โดยพิจารณา
ทั้งในกรณีที่ใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวครบทุกระดับขั้นความเสรีและในกรณีที่ไมสามารถใชขอมูลรูปแบบการ
สั่นไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี อีกทั้งไดมีการนําวิธีปรับสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์เขามาใชรวมกับวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟ   เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนสําหรับแตละกรณี        

 
 
4.2  แบบจําลองโครงสรางที่ใชในกรณีศึกษา 
 

แบบจําลองที่ใชในกรณีศึกษาคือแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติ มีสภาพฐานรองรับของโครงสรางเปน
แบบยึดหมุน (hinge support) และมีคาสติฟเนสพารามิเตอรของช้ินสวนโครงขอหมุนดังแสดงรายละเอียดใน    
บทที่ 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1 แบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่ใชในกรณีศึกษา 
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แบบจําลองโครงขอหมุนในรูปที่ 4.1 มีขอมูลเบื้องตนดังนี้ 
 จํานวนของชิ้นสวน    =           805   ช้ินสวน  

  จํานวนจุดตอ    =           192   จุด 
  จํานวนระดับขั้นความเสรี   =           504   ระดับขั้น 
  จํานวนกลุมของพารามิเตอร   =            42     กลุม 
  สติฟเนสพารามิเตอร ( EA ) ในแตละกลุม = 40,000,000  กิโลกรัม 
  น้ําหนักตอหนวยความยาว (M ) ในแตละกลุม =            15     กิโลกรัม/เมตร 
 
 

4.3 แนวทางในการประเมินประสิทธิภาพ  
 
การประเมินประสิทธิภาพการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในแตละวิธีที่เลือกใชจะพิจารณาใน

เรื่องของเวลาในการหาคําตอบและขนาดของหนวยเก็บขอมูลที่ใช  โดยใชวิธีการเชิงตัวเลขเพื่อสรางแบบจําลอง
โครงขอหมุน3 มิติ ในรูปที่ 4.2.1  ภายใตการสั่นอิสระแบบไรความหนวงเพื่อจําลองความถี่ธรรมชาติและรูปแบบ
การสั่นไหวในแตละโหมด  กระบวนการในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนที่พิจารณาอยูในขั้นตอนของ
การหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติ เพื่อคํานวณคาปรับขนาด kβ  ในรอบการคํานวณที่ k   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

รูปที่ 4.2  ขั้นตอนวิธีในการประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 

  ขอมูล i

∧

φ และ iλ  

คํานวณ  ( )kJ x , 

คํานวณเวกเตอรทิศทาง  kd  

( )k JJ η≤x หรือ ( )k Jη∇∇ <J x  
หรือ  k dη≤d   

คํานวณคาปรับขนาด kβ  

ปรับปรุงคาพารามิเตอร 

คํานวณ  1( )kJ +x , 

1( )k+∇J x  และ  2
1( )k+∇ J x  

k = 0 

k = k+1 

สิ้นสุด 

YES 

NO 

ใช ไมใช 1( )k JJ η+ ≤x หรือ 1( )k Jη+ ∇∇ <J x  
หรือ  1k dη+ ≤d  หรือ  1/ k xη+∆ ≤x x  

i = 1,2,…, mN  

( )k∇J x  และ  2 ( )k∇ J x  

จากปญหายอยควอดราติก 

ตรวจสอบ 

1k k k kβ+ = +x x d  

ตรวจสอบ 

คํานวณเวกเตอรทิศทาง  1k+d  
จากปญหายอยควอดราติก 
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 จากการศึกษาถึงขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงในบทที่ 2 
พบวาขั้นตอนในการหาคาปรับขนาด kβ  โดยวิธีโกลเดนเซคชัน ใชเวลาในการคํานวณมากที่สุด  ซึ่งในขั้นตอน
ของวิธีโกลเดนเซคชันนั้นเกี่ยวของกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนจํานวนมาก  ดังนั้นอาจกลาวไดวา
เวลาในการคํานวณคาปรับขนาดขึ้นอยูกับเวลาในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  
 
          ( ) c

i iλ − K x M φ  =   ˆ ˆi iλMφ  ; 1, 2,...,i nlc=   (4.3.1) 
 
 สมการที่ (4.3.1) แสดงถึงระบบสมการเชิงเสนที่เกี่ยวของในขั้นตอนการคํานวณคาปรับขนาดโดยวิธี
โกลเดนเซคชัน  โดยที่ ( )K x คือ  สติฟเนสเมตริกซของโครงสรางที่ประกอบดวยเซตของคาพารามิเตอร x   
M   คือเมตริกซมวลของโครงสรางที่มีตําแหนงตรงกับระดับขั้นความเสรีที่ไมไดวัดขอมูล และ M̂  คือเมตริกซ
มวลของโครงสรางที่มีตําแหนงตรงกับระดับขั้นความเสรีที่วัดขอมูล  iλ  คือความถี่ธรรมชาติของโครงสรางที่
สอดคลองกับรูปแบบการสั่นไหวที่วัดขอมูล ˆ iφ  ในโหมดที่ i   เมื่อ nlc คือจํานวนโหมดที่ทําการวัดขอมูล และ 
c
iφ  คือรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากการคํานวณในโหมดที่ i   

 
 สมการที่ (4.3.1) สามารถเขียนใหมไดในรูปของ 
 
               ( ) c

i iB x φ  =    if   ; 1, 2,...,i nlc=   (4.3.2) 
 
เมื่อ ( ) ( )i iλ = − B x K x M  และ  ˆ ˆi i iλ=f Mφ   โดยที่สามารถคํานวณหารูปแบบการสั่นไหว

เทียบเทาในโหมดที่ i  ( c
iφ ) ไดจากการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนที่ (4.3.2) เมื่อ ( )iB x ไมเปนเมตริกซ

เอกฐาน  (non-singular matrix)  
 
ในกรณีที่แตละโหมดสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดทุกระดับขั้นความเสรี  เมตริกซมวลของ

โครงสรางที่มีตําแหนงตรงกับระดับขั้นความเสรีที่ไมไดวัดขอมูลจะมีคา  =M 0   สงผลให ( )iB x มีคุณสมบัติ
เปนบวกแนนอนเนื่องจากสติฟเนสเมตริกซของโครงสราง ( )K x มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน  ในทางตรงกัน
ขามสําหรับกรณีที่แตละโหมดไมสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดทุกระดับขั้นความเสรี  เมตริกซมวลของ
โครงสราง M  จะมีคาในตําแหนงที่ไมไดวัดขอมูล สงผลให ( )iB x สามารถสูญเสียคุณสมบัติเปนบวกแนนอน  
โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อจํานวนของระดับขั้นความเสรีที่ไมไดวัดขอมูลเพิ่มมากขึ้น หรือเมื่อทําการวัดขอมูลใน
โหมดที่มีคาของความถี่ธรรมชาติมากขึ้น 

 
จะเห็นไดวาจํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดขอมูลสงผลตอคุณสมบัติ

ความเปนบวกแนนอนของ ( )iB x ซึ่งจะสงผลถึงวิธีที่เลือกใชในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3  ดังนั้นในกรณีศึกษาตอไปนี้จะเปนการประเมินประสิทธิภาพ
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการหาคาปรับขนาด ตามสมการที่ (4.3.2) โดยจะพิจารณา
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ในกรณีที่สามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี และกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง
บางระดับขั้นความเสรี  เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพดานเวลาในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนระหวาง
วิธีแยกแบบแอลยู และวิธีไครโลฟสับเปซในแตละวิธี พรอมทั้งสรุปวิธีการที่เหมาะสมในแตละกรณีศึกษา 

 
 

4.4 การทดลองดวยวิธีเชิงตัวเลข  
 
การทดลองดวยวิธีเชิงตัวเลขในกรณีศึกษานี้  จะทําการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของโครง      

ขอหมุน 3 มิติ  ที่มีรูปรางและคุณสมบัติดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอที่ 4.2  การสรางแบบจําลองเริ่มจากการ
กําหนดคาสติฟเนสพารามิเตอร และน้ําหนักตอหนวยความยาวใหกับแตละกลุมของชิ้นสวนโครงสราง  จากนั้น
ใชวิธีทางคณิตศาสตรในการวิเคราะหหาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวในทุกโหมดของโครงสราง  
ขั้นตอนตอมาจึงทําการกําหนดระดับขั้นความเสรีที่ทําการวัดขอมูลแบบสุม โดยใหกระจายครอบคลุมระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมดของโครงสราง  ซึ่งสามารถแบงกรณีศึกษาออกไดเปน 4  กรณี ไดแก กรณีที่วัดรูปแบบการสั่น
ไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี  และกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 90%  50%  และ 10% ของระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมดตามลําดับ  ในขณะที่ขอมูลของความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวสามารถวัดไดครบทุก
โหมดและสมมุติใหไมมีความคลาดเคลื่อนของขอมูลจากการวัด 

 
ในกรณีศึกษาดังกลาวนี้สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟไดมีการกําหนดเวกเตอรคําตอบเริ่มตนเปน

เวกเตอรศูนย (null vector) กลาวคือ 0 =x 0  และไดกําหนดเกณฑในการลูเขาของคําตอบของแตละวิธีในตาราง
ที่ 4.1 

 
 

ตารางที่ 4.1 เกณฑในการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 

วิธีปริภูมิยอยไครโลฟ นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธ ( 2

2

i

o

r
r

) 

1. เกรเดียนตสังยุค (CG) 81 10−×  
2. แอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 81 10−×  
3. เวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 81 10−×  
4. เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 81 10−×  

 
 
สําหรับการเปรียบเทียบประสิทธิภาพระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ จะพิจารณา

ทั้งประสิทธิภาพทางดานเวลาในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน และจํานวนหนวยเก็บขอมูลโดยนํา
วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์แตละวิธีเขามาใชในการทดลองดวย  สําหรับผลการศึกษา     
ในแตละกรณีศึกษาจะแสดงในขั้นตอนตอไป 
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4.4.1  กรณีท่ีวัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรีในแตละโหมด 
 

ในกรณีนี้ ( )iB x จากสมการที่ (4.3.2) จะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนในทุกโหมดของการวัดขอมูล  
รูปที่ 4.3 แสดงถึงจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และวิธี SYMMLQ สวนรูปที่ 4.4  แสดง
ถึงจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ผลการทดลองจากวิธีปริภูมิยอยไคร
โลฟทั้ง 4 วิธี  แสดงใหเห็นวาเมื่อพิจารณาในโหมดที่สูงขึ้นจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดยังคงมีคา
ใกลเคียงกัน  ถึงแมวาจะมีการกวัดแกวงของจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดอยูบาง สําหรับกรณีที่ไม
ปรับสภาวะเริ่มตนใหกับเมตริกซสัมประสิทธิ์และการใชเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนจาโคบี  พบวาจํานวนรอบ
การคํานวณมีคากวัดแกวงอยูระหวาง 72-95 รอบ และ 60-80 รอบ ตามลําดับ  นอกจากนี้เนื่องจากเมตริกซ
สัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนในทุกโหมด  จึงสามารถใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวน  
โชเลสกีไมสมบูรณโดยมีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.005  0.015 และ 0.050 ซึ่งพบวาจํานวนรอบการคํานวณซ้ํา
ในแตละโหมดมีคาเกือบจะคงที่โดยมีคาประมาณ  20  29  และ 38 รอบ ตามลําดับ  สําหรับวิธีแยกสวนโชเลสกี
แบบไมเติมเต็มสมบูรณพบวามีจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดที่ใกลเคียงกันมากกับวิธีแยกสวนโชเล
สกีไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์การเติมเต็มเทากับ 0.050 

 
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถแสดงไดจากความสัมพันธระหวาง

ขนาดของอัตราสวนเวกเตอรคงคางสัมพัทธที่ลดลงเมื่อเพิ่มจํานวนรอบการคํานวณซ้ําดังแสดงในรูปที่ 4.5 และ 
4.6  เมื่อพิจารณารูปที่ 4.5 (ก) และ (ข) ซึ่งแสดงถึงพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบระหวางวิธี CG และ SYMMLQ  
ในโหมดที่ 1 พบวามีลักษณะไมแตกตางกัน กลาวคืออัตราสวนเวกเตอรคงคางสัมพัทธมีคาเพิ่มขึ้นในชวงรอบการ
คํานวณแรกและมีคาลดลงเมื่อรอบการคํานวณซ้ํามากขึ้น แตอาจมีคาเพิ่มขึ้นอีกในบางชวงและมีคาลดลงสลับกัน
จนมีคาเทากับ 810−  จึงเกิดการลูเขาของคําตอบ  จากพฤติกรรมดังกลาวพบวามีความแตกตางจากวิธี MINRES 
และ SQMR กลาวคือเมื่อพิจารณาจากรูปที่ 4.6 (ก) และ (ข) พบวาอัตราสวนเวกเตอรคงคางสัมพัทธมีคาลดลง
อยางตอเนื่อง ถึงแมวาในบางชวงจะมีการลดลงที่คอนขางชาเมื่อเทียบกับจํานวนรอบการคํานวณซ้ําที่เพิ่มขึ้น แต
อัตราสวนเวกเตอรคงคางสัมพัทธก็ไมมีคาเพิ่มขึ้นอยางในกรณีของวิธี CG และ SYMMLQ ซึ่งแสดงใหเห็นวา
พฤติกรรมลูเขาของคําตอบของวิธี MINRES และ SQMR มีลักษณะราบเรียบกวาวิธี CG และ SYMMLQ  ทั้งนี้
สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟทุกวิธีพบวา การปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยวิธีแยกสวน
โชเลสกีไมสมบูรณโดยมีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.005 ใหอัตราการลูเขาของคําตอบมากที่สุด รองลงมาคือ วิธี
แยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณโดยมีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.015  สําหรับวิธีแยกสวนโชเลสกีแบบไมเติมเต็ม
สมบูรณแบบมีอัตราการลูเขาของคําตอบที่ใกลเคียงกับการใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มที่มีคาเทากับ 0.050  วิธีปรับ
สภาวะเริ่มตนจาโคบีใหอัตราการลู เขาของคําตอบที่รองลงมา และการไมปรับสภาวะเริ่มตนแกเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ใหอัตราการลูเขาของคําตอบที่นอยที่สุด   

 
ตารางที่ 4.2 แสดงถึงตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในแตละวิธีที่ไดทําการศึกษา ซึ่งพบวา

มีความสอดคลองกับผลการทดลองจากรูปที่ 4.5 และ 4.6 กลาวคือการปรับสภาวะเริ่มตนใหแกเมตริกซ
สัมประสิทธิ์สงผลใหมีสภาวะที่ดีขึ้น ดังจะเห็นไดจากตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอยลง 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ข) วิธีสมมาตรแอลคิว  (SYMMLQ) 

 
รูปที่ 4.3  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้น
ความเสรี 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร  (SQMR) 
 

รูปที่ 4.4  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้น
ความเสรี 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 

รูปที่ 4.5  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 

 
รูปที่ 4.6  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธิ์กับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี 
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ตารางที่ 4.2 ตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีในทุกโหมด กรณีที่วัด
รูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขัน้ความเสรีของโครงสราง 

 
วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ตัวเลขบอกสภาวะ ( κ ) 
1. ไมใชการปรับสภาวะ 1,758.18 
2. การปรับสภาวะแบบจาโคบี 1,482.16 
3. การปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ ( δ = 0.005 ) 53.73 
4. การปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ ( δ = 0.015 ) 107.09 
5. การปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ ( δ = 0.050 ) 257.78 
6. การปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมเติมเต็มสมบูรณ  206.44 

 
 
สําหรับเวลาที่ใชในการคํานวณรวมทุกโหมด และจํานวนหนวยเก็บขอมูลเปนดังแสดงในรูปที่ 4.7 และ 

4.8 ตามลําดับ  จากรูปที่ 4.7 พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟทุกวิธีซึ่งมีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบตางๆใชเวลาใน
การคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยูในทุกกรณี  โดยเฉพาะอยางยิ่งการใชเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนแบบ    
แยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.015 ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด ถึงแมวาจะมี
อัตราการลูเขาของคําตอบที่นอยกวากรณีที่สัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.005   สําหรับในกรณีศึกษานี้วิธีการที่ใช
เวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยที่สุดคือ วิธี CG ที่ใชเมตริกซการปรับปรุงสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวน  
โชเลสกีไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.015  ในทํานองเดียวกันเมื่อพิจารณาถึงหนวยเก็บขอมูลที่ใช
ในรูปที่ 4.8 พบวาวิธีแยกแบบแอลยูใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากกวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในทุกกรณี   

 
 

4.4.2  กรณีท่ีวัดรูปแบบการสั่นไหวได 90% ของระดับขั้นความเสรีท้ังหมดในแตละโหมด 
 
ในกรณีนี้กําหนดใหวัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 454 ระดับขั้นความเสรีจากรูปแบบการสั่นไหว

ทั้งหมด 504 ระดับขั้นความเสรีโดยรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดกระจายไปทั่วทั้งโครงสราง ซึ่งในกรณีนี้ ( )iB x
จากสมการที่ (4.3.2) ยังคงมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนเฉพาะในชวง     3 โหมดแรกของการวัดขอมูล  ซึ่งทําให
เกิดขอจํากัดในการเลือกใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนของวิธี CG SYMMLQ และ MINRES ที่ตองการเมตริกซ
ปรับสภาวะเริ่มตนที่มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน จึงไมสามารถใชเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ
รวมทั้งวิธีแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณกับวิธีเหลานี้ได   ดังนั้นวิธีปรับสภาวะเริ่มตนที่สามารถใชไดกับวิธี CG 
SYMMLQ และ MINRES มีเพียงวิธีปรับสภาวะจาโคบีเทานั้น  เนื่องจากวิธีการปรับสภาวะจาโคบีสามารถสราง
เมตริกซปรับสภาวะที่มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนไดจากเมตริกซสัมประสิทธิ์เริ่มตนที่ไมมีคุณสมบัติเปนบวก
แนนอน โดยการใชคาสัมบูรณของสมาชิกเมตริกซในแนวทแยงดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3  สําหรับวิธี SQMR 
ถึงแมวาไมสามารถใชวิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ   แตยังสามารถใชวิธีปรับสภาวะแบบแยก
สวนไมสมบูรณได เนื่องจากวิธี SQMR เมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนที่นํามาใชงานไมจําเปนจะตองมีคุณสมบัติเปน
บวกแนนอน 
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รูปที่ 4.7  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณครบทุกโหมดระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสร ี

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.8  การเปรียบเทียบจํานวนหนวยเก็บขอมูลระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละ
วิธีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี 
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เมื่อพิจารณาจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG  SYMMLQ  MINRES และ SQMR  
ดังแสดงในรูปที่ 4.9 (ก)-(ข) และ 4.10 (ก)-(ข) ตามลําดับ  พบวาจํานวนรอบในการคํานวณซ้ําของวิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟทั้ง 4 วิธี มีแนวโนมเดียวกัน กลาวคือ มีคาเพิ่มขึ้นในชวงโหมดแรกและเพิ่มขึ้นถึงจุดสูงสุดในชวงโหมด
กลาง จากนั้นเริ่มจะมีคาลดลงและมีคานอยที่สุดในโหมดสุดทาย  ตารางที่ 4.3 แสดงตัวเลขบอกสภาวะของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีที่เลือกใชในโหมดตางๆ 

 
ตารางที่ 4.3 ตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีในทุกโหมด กรณีที่วัดรูปแบบ   
การสั่นไหวได 90% ของทุกระดับขั้นความเสร ี

 
ตัวเลขบอกสภาวะ ( κ ) วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ 

โหมดที่ 1 โหมดที่  239 โหมดที่ 504 
1. ไมใชการปรับสภาวะ 1,946.08 10,681.94 325.56 
2. การปรับสภาวะแบบจาโคบี 1,641.44 588,860.39 93.52 
3. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.015 ) 70.65 5,916.27 9.18 
4. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.035 ) 111.97 4,879.72 13.89 
5. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.050 ) 167.08 10,769.97 16.14 
6. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมเติมเต็มสมบูรณ  232.46 65,277.31 22.69 

 
 
จากตารางที่ 4.3 พบวาวิธีปรับสภาวะเริ่มตนที่เลือกใชในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 504  มีแนวโนม

เชนเดียวกับในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี  นั่นคือการปรับสภาวะเริ่มตนของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์สงผลใหเมตริกซสัมประสิทธิ์มีสภาวะที่ดีขึ้นซึ่งพิจารณาไดจากตัวเลขบอกสภาวะที่มีคา
ลดลง  แตสําหรับในโหมดที่ 239 กลับมีแนวโนมที่กลับกัน  กลาวคือการปรับสภาวะเริ่มตนโดยวิธีจาโคบี ใหคา
ของตัวเลขบอกสภาวะที่มากขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 4.9 และ รูปที่ 4.10 ซึ่งพบวาวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนจาโคบี
สงผลใหจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในโหมดที่ 239 มีคามากที่สุด  และตั้งแตโหมดที่ 320 ถึงโหมดที่ 504 วิธีปรับ
สภาวะจาโคบีสงผลใหจํานวนรอบการคํานวณซ้ํานอยกวา การไมใชวิธีปรับสภาวะอยางชัดเจน  เมื่อพิจารณารูปที่ 
4.10 (ข) พบวาเมื่อใชวิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจะสงผลใหจํานวนรอบการ
คํานวณซ้ําในแตละโหมดนอยกวา วิธี SQMR ที่ไมมีการปรับสภาวะ และ วิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะ      
จาโคบี  ยกเวนการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมเติมเต็มสมบูรณที่จะมีจํานวนรอบการคํานวณซ้ําสูงมากในชวง
โหมดที่ 120 ถึงโหมดที่ 200 

 
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีเปนดังแสดงในรูปที่ 4.11 – 4.14     

รูปที่ 4.11 - 4.12 แสดงพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบในโหมดที่ 1 และรูปที่ 4.13 – 4.14 แสดงพฤติกรรมการลู
เขาของคําตอบในโหมดที่ 239   เมื่อพิจารณาพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบระหวางวิธี CG และ SYMMLQ 
เปรียบเทียบกับวิธี MINRES และ SQMR ในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 239 พบวาวิธี MINRES และ SQMR ให
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาวิธี CG และ SYMMLQ โดยเฉพาะอยางยิ่งในโหมดที่ 239 วิธี CG 
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และ SYMMLQ มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่กวัดแกวงอยางชัดเจน ในขณะที่วิธี MINRES และ SQMR มี
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวา  ถึงแมวาสุดทายแลวจํานวนรอบการคํานวณซ้ําเมื่อเกิดการลูเขาของ
คําตอบจะมีคาใกลเคียงกันก็ตาม  และในโหมดที่ 239 การปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีกลับใหอัตราการลูเขา
ของคําตอบที่ตํ่ากวาการไมใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตน แตวิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยก
สวนไมสมบูรณกลับใหอัตราการลูเขาของคําตอบที่นาพอใจ โดยอัตราการลูเขาของคําตอบจะสูงที่สุดเมื่อใชคา
สัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.035 0.015 และ 0.050 ตามลําดับ สําหรับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมเติมเต็ม
สมบูรณใหอัตราการลูเขาของคําตอบที่ตํ่ากวา  

 
เมื่อพิจารณารูปที่ 4.15 ซึ่งแสดงถึงเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดพบวา วิธีปริภูมิยอยไครโลฟทุกวิธี 

ที่มีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบตางๆยังคงใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู  โดยวิธีปริภูมิยอยไคร
โลฟที่ใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนจะใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีปริภูมิยอยที่ไมมีการปรับสภาวะเริ่มตน  
ยกเวนวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมเติมเต็มสมบูรณรวมกับวิธี SQMR ที่ใชเวลาในการคํานวณมาก
ที่สุดในวิธีปริภูมิยอยไครโลฟทั้งหมด  สําหรับวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยที่สุดคือวิธี SQMR ซึ่ง
ใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.035  สําหรับหนวยเก็บขอมูล
ที่ใชในแตละวิธีเปนดังแสดงในรูปที่ 4.16 ซึ่งพบวาวิธีแยกแบบแอลยูยังคงใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากกวาวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟทุกวิธี 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.9  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับ
ขั้นความเสรีทั้งหมด 



 59

Mode

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

N
o.

 o
f i

te
ra

tio
n

100

200

300

400

500

600

700

800

MINRES 
Jacobi MINRES 

Mode

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

N
o.

 o
f i

te
ra

tio
n

1

10

100

1000

SQMR 
Jacobi SQMR 
ICSQMR (δ = 0.015) 
ICSQMR (δ = 0.035) 
ICSQMR (δ = 0.050) 
ICSQMR0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.10  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.11  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.12  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร  (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.13  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 239 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร  (SQMR) 

 
รูปที่ 4.14  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 239 ของวิธี MINRES และ SQMR ใน
กรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.15  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณครบทุกโหมดระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 4.16  การเปรียบเทียบจํานวนหนวยเก็บระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธี         
ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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4.4.3  กรณีท่ีวัดรูปแบบการสั่นไหวได 50% ของระดับขั้นความเสรีท้ังหมดในแตละโหมด 
 

ในกรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 252 ระดับขั้นความเสรีจากรูปแบบการสั่น
ไหวทั้งหมด 504 ระดับขั้นความเสรีโดยรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดกระจายไปทั่วทั้งโครงสราง  ในกรณีนี้ 

( )iB x จากสมการที่ (4.3.2) จะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนเฉพาะในโหมดแรกของการวัดขอมูลเทานั้น ซึ่งทํา
ใหเกิดขอจํากัดในการเลือกใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนของเมตริกซสําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธี 
เชนเดียวกับในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด     
 

เมื่อพิจารณาจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG  SYMMLQ  MINRES และ SQMR  
ดังแสดงในรูปที่ 4.17 (ก)-(ข) และ 4.18 (ก)-(ข) ตามลําดับ  พบวาจํานวนรอบการคํานวณซ้ําของวิธีปริภูมิยอย  
ไครโลฟทั้ง 4 วิธี มีแนวโนมเดียวกัน กลาวคือมีคาเพิ่มขึ้นในชวงโหมดแรกและเพิ่มขึ้นถึงจุดสูงสุดในชวงโหมด
กลาง จากนั้นเริ่มจะมีคาลดลงและมีคานอยที่สุดในโหมดสุดทาย  ซึ่งแนวโนมดังกลาวมีความคลายคลึงกับใน
กรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมดแตจะมีความแตกตางกันตรงที่จํานวนรอบ
การคํานวณซ้ําในแตละโหมดในรูปที่ 4.17 และ 4.18 มีคามากกวาในรูปที่  4.11 และ 4.12   

 
ตารางที่ 4.4 ตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีในทุกโหมด กรณีที่วัดรูปแบบ   
การสั่นไหวได 50% ของทุกระดับขั้นความเสร ี

 
ตัวเลขบอกสภาวะ ( κ ) วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ 

โหมดที่ 1 โหมที่  294 โหมดที่ 504 
1. ไมใชการปรับสภาวะ 4,712.49 436.47 67.66 
2. การปรับสภาวะแบบจาโคบี 3,975.70 47,477.40 16.41 
3. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0005 ) 33.90 2.19 1.03 
4. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0050 ) 127.52 32.61 1.21 
5. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0150 ) 173.82 31,253.63 1.46 

 
ตารางที่ 4.4 แสดงตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธี

ที่เลือกใชในโหมดตางๆที่นํามาพิจารณา  ซึ่งจากตัวเลขบอกสภาวะในตารางที่ 4.4 สําหรับวิธีปรับสภาวะเริ่มตนที่
เลือกใชในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 504  แสดงใหเห็นวาการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์  สงผลให
เมตริกซสัมประสิทธิ์มีสภาวะที่ดีขึ้นซึ่งพิจารณาไดจากตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอยลง  ในทางตรงกันขามสําหรับ
ในโหมดที่ 294 เฉพาะการปรับสภาวะเริ่มตนโดยวิธีจาโคบีเทานั้นที่ใหคาของตัวเลขบอกสภาวะมากขึ้น ดังแสดง
ในรูปที่ 4.17 และ 4.18 ซึ่งพบวาวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนจาโคบีสงผลใหจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในโหมดที่ 
294 มีคามากที่สุด  และตั้งแตโหมดที่ 350 ถึงโหมดที่ 504 วิธีปรับสภาวะจาโคบี  สงผลใหจํานวนรอบการคํานวณ
ซ้ํานอยกวาการไมใชวิธีปรับสภาวะ  และเมื่อพิจารณารูปที่ 4.18 (ข) พบวาวิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะแบบ
แยกสวนไมสมบูรณสงผลใหจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดนอยกวา วิธี SQMR ที่ไมมีการปรับสภาวะ 
และ วิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะจาโคบี 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.17  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.18  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีเปนดังแสดงในรูปที่ 4.19 – 4.22 โดย
รูปที่ 4.19 - 4.20 แสดงพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบในโหมดที่ 1 และรูปที่ 4.21 – 4.22 แสดงพฤติกรรมการลู
เขาของคําตอบในโหมดที่ 294   เมื่อพิจารณาพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบระหวางวิธี CG และ SYMMLQ 
เปรียบเทียบกับวิธี MINRES และ SQMR ในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 294 พบวาวิธี MINRES และ SQMR มี
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาวิธี CG และ SYMMLQ โดยเมื่อพิจารณาในโหมดที่ 294 พบวาวิธี 
CG และ SYMMLQ มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่กวัดแกวงอยางชัดเจนโดยเฉพาะอยางยิ่งในชวงกอนที่จะลู
เขาหาคําตอบ  ในขณะที่วิธี MINRES และ SQMR มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาถึงแมวา
สุดทายแลวจํานวนรอบการคํานวณซ้ําเมื่อเกิดการลูเขาของคําตอบจะมีคาใกลเคียงกันก็ตาม   

 
จากรูปที่ 4.31 และ 4.32  พบวาการปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีสงผลใหอัตราการลูเขาของคําตอบต่ํา

กวาการไมใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตน สําหรับวิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณให
อัตราการลูเขาของคําตอบที่สูงกวาโดยอัตราการลูเขาของคําตอบจะสูงขึ้นเมื่อใชคาสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 
0.0005 0.0050 และ 0.0150 ตามลําดับ 

 
เมื่อพิจารณารูปที่ 4.23 ซึ่งแสดงถึงเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดพบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟโดย

สวนใหญจะใชเวลาในการคํานวณมากกวาวิธีแยกแบบแอลยู และการใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใชเวลา
ในการคํานวณมากกวาการไมใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตน  มีเพียงวิธี SQMR ที่ใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวน
ไมสมบูรณเทานั้นที่ใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู  โดยที่การแยกสวนไมสมบูรณที่ใช
สัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0050 ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด  สําหรับในสวนของหนวยเก็บขอมูลเมื่อ
พิจารณาจากรูปที่ 4.24 พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟยังคงใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู   

 
ถึงแมวาเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟโดยสวนใหญจะมากกวาวิธีแยก

แบบแอลยู  แตเมื่อพิจารณา รูปที่ 4.25 และ 4.26 ซึ่งแสดงถึงเวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบ
แอลยูในชวงโหมดแรกๆและชวงโหมดทายๆ รูปที่ 4.27 แสดงเวลาที่ใชในการคํานวณในชวง 130 โหมดแรกซึ่ง
พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสวนใหญจะใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู ยกเวนวิธี SQMR โดย
ใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0005 และ 0.0150 ที่ยังคงใช
เวลามากกวาวิธีแยกแบบแอลยู  โดยที่วิธี CG ที่ใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอย
ที่สุด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.19  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
 
รูปที่ 4.20  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.21  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 294 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.22  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 294 ของวิธี MINRES และ SQMR ใน
กรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.23  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณครบทุกโหมดระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.24  การเปรียบเทียบจํานวนหนวยเก็บระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธี         
ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
รูปที่ 4.25  เวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธ ีCG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.26  เวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธ ีMINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.27  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณในชวง 130 โหมดแรก ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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4.4.4  กรณีท่ีวัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีท้ังหมดในแตละโหมด 
 

ในกรณีนี้วัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 50 ระดับขั้นความเสรีจากรูปแบบการสั่นไหวทั้งหมด 504 
ระดับขั้นความเสรี โดยรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดกระจายไปทั่วทั้งโครงสราง  ซึ่ง ( )iB x จากสมการที่ (4.3.2) 
จะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนเฉพาะในโหมดแรกของการวัดขอมูลเทานั้น จึงทําใหเกิดขอจํากัดในการเลือกใช
วิธีการปรับสภาวะเบื้องตนของเมตริกซสําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธี เชนเดียวกับในกรณีที่วัด
รูปแบบการสั่นไหวได 10% และ 50% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด     
 

เมื่อพิจารณาจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG  SYMMLQ  MINRES และ SQMR  
ดังแสดงในรูปที่ 4.28 (ก)-(ข) และ 4.29 (ก)-(ข) ตามลําดับ  จํานวนรอบในการคํานวณซ้ําของวิธีปริภูมิยอย      
ไครโลฟทั้ง 4 วิธี มีแนวโนมเดียวกับในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% และ 50% ของระดับขั้นความเสรี
ทั้งหมด  กลาวคือมีคาเพิ่มขึ้นในชวงโหมดแรกและเพิ่มขึ้นถึงจุดสูงสุดในชวงโหมดกลาง จากนั้นเริ่มจะมีคาลดลง
และมีคานอยที่สุดในโหมดสุดทาย  แตในกรณีนี้จะมีจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดมากที่สุด 

 
ตารางที่ 4.5 ตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีในทุกโหมด กรณีที่วัดรูปแบบ   
การสั่นไหวได 50% ของทุกระดับขั้นความเสร ี

 
ตัวเลขบอกสภาวะ ( κ ) วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ 

โหมดที่ 1 โหมที่  294 โหมดที่ 504 
1. ไมใชการปรับสภาวะ 24,940.51 13,311.97 130.11 
2. การปรับสภาวะแบบจาโคบี 21,051.75 1,197,030.98 70.77 
3. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0005 ) 121.34 36.62 1.08 
4. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0025 ) 1,328.42 3,332.99 1.32 
5. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0150 ) 925.14 229,589.72 2.09 

 
ตารางที่ 4.5 ไดแสดงถึงตัวเลขบอกสภาวะของการปรับสภาวะแตละวิธีที่เลือกใชในโหมดตางๆที่นํามา

พิจารณา  ซึ่งจากตัวเลขบอกสภาวะในตารางที่ 4.5 สําหรับวิธีปรับสภาวะเริ่มตนที่เลือกใชในโหมดที่ 1 และโหมด
ที่ 504  สามารถอธิบายไดถึงการปรับสภาวะเริ่มตนใหแกเมตริกซสัมประสิทธิ์สงผลใหเมตริกซสัมประสิทธิ์มี
สภาวะที่ดีขึ้นซึ่งพิจารณาไดจากตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอยลง  ในทางตรงกันขามสําหรับในโหมดที่ 294 เฉพาะ
การปรับสภาวะเริ่มตนโดยวิธีจาโคบีเทานั้นที่ใหคาของตัวเลขบอกสภาวะที่มากขึ้น ซึ่งสามารถแสดงใหในรูปที่ 
4.28 และ 4.29 วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนจาโคบีสงผลใหจํานวนรอบการคํานวณในโหมดที่ 294 มีคามากที่สุด  
และต้ังแตโหมดที่ 360 ถึงโหมดที่ 504 วิธีปรับสภาวะจาโคบีใหจํานวนรอบการคํานวณนอยกวาการไมใชวิธีปรับ
สภาวะ  และเมื่อพิจารณารูปที่ 4.29 (ข) วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจะไดจํานวน
รอบการคํานวณในแตละโหมดนอยกวา วิธี SQMR ที่ไมมีการปรับสภาวะ และ วิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะ
จาโคบี 
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พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีแสดงไดในรูปที่ 4.30 – 4.33 โดยใน
รูปที่ 4.30 - 4.31 เปนพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบในโหมดที่ 1 และรูปที่ 4.32 – 4.33 จะเปนพฤติกรรมการลูเขา
ของคําตอบในโหมดที่ 294   เมื่อพิจารณาพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบระหวางวิธี CG และ SYMMLQ 
เปรียบเทียบกับวิธี MINRES และ SQMR ในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 294 พบวาวิธี MINRES และ SQMR ให
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาวิธี CG และ SYMMLQ เมื่อพิจารณาในโหมดที่ 294 วิธี CG และ 
SYMMLQ มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่กวัดแกวงอยางมากตลอดชวงและอัตราการลูเขาจะมีคามากในชวง
ทาย  ในขณะที่วิธี MINRES และ SQMR มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาถึงแมวาสุดทายแลว
จํานวนรอบการคํานวณเมื่อเกิดการลูเขาของคําตอบจะมีคาใกลเคียงกันก็ตาม   

 
จากรูปที่ 4.32 และ 4.33 การปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใหอัตราการลูเขาของคําตอบที่นอยกวาการ

ไมใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตน สําหรับวิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณใหอัตรา
การลูเขาของคําตอบที่ดีกวาโดยอัตราการลูเขาของคําตอบจะมากที่สุดเมื่อมีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0005 
0.0025 และ 0.0150 ตามลําดับ 

 
เมื่อพิจารณารูปที่ 4.34 ซึ่งแสดงถึงเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดพบวาในกรณีนี้ วิธีปริภูมิยอย     

ไครโลฟทุกวิธีใชเวลาในการหาคําตอบมากกวาวิธีแยกแบบแอลยู ยกเวนวิธี SQMR ที่ใชการปรับสภาวะเริ่ม
ตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0005 และ 0.0025 ที่ใชเวลานอยกวาวิธีแยกแบบ 
แอลยู โดยที่การแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0025 ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด
นอกจากนี้การใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณมากกวาการไมใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตน    
สําหรับในสวนของหนวยเก็บขอมูลเมื่อพิจารณาจากรูปที่ 4.35 พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟยังคงใชจํานวนหนวย
เก็บขอมูลนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู   

 
ถึงแมวาเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟโดยสวนใหญจะใชเวลามากกวาวิธี

แยกแบบแอลยู  แตเมื่อพิจารณา รูปที่ 4.36 และ 4.37 ซึ่งแสดงถึงเวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยก
แบบแอลยูในชวงโหมดแรกๆและชวงโหมดทายๆของการวัดขอมูล  ดังนั้นจากรูปที่ 4.27 ซึ่งแสดงถึงเวลาที่ใชใน
การคํานวณชวง 70 โหมดแรกพบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสวนใหญจะใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบ
แอลยู ยกเวนวิธี SQMR โดยใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 
0.0150 ที่ยังคงใชเวลามากกวาวิธีแยกแบบแอลยู  โดยที่วิธี CG ที่ใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใชเวลาใน
การคํานวณนอยที่สุด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
 
รูปที่ 4.28  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) เวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
 
รูปที่ 4.29  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.30  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.31  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.32  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 294 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.33  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 294 ของวิธี MINRES และ SQMR ใน
กรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.34  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณครบทุกโหมดระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.35  การเปรียบเทียบจํานวนหนวยเก็บระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธี         
ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสงัยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.36  เวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธ ีCG  และ SYMMLQ โดยเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู ในกรณีที่วัด
รูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.37  เวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธ ีMINRES  และ SQMR โดยเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู ในกรณีที่วัด
รูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.38  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณในชวง 70 โหมดแรก ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธีในกรณทีี่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 

 
 
 
 
4.5 บทสรุป 
 

จากการทดลองเชิงตัวเลขเพื่อศึกษาและเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิง
เสนโดยใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ กับวิธีแยกแบบแอลยู พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟจะมีประสิทธิภาพดานเวลาใน
การคํานวณลดลงเมื่อจํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่สามารถวัดไดมีคานอยลง  ดังจะเห็นได
จากกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี เวลาที่ใชในการคํานวณหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนครบทุกโหมดมีคานอยที่สุด  ในขณะที่เมื่อลดจํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่
วัดไดลงเหลือ 90% 50% และ 10% ตามลําดับ เวลาในการคํานวณในแตละกรณีดังกลาวมีคาเพิ่มขึ้น  ดังแสดงใน
รูปที่ 4.7  4.15  4.23 และ 4.34 ตามลําดับ  ในขณะเดียวกันเมื่อพิจารณาประสิทธิภาพทางดานหนวยเก็บขอมูล   
ถึงแมวาวิธีไครโลฟสับสเปซจะใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยูในทุกกรณีศึกษา แตในกรณี
ที่ตองการใหเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดมีคานอยที่สุดโดยที่จํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่น
ไหวสามารถวัดไดนอยลง จะตองใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 4.8  4.16  4.24  และ 4.35 
ตามลําดับ 
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เมื่อพิจารณาเวลาที่ใชในการคํานวณหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนครบทุกโหมดในทุกกรณีศึกษา  
วิธีปริภูมิยอยไครโลฟรวมกับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจะใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด          
ดังแสดงในรูปที่ 4.7  4.15  4.23 และ 4.34  ตามลําดับ แตในกรณีที่พิจารณาเฉพาะเวลาที่ใชในการคํานวณโหมด
แรกๆ วิธีปริภูมิยอยไครโลฟรวมกับการปรับสภาวะจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด ดังแสดงในรูปที่ 4.27 
และ 4.38  ซึ่งแสดงใหเห็นวาในชวงโหมดแรกๆในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นได 50% และ 10% ของระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมด  วิธีปริภูมิยอยไครโลฟรวมกับการปรับสภาวะแบบปรับสภาวะจาโคบีมีประสิทธิภาพทางดาน
เวลามากที่สุด 

 
ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรีจํานวนรอบการคํานวณของวิธีปริภูมิยอย

ไครโลฟในแตละโหมดมีคาใกลเคียงกัน ดังแสดงในรูปที่ 4.3 และ 4.4  ในขณะที่เมื่อจํานวนระดับขั้นความเสรี
ของรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดลดลงจํานวนรอบการคํานวณซําในแตละโหมดจะมีคาเพิ่มขึ้น ดังแสดงในรูปที่    
4.9  4.10  4.17  4.18  4.28  และ 4.29 ตามลําดับ  สําหรับในกรณีที่ไมสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุก
ระดับขั้นความเสรี จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดจะมีแนวโนมเดียวกัน  กลาวคือเริ่มจากที่มีคานอยใน
โหมดแรกและมีคาเพิ่มขึ้นจนมีคาสูงสุดที่โหมดชวงกลาง หลังจากนั้นก็มีคาลดลงจนมีคานอยที่สุดในโหมด
สุดทาย   รูปที่ 4.13  4.14  4.21  4.22  4.32 และ 4.33 แสดงถึงอัตราการลูเขาของคําตอบในโหมดชวงกลาง ซึ่ง
พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟรวมกับการปรับสภาวะจาโคบีสงผลใหอัตราการลู เขาของคําตอบต่ําที่สุด                 
ซึ่งสอดคลองกับคาของตัวเลขบอกสภาวะจากตารางที่ 4.3 - 4.5 เนื่องจากวิธีการปรับสภาวะจาโคบีในโหมดชวง
กลางใหคาของตัวเลขบอกสภาวะมากที่สุด  ซึ่งแสดงใหเห็นวาในโหมดชวงกลางพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบ   
มีความออนไหวตอวิธีการปรับสภาวะที่ใชมากกวาในโหมดชวงแรกและโหมดชวงทาย   

 
จากผลการทดลองที่แสดงถึงพฤติกรรมการลู เขาของคําตอบโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในแตละ

กรณีศึกษา พบวาวิธี CG มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่คลายกับวิธี SYMMLQ และวิธี MINRES มีพฤติกรรม
การลูเขาของคําตอบที่คลายกับวิธี SQMR  กลาวคือพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธี CG และ SYMMLQ จะ
มีลักษณะกวัดแกวงโดยเฉพาะอยางยิ่งในโหมดชวงกลาง ในขณะที่วิธี MINRES และ SQMR มีการลูเขาของ
คําตอบที่ราบเรียบกวา อยางไรก็ตามจํานวนรอบการคํานวณซ้ําสุดทายเมื่อเกิดการลูเขาของคําตอบของทุกวิธีมีคา
ใกลเคียงกัน 

 
ในกรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี  วิธี CG รวมกับการปรับสภาวะ

แบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.015 ใชเวลาในการคํานวณคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนรวมทุกโหมดนอยที่สุด  สําหรับกรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวได 90% ของระดับขั้นความ
เสรีทั้งหมด วิธี  SQMR รวมกับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.035 ใช
เวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยที่สุด  และในที่กรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวได 50% และ 10% ของ
ระดับขั้นความเสรีทั้งหมดวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยที่สุดคือ วิธี SQMR รวมกับการปรับ
สภาวะแยกสวนไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0050 และ วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะแยก
สวนไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0025 ตามลําดับ   
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สําหรับในกรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวได 50% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมดเมื่อคิดในชวง 130 
โหมดแรก วิธี CG รวมกับการปรับสภาวะแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด และในกรณีที่วัดขอมูล
รูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมดเมื่อคิดในชวง 70 โหมดแรก วิธี CG รวมกับการปรับ
สภาวะแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด 



บทที่ 5 
 

การเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง โดยใช
ขอมูลผลตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคาไมครบทุกโหมด 

 
 
 

5.1  ความนํา 
 
 จากการศึกษาประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในบทที่ 4 พบวาวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟจะมีประสิทธิภาพทางดานเวลาสูงสุดเมื่อเลือกใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไมครบทุกโหมด  ดังนั้นใน
บทที่ 5 นี้จะทําการศึกษาการประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอรของ
โครงสราง โดยเลือกใชขอมูลผลตอบสนองเชิงโหมด 10 โหมดแรกเปนกรณีศึกษา 
 
 
5.2  แบบจําลองโครงสรางในการประมาณคาพารามิเตอร 
 
 แบบจําลองโครงสรางที่ใชในกรณีศึกษานี้เปนแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติซึ่งประกอบดวยจํานวน
กลุมของพารามิเตอรทั้งหมด 42 กลุม ดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 4  คาสติฟเนส พารามิเตอร ( EA ) และน้ําหนัก
ตอหนวยความยาว (M ) ในแตละกลุมมีคาเทากับ 40,000,000 กิโลกรัมและ 15  กิโลกรัม/เมตร  ตามลําดับ  
คาพารามิเตอรดังกลาวอางอิงจากหนาตัดเหล็กฉากรูปพรรณขนาด 100 x 100 x 10 ตามมาตรฐาน  JIS G 3192  
 

ในการประมาณคาพารามิเตอรสมมติใหทราบคาของน้ําหนักตอความยาวของชิ้นสวนโครงสรางใน    
แตละกลุมกอนการประมาณคา  สิ่งที่ตองการคือคาสติฟเนสพารามิเตอรของโครงสรางซึ่งไมทราบคา  โดย
กําหนดใหคาสติฟเนสพารามิเตอรเริ่มตนของแตละกลุมมีคาเทากับ 39,500,000 กิโลกรัม และทําการคํานวณคา
สติฟเนส พารามิเตอรที่ตองการในแตละกลุมโดยใชวิธีการประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก 
โปรแกรมมิงโดยอาศัยขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรกของแบบจําลอง
โครงสราง  ซึ่งผลลัพธสุดทายของคาสติฟเนสพารามิเตอรของแตละกลุมจะมีคาเทากับ 40,000,000 กิโลกรัม 

 
รูปที่ 5.1 – 5.10 แสดงรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรก ของแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่ใชใน

กรณีศึกษา 
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รูปที่ 5.1 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 1  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 7.06 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.2 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 2  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 7.46 
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รูปที่ 5.3 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 3  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 10.91 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.4 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 4  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 17.72 
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รูปที่ 5.5 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 5  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 20.05 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.6 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 6  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 22.04 
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รูปที่ 5.7 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 7  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 31.07 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.8 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 8  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 34.04 
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รูปที่ 5.9 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 9  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 39.95 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.10 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 10  ซึ่งมีคาความถี่ธรรมชาติเทากับ 40.08 
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5.3  กรณีศึกษาการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง 
 
สําหรับกรณีศึกษาเพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพทางดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรของ

โครงสรางในบทที่ 5 นี้ สามารถแบงออกเปน 4 กรณีเชนเดียวกับบทที่ 4  ไดแก กรณี I แบบจําลองโครงสรางวัด
รูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี  กรณี II แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 90% 
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด  กรณี III แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 50% ของระดับขั้นความ
เสรีทั้งหมด  และกรณี IV แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด  
โดยกําหนดใหสามารถวัดขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 10 โหมดแรกเทานั้น   

 
การเปรียบเทียบประสิทธิภาพการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางในบทที่ 5 นี้ไดกําหนดเกณฑ

ในการตรวจสอบการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบที่ไดจากการประมาณดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก โปรแกรม
มิง ดังแสดงในตารางที่ 5.1 

 
 

ตารางที่ 5.1  เกณฑในการตรวจสอบการลูเขาของคาํตอบ 
 

เกณฑการลูเขา คาความคลาดเคลื่อนยินยอม 
dη  10-15 
xη  10-15 

 
 
 ในตารางที่ 5.1 คา dη  และ  xη  คือ คาความคลาดเคลื่อนยินยอมของ  kd   และ / k∆x x   
ตามลําดับ  โดยที่ kd  คือนอรมของเวกเตอรปรับทิศทางโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงของรอบการ
คํานวณที่ k  และ / k∆x x  คืออัตราสวนนอรมของคาพารามิเตอรคําตอบที่เพิ่มขึ้นตอนอรมของ
คาพารามิเตอรในรอบการคํานวณที่ k   คาพารามิเตอรที่ไดจากการประมาณดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรม
มิงในรอบการคํานวณที่ k  จะพิจารณาไดวาเกิดการลูเขาของคําตอบเมื่อมีคาความคลาดเคลื่อนไมเกินคาความ
คลาดเคลื่อนยินยอมที่กําหนดไวในตารางที่ 5.1 
 
 สําหรับกรณีศึกษาตอไปนี้จะแสดงเวลาที่ใชในการคํานวณ และคาของสมการเปาหมายในแตละรอบ
ของการประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง  โดยเปรียบเทียบประสิทธิภาพกอนและ
หลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาใชในการประมาณคาพารามิเตอร   เวลาที่ใชในการคํานวณแตละรอบของ
วิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงแสดงถึงประสิทธิภาพดานเวลาของแตละวิธีที่พิจารณา ในขณะที่คาของ
สมการเปาหมายในแตละรอบการคํานวณแสดงถึงความละเอียดถูกตองของคาพารามิเตอรสําหรับแตละวิธีที่
พิจารณา 
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 สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีที่นํามาใชในขั้นตอนการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน     
จะพิจารณาเกณฑในการลูเขาของคําตอบดังที่ไดแสดงในตารางที่ 5.2   
 

ตารางที่ 5.2 เกณฑในการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 

วิธีปริภูมิยอยไครโลฟ นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธ ( 2

2

i

o

r
r

) 

1. เกรเดียนตสังยุค (CG) 81 10−×  
2. แอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 81 10−×  
3. เวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 81 10−×  
4. เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 81 10−×  

 
 
5.3.1  กรณี I  แบบจําลองโครงสรางที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดทุกระดับขั้นความเสร ี
 
 กรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทั้ง 504 ระดับขั้นความเสรี สําหรับขอมูล
คาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหว 10 โหมดแรก  ผลการทดลองที่เปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพทางดาน
เวลาในการคํานวณกอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชสามารถแสดงไดในตารางที่     
5.3-5.6 
 
 
ตารางที่ 5.3 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี CG สําหรับกรณี I 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU CG Jacobi 
CG 

ICCG 
( 0.015δ = ) LU CG Jacobi 

CG 
ICCG 

( 0.015δ = ) 
1 .1791E-04 .1791E-04 .1792E-04 .1792E-04 32.06 32.08 31.95 32.06 
2 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 67.34 38.53 36.66 40.33 
3 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 .1635E-08 134.08 76.91 72.62 80.03 
4 .4451E-13 .4452E-13 .4451E-13 .4452E-13 201.28 115.11 109.20 120.14 
5 .5273E-22 .1096E-18 .6906E-19 .2449E-18 267.34 153.12 145.33 159.98 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,083,908 89,847,276 89,851,308 89,889,004     
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ตารางที่ 5.4 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SYMMLQ สําหรับกรณี I 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SYMMLQ Jacobi 
SYMMLQ 

ICSYMMLQ 
( 0.015δ = ) LU SYMMLQ Jacobi 

SYMMLQ 
ICSYMMLQ 
( 0.015δ = ) 

1 .1791E-04 .1792E-04 .1792E-04 .1792E-04 32.06 31.72 31.78 31.75 
2 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 67.34 38.41 36.67 40.05 
3 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 134.08 76.09 72.61 79.52 
4 .4451E-13 .4452E-13 .4451E-13 .4452E-13 201.28 114.12 108.92 119.42 
5 .5273E-22 .1115E-18 .6909E-19 .2449E-18 267.34 151.67 146.05 159.11 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,083,908 89,851,308 89,859,372 89,897,068     

 
 
 
ตารางที่ 5.5 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี MINRES สําหรับกรณี I 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU MINRES Jacobi 
MINRES 

ICMINRES 
( 0.015δ = ) 

LU MINRES Jacobi 
MINRES 

ICMINRES 
( 0.015δ = ) 

1 .1791E-04 .1792E-04 .179/E-04 .1792E-04 32.06 31.76 31.75 31.81 
2 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 67.34 38.48 36.86 40.22 
3 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 134.08 75.98 73.06 79.75 
4 .4451E-13 .4452E-13 .4450E-13 .4452E-13 201.28 113.91 109.77 119.77 
5 .5273E-22 .3466E-18 .3391E-18 .3067E-18 267.34 151.28 146.84 159.55 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,083,908 89,855,340 89,863,404 89,901,100     
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ตารางที่ 5.6 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SQMR สําหรับกรณี I 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SQMR Jacobi 
SQMR 

ICSQMR 
( 0.015δ = ) LU SQMR Jacobi 

SQMR 
ICSQMR 

( 0.015δ = ) 
1 .1791E-04 .1792E-04 .1792E-04 .1792E-04 32.06 32.03 31.76 31.94 
2 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 67.34 38.89 37.61 40.31 
3 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 134.08 76.84 74.61 79.95 
4 .4451E-13 .4452E-13 .4451E-13 .4454E-13 201.28 115.16 111.80 120.06 
5 .5273E-22 .2032E-18 .1957E-18 .1509E-17 267.34 153.22 148.58 159.97 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,083,908 89,851,308 89,855,340 89,897,068     

 
จากตารางที่ 5.3-5.6  พบวาตองใชจํานวนรอบการคํานวณของวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง       

5 รอบคาสติฟเนสพารามิเตอรจึงลูเขาหาคําตอบ  โดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟไดแก วิธี CG SYMMLQ MINRES 
และ SQMR ใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรนอยกวาการใชวิธีแยกแบบแอลยู  และเมื่อพิจารณาวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟแตละวิธีพบวาการใชวิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด ในขณะที่การ
ปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณกลับใชเวลาในการคํานวณมากกวาการที่ไมใชวิธีการปรับสภาวะ
เริ่มตน สําหรับวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุดสําหรับกรณี I คือวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะจาโคบีซึ่งใช
เวลาในการประมาณคาพารามิเตอรทั้งหมดเทากับ 145.33 วินาที 
 
 จากตารางที่ 5.3-5.6 เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายพบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการ
เปาหมายนอยที่สุดในรอบการคํานวณที่ 5 ซึ่งมีคาเทากับ 220.5273 10−×  นอกจากนั้นวิธี CG และ SYMMLQ โดย
ใชวิธีปรับสภาวะจาโคบีใหคาของสมการเปาหมายรองลงมาซึ่งมีคาเทากับ 190.6909 10−×  และวิธี SQMR โดยใช
วิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุดซึ่งมีคาเทากับ 170.1509 10−×

และเมื่อพิจารณาหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร พบวาหนวยเก็บขอมูลจากการใชวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟลดลงจากวิธีแยกแบบแอลยูเพียงเล็กนอยเทานั้น 
 
 
5.3.2  กรณี II  แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 90% ของระดับขั้นความเสรีท้ังหมด 
 
 กรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวได 454 ระดับขั้นความเสรี สําหรับขอมูลคาความถี่
ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหว 10 โหมดแรก  ผลการทดลองที่เปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพทางดานเวลาใน
การคํานวณกอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชสามารถแสดงไดในตารางที่ 5.7-5.10 
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ตารางที่ 5.7 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี CG สําหรับกรณี II 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU CG Jacobi 
CG LU CG Jacobi 

CG 
1 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 27.59 27.50 27.41 
2 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 57.76 34.83 32.38 
3 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 115.94 69.98 65.24 
4 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 174.31 105.50 98.36 
5 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 233.17 140.88 131.45 
6 .7111E-08 .7110E-08 .7112E-08 297.14 176.92 164.67 
7 .8026E-11 .8026E-11 .8026E-11 359.81 212.52 197.88 
8 .8895E-19 .5757E-18 .2775E-18 421.83 247.66 230.75 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,092,100 89,847,868 89,851,900    

 
 
 
ตารางที่ 5.8 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SYMMLQ สําหรับกรณี II 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SYMMLQ Jacobi 
SYMMLQ LU SYMMLQ Jacobi 

SYMMLQ 
1 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 27.59 27.55 27.45 
2 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 57.76 35.50 32.88 
3 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 115.94 71.39 66.20 
4 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 174.31 107.66 99.81 
5 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 233.17 143.81 133.50 
6 .7111E-08 .7111E-08 .7112E-08 297.14 180.77 167.59 
7 .8026E-11 .8026E-11 .8026E-11 359.81 218.02 201.55 
8 .8895E-19 .3469E-18 .2486E-18 421.83 254.14 235.14 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,092,100 89,851,900 89,859,964    
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ตารางที่ 5.9 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี MINRES สําหรับกรณี II 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU MINRES Jacobi 
MINRES LU MINRES Jacobi 

MINRES 
1 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 27.59 27.45 27.38 
2 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 57.76 35.45 33.12 
3 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 115.94 71.17 66.76 
4 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 174.31 107.20 100.67 
5 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 233.17 143.26 134.56 
6 .7111E-08 .7111E-08 .7108E-08 297.14 180.30 168.88 
7 .8026E-11 .8026E-11 .8025E-11 359.81 216.80 203.08 
8 .8895E-19 .1084E-17 .8694E-18 421.83 252.64 237.09 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,092,100 89,855,932 89,863,996    

 
 
ตารางที่ 5.10 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SQMR สําหรับกรณี II 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SQMR Jacobi 
SQMR 

ICSQMR 
( 0.035δ = ) LU SQMR Jacobi 

SQMR 
ICSQMR 

( 0.035δ = ) 
1 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 27.59 27.41 27.64 27.67 
2 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 57.76 35.45 34.25 32.75 
3 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 115.94 71.33 68.88 65.92 
4 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 174.31 107.41 103.86 99.33 
5 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 233.17 143.42 138.80 132.62 
6 .7111E-08 .7110E-08 .7112E-08 .7110E-08 297.14 180.30 174.17 166.42 
7 .8026E-11 .8026E-11 .8026E-11 .8026E-11 359.81 216.92 209.78 199.91 
8 .8895E-19 .8931E-18 .3822E-18 .1874E-17 421.83 252.80 245.34 232.97 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,092,100 89,851,900 89,855,932 89,890,812     

 
 
 ในกรณี II วิธีปริภูมิยอยไครโลฟมีขอจํากัดในการเลือกใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนดังที่ไดกลาว
มาแลวในบทที่ 4 ซึ่งมีแตวิธี SQMR เทานั้นที่สามารถใชการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ  จากตารางที่ 
5.7-5.10  พบวาจํานวนรอบการคํานวณของวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงเทากับ 8 รอบคาสติฟเนสพารา
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มิเตอรจึงลูเขาหาคําตอบ  ซึ่งพบวาใชจํานวนรอบการคํานวณมากกวาในกรณี I และในขณะเดียวกันก็ใชเวลา     
ในการประมาณคาพารามิเตอรมากกวาในกรณี I  เมื่อพิจารณาจากตารางที่ 5.7-5.10 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลา  
ในการประมาณคาพารามิเตอรนอยกวาการใชวิธีแยกแบบแอลยู  และเมื่อพิจารณาวิธี SQMR พบวาการปรับ
สภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณใชเวลารวมในการคํานวณนอยกวาการปรับสภาวะแบบจาโคบี  สําหรับวิธี
ที่ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุดในกรณี II คือวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะจาโคบีซึ่งใชเวลาในการประมาณ
คาพารามิเตอรทั้งหมดเทากับ 230.75 วินาที 
 
 จากตารางที่ 5.7-5.10 เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายพบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการ
เปาหมายนอยที่สุดในรอบการคํานวณที่ 8 ซึ่งมีคาเทากับ 190.8895 10−×  นอกจากนั้นวิธี  SYMMLQ โดยใชวิธี
ปรับสภาวะจาโคบีใหคาของสมการเปาหมายรองลงมาซึ่งมีคาเทากับ 180.2486 10−×  และวิธี SQMR โดยใชวิธี
ปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุดซึ่งมีคาเทากับ 170.1874 10−×

และเมื่อพิจารณาหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร พบวาหนวยเก็บขอมูลจากการใชวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟลดลงจากวิธีแยกแบบแอลยูเพียงเล็กนอยเทานั้น และหนวยเก็บขอมูลมีขนาดเพิ่มขึ้นจากกรณี I 
เล็กนอย 
 
 
5.3.3  กรณี III  แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 50% ของระดับขั้นความเสรี
ท้ังหมด 
 
 กรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวได 252 ระดับขั้นความเสรี สําหรับขอมูลคาความถี่
ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรก  ผลการทดลองที่เปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพทางดานเวลาใน
การคํานวณกอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชสามารถแสดงไดในตารางที่ 5.11-5.14 
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ตารางที่ 5.11 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี CG สําหรับกรณี III 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU CG Jacobi 
CG LU CG Jacobi 

CG 
1 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 15.70 15.64 15.80 
2 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 53.17 24.02 21.36 
3 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 114.66 48.94 43.20 
4 .3057E-07 .3057E-07 .3056E-07 176.09 74.02 65.06 
5 .5623E-10 .5623E-10 .5622E-10 237.64 99.00 86.91 
6 .2160E-15 .2158E-15 .2164E-15 298.58 123.78 108.89 
7 .6164E-26 .1327E-18 .3837E-19 356.45 147.88 130.28 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,125,524 89,850,316 89,854,348    

 
 
 
ตารางที่ 5.12 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SYMMLQ สําหรับกรณี III 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SYMMLQ Jacobi 
SYMMLQ LU SYMMLQ Jacobi 

SYMMLQ 
1 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 15.70 15.62 15.98 
2 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 53.17 24.65 22.05 
3 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 114.66 50.67 44.59 
4 .3057E-07 .3057E-07 .3057E-07 176.09 76.52 67.08 
5 .5623E-10 .5624E-10 .5624E-10 237.64 102.22 89.66 
6 .2160E-15 .2157E-15 .2160E-15 298.58 127.92 112.11 
7 .6164E-26 .6719E-19 .3798E-19 356.45 152.52 133.92 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,125,524 89,854,348 89,862,412    
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ตารางที่ 5.13 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี MINRES สําหรับกรณี III 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU MINRES Jacobi 
MINRES LU MINRES Jacobi 

MINRES 
1 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 15.70 15.61 15.78 
2 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 53.17 24.75 22.23 
3 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 114.66 50.66 45.12 
4 .3057E-07 .3056E-07 .3057E-07 176.09 76.77 68.12 
5 .5623E-10 .5622E-10 .5624E-10 237.64 102.45 91.23 
6 .2160E-15 .2166E-15 .2167E-15 298.58 128.11 114.05 
7 .6164E-26 .4535E-18 .1807E-18 356.45 153.03 136.36 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,125,524 89,858,380 89,866,444    

 
 
 
ตารางที่ 5.14 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SQMR สําหรับกรณี III 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SQMR Jacobi 
SQMR 

ICSQMR 
( 0.0050δ = ) LU SQMR Jacobi 

SQMR 
ICSQMR 

( 0.0050δ = ) 
1 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 15.70 15.74 15.72 15.66 
2 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 53.17 25.05 23.00 28.91 
3 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 114.66 51.09 46.88 59.36 
4 .3057E-07 .3057E-07 .3057E-07 .3057E-07 176.09 77.27 70.80 89.20 
5 .5623E-10 .5624E-10 .5623E-10 .5623E-10 237.64 103.47 94.56 119.53 
6 .2160E-15 .2185E-15 .2167E-15 .2173E-15 298.58 129.44 118.53 149.41 
7 .6164E-26 .1870E-18 .1667E-18 .1424E-17 356.45 154.61 141.56 178.02 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,125,524 89,854,348 89,858,380 89,944,956     

 
 
 จากตารางที่ 5.11-5.14  พบวาตองใชจํานวนรอบการคํานวณของวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง   
7 รอบจึงเกิดการลูเขาหาคําตอบของคาสติฟเนสพารามิเตอร  ซึ่งพบวาใชจํานวนรอบการคํานวณมากกวาในกรณี I 
แตนอยกวาในกรณีที่ II  และในขณะเดียวกันก็ใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรมากกวาในกรณี I  แตนอย
กวาในกรณีที่ II เมื่อพิจารณาจากตารางที่ 5.11-5.14 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอร
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นอยกวาการใชวิธีแยกแบบแอลยู และเมื่อพิจารณาวิธี SQMR พบวาการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไม
สมบูรณใชเวลารวมในการคํานวณมากกวาการปรับสภาวะแบบจาโคบี  สําหรับวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณนอย
ที่สุดในกรณี III คือวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะจาโคบีซึ่งใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรทั้งหมดเทากับ 
130.28 วินาที 
 
 จากตารางที่ 5.11-5.14 เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายพบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการ
เปาหมายนอยที่สุดในรอบการคํานวณที่ 8 ซึ่งมีคาเทากับ 260.6164 10−×  นอกจากนั้นวิธี  SYMMLQ โดยใชวิธี
ปรับสภาวะจาโคบีใหคาของสมการเปาหมายรองลงมาซึ่งมีคาเทากับ 190.3798 10−×  และวิธี SQMR โดยใชวิธี
ปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุดซึ่งมีคาเทากับ 170.1424 10−×

และเมื่อพิจารณาหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร พบวาหนวยเก็บขอมูลจากการใชวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟลดลงจากวิธีแยกแบบแอลยูเพียงเล็กนอยเทานั้น และหนวยเก็บขอมูลมีขนาดเพิ่มขึ้นจากกรณี I 
และกรณีที่ II เล็กนอย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 107

5.3.4  กรณี IV  แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรี
ท้ังหมด 
 
 กรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวได 50 ระดับขั้นความเสรี สําหรับขอมูลคาความถี่
ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรก  ผลการทดลองที่เปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพทางดานเวลาใน
การคํานวณกอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชสามารถแสดงไดในตารางที่ 5.15-5.18 
 
 
ตารางที่ 5.15 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี CG สําหรับกรณี IV 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU CG Jacobi 
CG LU CG Jacobi 

CG 
1 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 3.39 3.39 3.42 
2 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 44.66 12.77 9.41 
3 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 89.55 25.97 18.91 
4 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 143.80 41.27 29.52 
5 .1545E-04 .1545E-04 .1545E-04 189.53 55.02 39.02 
6 .9050E-05 .9051E-05 .9050E-05 234.36 68.28 48.52 
7 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 278.39 81.53 58.05 
8 .2752E-05 .2753E-05 .2752E-05 324.05 94.92 67.88 
9 .1195E-05 .1196E-05 .1195E-05 377.39 109.53 78.42 
10 .8493E-06 .8493E-06 .8493E-06 422.19 122.50 87.97 
11 .5317E-06 .5318E-06 .5318E-06 467.00 135.31 97.52 
12 .3285E-06 .3285E-06 .3285E-06 512.77 148.38 107.09 
13 .1435E-06 .1434E-06 .1434E-06 556.78 161.33 116.67 
14 .8495E-08 .8469E-08 .8490E-08 611.09 175.50 127.11 
15 .1278E-10 .1275E-10 .1278E-10 663.62 189.39 137.50 
16 .1467E-15 .1465E-15 .1470E-15 713.61 203.31 147.73 
17 .1506E-21 .4834E-20 .7859E-20 760.31 216.30 157.44 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,145,644 89,851,340 89,855,372    
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ตารางที่ 5.16 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SYMMLQ สําหรับกรณี IV 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SYMMLQ Jacobi 
SYMMLQ LU SYMMLQ Jacobi 

SYMMLQ 
1 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 3.39 3.39 3.40 
2 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 44.66 13.51 9.89 
3 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 89.55 27.39 19.85 
4 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 143.80 44.06 31.09 
5 .1545E-04 .1544E-04 .1545E-04 189.53 58.34 41.09 
6 .9050E-05 .9050E-05 .9050E-05 234.36 72.20 51.15 
7 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 278.39 85.73 61.17 
8 .2752E-05 .2752E-05 .2752E-05 324.05 99.45 71.35 
9 .1195E-05 .1195E-05 .1195E-05 377.39 114.65 82.54 
10 .8493E-06 .8493E-06 .8493E-06 422.19 128.26 92.73 
11 .5317E-06 .5318E-06 .5318E-06 467.00 141.70 102.81 
12 .3285E-06 .3285E-06 .3285E-06 512.77 155.34 113.12 
13 .1435E-06 .1434E-06 .1434E-06 556.78 168.56 123.23 
14 .8495E-08 .8484E-08 .8478E-08 611.09 183.76 134.29 
15 .1278E-10 .1277E-10 .1276E-10 663.62 198.73 145.35 
16 .1467E-15 .1466E-15 .1466E-15 713.61 213.51 156.28 
17 .1506E-21 .3227E-20 .1081E-20 760.31 227.51 166.65 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,145,644 89,855,372 89,863,436    
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ตารางที่ 5.17 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี MINRES สําหรับกรณี IV 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU MINRES Jacobi 
MINRES LU MINRES Jacobi 

MINRES 
1 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 3.39 3.37 3.37 
2 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 44.66 13.39 10.20 
3 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 89.55 27.29 20.34 
4 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 143.80 43.57 31.82 
5 .1545E-04 .1545E-04 .1545E-04 189.53 57.70 42.28 
6 .9050E-05 .9051E-05 .9050E-05 234.36 71.40 52.65 
7 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 278.39 85.04 62.98 
8 .2752E-05 .2752E-05 .2752E-05 324.05 99.01 73.43 
9 .1195E-05 .1196E-05 .1196E-05 377.39 114.34 84.98 
10 .8493E-06 .8494E-06 .8493E-06 422.19 128.01 95.35 
11 .5317E-06 .5318E-06 .5318E-06 467.00 141.50 105.75 
12 .3285E-06 .3285E-06 .3285E-06 512.77 155.18 116.20 
13 .1435E-06 .1434E-06 .1433E-06 556.78 168.70 126.48 
14 .8495E-08 .8478E-08 .8428E-08 611.09 183.79 137.93 
15 .1278E-10 .1276E-10 .1268E-10 663.62 198.68 149.18 
16 .1467E-15 .1466E-15 .1402E-15 713.61 213.37 161.46 
17 .1506E-21 .9137E-20 .1081E-19 760.31 227.03 172.00 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,145,644 89,859,404 89,867,468    
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ตารางที่ 5.18 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SQMR สําหรับกรณี IV 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SQMR Jacobi 
SQMR 

ICSQMR 
( 0.0025δ = ) LU SQMR Jacobi 

SQMR 
ICSQMR 

( 0.0025δ = ) 
1 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 3.39 3.39 3.40 3.43 
2 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 44.66 13.70 11.34 23.96 
3 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 89.55 28.07 22.60 47.57 
4 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 143.80 44.70 35.37 76.28 
5 .1545E-04 .1545E-04 .1545E-04 .1545E-04 189.53 59.21 47.03 100.57 
6 .9050E-05 .9050E-05 .9050E-05 .9050E-05 234.36 73.62 58.54 124.34 
7 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 278.39 88.04 70.04 147.31 
8 .2752E-05 .2752E-05 .2752E-05 .2752E-05 324.05 102.39 82.00 171.01 
9 .1195E-05 .1195E-05 .1195E-05 .1195E-05 377.39 117.81 95.09 196.62 

10 .8493E-06 .8494E-06 .8494E-06 .8493E-06 422.19 131.75 106.60 219.87 
11 .5317E-06 .5317E-06 .5317E-06 .5318E-06 467.00 145.51 118.17 243.50 
12 .3285E-06 .3286E-06 .3285E-06 .3285E-06 512.77 159.21 129.89 267.48 
13 .1435E-06 .1436E-06 .1435E-06 .1435E-06 556.78 172.95 141.45 290.64 
14 .8495E-08 .8548E-08 .8522E-08 .8496E-08 611.09 187.90 156.45 316.65 
15 .1278E-10 .1284E-10 .1281E-10 .1278E-10 663.62 203.03 169.23 342.15 
16 .1467E-15 .1476E-15 .1473E-15 .1548E-15 713.61 217.71 181.62 366.79 
17 .1506E-21 .4356E-20 .7284E-20 .4330E-17 760.31 231.79 193.34 389.40 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,145,644 89,855,372 89,859,404 89,979,500     

 
 
 จากตารางที่ 5.15-5.18  พบวาตองใชจํานวนรอบการคํานวณของวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 
17 รอบจึงเกิดการลูเขาหาคําตอบของคาสติฟเนสพารามิเตอร  ซึ่งพบวาในกรณี IV ใชจํานวนรอบการคํานวณมาก
ที่สุดซึ่งสงผลใหเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรมากที่สุด เมื่อพิจารณาจากตารางที่ 5.15-5.18 วิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟยังคงใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรนอยกวาการใชวิธีแยกแบบแอลยู และเมื่อพิจารณาวิธี SQMR 
รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณใชเวลารวมในการคํานวณมากกวาการปรับสภาวะแบบ  
จาโคบี  สําหรับวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุดในกรณี IV คือวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะจาโคบีซึ่งใช
เวลาในการประมาณคาพารามิเตอรทั้งหมดเทากับ 157.44 วินาที 
 
 จากตารางที่ 5.15-5.18 เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายพบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการ
เปาหมายนอยที่สุดในรอบการคํานวณที่ 17 ซึ่งมีคาเทากับ 210.1506 10−×  นอกจากนั้นวิธี  SYMMLQ โดยใชวิธี
ปรับสภาวะจาโคบีใหคาของสมการเปาหมายรองลงมาซึ่งมีคาเทากับ 200.1081 10−×  และวิธี SQMR โดยใชวิธี
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ปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุดซึ่งมีคาเทากับ 170.4330 10−×

และเมื่อพิจารณาหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร พบวาหนวยเก็บขอมูลจากการใชวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟลดลงจากวิธีแยกแบบแอลยูเพียงเล็กนอยเชนเดียวกับในกรณี I  กรณี II และ กรณี III 
นอกจากนี้หนวยเก็บขอมูลยังมีขนาดมากที่สุดจากทุกกรณีที่ผานมา 
 
 
5.4  บทสรุป 
 
 จากกรณีศึกษาการประมาณคาพารามิเตอรโดยใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหว
ในชวง 10 โหมดแรก กรณี I  กรณี II  กรณี III และ กรณี IV พบวาการใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟชวยลดเวลา       
ในการประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู    
ในทุกกรณีศึกษา  ดังนั้นจึงสามารถกลาวไดวาการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชในขั้นตอนการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจะเปนการเพิ่มประสิทธิภาพทางดานเวลาในการคํานวณ โดยที่วิธี CG 
รวมกับการปรับสภาวะแบบจาโคบีใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรนอยที่สุดในทุกกรณีศึกษา   
 
 เมื่อพิจารณาจํานวนหนวยเก็บขอมูลที่ใชจากผลการศึกษาในทุกกรณี พบวาการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ
เขามาใชในขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอรสงผลใหจํานวนหนวยเก็บขอมูลลดลงเพียงเล็กนอยเมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู ถึงแมวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟจะมีประสิทธิภาพทางดานหนวยเก็บขอมูลของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบสมการเชิงเสนที่ดีกวาวิธีแยกแบบแอลยูจากการศึกษาในบทที่ 4  แตจํานวนหนวย
เก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในขั้นตอนของการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน มีคาเพียงเล็กนอยเมื่อ
เทียบกับหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร  สงผลใหการประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไคร
โลฟในขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอรไมสามารถเพิ่มประสิทธิภาพทางดานหนวยเก็บขอมูลไดเทาที่ควร  
โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อนํามาใชกับโครงสรางที่มีขนาดใหญและมีจํานวนกลุมของพารามิเตอรที่ตองการประมาณ
คาเพิ่มมากขึ้น  
 

เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายในรอบการคํานวณสุดทายของการประมาณคาพารามิเตอรสําหรับ
ทุกกรณีศึกษา  พบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการเปาหมายนอยที่สุด ในทางตรงกันขามวิธี SQMR รวมกับ
การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุด และวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่ใหคา
ของสมการเปาหมายนอยที่สุดคือวิธี SYMMLQ รวมกับการปรับสภาวะแบบจาโคบี  คาของสมการเปาหมายใน
รอบการคํานวณสุดทายของการประมาณคาพารามิเตอรแสดงถึงความละเอียดถูกตองของคําตอบในขั้นตอนของ
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน เนื่องจากวิธีแยกแบบแอลยูซึ่งเปนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิง
เสนโดยวิธีตรงใหความละเอียดถูกตองของรูปแบบการสั่นไหวจากการคํานวณมากกวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟซึ่ง
เปนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีคํานวณซ้ํา  สงผลใหคาของสมการเปาหมายที่อยูในรูปกําลัง
สองของนอรมของผลตางระหวางรูปแบบการสั่นไหวจากการวัดขอมูลและรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากการ
คํานวณ โดยวิธีแยกแบบแอลยูมีคานอยกวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  ในกรณีที่ตองการใหมีความละเอียดถูกตองของ
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รูปแบบการสั่นไหวจากการคํานวณเพิ่มมากขึ้น สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถทําไดโดยการปรับลดเกณฑ
ในการลูเขาของคําตอบจากตารางที่ 5.2  แตสําหรับกรณีศึกษานี้เกณฑในการลูเขาของคําตอบในตารางที่ 5.2 มี
ความเหมาะสมเพียงพอสําหรับการเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการประมาณคาพารามิเตอรโดยแตละวิธี 
 



บทที่ 6 
 

สรุปผลการวิจัย 
 
 
 

 การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางสามารถทําไดโดยใชวิธีการกําหนดสมการเปาหมายใหอยูใน
รูปของกําลังสองนอยที่สุดของฟงกชันคาผิดพลาดระหวางขอมูลผลตอบสนองของโครงสรางที่ไดจากการวัดและ
ขอมูลผลตอบสนองของโครงสรางที่ไดจากการคํานวณดวยแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของโครงสราง  ขอมูล
ผลตอบสนองของโครงสรางสามารถวัดไดในรูปของผลตอบสนองเชิงโหมด ซึ่งไดแกความถี่ธรรมชาติและ
รูปแบบการสั่นไหวของโครงสราง  การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิงโหมด
สามารถทําไดโดยการใชวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง ซึ่งเปนการหาคาพารามิเตอรคําตอบที่ทําใหสมการ
เปาหมายมีคานอยที่สุด   
 
 เมื่อพิจารณาขั้นตอนวิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก 
โปรแกรมมิง พบวาประสิทธิภาพทางดานเวลาของการประมาณคาพารามิเตอรถูกจํากัดอยูในขั้นตอนของการ
แกปญหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติ ซึ่งเกี่ยวของกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในแตละรอบของการ
คํานวณซ้ํา  กลาวคือเวลาที่ใชในการคํานวณขั้นตอนของการแกปญหานอยที่สุดในหนึ่งมิติสวนใหญเปนเวลาที่ใช
ในขั้นตอนของการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเพื่อคํานวณรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากแบบจําลอง 
ไฟไนตเอลิเมนตของโครงสราง  ดังนั้นแนวทางหนึ่งในการปรับปรุงประสิทธิภาพทางดานเวลาในการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสรางก็คือการพิจารณาใชวิธีทางคณิตศาสตรที่เหมาะสมเพื่อลดระยะเวลาในการหา
คําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการแกปญหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติ  จากการศึกษาพบวาวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟซึ่งเปนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีคํานวณซ้ํา มีความเหมาะสมในการ
นํามาประยุกตใชในขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางเพื่อลดเวลาในการคํานวณ  วิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟที่ไดศึกษาในงานวิจัยนี้ไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG)  วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) วิธีเวกเตอรคง
คางนอยที่สุด (MINRES) และวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) โดยวิธีดังกลาวเปนวิธีการ
คํานวณซ้ําที่เหมาะสมสําหรับระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติสมมาตร  นอกจากนี้การ
ปรับสภาวะเบื้องตนใหแกเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนสงผลในการเพิ่มอัตราการลูเขาของ
คําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  โดยวิธีปรับสภาวะที่เลือกใชไดแก วิธีการปรับสภาวะจาโคบีและ วิธีการปรับ
สภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ   
 
 สําหรับกรณีที่สามารถวัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวในแตละโหมดไดครบทุกระดับขั้นความเสรีของ
โครงสราง  เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติจะมี
คุณสมบัติเปนบวกแนนอน  ในทางตรงกันขาม กรณีที่ขอมูลรูปแบบการสั่นไหวในแตละโหมดที่ทําการวัดขอมูล
ไมสามารถวัดไดครบทุกระดับขั้นความเสรี เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจะขาดคุณสมบัติความ   
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เปนบวกแนนอน ซี่งในกรณีดังกลาวจะสงผลตอวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนที่เลือกใชในวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  
กลาวคือสําหรับวิธี CG SYMMLQ และ MINRES ไมสามารถใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนแบบแยกสวน         
ไมสมบูรณได  สามารถใชไดเพียงการปรับสภาวะเบื้องตนแบบจาโคบีเทานั้น  แตสําหรับวิธี SQMR สามารถ
เลือกใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนทั้งแบบจาโคบี และวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนแบบแยกสวนไมสมบูรณได   
 
 จากผลการทดลองในบทที่ 4 จํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดขอมูลสงผล
ตอประสิทธิภาพทางดานเวลาและประสิทธิภาพทางดานหนวยเก็บขอมูลของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  เมื่อระดับขั้น
ความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่สามารถวัดไดในแตละโหมดมีจํานวนลดลง พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใช
เวลาในการคํานวณมากขึ้น   โดยกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 50% และ 10% ของระดับขั้นความเสรี
ทั้งหมด พบวาวิธี CG SYMMLQ และ MINRES ใชเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดมากกวาวิธีแยกแบบแอลยู 
ในขณะที่วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มที่เหมาะสม
ใชเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู  อยางไรก็ตามสําหรับในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่น
ไหวได 50% และ 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด พบวาการพิจารณาเวลาที่ใชในการคํานวณสําหรับ 130 
โหมดแรก (กรณี 50%) และ 70 โหมดแรก (กรณี 10%) ทําใหวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลาในการคํานวณนอยกวา
วิธีแยกแบบแอลยู  เมื่อพิจารณาในสวนของจํานวนหนวยเก็บขอมูลที่ใช ถึงแมวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชจํานวน
หนวยเก็บขอมูลนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยูในทุกกรณี  วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไม
สมบูรณจะตองใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากขึ้นในการทําใหเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดมีคานอยกวาวิธี
แยกแบบแอลยู นอกจากนี้ยังพบวาในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50% และ 10% ของระดับขั้นความเสรี
ทั้งหมด วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0005 
ใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลใกลเคียงกับวิธีแยกแบบแอลยู   
 
 ในการทดสอบโครงสรางจริงนั้นขอมูลผลตอบสนองเชิงโหมดของโครงสรางที่ทําการทดสอบสามารถ
วัดไดเพียงโหมดแรกๆ เทานั้น  เนื่องจากคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางมีคานอยในโหมดแรกและจะมีคา
เพิ่มขึ้นในโหมดถัดไป สงผลใหการวัดขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวในชวงโหมดทายๆ
เปนไปไดยาก  ดังนั้นการศึกษาประสิทธิภาพทางดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางโดยการ
ประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  จึงพิจารณากรณีที่สามารถวัดขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหว
ของโครงสรางไดเพียง 10 โหมดแรกเทานั้น  นอกจากนี้การใชจํานวนโหมดที่วัดขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและ
รูปแบบการสั่นไหวครบทุกโหมดในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง   ถึงแมวาจะสงผลใหจํานวนรอบ
การคํานวณซ้ําโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงลดลง  แตไมไดทําใหเวลาทั้งหมดที่ใชในการประมาณ
คาพารามิเตอรลดลงดวย  ซึ่งสามารถพิจารณาไดจากกรณีศึกษาการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางใน   
บทที่ 2   ในขณะที่กรณีศึกษาในบทที่ 5 ซึ่งไดกําหนดใหวัดขอมูลรูปแบบการสั่นไดครบทุกระดับขั้นความเสรี
เชนเดียวกัน แตกําหนดใหวัดคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 10 โหมดแรก พบวาใชเวลาใน
การประมาณคาพารามิเตอรนอยกวาการใชขอมูลผลตอบสนองครบทุกโหมด โดยที่มีความถูกตองของ
คาพารามิเตอรที่ไดจากการประมาณในระดับเดียวกัน 
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จากผลการทดลองในบทที่ 5 แสดงถึงประสิทธิภาพดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรของ
โครงสราง กอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาใชในขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอร  โดย
สําหรับกรณีที่ใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรก โดยใชขอมูลรูปแบบการสั่น
ไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี และกรณีที่ใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหว 90% 50% และ 10% ของระดับขั้นความ
เสรีทั้งหมดตามลําดับนั้น   การใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟซึ่งไดแก วิธี CG  SYMMLQ MINRES และ SQMR  
สามารถปรับปรุงประสิทธิภาพทางดานเวลาในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง สงผลใหเพิ่มประสิทธิภาพดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอร  โดยที่
การใชวิธี CG รวมกับเมตริกซปรับสภาวะจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุดสําหรับทุกกรณีศึกษา ทั้งนี้
การศึกษานี้ยังไมไดพิจารณาถึงความไหวตัวของคาพารามิเตอรคําตอบจากความคลาดเคลื่อนในการวัดขอมูล
ความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวในแตละโหมด รวมถึงปญหาความไมเปนเอกภาพของคาพารามิเตอร
คําตอบ ในกรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรีในแตละโหมด   
 
 งานวิจัยนี้ไดทําการศึกษาเบื้องตนถึงความเหมาะสม ในการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใช
ในขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง โดยกําหนดใหขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบ
การสั่นไหวในแตละโหมดของการสั่นแบบอิสระไมมีความคลาดเคลื่อน ทั้งนี้เพื่อหลีกเลี่ยงปญหาความไหวตัว
ของคาสติฟเนสพารามิเตอรตอระดับความคลาดเคลื่อนของขอมูล (Pothisiri และ Vatcharathanyakorn  2002)  
และปญหาความไมเปนเอกภาพของคาสติฟเนสพารามิเตอรคําตอบที่ไดจากการประมาณโดยวิธีรีเคอรซีฟ         
ควอดราติกโปรแกรมมิงในกรณีที่ไมสามารถวัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี     
อยางไรก็ตามควรมีการศึกษาเพิ่มเติมถึงความเหมาะสมของการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชใน
ขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอร  ในกรณีดังกลาวเพื่อศึกษาถึงผลกระทบตอคําตอบที่ไดโดยวิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟ เนื่องจากปญหาความไหวตัวของคาสติฟเนสพารามิเตอรตอระดับความคลาดเคลื่อนของขอมูล และ 
ปญหาความไมมีเอกภาพของคําตอบตอไป 
  
 นอกจากนี้จากการศึกษาพบวาการใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวครบทุกโหมดใน
การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางไมไดเปนการปรับปรุงอัตราการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบโดยวิธี
รีเคอรซีฟควอดราติก โปรแกรมมิงเสมอไป  ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรี 
พบวาการใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวครบทุกโหมดในการประมาณคาพารามิเตอรกลับ
สงผลใหอัตราการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบนอยกวาในกรณีที่ใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการ
สั่นไหวใน 10 โหมดแรก  ซึ่งจากพฤติกรรมดังกลาวสมควรที่จะเปนประเด็นศึกษาสําหรับในงานวิจัยตอไป 
 
 ในงานวิจัยน้ีไดศึกษาถึงความเหมาะสมในการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชในขั้นตอน
ของการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่มีคาพารามิเตอรคือ           
สติฟเนสตามแนวแกนของโครงขอหมุนเทานั้น  อยางไรก็ตามเพื่อความสมบูรณของงานวิจัย ควรจะมีการศึกษา      
การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางประเภทอื่นๆ เชน โครงขอแข็ง เปนตน เพื่อประเมินประสิทธิภาพของ
การประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการประมาณคาพารามิเตอร สําหรับโครงสรางประเภทดังกลาวตอไป 
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ภาคผนวก ก 
รูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซ 

 
 

ก.1  รูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธ์ิ 
 
 พิจารณาเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่มีขนาดเทากับ 4 4×  วิธีการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์          
ในรูปแบบของแถวลําดับหนึ่งมิติ (one-dimension array) แสดงไดจากรูปที่ ก.1.1 
 
 
 
  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.1.1 แสดงรูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซ 
 
 รูปที่ ก.1.1 (a) จากเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปของแถวลําดับใน 2 มิติ (two-dimension array) 
ตองเก็บขอมูลสมาชิกทุกตําแหนงในรูปที่ ก.1.1 (b)  แตถาจัดเก็บเมตริกซสัมประสิทธิ์ในรูปแบบของแถวลําดับ
ในหนึ่งมิติ ซึ่งแสดงในรูปที่ ก.1.1 (c) เนื่องจากคุณสมบัติสมมาตรของเมตริกซสัมประสิทธิ์ทําใหสามารถเก็บ
ขอมูลของสมาชิกในตําแหนงสามเหลี่ยมบน (upper triangular) โดยเก็บขอมูลเฉพาะสมาชิกที่มีคาไมเทากับศูนย 
สําหรับในรูปที่ ก.1.1 (d) แสดงตําแหนงของสมาชิกสําหรับการจัดเก็บขอมูลแบบแถวลําดับในหนึ่งมิติ  การ
จัดเก็บขอมูลเปนลักษณะตามแถว (row storage) โดยเริ่มเก็บขอมูลจากแถวที่หนึ่งจากซายไปขวา 
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 เมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับ 2 มิติ จากรูปที่ ก.1.1 (a) สามารถพิจารณา
การจัดเก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับหนึ่งมิติไดจากรูปที่ ก.1.1 (d) รวมกับการใชแถวลําดับดรรชนี (index 
array) ในการกําหนดตําแหนงของขอมูล ซึ่งแสดงไดดังนี้ 
 

กําหนดให A  คือแถวลําดับหนึ่งมิติที่เก็บขอมูลของสมาชิกเฉพาะในตําแหนงที่มีคาไมเทากับศูนย  
 
       A  =    ( )8.3 3.2 2.7 13.7 5.6 10.5 2.2 9.2− − − −  
 

กําหนดให AC  คือแถวลําดับดรรชนีในหนึ่งมิติที่ใชจัดเก็บขอมูลสดมภ (column) ของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ 
 
       AC  =    ( )1 2 4 2 3 3 4 4  
 
 กําหนดให ADDRES  คือแถวลําดับดรรชนีในหนึ่งมิติที่ใชจัดเก็บตําแหนงของสมาชิกในแนวเสน
ทแยงมุมหลักของเมตริกซสัมประสิทธิ์ โดยดรรชนีในตําแหนงสุดทายจะเทากับดรรชนีในตําแหนงรองสุดทาย
บวกดวยหน่ึง 
 
       ADDRES  =    ( )1 4 6 8 9  
 
 แถวลําดับในหนึ่งมิติ A ที่เก็บขอมูลสมาชิกในตําแหนงที่มีคาไมเทากับศูนย รวมกับแถวลําดับดรรชนี 
AC และ ADDRES  สามารถอางถึงสมาชิกในเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับใน 2 
มิติไดอยางครบถวน โดยที่ A และ AC  มีจํานวนสมาชิกเทากับจํานวนขอมูลของสมาชิกในตําแหนงสามเหลี่ยม
บนที่มีคาไมเทากับศูนย ในขณะที่ ADDRES  มีจํานวนสมาชิกเทากับมิติของเมตริกซสัมประสิทธิ์บวกดวยหน่ึง 
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ก.2  รูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซท่ีไดจากการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธ์ิ 
 
 พิจารณาเมตริกซสามเหลี่ยมบนที่มีขนาดเทากับ 4 4×  ซึ่งไดจากการแยกสวนโชเลสกีของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ในหัวขอที่ ก.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ ก.2.1 แสดงรูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซสามเหลี่ยมบน 

 
 รูปที่ ก.2.1 (a) เมตริกซสามเหลี่ยมบนเก็บขอมูลในรูปของแถวลําดับใน 2 มิติ (two-dimension array) ซึ่ง
จะเก็บขอมูลสมาชิกทุกตําแหนงในรูปที่ ก.1.1 (b)  การจัดเก็บเมตริกซสัมประสิทธิ์ในรูปแบบของแถวลําดับใน
หนึ่งมิติแสดงในรูปที่ ก.1.1 (c) ซึ่งจะเก็บขอมูลเฉพาะสมาชิกที่มีคาไมเทากับศูนย สําหรับในรูปที่ ก.1.1 (d) แสดง
ตําแหนงของสมาชิกสําหรับการจัดเก็บขอมูลแบบแถวลําดับในหนึ่งมิติ  การจัดเก็บขอมูลเปนลักษณะตามแถว 
(row storage) โดยเริ่มเก็บขอมูลจากแถวที่หนึ่งจากซายไปขวา 
 
 เมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับ 2 มิติ จากรูปที่ ก.2.1 (a) สามารถพิจารณา
การจัดเก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับหนึ่งมิติไดจากรูปที่ ก.2.1 (d) รวมกับการใชแถวลําดับดรรชนี (index 
array) ในการกําหนดตําแหนงของขอมูล ซึ่งแสดงไดดังนี้ 
 

กําหนดให LT  คือแถวลําดับหนึ่งมิติที่เก็บขอมูลของเมตริกซสามเหลี่ยมบนเฉพาะในตําแหนงที่มีคาไม
เทากับศูนย  
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       LT  =    ( )4.3 2.8 1.7 8.2 6.0 5.2 8.6 1.3− −  
 

กําหนดให LTC  คือแถวลําดับดรรชนีในหนึ่งมิติที่ใชจัดเก็บขอมูลสดมภ (column) ของเมตริกซ
สามเหลี่ยมบน 
 
       LTC  =    ( )1 2 3 2 4 3 4 4  
 
 กําหนดให LTADD  คือแถวลําดับดรรชนีในหนึ่งมิติที่ใชจัดเก็บตําแหนงของสมาชิกในแนวเสนทแยง
มุมหลักของเมตริกซสามเหลี่ยมบน โดยดรรชนีในตําแหนงสุดทายจะเทากับดรรชนีในตําแหนงรองสุดทายบวก
ดวยหน่ึง 
 
       LTADD  =    ( )1 4 6 8 9  
 
 นอกจากนี้ยังกําหนดใหแถวลําดับดรรชนี LTLINK  ซึ่งทําหนาที่เก็บขอมูลตําแหนงของสมาชิกที่อยู
ดานบนในแนวสดมภ 
 
       LTLINK  =    ( )0 0 0 2 0 3 5 7  

 
แถวลําดับดรรชนี LTLINK ทําหนาที่เช่ือมโยงขอมูลที่อยูดานบนของตําแหนงที่พิจารณา ซึ่งสามารถ

คํานวณไดในขั้นตอนของการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์  จากรูปที่ ก.2.1 (d) สมาชิกในตําแหนงที่ 1-3 ของ 
LTLINK มีคาเทากับศูนย เนื่องจากสมาชิกในตําแหนงที่ 1-3 อยูในแถวบนสุดซึ่งไมมีตําแหนงของขอมูลที่อยู
เหนือสมาชิกดังกลาว สําหรับสมาชิกในตําแหนงที่ 4 ของ LTLINK มีคาเทากับ 2 เนื่องจากมีขอมูลในตําแหนงที่ 
2 อยูเหนือสมาชิกในตําแหนงที่ 4  ในทํานองเดียวกันสมาชิกในตําแหนงที่ 5 ไมมีตําแหนงของขอมูลที่อยูเหนือ
ขึ้นไป  และสมาชิกในตําแหนงที่ 6 7 และ 8 มีตําแหนงขอมูลที่ 3 5 และ 7 ที่อยูเหนือขึ้นไปตามลําดับ 

 
 แถวลําดับในหนึ่งมิติ LT ที่เก็บขอมูลสมาชิกในตําแหนงที่มีคาไมเทากับศูนย รวมกับแถวลําดับดรรชนี 
LTC และ LTADD  สามารถอางถึงสมาชิกในเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับใน 2 
มิติไดอยางครบถวน และ LTLINK เปนแถวลําดับดรรชนีที่ตองใชในการระบุตําแหนงสําหรับการแยกสวนของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์     
 

LT  LTC  และ LTLINK มีจํานวนสมาชิกเทากับจํานวนขอมูลของสมาชิกในตําแหนงสามเหลี่ยมบน
ที่มีคาไมเทากับศูนย ในขณะที่ LTADD  มีจํานวนสมาชิกเทากับมิติของเมตริกซสัมประสิทธิ์บวกดวยหน่ึง 
 
 



 รูปที่ ข.1.1 ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณ 

ภาคผนวก ข 
การแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณ 

 
 

ข.1  ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธ์ิแบบไมสมบูรณ 
 
 พิจารณาเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ที่มีขนาด n n×  และมีคุณสมบัติสมมาตร 
 

A  = 
11 1

1

n

n nn

a a

a a
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 พิจารณาเมตริกซ TÊ  ซึ่งเปนเมตริกซสามเหลี่ยมบน (upper triangular matrix) ที่ไดจากการแยกสวนไม
สมบูรณ 
 

TÊ  = 
11 1ˆ ˆ
0

ˆ0 0

n

nn

e e

e

 
 
 
 
 

"
% #  

 
การแยกสวนแบบไมสมบูรณของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  โดยระดับความไมสมบูรณของการแยกสวน

พิจารณาจากสัมประสิทธิ์เติมเต็ม δ  เมื่อ 0 1δ≤ ≤  ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณ
แสดงไดในรูปที่ ข.1.1 
 
   for  i   =    1, 2, n…   

     îie    =    
1

2

1

ˆ ˆ
i

ii kk ki
k

a e e
−

=

−∑  

    for  j   =    1, ,i n+ …   

      îje    =    
1

1

ˆ ˆ ˆ
i

ij kk ki kj
k

a e e e
−

=

−∑  

     if   2
îj ii jje e aδ<  and  0ija ≠  

      îje   =   0 

     else       

      îje   =   
ˆ
ˆ
ij

ii

e
e

 

     endif       

    endfor  

   endfor  
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 จากขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณจากรูปที่ ข.1.1 เงื่อนไขในการคัดออก
ของสมาชิกในเมตริกซ TE  จะถูกพิจารณาพรอมกับขั้นตอนในการคํานวณสมาชิกแตละตําแหนงของ TE  การคัด
ออกจะทําเฉพาะในตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงของเมตริกซสัมประสิทธิ์เทานั้น  จากการตรวจสอบเงื่อนไขถา
พบวา 2ˆ ˆij ii jje e aδ<  สมาชิกในตําแหนงที่พิจารณาจะถูกกําหนดใหมีคาเทากับศูนย ซึ่งก็คือการคัดออกจาก
เมตริกซ TE  ดังนั้นในกรณีที่ δ = 0  พบวา ˆ 0ije ≥  เสมอ จึงไมมีการคัดออกของสมาชิกในแตละตําแหนงจาก
เมตริกซ TE  ซึ่งก็คือการแยกสวนแบบสมบูรณนั่นเอง  ในทางตรงกันขามกรณีที่ δ = 1 พบวาสําหรับเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ A ที่มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน สงผลให îj ii jje e a> เสมอ (Ajiz และ Jennings 1984) จึงทําให
เกิดการคัดออกของสมาชิกในทุกตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงของเมตริกซสัมประสิทธิ์  ซึ่งการแยกสวนแบบไม
สมบูรณในกรณีที่ δ = 1 เรียกวา การแยกสวนแบบไมเติมเต็มสมบูรณ 
 
 ตัวอยางลักษณะการเก็บขอมูลในรูปแบบแถวลําดับในหนึ่งมิติของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  แสดงได
ดังนี้ 
 

 
A  =  

 
  
 
 
 
 
 ในทํานองเดียวกันสําหรับเมตริกซสามเหลี่ยมบน TÊ ที่ไดจากการแยกสวนไมสมบูรณมีลักษณะการ
เก็บขอมูลดังนี้ 
 

 
TÊ  =   

 
  
 
 
 
 เครื่องหมาย ∗  ในเมตริกซ TÊ  คือตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงในเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ซึ่งจากการ
ตรวจสอบเงื่อนไขการคัดออกพบวา 2ˆ ˆij ii jje e aδ<  ทําใหสมาชิกในตําแหนงดังกลาวไดถูกคัดออกไป สวนที่
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วงกลมในเมตริกซ  TÊ  คือสมาชิกที่เพิ่มขึ้นมาจากการคํานวณแยกสวนไมสมบูรณ ซึ่งไมไดถูกคัดออกในขั้นตอน
การคํานวณแยกสวนไมสมบูรณ 

 
ข.2  ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธ์ิแบบโชเลสกีไมสมบูรณ 
 
 พิจารณาเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ที่มีขนาด n n×  และมีคุณสมบัติสมมาตร และมีคุณสมบัติที่เปนบวก
แนนอน 
 

A  = 
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n nn
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 พิจารณาเมตริกซ TE�  ซึ่งเปนเมตริกซสามเหลี่ยมบน (upper triangular matrix) ที่ไดจากการแยกสวน
แบบโชเลสกีไมสมบูรณ 
 

TE�  = 
11 1

0
0 0

n

nn

e e

e
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การแยกสวนแบบโชเลสกีไมสมบูรณของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  โดยระดับความไมสมบูรณของการ

แยกสวนพิจารณาจากสัมประสิทธิ์เติมเต็ม δ  เมื่อ 0 1δ≤ ≤  ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบ
โชเลสกีไมสมบูรณแสดงไดในรูปที่ ข.2.1 
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 รูปที่ ข.2.1 ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบโชเลสกีไมสมบูรณ 

   for  i   =    1, 2, n…   

    iie�  =   iia      

endfor  

   for  i   =    1, 2, n…   

     iie�    =    
1

2

1
ki

i

ii
k

e e
−

=

−∑� �  

    for  j   =    1, ,i n+ …   

      ije�    =    
1

1

i

ij ki kj
k

a e e
−

=

−∑ � �  

     if   2
ij ii jje e eδ<� � �  and  0ija ≠  

      iid   =   ii jj ije e e×� � �   ,  jjd   =   jj ii ije e e×� � �  

      iie�   =   ii iie d+�   ,  jje�   =   jj jje d+�  

      ije�   =   0 

     endif       

    endfor  

     iie�    =    iie�  

    for  j   =    1, ,i n+ …   

      ije�    =    ij iie e� �  

    endfor  

   endfor  

 
 
  

จากขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณจากรูปที่ ข.2.1 เริ่มจากการกําหนด
สมาชิกในแนวเสนทแยงมุมของเมตริกซ TE�  ใหเทากับสมาชิกในแนวเสนทแยงมุมของเมตริกซสัมประสิทธิ์  
จากนั้นคํานวณสมาชิกในแตละแถวของ TE�  พรอมกับพิจารณาเงื่อนไขการคัดออก การคัดออกจะทําเฉพาะใน
ตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงของเมตริกซสัมประสิทธิ์เทานั้น  จากการตรวจสอบเงื่อนไขถาพบวา 2

ij ii jje e eδ<� � �  
สมาชิกในตําแหนงที่พิจารณาจะถูกคัดออกจากเมตริกซ TE�  และตองทําการปรับปรุงสมาชิกในแนวทแยงของ
เมตริกซ TE�  เพื่อรักษาคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนในระหวางการคํานวณเมตริกซ TE�  การปรับปรุงสมาชิกใน
แนวทแยงของเมตริกซ สามารถทําไดโดยการเพิ่มคาของสมาชิกในแนวทแยงดวยอัตราสวนที่กําหนด  ในกรณีที่ 
δ = 0  พบวา 0ije ≥�  เสมอ จึงไมมีการคัดออกของสมาชิกในแตละตําแหนงจากเมตริกซ TE  ซึ่งก็คือการแยก
สวนโชเลสกีแบบสมบูรณนั่นเอง  ในทางตรงกันขามกรณีที่ δ = 1 พบวาสําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ที่มี
คุณสมบัติเปนบวกแนนอน สงผลให ij ii jje e e>� � � เสมอ (Ajiz และ Jennings 1984) จึงทําใหเกิดการคัดออกของ
สมาชิกในทุกตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงของเมตริกซสัมประสิทธิ์  ซึ่งการแยกสวนแบบโชเลสกีไมสมบูรณใน
กรณีที่ δ = 1 เรียกวา การแยกสวนแบบโชเลสกีไมเติมเต็มสมบูรณ 
 
 ตัวอยางลักษณะการเก็บขอมูลในรูปแบบแถวลําดับในหนึ่งมิติของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  แสดงได
ดังนี้ 
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A  =  

 
  
 
 
 
 
 ในทํานองเดียวกันสําหรับเมตริกซสามเหลี่ยมบน TE� ที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณมี
ลักษณะการเก็บขอมูลดังนี้ 
 

 
TE�  =       

 
  
 
 
 
 เครื่องหมาย ∗  ในเมตริกซ TE�  คือตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงในเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ซึ่งจากการ
ตรวจสอบเงื่อนไขการคัดออกพบวา 2

ij ii jje e eδ<� � �  ทําใหสมาชิกในตําแหนงดังกลาวไดถูกคัดออกไป ดังนั้น
เพื่อใหเมตริกซ TE�  ยังคงมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนในขั้นตอนการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ  คาของ
สมาชิกในตําแหนงที่ถูกคัดออกจะถูกใชเปนคาปรับปรุงสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซ TE�  ลักษณะการ
ปรับปรุงแสดงไดจากวงกลมเสนประ ซึ่งแสดงถึงการปรับปรุงคาของสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซ TE�  จาก
ตําแหนงของสมาชิกที่ถูกคัดออกในแถวที่ 2  สมาชิกในแนวทแยงจะไดรับการปรับปรุงคาทุกครั้งเมื่อสมาชิกใน
ตําแหนง ∗  อยูในเงื่อนไขของการคัดออก สําหรับวงกลมทึบที่แสดงในเมตริกซ  TÊ  คือสมาชิกที่เพิ่มขึ้นมาจาก
การคํานวณแยกสวนไมสมบูรณ ซึ่งไมไดถูกคัดออกในขั้นตอนการคํานวณแยกสวนไมสมบูรณ 
 
 
  
 
 
 
 
 

 



ภาคผนวก ค 
การสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบตัิเชิงสังยุคดวยวิธีแกรมชมิตสังยุค 

 
 
 เวกเตอรทิศทางที่ถูกสรางขึ้นมาโดยวิธีเกรเดียนตสังยุค  จะตองมีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกันและกัน    วิธี
ที่ใชในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอรทิศทางที่ถูกสรางขึ้นมากอนหนาคือวิธีของ แก
รมชมิตคอนจูเกชัน (Gram-Schmidt conjugation)  ซึ่งกลาววา ในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิง สังยุค
กับเวกเตอรทิศทางกอนหนา สามารถทําไดจากการใชเวกเตอรใดๆที่มีความเปนอิสระเชิงเสนตอกัน (linearly 
independent vector) ซึ่งสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี ้
 

   ip  =      
1

0

i

i ik k
k
ξ

−

=

+∑u p   ;  i k>   (ค.1) 

 
โดยที่        ip       =      เวกเตอรทิศทางที่ตองการสรางใหมีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอรทิศทางทุก

ตัวกอนหนา 
              iu       =      เวกเตอรใดๆที่มีความเปนอิสระเชิงเสนตอกัน  
              kd       =      เวกเตอรทิศทางที่ถูกสรางขึ้นในครั้งกอนหนา 
             ikξ        =      สัมประสิทธิ์ปรับขนาด ที่ทําหนาที่ปรับขนาดใหเวกเตอรทิศทางที่ตองการ

สรางมีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอรทิศทางกอนหนาทุกตัว 
 
 รูปที่ ค.1 แสดงวิธีการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุค ดวยวิธีแกรมชะมิตคอนจูเกชัน  ซึ่ง
เริ่มจากเวกเตอร 0u  ที่มีความเปนอิสระเชิงเสนกับเวกเตอร 1u  สามารถสรางเวกเตอรทิศทาง 1p  ที่มีคุณสมบัติ
เชิงสังยุคกับเวกเตอร 0u  ไดจากผลรวมแบบเวกเตอรระหวางเวกเตอร  1u  กับเวกเตอร  0 0ˆ ξ=u u   โดยที่
เวกเตอร 0û  เปนเวกเตอรที่อยูในทิศเดียวกับเวกเตอร 0u  แตถูกปรับขนาดดวยคาคงที่ ξ  ซึ่งทําใหผลรวม
ระหวางเวกเตอร  1u  กับเวกเตอร 0û   ไดเปนเวกเตอร  1p  ซึ่งมีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอร 0u  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ ค.1 การสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยคุดวยวิธี แกรมชมิตสังยุค 

0 0u = d

1u

0 0=u d 0 0=u d

1u

0 0ˆ ξ=u u

1d

1d
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เมื่อนํา jAp มาคูณขางหลังสมการที่ (ค.1) 
 

       T
i jp Ap  =       

1
T T

0

i

i j ik k j
k
ξ

−

=

+∑u Ap p Ap  

 
 จากคุณสมบัติเชิงสังยุคของเวกเตอรทิศทางพบวา 
 
                0 =       T T

i j ij j jξ+u Ap p Ap         
 

   ijξ  =       
T

T
i j

j j

−u Ap
p Ap

 ;   i j>   (ค.2)  

  
สมการที่ (ค.2)  ใชสําหรับการหาคาสัมประสิทธิ์  ijξ   ที่จําเปนตองใชในการหาเวกเตอรที่มีคุณสมบัติ

เชิงสังยุคตามสมการที่ (ค.1)  ซึ่งเราพบวาในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอรทิศทาง
ทุกตัวกอนหนา จําเปนจะตองมีการเก็บขอมูลของเวกเตอรตัวกอนหนาทุกตัวไวดวย  
  
 จากการใชเวกเตอรคงคาง r  แทนเวกเตอร u  ทําใหสัมประสิทธิ์ ijξ  จากสมการที่ (ค.2) ถูกเปลี่ยนไป
เปนสมการที่ (ค.3) 
 

   ijξ  =       
T

T
i j

j j

−r Ap
p Ap

 ;   i j>   (ค.3)  

  
 

 จากความสัมพันธของเวกเตอรคงคางในรอบการคํานวณถัดไป  กับคาปรับขนาดและเวกเตอรทิศทาง 
 
   1j+r  =     j j jα−r Ap     (ค.4) 
 
 โดยที่คาปรับขนาด คํานวณไดจาก 
 

   iα  =     
T

T
i i

i i

r r
p Ap

     (ค.5) 

 
 นํา T

ir  คูณขางหนาทั้งสมการที่ (ค.4) 
 
          T

1i j+r r  =     T T
i ij j jα−r r r Ap   

          T
i jr Ap  =     T T

1
1

i j i j
jα + − r r r r   
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      T
i jr Ap        =    

T

T

1

1 ;

1 ; 1

0 ; 1

i i
i

i i
i

i j

i j

i j i j

α

α −

 =


−
= +


 < ∧ > +



r r

r r   (ค.6) 

   
 จากความสัมพันธตามสมการที่ (ค.6) เมื่อนํา T

i jr Ap  แทนคาลงในสมการที่ (ค.3) 
 

            ijξ        =    

T

T

1 ; 1

0 ; 1

i i

j j j

i j

i j

α


= +



 > +


r r
p Ap

  (ค.7) 

 
 
 แทนคา jα  จากสมการที่ (ค.5) ลงในสมการที่ (ค.7) และกําหนดให 1j i= −   
 

    iξ  =       
T

T
1 1

i i

i i− −

r r
p r

     (ค.8) 

 
 เมื่อใชเวกเตอรคงคาง r แทนเวกเตอรทิศทาง p ในสมการที่ (ค.8) 
 

   iξ  =       
T

T
1 1

i i

i i− −

r r
r r

     (ค.9) 

  
เนื่องจากวิธีเกรเดียนตสังยุคใชเวกเตอรคงคางในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกัน

และกัน ดังนั้นสมการที่ (ค.1) ซึ่งเปนสมการของวิธีแกรมชะมิตสังยุค สามารถเขียนใหมไดเปน 
 
     ip  =      1i i iξ −+r p      (ค.10) 
 
 จากสมการที่ (ค.10) พบวาจากการใชเวกเตอรคงคาง r แทนเวกเตอร u ใดๆในการสรางเวกเตอร
ทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุค สงผลใหใชขอมูลของเวกเตอรทิศทางครั้งกอนหนาเพียง 1 ครั้ง ในการสราง   
เวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกันและกัน  
 
 



ภาคผนวก ง 
คุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนของเมตรกิซสัมประสทิธิ ์

 
  

กําหนดใหเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ของระบบสมการเชิงเสนที่มีคุณสมบัติสมมาตร และมีขนาดเทากับ 
n n×  
 

   A  = 
11 1

1

n

n nn

a a

a a

 
 
 
 
 

…
# % #

"
 

 
เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจะมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนก็ตอเมื่อ มีเวกเตอร x

โดยที่ n∀ ∈x \  ที่ทําให  T 0>x Ax   
 

 พิจารณาดีเทอรมิแนนตไมเนอรมุขสําคัญ (principal minor of determinant) ของเมตริกซ A โดยที่ 
 
   1A  = 11a  

   2A  = 11 12

21 22

a a
a a

 

 

   nA  = 
11 1

1

n

n nn

a a

a a

"
# % #

"
 

 
 เมื่อ 1A  ,  2A  , … , nA  คือดีเทอรมิแนนตไมเนอรมุขสําคัญของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A    
 

ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A ซึ่งมีคุณสมบัติสมมาตรจะมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนก็ตอเมื่อ     
ดีเทอรมิแนนตไมเนอรมุขสําคัญของ A  ทั้งหมดมีคามากกวาศูนย 

 
พิจารณาแบบจําลองโครงขอหมุน 2 มิติ ที่มีคาสติฟเนสพารามิเตอร ( EA ) ในทุกช้ินสวนเทากับ 

40,000,000 กิโลกรัม ดังแสดงในรูปที่ ง.1 
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รูปที่ ง.1 แบบจําลองโครงขอหมุน 2 มิติ 
 

 เมื่อกําหนดให K  คือสติฟเนสเมตริกซของแบบจําลองในรูปที่ ง.1  
 

   K  = 
400,000 0 400,000 0

0 400,000 0 0
400,000 0 541,400 141,400

0 0 141,400 541,400

− 
 
 
 −
 
 

 

 
  1K  = 400,000     = 400,000  

  2K  = 400,000 0
0 400,000

   = 111.6 10×  

  3K  = 
400,000 0 400,000

0 400,000 0
400,000 0 541,400

−

−
  = 162.2624 10×  

 

  4K  = 
400,000 0 400,000 0

0 400,000 0 0
400,000 0 541,400 141,400

0 0 141,400 541,400

−

−
 = 219.0496 10×  

 
 สติฟเนสเมตริกซ K มีดีเทอรมิแนนตไมเนอรมุขสําคัญที่มีคาเปนบวกทั้งหมด ดังนั้นสติฟเนสเมตริกซ 
K มีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 
 นายณัฐพล  จารุศิริสมบัติ เกิดเมื่อวันที่ 11 มิถุนายน พ.ศ. 2522 มีภูมิลําเนาอยูที่ กรุงเทพมหานคร จบชั้น
ประถมศึกษาจากโรงเรียนวัดจันทรประดิษฐาราม   ช้ันมัธยมที่โรงเรียนทวีธาภิเษก  สําเร็จการศึกษา
วิศวกรรมศาสตรบัณฑิตจากภาควิชาวิศวกรรมโยธา คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ในป
การศึกษา 2544 และเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต ภาควิชาวิศวกรรมโยธา สาขาวิศวกรรม
โครงสราง คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัยเมื่อปการศึกษา 2545 
 


	ปกภาษาไทย
	ปกภาษาอังกฤษ
	หน้าอนุมัติ
	บทคัดย่อภาษาไทย
	บทคัดย่อภาษาอังกฤษ
	กิตติกรรมประกาศ
	สารบัญ
	บทที่ 1 บทนำ
	1.1 ความนํา
	1.2 งานวิจัยที่ผานมา
	1.3 วัตถุประสงคของการวิจัย
	1.4 ขอบเขตของการวิจัย

	บทที่ 2 ทฤษฎีเบื้องตนเกี่ยวกับการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง
	2.1 ความนํา
	2.2 การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคา
	2.3 เงื่อนไขในการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบ
	2.4 ขั้นตอนวิธีสําหรับการประมาณคาพารามิเตอร
	2.5 การปรับปรุงประสิทธิภาพของการประมาณคาพารามิเตอรในกรณีศึกษาโครงขอหมุน 3 มิติ
	2.6 บทสรุป

	บทที่ 3 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน
	3.1 ความนํา
	3.2 ทฤษฎีเบื้องตนของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ
	3.3 การปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์
	3.4 วิธีเกรเดียนตสังยุค
	3.5 วิธีแอลคิวสมมาตรและวิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด
	3.6 วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร
	3.7 บทสรุป

	บทที่ 4 กรณีศึกษาและเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน
	4.1 ความนํา
	4.2 แบบจําลองโครงสรางที่ใชในกรณีศึกษา
	4.3 แนวทางในการประเมินประสิทธิภาพ
	4.4 การทดลองดวยวิธีเชิงตัวเลข

	บทที่ 5 การเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง โดยใช้ข้อมูลผลตอบสนองเชิงโหมดที่วัดค่าไม่ครบทุกโหมด
	5.1 ความนํา
	5.2 แบบจําลองโครงสรางในการประมาณคาพารามิเตอร
	5.3 กรณีศึกษาการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง
	5.4 บทสรุป

	บทที่ 6 สรุปผลการวิจัย
	รายการอางอิง
	ภาคผนวก
	ประวัติผูเขียน



