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บทท่ี 1 
 

บทนํา 
 

1.1 ความสําคัญของปญหา 
 

 เปนทีท่ราบกนัดีวาในกรรมวิธีประมวลผลสัญญาณภาพ (Image Processing) นัน้จะมี

ปญหาสําคัญที่เกิดข้ึนเสมอ คือ ปญหาสัญญาณรบกวนภาพ ดังนัน้ที่ผานมาในอดีตจึงมีงานวิจยั

มากมายที่มุงเนนความพยายามท่ีจะแกไขปญหาดังกลาวดวยวิธีตางๆ ไมวาจะเปนวิธกีารดั่งเดิม 

คือ วิธีตัวกรองวนีเนอร (Wiener Filter) หรือ วิธีลดสัญญาณรบกวนบนปริภูมจิุดภาพ (Pixel 

Domain) เปนตน 

 แตในชวง 10 ปที่ผานมานีม้ีวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพอีกวธิีหนึ่งที่ไดรับความนยิมอยาง

มาก คือ วธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ต (Wavelet Domain) เมื่อประยุกตใชรวมกับ

วิธีทางสถิติ (Statistical Method) ซึง่แบงไดเปน 2 วิธี คือ วิธกีารแบงขีดเร่ิมเปลี่ยนเวฟเล็ต 

(Wavelet Thresholding) และอีกวิธหีนึง่ คือ วิธีความเส่ียงแบบเบส (Bayesians’ Risk) ซึง่ใช

หลักการประมาณแบบเบส (Bayesian Estimation) ในการหาฟงกชนัที่จะใชลดสัญญาณรบกวน 

หรือฟงกชันหดตัว (Shrinkage Function) ซึ่งหลักการประมาณแบบเบสนี้ยงัสามารถใชประมาณ

พารามิเตอรทางสถิติเพื่อใชรวมกับฟงกชนัหดตัวดวย เชน ความแปรปรวน นอกจากนี้วธิีความ

เส่ียงแบบเบสยังเปนวธิีที่มีความชัดเจนในการลดสัญญาณรบกวน มากกวาวิธีแรก ที่ยงัมีความไม

ชัดเจนในวิธหีาขีดเร่ิมเปลี่ยน (Thresholding) อยางไรก็ตามหลักการประมาณแบบเบสนั้น

ตองการ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior Probability Density Function, 

Prior PDF) ที่เหมาะสมในการกํากับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต ซึ่งงานวจิัยในอดีตนัน้สวนใหญจะใช 

PDF ที่มพีารามิเตอรทางสถติิเพียงแค คาเฉล่ีย (Mean) และ ความแปรปรวน (Variance) เทานัน้ 

ทําใหเปนแบบจําลองทางสถติิในกํากบัสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ไมดีเทาทีค่วร 

 จากเหตุผลขางตนวทิยานิพนธฉบับนี้จะนาํเสนอวิธลีดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟ

เล็ต ดวย วิธีความเส่ียงแบบเบส โดยใช Prior PDF ที่สรางจาก PDF บนพืน้ฐานระบบเพียรสนัใน

การหาฟงกชนัหดตัว สาํหรับสาเหตุที่เลือกใช PDF บนพืน้ฐานระบบเพยีรสันนัน้ เพราะ PDF ชนิด

นี้ครอบคลุม PDF เกือบทกุชนิดที่ใชเปน Prior PDF ในงานวิจัยในอดีต นอกจากนี้วทิยานิพนธ

ฉบับนี้จะนําเสนอวิธีประมาณพารามิเตอรทางสถิติที่แมนยําดวยหลักการประมาณแบบเบส เพือ่

ใชกับฟงกชนัหดตัวเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนดวย 
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1.2 วัตถุประสงค 
 

1 คิดคนวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตที่มีประสิทธิภาพสูง ทัง้ดานคุณภาพของ

ภาพที่ไดหลังการลดสัญญาณรบกวน (พจิาณาคา PSNR เปนสําคัญ) และความเร็วในการ

ประมวลผล บนพืน้ฐานหลักการที่สําคัญ คือ วิธีความเส่ียงแบบเบส รวมกับ หลักการ

ความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล (Parent and Child Relation) และ PDF 

บนพืน้ฐานระบบเพียรสนั 

2 สรุปและพิมพเผยแพรผลงานในวารสารวชิาการระดับชาติและนานาชาติ 
 

1.3 ขอบเขตวิทยานิพนธ 
 

1 ลดสัญญาณรบกวนภาพเม่ือมีสัญญาณรบกวนเกาสเซยีนสีขาวแบบบวก (Additive White 

Gaussian Noise, AWGN)  

2 พัฒนาระเบยีบวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพโดยอาศัย วธิีความเสีย่งแบบเบสในปริภูมิเวฟเล็ต 

ใหไดวิธีที่ มีประสิทธิภาพท้ังในดานคุณภาพของภาพ (พิจาณาคา PSNR เปนสําคัญ) และ

เวลาที่ใชในการประมวลผล  

3 เปรียบเทยีบประสิทธิภาพและพิจารณาขอดี ขอเสีย ของวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพที่

นําเสนอกับวิธอ่ืีนทีน่ิยมใชในปจจุบนัโดยใชโปรแกรม MATLAB ในการทดลองกับภาพ

ตนแบบมาตรฐานจาํนวนหนึ่ง 
 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 

1 ศึกษาและเขาใจแนวทางพฒันาของวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในอดีตเพื่อเปนแนวทางใน

การพัฒนาวิธลีดสัญญาณรบกวนภาพที่มปีระสิทธิภาพตอไปในอนาคต  

2 นําเสนอวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตวิธใีหมทีม่ีประสิทธิภาพ 

3 พิมพเผยแพรวิทยานิพนธรวมทัง้นําเสนองานทัง้ในวารสารวิชาการระดับประเทศและตาง-

ประเทศเพื่อเผยแพรความรูตอไปในอนาคต 
 

1.5 ขั้นตอนและวิธีดําเนินงาน 
 

1 ศึกษาวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตวิธีตางๆในอดีต 

2 ศึกษาวธิีทางสถิติและการแปลงเวฟเล็ต (Wavelet Transform) เพื่อลดสัญญาณรบกวนภาพ 

3 ศึกษารูปแบบและหลักการความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล 

4 คิดคนวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตแบบใหมทีม่ีประสิทธิภาพท่ีดี 
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5 สรุปและเขียนวิทยานิพนธพรอมทั้งพิมพเผยแพรผลงานในวารสารทางวิชาการทัง้ในระดับ-

ชาติและนานาชาติ 
 



บทท่ี 2 
 

ภูมิหลัง 
 

 ในบทนี้เราจะศึกษาถงึวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพที่นาํเสนอในอดีต ดวยวิธทีางสถติิแบบ

ตางๆในปริภูมเิวฟเล็ต เพื่อเปนแนวทางในการพัฒนาวิธลีดสัญญาณรบกวนในวทิยานพินธฉบับนี้

ตอไป สําหรับวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพดวยวิธทีางสถติินั้นจะแบงเปน 2 วิธีที่สําคัญ คือ วธิีขีด

เร่ิมเปลี่ยนเวฟเล็ต (Wavelet Thresholding) และ วิธคีวามเส่ียงแบบเบส (Bayes’ Risk) โดย

วิทยานิพนธฉบับนี้จะเนนพฒันาวิธีลดสัญญาณรบกวนดวย วิธีความเส่ียงแบบเบส เปนสําคัญ

สําหรับวธิีความเส่ียงแบบเบสนั้นจาํเปนอยางยิ่งที่จะตองเขาใจถงึ การประมาณแบบเบส 

(Bayesian Estimation) ซึ่งเปนหลักการที่จะใชในการสรางฟงกชันสําหรับลดสัญญาณรบกวน 

และพารามิเตอรที่จะใชกับฟงกชนันี ้ซึ่งจะอธิบายหลักการนี้ ตอไปดังนี ้
 

2.1 การประมาณแบบเบส (Bayesian Estimation)  
 

 ในวทิยานพินธฉบับนี้เราจะประยุกตใชหลักการประมาณแบบเบสในการหาตัวแปรหรือ

พารามิเตอรทีไ่มทราบคา โดยสามารถสรุปลักษณะของปญหาไดดังนี ้ เมื่อกาํหนดให [ 1 2, ,a a=a  

], T
da…  เปนตัวแปรหรือพารามิเตอรที่ไมทราบคา และ [ ]1 2, , , T

db b b=b …  เปนตัวแปรหรือ

พารามิเตอรทีส่ังเกตได (ทราบคา) ในกรณีที่เราตองการหาฟงกชนั ( ) ( ) ( )1 2, ,d d⎡= ⎣d b b b  

( ),
T

dd ⎤⎦b…  เพื่อใชในการทํานาย a  ใหแมนยําที่สุด  

 เมื่อประยุกตใชการประมาณแบบเบสในการหาฟงกชนั ( )d b เราจะพิจารณาให a  และ 

b  เปนคาของเวกเตอรสุม [ ]1 2, , , T
dA A A=A …  และ [ ]1 2, , , T

dB B B=B … ตามลําดับ ซึ่งมีฟงกชนั

ความหนาแนนความนาจะเปนชนิดหลายตัวแปร (Multivariate Probability Density Function, 

Multivariate PDF) คือ ( )fA a  และ ( )fB b จากนั้นจึงเลือกฟงกชนั ( )d b ที่ทาํใหคาเฉล่ียการ

สูญเสียอยางมีเงื่อนไข (Condition Expected Loss) ( )R d  ที่นยิามดังตอไปนี้มีคาตํ่าสุด [1] 

( ) ( )( ) ( ) 1 2, dR L f da da da= ∫∫ ∫ A|Bd a d b a | b… …  (2.1) 

เมื่อ ( )( ),L a d b  คือ ฟงกชันการสูญเสีย (Loss Function) 

 ( )fA|B a | b  คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนอยางมีเงื่อนไข (Conditional 

Probability Density Function, Conditional PDF) =A a ตอเม่ือ 

=B b  
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ดังนัน้ ฟงกชนั ( )id b เมื่อ 1,2, ,i d= … ที่ทาํใหคาเฉลี่ยการสูญเสียอยางมีเงื่อนไขตํ่าที่สุด คือ การ

แกระบบสมการตอไปนี้ 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

arg min

arg min

arg min
d

d

d

d
d

d R

d R

d R

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

b d

b d

b d
#

 

2.1.1 การประมาณแบบภายหลังสงูสุด (Maximum a Posterior, MAP)  
 

วิธีนีจ้ะนยิามฟงกชันการสูญเสียอยูในรูป ( )( )0/1 ,L a d b ซึ่งมนีิยามดังตอไปนี ้

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2
0/1

1 1 2 2

0, , , ,
,

1, , , ,
d d

d d

a = d a = d a = d
L

a d a d a d
⎧⎪= ⎨ ≠ ≠ ≠⎪⎩

b b b
a d b

b b b
…
…

 

 

คํานวณคาเฉล่ียการสูญเสียอยางมีเงื่อนไข (Condition Expected Loss) 

( ) ( )

( )( )( )
1 2
1 2

1 2

d
d

d

a a a
d d d

R f da da da
≠ ≠ ≠

= ∫ ∫ ∫ A|B

b b b

d a | b… …  

( ) ( ) ( )( )( )1 1 2 21 , , , d df a = d a = d a = d= − A|B b b b | b…  
 

ดังนัน้ฟงกชนั ( )id b ที่ทาํให ( )R d ตํ่าที่สดุ คือ การแกระบบสมการ ตอไปนี้ 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

arg max

arg max

arg max
d

a

a

d
a

d f

d f

d f

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

A|B

A|B

A|B

b a | b

b a | b

b a | b

#
 

หรือเขียนในรูป 

( ) ( )arg max f⎡ ⎤= ⎣ ⎦A|B
a

d b a | b  (2.2) 

จากกฎของเบส (Bayes’ Rule) 

( ) ( ) ( )
( )

| |f f
f

f
= B A A

A|B
B

b a a
a | b

b
 (2.3) 

เมื่อ ( )| |fB A b a  คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนมีเงื่อนไข =B b เมื่อ =A a  

ดังนัน้ 

( ) ( ) ( )arg max f f⎡ ⎤= ⎣ ⎦B|A A
a

d b b | a a  (2.4) 

ซึ่งสมการที ่2.4 คือ สมการที่ใชประมาณตัวแปรหรือพารามิเตอรแบบภายหลังสูงสุด (MAP)  
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2.1.2 การประมาณแบบผิดพลาดกาํลงัสองเฉลี่ยนอยสุด (Minimum Mean Square Error, 
MMSE) 

 

 วิธีนีจ้ะนยิามฟงกชันการสูญเสียอยูในรูปของ ( )( )2 ,L a d b  ซึ่งมนียิามดังตอไปนี ้

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
2 1 1 2 2, d dL a d a d a d= − + − + + −a d b b b b…  

ทําการคํานวณคาเฉลี่ยการสูญเสียอยางมีเงื่อนไข 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 1 2d d dR a d a d a d f da da da= − + − + + −∫∫ ∫ A|Bd b b b a | b… … …  

หาฟงกชัน ( )id b  ทีท่ําให ( )R d  ตํ่าที่สดุ 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2 2

1 1 2 2 1 2d d d
i i

R
a d a d a d f da da da

d d
∂ ∂

= − + − + + −
∂ ∂ ∫∫ ∫ A|B

d
b b b a | b… … …

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 1 2d d d

i

a d a d a d f da da da
d
∂

= − + − + + −
∂∫∫ ∫ A|Bb b b a | b… … …  

( )( ) ( ) 1 22 i i da d f da da da= − −∫∫ ∫ A|Bb a | b… …  

กําหนดให 
( )

0
i

R
d

∂
=

∂
d

 

( )( ) ( ) 1 22 0i i da d f da da da− − =∫∫ ∫ A|Bb a | b… …  

( )
( )

( )

1 2

1 2

i d

i

d

a f da da da
d

f da da da
= ∫∫ ∫
∫∫ ∫

A|B

A|B

a | b
b

a | b

… …

… …
 

โดย ( ) 1 2 1df da da da =∫∫ ∫ A|B a | b… …  และ จากกฎของเบสในสมการที ่(2.3) ดังนัน้ 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2
1

i i dd a f f da da da
f

= ∫∫ ∫ B|A A
B

b b | a a
b

… …  (2.5) 

เมื่อ ( ) ( ) ( ) 1 2 df f f da da da= ∫∫ ∫B B|A Ab b | a a… …  

ซึ่งสมการที ่2.5 คือ สมการที่ใชในการประมาณแบบผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุด (MMSE)  
 

2.1.3 การประมาณแบบความนาเปนจริงสูงสุด (Maximum Likelihood, ML) 
 

 สําหรับการประมาณทางสถติิที่จะกลาวถึงตอไปนี้ถึงแมจะไมใชการประมาณแบบเบส แต

ก็เปนการประมาณที่ใชหลักการคลายกัน กลาวคือ ใชหลักการหาคาสูงสุดของฟงกชันความหนา 

แนนความนาจะเปนเงื่อนไข ( )fB|A b | a  ในการหาฟงกชัน ( )d b  ดังตอไปนี ้
 

( ) ( )arg max f⎡ ⎤= ⎣ ⎦B|A
a

d b b | a  (2.6) 
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จะสังเกตเหน็วาวธิีนีเ้ปนวิธทีี่มีหลักการประมาณตัวแปรคลายวิธีภายหลังสูงสุด (MAP) ดังสมการ

ที่ 2.4 เพียงแตสมมุติให ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน ( )fA a มีคาเปนหนึง่ (Uniform 

PDF) ซึ่งทาํใหวิธนีี้เปนวธิปีระมาณตัวแปรที่งายเพราะไมตองใชความรูเกี่ยวกับลักษณะการกระ-

จายตัวของตัวแปรที่จะประมาณนัน้เอง 
 

2.2 การลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ต 
 

 สําหรับวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตนั้นไดถูกพัฒนาข้ึนในชวง 10 ปที่ผาน

มานี ้ โดยกรรมวิธีสวนมากจะอยูในรูปวธิทีางสถิติ (Statistical Method) ซึ่งแบงไดเปน 2 ประเภท

ใหญๆ คือ วธิีแบงขีดเร่ิมเปลี่ยนเวฟเล็ตและวิธีความเสี่ยงแบบเบส สําหรับวธิีหลังนี้จะไดกลาวถงึ 

หลักการความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกลดวย (Parent and Child Relation) ซึ่ง

นําเสนอในงานวิจยัที ่[2] อันจะเปนหลักการสําคัญทีจ่ะใชในวทิยานพินธฉบับนี้ตอไป 
 

2.2.1 การแบงขีดเริ่มเปลีย่นเวฟเล็ต (Wavelet Thresholding)  
 

 วิธีนีจ้ัดเปนวิธเีร่ิมแรกสุดของวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพบนปริภูมิเวฟเล็ตและยังเปนวิธีที่

มีข้ันตอนไมซบัซอนอีกดวย โดยเปนวธิีที่ศึกษาและออกแบบ ฟงกชันหดตัว (Shrinkage 

Function) ซึ่งเปนฟงกชนัที่ใชในการลดสญัญาณรบกวน โดยทาํการเปล่ียนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีม่ี

สัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet Coefficient) ใหเปนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณ

รบกวน (Noise-Free Wavelet Coefficient) (โดเมนของฟงกชนั คือ Noisy Wavelet Coefficient 

และเรจน คือ Noise-Free Wavelet Coefficient) หรือทําการออกแบบขีดเร่ิมเปลี่ยนหรือจุดเร่ิม

เปลี่ยน (Thresholding) ที่จะใชกับ Shrinkage Function โดยที่ไมใชหลักการความเส่ียงแบบเบส 

(Bayes’ Risk) สําหรับ Shrinkage Function เร่ิมแรกทีน่ิยมใชในการออกแบบThresholding คือ 

ฟงกชัน Soft และ Hard-Thresholding [3] ตอจากนั้นไดมีการพฒันาฟงกชนัหดตัวข้ึนอีกอยาง

ตอเนื่อง เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพในการลดสญัญาณรบกวน เชน ฟงกชนั Firm-Shrinkage [4] (ซึ่ง

เปนฟงกชนัหดตัวที่ตองการขีดเร่ิมเปลี่ยน 2 ตัวในการลดสัญญาณรบกวน จงึมีประสิทธิภาพ

มากกวา ฟงกชัน Soft และ Hard-Thresholding ที่ตองการขีดเร่ิมเปลี่ยนตัวเดียว) และ 

  
รูปที่ 2.1 แสดงฟงกชันหดตัว Soft-Thresholding และ Hard-Thresholding ตามลําดับ 
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ฟงกชัน Non-Negative Garrote Shrinkage [5] ซึ่งเปนฟงกชนัหดตัวที่มีความตอเนื่อง ทําใหมี

เสถียรภาพมากกวา ฟงกชัน Hard-Thresholding โดยในรูปที่ 2.1 นั้นแสดงลักษณะของฟงกชนั

หดตัวชนิด Soft-Thresholding และ Hard-Thresholding ที่มีขีดเร่ิมเปล่ียน (Thresholding) แบบ 

Universal คือ 2lnnth Nσ= เมื่อ nσ คือสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานสัญญาณรบกวน (Standard 

Deviation Noise) และ N คือ จํานวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในแตละระดับการแปลง (Subband) 

 สําหรับขอเสียของวิธีการแบงขีดเร่ิมเปลี่ยนเวฟเล็ต คือ ยังมีความไมชัดเจนในการหาขีด

เร่ิมเปลี่ยน (Thresholding) สําหรับใชกับฟงกชันหดตัวอยู [6] 
 

2.2.2 ความเสี่ยงแบบเบส (Bayes’ Risk) 
 

 สําหรับการลดสัญญาณรบกวนภาพดวย วธิีความเสีย่งแบบเบส นั้นจะอาศัยหลักการทาง

สถิติ คือ การประมาณแบบเบส (Bayesian Estimation) ดังที่ไดกลาวไปแลว ซึง่วิธีนี้สวนใหญจะ

อยูในรูปของ วิธีภายหลังสูงสุด (วิธ ีMAP) หรือ วิธีคาผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุด (วิธ ีMMSE) 

โดยตอไปนี้จะกลาวถึงรายละเอียดการประยุกตใช หลักการประมาณแบบภายหลังสูงสุดและการ

ประมาณแบบผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุด เพื่อประยุกตใชกับวธิคีวามเส่ียงแบบเบส ดังนี ้
 

วิธีภายหลังสูงสุด (Maximum a Posterior, MAP) 

 วิธีนีจ้ะประยกุตใชหลักการประมาณภายหลังสูงสุดในหัวขอ 2.1.1 ในการลดสัญญาณ

รบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตโดยสมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตปราศจากสัญญาณรบกวน (Noise-

Free Wavelet Coefficient) มีการแจกแจงตัวแปรสุม [ 1 2, , ,= …X XX ]TdX  ซึง่ 1X คือ ระดับการ

แปลงยอย (Subband) ที่จะพิจารณา และ d คือ จํานวนระดับความละเอียดของการแปลงเวฟเล็ต

ที่จะพิจารณา ยกตัวอยางเชน ถากําหนดให 2d =  และจะพิจารณาระดับการแปลง HH1 เราจะ

พิจารณาสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตใน HH1 และ HH2 เทานัน้ และมีสมัประสิทธิ์เวฟเล็ตที่สังเกตได 

(Observed Wavelet Coefficient) หรือ สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet 

Coefficient) มีเวกเตอรสุม คือ [ 1 2, ,Y Y=Y …  ], T
dY โดยมีฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน

รวม ( )fX,Y x,y และสัญญาณรบกวนมีเวกเตอรสุม [ ]1 2, ,= … T
dN N NN มีฟงกชันความหนาแนน

ความนาจะเปน คือ ( )fN n เราจะเรียกฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน ( )fX x วาฟงกชนั

ความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior PDF) เรียกฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน

แบบมีเงื่อนไข ( )fX|Y x | y วาฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนภายหลัง (Posterior PDF) 

และเรียก ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนอยางมีเงื่อนไข ( )fY|X y | x วา ฟงกชันความ

หนาแนนความนาจะเปนแบบนาเปนจริงสูงสุด (Likelihood Function) ประยุกตการประมาณแบบ

ภายหลังสูงสุดในสมการ 2.4 จะไดวิธีประมาณตัวแปร x  ดังนี้  
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ˆ ( ) arg max ( | ) ( )f f⎡ ⎤= ⎣ ⎦Y|X X
x

x y y x x   

กรณีที่สัญญาณรบกวนมีลกัษณะแบบบวก = +Y X N จะใหฟงกชนัเงื่อนไข (Conditional) ในรูป 

( ) ( )f f= −Y|X Nx | y y x  (ภาคผนวก ก) 
 

[ ]ˆ ( ) arg max ln ( ) ln ( )f f= − +N X
x

x y y x x  (2.7) 
 

วิธีผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุด (Minimum Mean Square Error, MMSE) 

 วิธีนีจ้ะประยกุตใชหลักการประมาณแบบผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุดในหัวขอ 2.1.2 

ในสมการ 2.5 มาประมาณตัวแปร ˆix ดังนั้นในกรณีที่สัญญาณรบกวนมีลกัษณะแบบบวก จะพบวา 
1ˆ ( ) ( ) ( )
( )

d

i i

R

x x f f d
f

= −∫ X N
Y

y x y x x
y

 (2.8) 

เมื่อ ( ) ( ) ( ) ,
dR

f f f d= −∫Y X Ny x y x x  1,2, ,i d= …  

 

2.2.2.1 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา 
 

 จะสังเกตเหน็วาในหวัขอที่แลวนัน้ วธิีความเส่ียงแบบเบส มีฟงกชนัความหนาแนนความ

นาจะเปนชนิดหนึง่ที่สาํคัญอยางมากที่จะประยุกตใชกับวิธีภายหลังสูงสุด หรือ วธิผีิดพลาดกาํลัง

สองเฉลี่ยนอยสุด คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior PDF) ของสัม-ประ

สิทธิ์เวฟเล็ต ( )fX x นั้นเอง ซึ่งงานวิจยัสวนใหญมักจะสมมติุใหฟงกชันความหนาแนนความนาจะ

เปนชนิดนี้มีโมเมนตทางสถติิเพียงแค คาเฉล่ีย (Mean) และ ความแปรปรวน (Variance) เทานัน้ 

[7-9] ในการอธิบายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต เพื่อความสะดวกในการ

คํานวณ เชน ในงานวิจัยที่ [7] ที่ใช Cauchy PDF ในการอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์

เวฟเล็ตในภาพ SAR (Synthetic Aperture Radar) หรือ งานวจิัยที่ [9] ที่ใช Gaussian PDF และ

งานวิจยัที ่[10] ที่ศึกษาการใช Laplacian PDF โดยละเอียดและ งานวิจัยที ่[11] ศึกษา 
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รูปที่ 2.2 ตัวอยาง ฮิสโทแกรมภาพ Man (Pirate) ใน HH1, Cauchy PDF, Gaussian PDF และ Laplacian PDF 
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Two-Sided Gamma PDF อธิบายการกระจายตัวของ Speech Coefficients ซึง่รูปที่ 2.2 แสดง

ฮิสโทแกรมของรูป Man (Pirate) ใน HH1 และ Cauchy PDF, Gaussian PDF และ Laplacian 

PDF ซึ่งเปนตัวอยางของ PDF ที่กลาวมาขางตนที่ใชในงานวิจยัในอดีต จากลักษณะของ PDF ที่

กลาวมาเหลานี้จะสงัเกตเหน็วามีโมเมนตทางสถิติเพียง ความแปรปรวน เทานัน้ ดังนัน้นาสนใจวา

ถามีการใช PDF ที่มีโมเมนตทางสถิติที่สงูกวาความแปรปรวน (นําเสนอในวทิยานพินธฉบับนี้ผาน

ระบบเพียรสนั) จะทําใหกํากับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตไดดีข้ึน ซึง่ทาํใหผลการลดสัญญาณรบกวนดีข้ึน

ดวย อยางไรก็ตามถาโมเมนตทางสถิติสงูข้ึนเกนิไปความซับซอนของวิธทีี่ใชลดสัญญาณรบกวนก็

ยอมเพิม่ข้ึนดวยซ่ึงไมเปนผลดี ดังงานวจิัยที ่ [6] นอกจากนี้ในงานวิจยัสวนใหญมักจะพจิารณา

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตเพยีงแคระดับการแปลงยอยที่สนใจเทานั้นแลวใชฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนตัวแปรเดียว (Univariate PDF) ในการอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต ซึง่

ในทางปฏิบัติแลวสัมประ-สิทธิ์เวฟเล็ตจะมีความสัมพนัธในระดับการแปลงยอยระหวางกนัดวยซ่ึง

เรียกหลักการนี้วา หลักการความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล (Parent and Child 

Relation) ซึ่งงานวิจยัที ่ [2] ไดประยุกตใชหลักการนีก้บัวิธ ี MAP ในการลดสัญญาณรบกวนภาพ

และใหประสิทธิภาพเปนทีน่าพอใจยิง่ ซึง่จะไดอธิบายหลักการนี้ในหัวขอถัดไป 
 

2.2.2.2 ความสัมพันธของสัมประสิทธิเ์วฟเล็ตระหวางสเกล 
 

 ในงานวิจัยที่ [2] ไดนําเสนอหลักการความสัมพนัธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางระดับ

การแปลงยอย เพื่อประยุกตใชกับวิธีความเส่ียงแบบเบสในการลดสญัญาณรบกวนภาพ ซึง่วิธนีี้

ไดรับความนิยมอยางมากเพราะใหประสิทธิภาพในการลดสัญญาณรบกวนภาพที่ดีและมีกรรมวิธี

ที่ไมยุงยากซับซอน ทําใหใชเวลาในการลดสัญญาณรบกวนอยางมปีระสิทธิภาพโดยวิธนีี้จัดเปน

หลักการที่สาํคัญที่สุด ของการนาํเสนอวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในวิทยานพินธฉบับนี้เลยก็วาได 

สําหรับหลักการความสัมพนัธระหวางสเกล (Parent and Child Relation) คือ สัมประสิทธิ์เวฟเล็ต

ชนิดเดียวกัน เชน แนวนอน (Horizontal) แนวต้ัง (Vertical) หรือ แนวทแยง (Diagonal) ที่ระดับ  

 
 

รูปที่ 2.3 ลักษณะความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล (Parent and Child Relation) 
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การแปลงยอยความละเอียดนอย (Low Resolution Subband) จะมีความสัมพนัธในลักษณะ

Parent กับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ระดับการแปลงยอยความละเอียดสูง (High Resolution 

Subband) ทีจ่ะพิจารณา ซึ่งเรียกวา Child ในระดับถัดไป ดังตัวอยางในรูป 2.3 เมื่อตองการ

พิจารณาระดับการแปลงยอย HH1 โดยพิจารณาแค 2 ระดับความละเอียด จะเรียกสัมประสิทธิ์

เวฟเล็ต HH1 วา Child และมี Parent คือ สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตใน HH2 
 

2.2.2.3 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนชนดิหลายตัวแปร 
 

 ในงานวิจัยที่ [2] ไดเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพ ดวยวิธีความเสี่ยงแบบเบส โดยใช

วิธี MAP รวมกับหลักการความสัมพนัธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกลในหัวขอที่แลว ซึ่งวธิีนี้

ตองอาศัยเวกเตอรสุม (Random Vectors) ที่มีฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนชนิดหลาย

ตัวแปร (Multivariate Probability Density Function, Multivariate PDF) ในการอธิบายการ

กระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทั้งในสวนของ Parent และ Child ซึ่งในงานวิจยัที่ [2] ไดศึกษา

ความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล ในฐานขอมูลภาพ Corel โดยมีลักษณะฮิสโท

แกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในกรณี 2 ตัวแปร (Bivariate) ดังรูปที ่ 2.4 และไดสมมุติใหเวกเตอร

สุมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตดังกลาวอยูในรูป Spherically Contoured Radial Exponential 

Random Vectors โดยมีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวม ดังตอไปนี้ 

( ) 1
expd

dKf
σ σ

⎛ ⎞− +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
X

x
x  (2.9) 

เมื่อ 2σ  คือ ความแปรปรวน และ K =
( )( )

/ 21
41 / 2

dd
d
π

π
+⎛ ⎞

⎜ ⎟Γ + ⎝ ⎠
 คือ คาพารามิเตอรบรรทัดฐาน 

(Normalizing Constant Parameter)  

 โดยรูปที่ 2.5 แสดงฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมของ Radial Exponential 

Random Vectors ในกรณี 2d =  ตัวแปร เมื่อกําหนดใหสัญญาณรบกวนในแตละสเกลการแปลง

เวฟเล็ต มีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเกาส ที่เปนอิสระตอกัน มีคาเฉล่ียเปน 0 และ

ความแปรปรวน 2
nσ  จะไดฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมของสัญญาณรบกวน คือ 

( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

d
n

n

f
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

n
n  (2.10) 

หา ˆix  จากการแกสมการที่ 2.7 โดยใชสมการที่ 2.9 และ 2.10  

( ) ( )
( )

2

2 22

11ln ln ln ln
22

d d
nn

dKf f
σ σ σπσ

⎛ ⎞ − +⎛ ⎞⎜ ⎟− + = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠
⎝ ⎠

N X

y x x
y x x  

( ) ( )ln ln
0

i

f f
x

⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =
∂

N Xy x x
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รูปที่ 2.4 ลักษณะฮิสโทแกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในกรณี 2 ตัวแปร (Bivariate) ในฐานขอมูลภาพ Corel 
 

 

 
 

รูปที่ 2.5 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมของ Radial Exponential Random Vectors ในกรณี 2d =  ตัวแปร 
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รูปที่ 2.6 ฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรในสมการ 2.13 กรณี 2 ตัวแปร หรือ สมการ 2.14 (BiShrink) 
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2

1 0i i i

n

y x d x
σ σ
− +

− =
x

 

2 1 1

i
i

n

yx
dσ

σ

=
⎛ ⎞+

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠x

 

กําหนดให BiShrinkr = x  

2 1 1

i
i

n

BiShrink

yx
d

r
σ
σ

=
⎛ ⎞+

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
(2.11) 

 

สราง Norm จากสมการ 2.11 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนัน้ 

2 1 1n

BiShrink

d
r

σ
σ

=
⎛ ⎞+

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

y
x  

2 1 1n

BiShrink BiShrink

d
r r

σ
σ

+
+ =

y
 (2.12) 

หา BiShrinkr จากสมการ 2.12 ดังนัน้ 
2 1n

BiShrink
dr σ
σ

+
= −y   

นําสมการ 2.12 แทนในสมการ 2.11 กําหนด 1i = จะไดฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร 
2

1 1

1

ˆ

n d

x y

σ
σ

+

⎛ ⎞+
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠=

y

y
 

(2.13) 

เมื่อ ( )max 0,g g+ =  ในงานวจิัยที ่ [2] เรียกฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรในสมการ 2.13 กรณี 

2d = -Dimension 2 2
1 2y y= +y วา BiShrink ดังสมการ 2.14 และรูปฟงกชันหดตัวดังรูปที่ 2.6 

2
2 2
1 2

1 12 2
1 2

3

ˆ

ny y
x y

y y

σ
σ

+

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠=
+

 (2.14) 

 

 



บทท่ี 3 
 

ระบบเพียรสัน 
 

3.1 นิยาม 
 

 ระบบเพียรสนั (Pearson System) ถูกนาํเสนอคร้ังแรกในงานวิจัยที ่ [12] โดยใชแนวคิด

เร่ืองสมการเชิงอนพุันธในการหาฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน (Probability Density 

Function, PDF) ชนิดตางๆ ที่สามารถเขียนไดในรูปอยางงายดังเชน ฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนเกาส (Gaussian PDF) หรือ ลาปลาซ (Laplacian PDF) แตมีโมเมนตทางสถิติที่สูงกวา 

กลาวคือมีคาความเบ (Skewness) และ ภาวะยอดมน (Kurtosis) สาํหรับสมการเชิงอนพุันธที่ใช

หาฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนของระบบเพียรสันนัน้มีลักษณะ ดังตอไปนี ้

( )
( ) ( )

( )
0 1

2
0 1 2

1
2

df x P x a a x
f x dx Q x b b x b x

+
= =

+ +
 (3.1) 

เมื่อ ( )f x  คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (PDF) 

 0 1 0 1, , ,a a b b และ 2b  คือ คาคงที่จริง (Real Values) 

ซึ่งสมการเชิงอนุพนัธของระบบเพียรสนันี ้ สามารถใชสราง PDF ที่เปนประโยชนข้ึนมาใหมหรือ

ครอบคลุม PDF ที่มีการนาํเสนอไวแลวในอดีตอยางมากมาย ดังที่จะกลาวถงึในหวัขอตอไป 
 

3.2 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนบนพ้ืนฐานระบบเพียรสัน 
 

 ดังที่กลาวในหวัขอที่แลววาระบบเพยีรสันนั้นอาศัยสมการเชิงอนุพนัธที่มีรูปแบบ ดังสม-

การ 3.1 ในการสราง PDF ชนิดตางๆ โดยตอไปนี้เราจะมาพิจารณาตัวอยาง PDF บางประเภทที่

สรางจากระบบเพียรสัน คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเพยีรสันชนิดที่ 3 และ 4 ดังนี ้
 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเพียรสันชนิดท่ี 3 
 

 เมื่อกําหนดให ( ) 0 1P x a a x= + , ( )Q x x β= − โดย [ ),x β∈ ∞  แกสมการเชิงอนพุันธหา

ฟงกชัน ( )f x จากสมการที ่3.1 

( )
( ) ( )

( )
0 11 df x P x a a x

f x dx Q x x β
+

= =
−

 

0 1
1

a aa
x

β
β

+
= +

−
 

( )
( )

0 1
1

df x a aa dx dx
f x x

β
β

+
= +

−∫ ∫ ∫  
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รูปที่ 3.1 แสดงฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแกมมา (Gamma PDF) และเลขช้ีกําลัง (Exponential PDF) 
 

( ) ( ) ( )1 0 1 0ln ln lnf x a x a a x Cβ β= + + − +  0C คือ คาคงที่ 
 

( ) ( )( ) ( )0 1

0 1expa af x C x a xββ += −  

ในกรณีให [ )0,x β∈ = ∞  

( ) ( )0
0 1expaf x C x a x=  

เมื่อกําหนดให 0 1, 1, , 0a aα α γ γ= > − = − > และหา 0C จาก ( ) 1f x dx
∞

−∞

=∫ จะไดฟงกชนัความ

หนาแนนความนาจะเปนแกมมา (Gamma PDF) [13] โดยมีรูปสมการ PDF คือ 

( ) ( ) ( ) ( )
1

exp 1,
1

f x x x Gamma
α

αγ γ α γ
α

+

= − = +
Γ +

 (3.2) 

หรือ 

( ) ( ) ( )1, exp , , 0Gamma x x
α

αγα γ γ α γ
α

−= − >
Γ

 (3.3) 

ในกรณีที่กาํหนดให 1α = ในสมการ 3.3 จะไดฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเลขช้ีกําลัง 

(Exponential PDF) ( ) ( )exp , 0f x xγ γ γ= − > ซึ่งเปนกรณีพิเศษของ Gamma PDF นั้นเอง โดย

รูปที่ 3.1 แสดง Gamma PDF และ Exponential PDF ที่พารามิเตอรตางๆ 

 ในงานวิจัยที ่ [11] ไดนําเสนอฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนแบบแกมมาสองฝง 

(Two-Sided Gamma PDF) ซึ่งสรางมาจาก Gamma PDF นั่นเอง โดย PDF ชนิดนี้มฟีงกชัน

ความหนาแนนความนาจะเปนที่สมมาตร (Symmetric) มีคาเฉลีย่เปน 0 มีความแปรปรวน 2σ  ดัง

สมการตอไปนี ้

( )
4 1

2
33 exp ,

22 2
x

f x x x R
σπσ

− ⎛ ⎞−
= ∈⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.4) 

นอกจากนีฟ้งกชันความหนาแนนความนาจะเปน Radial-Exponential ที่มีคาเฉลีย่เปน 0 และมี

ความแปรปรวน 2σ  หรือ Laplacian PDF กรณีตัวแปรเดียว (Scalar) ก็คือ ฟงกชนัความหนาแนน 



 

 

16 

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Data

P
ro

ba
bi

lit
y

Two-Sided Gamma PDF
Two-Sided Exponential PDF (Laplacian PDF)

 
 

รูปที่ 3.2 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแกมมาสองฝง (Two-Sided Gamma PDF)  

และ Radial-Exponential (Laplacian) PDF เมื่อ 2 4σ =  
 

ความนาจะเปนเลขชี้กําลังสองฝง (Two-Sided Exponential PDF) ซึ่งสรางไดจาก Exponential 

PDF นัน้เอง โดยมี PDF ดังตอไปนี้ 

( ) 21 exp ,
2

x
f x x R

σσ

⎛ ⎞−
= ∈⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.5) 

ซึ่งรูปที ่3.2 แสดงฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนแบบแกมมาสองฝง (Two-Sided Gamma 

PDF) และ Radial-Exponential (Laplacian) PDF ในกรณีทีม่ีคาเฉลี่ยเปน 0 และมีความ

แปรปรวน 2σ  
 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเพียรสันชนิดท่ี 4 
 

 เมื่อกําหนดให ( ) 0 1P x a a x= + , ( ) 2
0 12Q x b b x x= + + โดย x R∈  แกสมการเชิงอนพุันธ

หาฟงกชัน ( )f x จากสมการ 3.1 

( )
( ) ( )

( )
0 1

2
0 1

1
2

df x P x a a x
f x dx Q x b b x x

+
= =

+ +
 

( )
( )

0 1
2 2

0 1 0 12 2
df x a a xdx dx
f x b b x x b b x x

= +
+ + + +∫ ∫ ∫  

( )
( )

( )

2
0 11

0 12 222 2
0 11 0 1 1 0 1

2
2

2 2

d b b x xadx dxa b
b b x xx b b b x b b b

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= + −

+ +⎢ ⎥+ + − + + −⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

 

( )
( )

( )2
0 11

0 1 1 2 22
0 11 0 1

2

2 2

d b b x xadxa a b
b b x xx b b b

+ +
= − +

+ ++ + −∫ ∫  

( ) ( ) ( )0 1 1 1 21 1
0 1 02 2

0 1 0 1

ln tan ln 2 ln
2

a a b x b af x b b x x C
b b b b

−
⎛ ⎞− +⎜ ⎟= + + + +
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 0C คือ คาคงที่ 
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( ) ( )( ) ( )1
2 1 1 02 12 1

0 1 0 1 2 2
0 1 0 1

exp tan
a a b a x bf x C x b b b

b b b b
−

⎛ ⎞⎛ ⎞− − +⎜ ⎟⎜ ⎟= + + −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

 

เมื่อกําหนดให 2 1 1 01
0 1 2

0 1

, ,2
a b aa m b b

b b
α ν

−
= − = − =

−
และหา 0C จาก ( ) 1f x dx

∞

−∞

=∫  จะได

ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเพยีรสันชนิดที่ 4 (Pearson Type IV PDF) [13] คือ 

( )
( )

( )

2

2
11 12

1 exp tan
1 1,2 2

m
im m

x b x bf x
B m

ν

ν
α αα

−

−

⎛ ⎞Γ + Γ⎜ ⎟ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠= + −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.6) 

เมื่อ ( ) ( )
12

2

0

1
n

yx yi x
x n

−∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞Γ + Γ = +⎢ ⎥⎜ ⎟+⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∏  

ในกรณีที่กาํหนดให 10, 0bν = = ในสมการ 3.6 จะได PDF ที่มีคาเฉล่ียเปน 0 และมีลักษณะ

สมมาตร คือ 

( ) ( )
21 1 , 2 3, 3 2

1 1,2 2

m
xf x m m

B m
λ σ

λλ

−
⎡ ⎤⎛ ⎞= + = − >⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠− ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.7) 

ซึ่งสมการที่ 3.7 คือ ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเพียรสนัชนิดที่ 7 (Pearson Type VII 

PDF) ในกรณีมีคาเฉลี่ยเปน 0 ความแปรปรวน 2σ และพารามิเตอรภาวะยอดมน (Kurtosis) m   

 สําหรับ Pearson Type VII PDF ซึ่งมพีารามิเตอรทางสถิติที่มากวา คาเฉลี่ย (Mean) และ 

ความแปรปรวน (Variance) คือ มี Kurtosis นั้นสามารถใชสรางการกระจายตัวชนิดตางๆ ได

มากมาย ยกตัวอยางเชน ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแบบโคชี (Cauchy PDF) โดยการ

ปรับ Kurtosis ให 1m =  และ เกาส (Gaussian PDF) โดย m →∞  และ Students’ T PDF หรือ 

T-PDF เปนตน 

 ซึ่งในงานวิจยัที่ [13] ไดรวบรวม PDF ชนิดตางๆ ทีส่รางไดจากระบบเพียรสนั ซึ่งมทีั้ง 

PDF ทีน่ําเสนอข้ึนใหมหรือครอบคลุม PDF ที่มกีารนําเสนอไวแลวในอดีต 7 ชนิดดวยกัน คือ 

Pearson Type I PDF, Pearson Type II PDF,…, Pearson Type VII PDF โดยสามารถสรุป

ความสัมพันธของ PDF ที่สรางไดจากระบบเพียรสนักบั PDF นาํเสนอไวแลวในอดีตไดดังตารางที ่

3.1 สวนรูปที ่ 3.3 แสดงฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเพยีรสันชนิดตางๆ (ก) Beta PDF 

(Pearson Type I PDF) (ข) Gamma PDF (Pearson Type III PDF) (ค) Chi-Square PDF 

(Pearson Type III PDF) (ง) Pearson Type IV PDF (จ) Inverse Gamma PDF (Pearson Type 

V PDF) (ฉ) F Distribution (Pearson Type VI PDF) และ (ช) Cauchy PDF (Pearson Type VII) 

(ซ) T-PDF (Pearson Type VII) (ฌ) Gaussian PDF (Pearson Type VII PDF) (ญ) Pearson 

Type VII PDF 
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ตารางที่ 3.1 แสดงความสัมพันธระหวางฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเพียรสันชนิดตางๆ กับฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนแบบอื่นๆ [13] 
 

Pearson 

Type 

Relation to other 

Distribution 
ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (PDF) 

( ) ( ) ( )( )0 1 , ,P x a a x Q x x xα β α β= + = − − ≠  

I Beta ( )
( )

11 1
,

nmx x
B m n

−− −
 , 0m n >  ( )0,1  

( ) ( )0 1 ,P x a a x Q x x β= + = −  

III 

Chi-Square 
( )

1
2

2

exp
2

2
2

k

k

xx

k

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 k N∈  
)0,∞⎡⎣

 

Gamma ( ) ( )1 expx x
α

αγ γ
α

− −
Γ

 , 0α γ >  
)0,∞⎡⎣

 

( ) ( ) 2
0 1 0 1, 2P x a a x Q x b b x x= + = + +  

IV 

Pearson Type IV 
( )

( )

2

2
11 12

1 exp tan
1 1,2 2

m
im m

x b x b

B m

ν

ν
α αα

−

−

⎛ ⎞Γ + Γ⎜ ⎟ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ + −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥− ⎝ ⎠⎣ ⎦

 
1 2m >  

1b R∈  
R 

Pearson Type VII ( )
2

11 1 , 2 3
1 1,2 2

m
x b m

B m
λ σ

λλ

−
⎡ ⎤−⎛ ⎞+ = −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥− ⎣ ⎦
 

0λ >  
3 2m >

1b R∈  

R 

( ) ( ) ( )( )0 1 , ,P x a a x Q x x xα β α β= + = − − =  

V 

Inverse 

Chi-Square ( )
2 1

22 1exp
2 2

x
x

ν
ν

ν

−
−

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠

 0ν >  
( )0,∞

 

Inverse 

Gamma ( )
1 expx

x

α
αγ γ

α
− − −⎛ ⎞

⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠
 , 0α γ >  

( )0,∞

 

( ) ( ) ( )( )0 1 , ,P x a a x Q x x xα β α β= + = − − ≠  

VI 

F-PDF ( )
( ) ( )( )

1
22

2

/

1 /,2 2

mm

m n

m n x
m n mx nB

−

+
+

 ,m n N∈  )0,∞⎡⎣  

Beta Prime ( )
( )

1 1
,

m nmx x
B m n

− −− +
 , 0m n >  

( )0,∞

 

( ) ( ) 2 2
1 ,P x a x Q x xβ= = +  

VII 

 

Cauchy ( )2

2

1 1
x μ

πσ σ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0σ >  
Rμ ∈  

R 

T-PDF 
( )

1
2 21 1

1,2 2

x

B

ν

ν νν

+⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Nν ∈  R 

Gaussian ( )2

2

1 exp
22
x μ
σπσ

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0σ >  
Rμ ∈  

R 
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(ฌ) (ญ) 

 

รูปที่ 3.3 สวนหนึ่งของฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนบนพื้นฐานระบบเพียรสัน 

(ก) Beta PDF (Pearson Type I PDF) (ข) Gamma PDF หรือ Exponential PDF ในกรณีที่ 1α =  (Pearson Type III PDF) (ค) 

Chi-Square PDF (Pearson Type III PDF) (ง) Pearson Type IV PDF (จ) Inverse Gamma PDF  (Pearson Type V PDF) (ฉ) F 

PDF (Pearson Type VI PDF) (ช) Cauchy PDF (Pearson Type VII) (ซ) T-PDF (Pearson Type VII) (ฌ) Gaussian PDF 

(Pearson Type VII PDF) (ญ) Pearson Type VII PDF  
 

3.3 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาที่ใชสําหรับลดสัญญาณ
รบกวนภาพในงานวิจัยในอดีต 

 

 สําหรับฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior PDF) ที่ใชอธิบายลักษณะ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนที่ใชใน วิธีความเส่ียงแบบเบส นั้นงานวิจัยในอดีต

ไดนําเสนอไวมากมายหลายชนิด ซึง่สวนใหญจะมพีารามิเตอรทางสถิติเพียงแค Mean และ 

Variance เทานั้น เชน ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแกมมา 2 ฝง (Two-Sided Gamma 

PDF) [13] และ Radial-Exponential (Laplacian) PDF ซึ่งถูกใชอธิบายลักษณะการกระจายตัว

ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตอยางกวางขวางในงานวิจัยในอดีต ตัวอยาง เชน งานวิจยัที่ [2, 10, 14, 

15] เพราะเปน PDF ที่มีลกัษณะคลายกบัการกระจายตัวสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต อีกทั้งยังมีรูปแบบ 

PDF ที่ไมซับซอนดวย สวน Cauchy PDF ถูกใชในงานวจิัยที ่[16] T-PDF ในงานวิจยัที ่[17] และ 

Gaussian PDF ในงานวิจยัที ่ [9] ซึ่งตารางที ่3.2 ไดสรุป PDF ชนดิตางๆ ที่ถูกใชอธิบายลักษณะ

การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทั้งในกรณีตัวแปรเดียว (Univariate) และหลายตัวแปร 

(Multivariate) ของงานวิจัยช้ินใดบางในอดีตและจากตารางจะสังเกตเห็นวา PDF ในตารางที ่ 3.2 

นี้รวมอยูใน PDF ที่สรางบนพืน้ฐานระบบเพียรสนัทัง้สิ้น ดังนัน้จะพบวาหากศึกษา PDF บน

พื้นฐานระบบเพียรสันแลว ก็จะครอบคลุม Prior PDF ชนิดตางๆที่ใชในงานวจิัยลดสัญญาณ

รบกวนภาพในอดีตเกือบทัง้หมด 
 

 

 

 



 

 

21 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ตารางที่ 3.2 ความสัมพันธระหวาง PDF ที่ใชอธิบายสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในงานวิจัยในอดีต กับ PDF ที่สรางจากระบบเพียรสัน 
 

PDF จากระบบเพียรสัน 
Pearson 

Type 
มิติของตัวแปรสุม Prior PDF ที่ไดรับ ( )f x  อางอิงในงานวิจัย 

แกมมาสองฝง 

(Two-Sided Gamma PDF) 
Type III 

Univariate 
14

2
33 exp

22 2

x
x

σπσ

− ⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [11] 

Multivariate -- -- 

Radial-Exponential 

(Laplacian) PDF 
Type III 

Univariate 
21 exp

2
x

σσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [2] 

Multivariate 

1
exp ,d

dK
σ σ

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

x  

K =
( )( )

/ 21
41 / 2

dd
d
π

π
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
Γ + ⎝ ⎠

 
[2, 10, 14, 15] 

โคชี 

(Cauchy PDF) 
Type VII 

Univariate ( )1m =  
12

2

1 1 x
σπ σ

−
⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 [7] 

Multivariate ( )( ) 1 22 2
d

K x

σ

σ σ
+

+
 [16] 

ที 

(T- PDF) 
Type VII 

Univariate
1 ,

2
m ν +⎛ =⎜
⎝

)λ ν=  ( )

1
2 21 1

/ 2,1/ 2
x

B

ν

νν ν

+⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

[10] 

Multivariate -- -- 

เกาส 

(Gaussian PDF) 
Type VII 

Univariate

( )m →∞  

2

2

1 exp
2

x
σπσ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [9] 

Multivariate -- -- 

 

 
 



บทท่ี 4 
 

ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน 
กอนหนาบนพ้ืนฐานระบบเพียรสันสําหรับหาฟงกชันหดตัว 

 

 ในบทที่ 3 เราไดศึกษาแลววาระบบเพียรสันนัน้สามารถสรางฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนที่เปนประโยชนไดหลากหลายชนิด ซึ่งตอไปนี้เราจะศึกษาถึง PDF ที่สรางไดจากระบบ

เพียรสันวาม ี PDF ชนิดใดบางที่เหมาะสมในการใชอธิบายลักษณะการการกระจายตัวของ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ต กลาวคือ มีความหนาแนนมากทีบ่ริเวณ 0 และมีความหนาแนนกวาปกติที่

สวนหาง (More Peak and Heavy Tails) และมีลักษณะสมมาตร (Symmetric) หรือไมมีโมเมนต

ทางสถิติ คือ ความเบ (Skewness) [14-15] พิจารณารูปที่ 4.1 ซึ่งแสดงถึงความสัมพันธระหวาง

โมเมนตทางสถิติในแนวแกนต้ังและนอน คือ ภาวะยอดมน (Kurtosis) และ ความเบ ตามลําดับ 

สังเกตที่ความเบมีคาเปนศูนย หรือ PDF มีลักษณะสมมาตร (Symmetric) จะสามารถอธิบาย

เหตุผลวา PDF จากระบบเพียรสันชนดิใดบางที่เหมาะสมหรือไมเหมาะสมในการใชอธิบายการ

กระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต ดังนี ้
 

 

Pearson Type 

(PDF) 
ความเหมาะสมในการใชอธิบายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต 

I 
จากกราฟพบวาคาภาวะยอดมนอยูในชวง 1-3 ทําให PDF มีลักษณะไมยืดหยุนแตมีงานวิจัย

ในอดีตที่ไดศึกษา PDF ที่มีลักษณะคลายกันไวแลว คือ Generalized Gaussian PDF 

II 
เปน Subset ของ Pearson Type I PDF ดังนั้น การศึกษา Pearson Type I PDF ก็เปนการ

เพียงพอ 

III 

จากกราฟพบวามีภาวะยอดมนเปน 3 ทําให PDF ที่มีลักษณะไมยืดหยุน แตจากการศึกษา

พบวา PDF ชนิดนี้ครอบคลุม PDF ที่ถูกใชอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตใน

งานวิจัยในอดีตมากมาย เชน Laplacian PDF หรือ Two-Sided Gamma PDF ดังนั้นใน

วิทยานิพนธฉบับนี้จึงพิจารณาวาเหมาะสม 

IV 
เปน Superset ของ Pearson Type VII PDF แตมีคาความเบ ดังนั้นการศึกษา Pearson 

Type VII PDF เพียงชนิดเดียวจึงเปนการเพียงพอ 

V, VI 
มีภาวะยอดมนเปน 3 เชนกัน จึงมีความยืดหยุนของ PDF เหมือน Pearson Type III PDF 

ดังนั้นการศึกษา Pearson Type III PDF จึงเปนการเพียงพอ 

VII มีภาวะยอดมน คือ )3,⎡ ∞⎣ ทําใหเปน PDF ที่มีความยืดหยุนสูง จึงเหมาะสมในศึกษา 
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Square Skewness 
 

 

รูปที่ 4.1 ความสัมพันธระหวางแกนต้ังและนอน คือ ภาวะยอดมน (Kurtosis) กับ ความเบ (Skewness) ของ PDF ระบบเพียรสัน 
 

ตารางที่ 4.1 การประยุกตใช Pearson Type I, Type III, Type VII PDF กับ วิธี MAP หรือ MMSE ในงานวิจัยในอดีต 

 

ตอไปนี้เราจะมาพิจารณาวางานวิจัยใดบางในอดีตที่ประยุกตใช PDF ที่สรางจาก Pear-

son Type I, Type III หรือ Type VII PDF รวมกับวธิีความเส่ียงแบบเบส คือ วิธ ีMAP หรือ MMSE 

และ มี PDF ชนิดใดทีย่ังไมไดประยุกตใช ซึ่งสามารถสรุปไดดังตารางที่ 4.1 โดย Two-Sided 

Gamma PDF และ Radial-Exponential (Laplacian) PDF ที่สรางไดจาก Pearson Type III PDF 

นั้น มีในสวนที่ยงัไมไดประยุกตใชงาน คือ Two-Sided Gamma PDF กับ วิธี MAP และ Radial-

Exponential PDF กับวิธ ีMMSE สวน Pearson Type VII นั้น ยงัไมมีผูประยุกตใชกับทัง้ วิธ ีMAP 

และ MMSE  

 ดังนัน้ในวิทยานิพนธฉบับนี้เราจะศึกษา Pearson Type VII PDF กับวิธี MAP ในหัวขอ 

4.1.1 สวนวิธ ี MMSE จะใชการประมาณจากวธิี MAP และทําการศึกษา Two-Sided Gamma 

PDF กับวิธ ี MAP รวมทัง้ Radial-Exponential PDF กับ วิธ ี MMSE ในหวัขอ 4.1.2 และ 4.2.1 

ตามลําดับ  

 ตอไปนี้จะแสดงตัวอยางการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตกับ PDF ที่สรางไดจาก

ระบบเพียรสนั รูปที่ 4.2 แสดงฮิสโทแกรมของภาพ Lena และ Hill ในมาตรสวนลอการิทมึ 

(Logarithm Scale) ในระดับการแปลงยอย HH1 กับ Pearson Type VII PDF, 

Pearson Type 

(PDF) 

PDF ท่ีสรางไดจาก 

ระบบเพียรสัน 

Bayes’ Risk 

วิธี MAP วิธี MMSE 

Type I Generalized Gaussian PDF [18] [18] 

Type III 

Two-Sided Gamma PDF นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับน้ี  [11] 

Radial-Exponential 

(Laplacian) PDF 
[10, 14] นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับน้ี 

Type VII นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับน้ี ประมาณจากวิธี MAP 

 Kurtosis 
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รูปที่ 4.2 ฮิสโทแกรมภาพ Lena มาตราสวนลอการิทึม (Logarithm Scale) ในระดับการแปลงยอย HH1 และ  

Pearson Type VII PDF, Two-Sided Gamma PDF, Gaussian PDF และ Laplacian PDF (ข) ฮิสโทแกรมภาพ Hill  

ในระดับการแปลงยอย HH1 และ Pearson Type VII PDF, Two-Sided Gamma PDF, Gaussian PDF และ Laplacian PDF 
 

 Two-Sided Gamma PDF, Gaussian PDF และ Laplacian PDF ซึ่งจะสังเกตเห็นวา 

Pearson Type VII PDF ทีม่ีโมเมนตทางสถิติอันดับสูง คือ Kurtosis จะสามารถกาํกับสัมประสิทธิ์

ไดดีกวา PDF ชนิดอ่ืนๆ  
 

4.1 วิธีประมาณแบบภายหลังสูงสุด 
 

 ในบทที ่ 2 เมือ่เรากําหนดเวกเตอรสุมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต คือ [ 1 2, , ,= …X XX ]TdX

และสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่สงัเกตได (Observed Wavelet Coefficient) หรือ สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet Coefficient) ในสวนของ Parent และ Child มีการแจกแจง

เวกเตอรสุม คือ [ ]1 2, , , T
dY Y Y=Y … และสัญญาณรบกวนมีเวกเตอรสุม [ ]1 2, ,= … T

dN N NN มี

ความสัมพันธแบบบวก = +Y X N  ประยุกตวธิี MAP จะไดวิธีประมาณตัวแปร x  ดังนี้  
 

[ ]ˆ ( ) arg max ln ( ) ln ( )f f= − +N X
x

x y y x x  (4.1) 

โดยตอไปนี้เราจะใชวธิี MAP ในสมการ 4.1 ในการหาฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรจากฟงกชนั

ความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาเพียรสันชนิดที ่7 และ แกมมาสองฝง ดังตอไปนี้ 
 

4.1.1 ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาเพยีรสนัชนิดท่ี 7 
 

 ในหวัขอนี้จะศึกษาเวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที ่ 7 คอนทัวรทรงกลม (Spherically 

Contoured Pearson Type VII Random Vectors) เพื่อใชหาฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรโดย

ต้ังชื่อฟงกชนัหดตัวชนิดนี้วา PearsonShrink สมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตหลายตัวแปรมีการ



 25 

กระจายตัวแบบ เวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที่ 7 คอนทวัรทรงกลม โดยมีฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนรวม ดังตอไปนี ้[19] 

( )
2

1

m

f K
λ

−
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

X

x
x  (4.2) 

เมื่อ K  คือ พารามิเตอรบรรทัดฐาน, 2 3,mλ σ= − m  คือ คาภาวะยอดมนและ 5 2m >  และ 
2σ  คือ ความแปรปรวน 

 ใหสัญญาณรบกวนในแตละสเกลมฟีงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเกาส ทีเ่ปน

อิสระตอกัน มีคาเฉลี่ยเปน 0 และความแปรปรวนสัญญาณรบกวน 2
nσ  ดังบทที่ 2 จะไดฟงกชัน

ความหนาแนนความนาจะเปนรวมของสัญญาณรบกวน คือ 

( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

d
n

n

f
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

n
n  (4.3) 

แกสมการ 4.1 หา ˆix โดยใชสมการ 4.2 และ 4.3  

( ) ( )
( )

( )
22

2
2 2

1ln ln ln ln ln 1
22

d
n

n

f f K m
σ λ

πσ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + = − + − + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

N X

y x x
y x x  

( ) ( )ln ln
0

i

f f
x

⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =
∂

N Xy x x
 

22 2

2 0i i i

n

y x mx
σ λ
−

− =
+ x

 

2

22

21

i
i

n

yx
mσ

λ

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟+⎝ ⎠x

 

กําหนดให PearsonShrinkr = x  

2

2 2

21

i
i

n

PearsonShrink

yx
m

r
σ

λ

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟+⎝ ⎠

 
(4.4) 

สราง Norm จากสมการ 4.4 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนั้น 

2

2 2
21 n

PearsonShrink

m
r
σ

λ

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟+⎝ ⎠

y
x  

2

2 2

21 n

PearsonShrink PearsonShrink

m
r r
σ

λ
+ =

+
y

 (4.5) 

หาคา PearsonShrinkr จากสมการ 4.5 ดังนัน้ 

( )3 2 2 2 22 0PearsonShrink PearsonShrink n PearsonShrinkr r m rλ σ λ− + + − =y y  
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รูป 4.3 (ซาย) ฟงกชันหดตัว PearsonShrink ในกรณี 1-Dimension เมื่อเทียบกับ 

ฟงกชันหดตัวเสนตรง (Linear Shrinkage) (ขวา) ฟงกชันหดตัว PearsonShrink กรณี 2-Dimension เมื่อ 2 24, 8nσ σ= =  และ 4m =  
 

ใชวิธีการคารดาโน (ภาคผนวก ข) หาคา PearsonShrinkr  แลวแทนสมการ 4.5 ในสมการ 4.4 

กําหนดให 1i =  จะไดฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรที่นาํเสนอใหม PearsonShrink คือ 
( )

1 1ˆ PearsonShrinkr
x y+=

y
 (4.6) 

เมื่อ 

3 3

3PearsonShrinkr A B= + +
y

 

2 3 2 3

,
2 4 27 2 4 27
q q p q q pA B− −

= + + = − +  สวนกรณี 
2 3

0
4 27
q p

+ < ให 0A B= =  
2

2 22 ,
3np mλ σ= + −
y

 

( ) ( )32 2
2

2 2
3 27

nm
q

λ σ
λ

+
= − + −

y y
y 2(2 3)mλ σ= −  

 

สําหรับฟงกชนัหดตัว PearsonShrink ในกรณี 1-Dimension เมื่อเทียบกบัฟงกชันหดตัวเสนตรง 

(Linear Shrinkage) [20] และ ในกรณี 2-Dimension มีลักษณะดังรูปที่ 4.3 
 

4.1.2 ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาเพยีรสนัชนิดท่ี 3 หรอื แกมมาสอง
ฝง  

 

 ตอไปนี้เราจะศึกษาเวกเตอรสุมแกมมาสองฝงคอนทัวรทรงกลม (Spherically-Contoured 

Two-Sided Gamma Random Vectors) เพื่อใชในการสรางฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปร โดย

ต้ังชื่อฟงกชนัหดตัวชนิดนี้วา GammaShrink สมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตหลายตัวแปรมีการ

กระจายตัวแบบเวกเตอรสุมแกมมาสองฝงคอนทัวรทรงกลมโดยม ี ฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนรวม ดังตอไปนี ้[11] 
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( )
1

2
3

exp
2

f K
σ

− ⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
X

x
x x  (4.7) 

เมื่อ 2σ  คือ ความแปรปรวน และ K  คือ คาพารามิเตอรบรรทัดฐาน 

กําหนดใหสัญญาณรบกวนแตละสเกลมฟีงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวม ดังสมการ 4.3 

แกสมการ 4.1 หา ˆix  โดยใชสมการ 4.3 และ 4.7  

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

2
2 2

31 1ln ln ln ln ln
2 2 22

d
n

n

f f K
σ σ

πσ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− + = − + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N X

y x x
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=
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กําหนดให GammaShrinkr = x  

2 2

2
31

2 2

i
i

n n

GammaShrink GammaShrink

yx

r r
σ σ

σ

=
+ +

 
(4.8) 

สราง Norm จากสมการ 4.8 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนั้น 

2 2

2

31
2 2

n n

GammaShrink GammaShrinkr r
σ σ

σ

=
+ +

y
x  

2 2

2

31
2 2

n n

GammaShrink GammaShrink GammaShrinkr r r
σ σ

σ
+ + =

y  (4.9) 

หาคา GammaShrinkr จากสมการ 4.9 
2 2

2 3 0
2 2

n n
GammaShrink GammaShrinkr rσ σ

σ
⎛ ⎞

+ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

y  

ดังนัน้ 

( )2 22

2
n

GammaShrink

a a
r

σ
+

− + −
=  

เมื่อ 
23 na σ

σ
= − y  

นําสมการ 4.9 แทนในสมการ 4.8 กําหนด 1i = จะไดฟงกชนัหดตัวที่นาํเสนอ GammaShrink คือ 
( )

1 1ˆ GammaShrinkr
x y+=

y
 (4.10) 
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รูป 4.4 (ซาย) ฟงกชันหดตัว GammaShrink ในกรณี 1-Dimension  

เมื่อเทียบกับฟงกชันหดตัวเสนตรง (ขวา) ฟงกชันหดตัว GammaShrink กรณี 2-Dimension เมื่อ 2 22, 4nσ σ= =   
 

สําหรับฟงกชนัหดตัว GammaShrink ในกรณี 1-dimension เมื่อเทียบกบัฟงกชันหดตัวเสนตรง 

(Linear Shrinkage) และ ในกรณี 2-dimension มีลักษณะดังรูปที่ 4.4 ตามลําดับ 

 

4.2 วิธีประมาณแบบกําลังสองผิดพลาดนอยสุด 
 

 เมื่อประยุกตใชวิธี MMSE ในบทที่ 2 กับการลดสัญญาณรบกวนจะไดวิธีประมาณตัวแปร 

ˆix  ดวยวิธีประมาณแบบกําลังสองผิดพลาดนอยสุด คือ  
1ˆ ( ) ( ) ( )
( )

d

i i

R

x x f f d
f

= −∫ X N
Y

y x y x x
y

 (4.11) 

เมื่อ ( ) ( ) ( )
dR

f f f d= −∫Y X Ny x y x x  

โดยตอไปนี้จะใชวิธ ี MMSE ในสมการ 4.11 ในการหาฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรจากฟงกชนั

ความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา Radial-Exponential ดังตอไปนี้ 
 

4.2.2 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาเพียรสนัชนิดที่ 3 หรือ Radial-
Exponential 

 

 ในหวัขอนี้เราจะศึกษาเวกเตอรสุมรวม Radial-Exponential เพื่อใชในการประมาณตัว

แปร ˆix  ดวยวธิปีระมาณแบบกําลังสองผิดพลาดนอยสุด (วิธ ี MMSE) โดยสมมุติใหสัมประสิทธิ์

เวฟเล็ตแบบหลายตัวแปรมกีารกระจายตัวแบบ Radial-Exponential d มิติ คือ X  ซึ่งสามารถ

สรางไดจากเวกเตอรสุม Gaussian d มิติที่อิสระตอกัน ( )2~ 0,N σS I  และตัวแปรสุม Z ~ 

Gamma 1 มติิ (Scalar) ทีอิ่สระตอกันกบั S  ดวย ดังนี ้

z=X S  
โดย 
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( ) ( ) ( ), ,z zf z f z f=S Ss s  

เมื่อ 

( )
( )

2

2 22

1 exp
22

df
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

S

s
s , ( ) 4 exp( 2 )zf z z z= − , 0z >  

กําหนดให a z= และเปล่ียนตัวแปรจาก ( ) ( ), ,z a→S X   

( )2

0

( ) zf J f a f da
a

∞

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫x S

xx  (4.12) 

เมื่อ J  คือ ตัวแปลงจาโคเบียน (ภาคผนวก ค) ( )2 1 dJ a a=  ดังนัน้ 

( )2

0

1( ) 2 zdf a f a f da
a a

∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫x S

xx  (4.13) 

หา ( )fY y จาก 

( ) ( ) ( )
dR

f f f d= −∫Y X Ny x y x x  

จากสมการ 4.13 

( ) ( )2

0

12 ( )
d

zd

R

f a f a f da f d
a a

∞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫Y S N

xy y x x  

( ) ( )2

0

12 ( )
d

z d

R

f af a f f d da
a a

∞ ⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎣ ⎦
∫ ∫Y S N

xy y x x  (4.14) 

จากงานวิจยัที ่[10] 

( )1

d

d

R

f f d
a a

⎛ ⎞ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ S N

x y x x
( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2 22 2 2

1 1 exp
22 d d

nn
aa σ σπ σ σ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟++ ⎝ ⎠

y
 (4.15) 

นําสมการ 4.15 แทนใน 4.14 ดังนัน้ 

( ) ( )
( ) ( )
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2 22 2 2
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1 12
2

z d d

n

f af a
aπ σ σ
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2 2 2 22 2 2 2

0

8 exp 2
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a a da
aa σ σπ σ σ

∞ ⎛ ⎞
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⎜ ⎟++ ⎝ ⎠
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เปลี่ยนตัวแปรจาก a t→ เมื่อ 2 2 22 2 , 4nt a dt adaσ σ= + =  

( ) ( )
( )

2 2

22

exp 2 n
df

σ σ

πσ
=Y y

( )
2

2

22 2

2 2

2

2
exp

n

n
d

t
t dt

t t
σ
σ

σ σ

σ

∞ ⎛ ⎞−
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
y  

เขียน ( )fY y  ใหมในรูป Generalized Incomplete Gamma Function (ภาคผนวก ง) ซึ่งนยิาม

ดังตอไปนี้  
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( )1( , ; ) exp /
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เมื่อกําหนดให { }, 3 / 2, 1 / 2α = − −… และ , 0x b > ซึ่งมีความสัมพนัธเวียนบังเกิด คือ 
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หาคา ( ) ( )
d
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A x f f d= −∫ x Nx y x x  จากสมการ 4.13 
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จากงานวิจยัที ่[10] 
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นําสมการ 4.18 แทนในสมการ 4.17 ดังนัน้ 
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เขียน A  ในรูป Generalized Incomplete Gamma Function  
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22 22 2 2 2
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n n n nd dσ σ σ σ
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y y  (4.19) 

แกสมการ 4.11 ดวยสมการ 4.16 และ 4.19 จะพบวา 
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กําหนดให 1i = และ 3d =  ใชความสัมพันธเวยีนบังเกิด Generalized Incomplete Gamma 

Function จะพบวา 

( ) ( )

( )
( )

2 22 22 22 2 2

2 22 2 2 2 22 2

3 2 22 2

1 2 2 222

1 1 2 22 2 2

2 2 2 2 2

4 22 4 21 11 , ; , ;
2 2

2 2exp
2

ˆ
2 2 21 1, ; , ;

2 2

n nn n n

n n

n

n n n

x y

σ σσ σ σ
σ σ σ σ σσ σ

σ σ
σ σσ

σ σ σ
σ σ σ σ σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ Γ + − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎥

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜ ⎟− − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎦⎣=

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟Γ − Γ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

y y

y y

y

y

y y⎡ ⎤⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 
(4.20) 

เราจะเรียก ฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรในสมการ 4.20 วา RadialExpoShrink  

 นอกจากนีจ้ะนําเสนอวธิีหาฟงกชันหดตัวจากวธิี MMSE ดวยการประมาณจากฟงกชันหด

ตัวที่คํานวณไดจากวธิี MAP เพราะการหาฟงกชนัหดตัวจากวิธ ี MMSE โดยตรงนัน้มีความยุงยาก

ซับซอนกวาการหาจากวิธ ี MAP เปนอยางมากทั้งนี้เนือ่งจากการอินทิเกรตในวิธี MMSE นั้นเอง 

ดังนัน้ในงานวจิัยที ่[15] จึงไดเสนอหลักการประมาณฟงกชันหดตัวทีห่าจากวิธ ีMMSE ดังนี ้

 ในกรณีที่มฟีงกชันหดตัวชนดิหลายตัวแปรที่คํานวณดวยวิธี MAP คือ 1,ˆ MAPx  และ 

ฟงกชันหดตัวเสนตรง (Linear Shrinkage) [20] 
2

1, 12 2
ˆ Lin

n

x yσ
σ σ

=
+

จะสามารถประมาณฟงกชนั

หดตัวชนิดหลายตัวแปรที่คํานวณดวยวิธ ีMMSE ไดดังนี ้

1, 1, 1,
1,

1,

ˆ ˆ ˆ,
ˆ

ˆ ,
Lin Lin MAP

MMSE
MAP

x x x
x

x Otherwise

⎧ >⎪= ⎨
⎪⎩

 

 ดังนัน้จากฟงกชันหดตัวชนดิหลายตัวแปร PearsonShrink ( )1,ˆ MAPx ในสมการที่ 4.6 และ 

GammaShrink ในสมการ 4.10 และฟงกชันหดตัวเสนตรง ( )1,ˆ Linx จะสามารถประมาณฟงกชนัหด

ตัวชนิดหลายตัวแปรที่สรางจากวธิี MMSE ในกรณีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา 

คือ Pearson Type VII Random Vectors และ Two-Sided Gamma Random Vectors ได 

 อยางไรก็ตามผลการลดสัญญาณรบกวนที่ไดจากฟงกชนัหดตัวทีห่าจากวธิี MAP หรือวิธี

ประมาณ MMSE นี้ก็ใหผลทีไ่มตางกนันกั 
 
 



บทท่ี 5 
 

การประมาณพารามิเตอรทางสถิติสําหรับฟงกชันหดตัว 
 

 ในบทที่แลวเราไดนําเสนอฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรแบบใหม 3 ชนิด เพื่อใชลดสัญ-

ญาณรบกวนภาพ คือ ฟงกชัน PearsonShrink ดังสมการ 4.6 และ GammaShrink ดังสมการ 

4.10 และ RadialExpoShrink ดังสมการ 4.20 โดยจะสังเกตเห็นวาฟงกชันหดตัวที่นาํเสนอทัง้ 3

ชนิดนัน้ ตองการพารามิเตอรทางสถิติเพือ่ใชงาน ดังนี ้ ฟงกชนั PearsonShrink ตองการ ความ

แปรปรวนสัญญาณรบกวน (Noise Variance, 2
nσ ) ความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

ปราศจากสัญญาณรบกวน (Noise-Free Variance, 2σ ) และ พารามิเตอรภาวะยอดมน 

(Kurtosis, m ) สวนฟงกชัน GammaShrink และ RadialExpoShrink นั้นตองการพารามิเตอรทาง

สถิติ คือ ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนและความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจาก

สัญญาณรบกวน เทานั้น สําหรับบทน้ีเราจะศึกษาและนําเสนอวิธีประมาณพารามิเตอรทางสถติิ

เพื่อใชกับฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรทั้ง 4 ชนิด ดังตอไปนี้ 
 

5.1 ความแปรปรวนทองถิ่น (Local Variance) 
 

 สําหรับการประมาณพารามเิตอรทางสถิติใหแมนยาํ โดยเฉพาะความแปรปรวนน้ันจัดเปน

ข้ันตอนที่สาํคัญในการลดสัญญาณรบกวนภาพดวย วิธีความเส่ียงแบบเบส เลยก็วาได โดย

งานวิจยัที ่ [9] และ [21] ไดนําเสนอหลักการประมาณความแปรปรวนชนิดใหมที่สามารถทําให

ประสิทธิภาพในการลดสัญญาณรบกวนภาพดีข้ึนอยางมาก โดยตอไปนี้จะขอนาํเสนอวิธีประมาณ

ความแปรปรวนสัญญาณรบกวน (Noise Variance) 2
nσ  กอน กลาวคือ ในงานวจิัยที่ [22] ได

นําเสนอสูตรในการประมาณความแปรปรวนสัญญาณรบกวนที่คํานวณจากสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตใน

ระดับการแปลงยอย 1HH  ดังตอไปนี ้

( )22
1ˆ 0.6745n median HHσ =  (5.1) 

 

 สําหรับการประมาณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณ

รบกวน 2σ  นั้นจากสมมุติฐาน ที่วาสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตและสัญญาณรบกวนมีความสัมพันธแบบ

บวก (Additive Noise) และเปนอิสระตอกนั (Independent) ดังนั้นเราสามารถเขียนความสัมพันธ

ของความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน ในรูปความแปรปรวน

ของ 
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รูปที่ 5.1 ความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทองถ่ิน (Local Noisy Variance) 
 

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน (Noisy Variance) 2
yσ รวมกับ ความแปรปรวนสัญญาณ

รบกวน ไดดังตอไปนี ้

( )2 2 2ˆ ˆ ˆy nσ σ σ
+

= −  (5.2) 

ซึ่งสมการที ่ 5.2 แสดงใหเหน็วาเราสามารถประมาณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

ปราศจากสัญญาณรบกวนผานความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนและ

ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนได  

 ตอไปนี้จะกลาวถงึ หลักการประมาณความแปรปรวนทองถิน่ ในงานวิจยัที ่[9] ไดเสนอวิธี

ประมาณความแปรปรวนทองถิ่น ภายใตเงื่อนไขที่วาสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มสีัญญาณรบกวน 

(Noisy Wavelet Coefficient) ใน Subband ที่กาํลังพจิารณา แตละตัว ( )y k  เมื่อ 1,2, ,k N= …  

และ N  คือ จาํนวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในแตละ Subband มีความแปรปรวนแตละคา 2 ( )y kσ

ภายใตกรอบหนาตางส่ีเหล่ียม (Square Window) ( )N k  ทีม่จีุดศูนยกลางอยูที่ ( )y k  เราจะเรียก

ความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีม่ีสัญญาณรบกวนแตละคา 2 ( )y kσ  วา ความแปรปรวน

ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มสีัญญาณรบกวนทองถิ่น (Local Noisy Variance) ดังแสดงในรูปที่ 5.1 

และใชสัญลักษณ ( )kθ แทนสัญลักษณ 2 ( )y kσ  เพื่อใหสะดวกตอการเขียนสัญลักษณ  

 เมื่อสมมุติใหฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาของความแปรปรวนของ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทองถิน่ (Local Noisy Variance Prior PDF) ( ) ( )( )kf kθ θ  

มีอยูจริง เราสามารถประยุกตใชวิธี MAP ในบทที่ 2 ในการประมาณ ( )kθ  ไดดังตอไปนี้ [12] 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )( )2

0

ˆˆ arg max ln |y j k
k

j N k

k k f y k f kθ
θ

σ θ θ θ
≥

∈

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∏  (5.3) 

 

เมื่อ ( )( )| ,jf y kθ ( )j N k∈  คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet Coefficients PDF) ภายใตพารามิเตอร ( )kθ  

 ตอจากนัน้เราจะประยุกตใชสมการ 5.2 ในการประมาณ ความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์

เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิ่น (Local Noise-Free Variance) ( )2 kσ ดังนี ้
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( ) ( )( )2 2ˆˆ ˆnk kσ θ σ
+

= −  ซึ่งในงานวิจัยที่ [9] ไดสมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มสีัญญาณรบกวนม ี

PDF แบบเกาสที่มีคาเฉลีย่ 0 มีความแปรปรวน ( ) ,kθ  ( )( )
( ) ( )

21| exp
22

j
j

y
f y k

kk
θ

θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

สวนฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาของความแปรปรวนของสมัประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

มีสัญญาณรบกวนทองถิน่ ( )kθ เปน Exponential PDF โดย ( ) ( )( ) ( )( )expkf k kθ θ γ γθ= −  
, 0α γ > คํานวณ ( )kθ ดวยสมการที ่5.3 ดังนัน้ 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2

( )
( )

( )

1| exp exp
22

M j

j N k
j k
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f y k f k k
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θθ θ γ γθ
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∈

∈
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1ln | ln ln
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j N k
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∈

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
∏  

( ) ( )ln kγ γθ+ −  
หา ( )kθ  จาก 

( )( ) ( )( )

( )
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ln |

0

j k

j N k

f y k f k

k

θθ θ

θ
∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟∂
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ =

∂

∏
 

 

 

( )( ) ( )

2

2 ( ) 0
2 2

j

j N k

y
Mk kθ θ
γ γ

∈⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

 

ดังนัน้ 

( )

2
2

( )

2

2 2
2

j

j N k

y
M M

k
γ γ γ

θ

∈⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

∑
 

(5.4) 

 

เมื่อ M คือ จํานวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในหนาตาง ( )N k  

 เมื่อมาถงึข้ันนีเ้ราจะสังเกตเห็นวามพีารามิเตอรที่ไมทราบคาในการประมาณ ( )kθ  คือ 

พารามิเตอรของฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา ( ) ( )( )kf kθ θ  ซึ่งกคื็อ γ นั้นเอง 

ซึ่งงานวิจัยที่ [12] ไดแกปญหานี้โดยการหาความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณ

รบกวนทองถิน่ดวยวิธี ML ( )( )ˆ
ML kθ  กอน จากนั้นใช ( )ˆ

ML kθ เปนขอมูลของ ( ) ( )( )kf kθ θ เพื่อใช

ในการประมาณพารามิเตอรของ PDF นี้ตอไป สําหรับวธิี ML ที่ใชในการประมาณความแปรปรวน

นั้นก็มีสูตรที่ใชในการประมาณเหมือนวธิ ี MAP ในสมการ 5.3 ทุกประการเพียงแตสมมติุให 

( ) ( )( ) 1kf kθ θ =  (Uniform PDF) ดังนัน้การประมาณความแปรปรวนแบบ ML ในกรณีนี้ คือ 
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( ) ( )
( )

( )( )
( )

2
,

0

ˆˆ arg max ln |
ML

y ML ML j ML
k

j N k

k k f y k
θ

σ θ θ
≥

∈

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= =
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∏  (5.5) 

 

จาก ( )( )
( ) ( )

21| exp
22

j
j ML

MLML

y
f y k

kk
θ

θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
ดังนัน้ 

( )( )
( ) ( )
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( )
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22
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θπθ
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∈
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j

j N k
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Mf y k M k

k
θ θ

θπ
∈

∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
∏  

ใชสมการที ่5.5 คํานวณ ( )ML kθ  

( )( )

( )
( )

ln |

0
j ML

j N k

ML

f y k

k

θ

θ
∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟
⎝ ⎠ =

∂

∏
 

 

( )

2

( )ˆ
j

j N k
ML

y

k
M

θ ∈=
∑

  

 

จากนั้นใช ( )ˆ
ML kθ  แทนสมาชิกของ ( ) ( )( )kf kθ θ เพื่อใชในการประมาณพารามิเตอรของ PDF นี้ 

ซึ่งสําหรับ Exponential PDF จะมีวธิีประมาณพารามิเตอร γ แตละระดับความละเอียด 

(Subband) [9] ดังนี ้

( )
1

ˆ
ˆ

N

ML

K

N

k

γ

θ
=

=

∑
 

(5.6) 

 นําคา γ̂ กลับไปแทนในสมการ 5.4 เพื่อหา ( )ˆ kθ ตอไป จากนัน้หาความแปรปรวนของ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิน่ (Local Noise-Free Variance) โดย 

( ) ( )( )2 2ˆˆ ˆnk kσ θ σ
+

= −  
 

5.1.1 ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเง่ือนไข 
 

 จะสังเกตเหน็วาวธิีประมาณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน

ทองถิน่ดวยวธิ ี MAP ในสมการที่ 5.3 นั้นความรูเกี่ยวกับฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน

ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มสีัญญาณรบกวน ( )( )|jf y kθ  และฟงกชนัความหนาแนนความนาจะ 

เปนกอนหนาของความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทองถิ่น (Local 

Noisy Variance Prior PDF) ( ) ( )( )kf kθ θ มีความสําคัญอยางมาก ดังนัน้ในหัวขอนี้จะศึกษาถึง 
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(ก) (ข) 

รูปที่ 5.2 ฮิสโทแกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet Coefficient)  

ที่ LH1 ภาพ Lena ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนลาปลาซ และ เกาส (ก) 5nσ =  (ข) 20nσ =  
 

เงื่อนไขของ PDF ตางๆ ที่จะใชกับสมการที่ 5.3 เพื่อหาสูตรในการประมาณความแปรปรวนตอไป

จากรูปที ่ 5.2 แสดงฮิสโทแกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet 

Coefficient) ที่ LH1 ของภาพ Lena รวมกับฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนลาปลาซ 

(Laplacian PDF) และ เกาส (Gaussian PDF) ทีร่ะดับสวนเบีย่งเบนมาตรฐานของสัญญาณ

รบกวน 5nσ =  และ 20nσ =  ตามลําดับ ซึง่แสดงใหเหน็วา ที่ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า 

( nσ มีคานอย) สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนจะมีฮิสโทแกรมทีเ่หมือน Laplacian PDF 

ที่มีคาเฉลีย่ 0 และ ความแปรปรวน ( ) ,kθ  ( )( )
( ) ( )

1 2| exp
2

j jf y k y
kk

θ
θθ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ในทาง

ตรงกันขามเม่ือความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูง ( nσ มีคามาก) สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มี

สัญญาณรบกวนจะมีฮิสโทแกรมที่เหมือน Gaussian PDF ที่มคีาเฉลี่ยเปน 0 และมีความ

แปรปรวน ( ) ,kθ  ( )( )
( ) ( )

21| exp
22

j
j

y
f y k

kk
θ

θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ดังนัน้เราจะศึกษาวธิีการประมาณความ

แปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทองถิน่ ในกรณีฟงกชนัความหนาแนนความ

นาจะเปนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนมีการกระจายตัวแบบ Laplacian PDF และ 

Gaussian PDF ตามลําดับ 

 สวนกรณีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา ( ) ( )( )kf kθ θ  นัน้  ในงานวิจัยที่ 

[9] ไดสมมุติใหเปนการกระจายตัวแบบ Exponential PDF เนื่องจากเปน PDF ที่อยูในรูปอยางงาย

และมีวิธทีี่ไมซบัซอนในการประมาณพารามิเตอรทางสถิติที่จะใชรวมกันดังตัวอยางในสมการที่ 

5.6 แตในงานวิจัยนี้จะใช Gamma PDF แทนก็ดวยสาเหตุ ดังตอไปนี ้คือ Exponential PDF เปน 

PDF รูปแบบเฉพาะของ Gamma PDF ทาํให Gamma PDF ซึ่งมพีารามิเตอรมากกวา สามารถ

กํากับลักษณะความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีม่ีสัญญาณรบกวนทองถิน่ ไดดีกวา 
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Exponential PDF ในทาํนองเดียวกัน Gamma PDF สามารถที่จะหาพารามิเตอร ไดงายเหมือน 

Exponential PDF  
 

5.1.1.1 กรณ ีลาปลาซ-แกมมา 
 

 ในกรณีนี้จะสมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน มี PDF แบบลาปลาซ

คาเฉลี่ยเปน 0 และความแปรปรวน ( )1 ,kθ ( )( )
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 สวน

ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior PDF) เปน Gamma PDF โดย 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

11

1

1

1 1 1 1
1

1

exp
k

k k
f k

αα

θ

γ θ γ θ
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 1 1, 0α γ > คํานวณ ( )1 kθ จากสมการท ี5.3 
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หา ( )1 kθ จาก 
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จากนั้นใชวิธีคารดาโน (ภาคผนวก ข) ในการคา ( )1 kθ จะพบวา 
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เมื่อ 
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 คํานวณหา ( )1,ML kθ จากสมการ 5.5 เพื่อเปนขอมูลของ ( ) ( )( )
1 1kf kθ θ ในการหาพารา-

มิเตอร 1 1,α γ ตอไปโดย ( )( )1,|j MLf y kθ =
( ) ( )1,1,

1 2exp
2

j
MLML

y
kk θθ

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

จะพบวา [21] 
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 (5.8) 

ทําการหาพารามิเตอร 1 1,α γ  จาก [23] 

( ) ( )( )1 1, 1,
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โดย 

( )2
1 1 1

1
1

ˆ ˆ ˆ3 3 24
ˆ

ˆ12
s s s

s
α

− + − +
=  (5.9) 

 

( )

1
1

1,

1

ˆˆ
ˆ

N

ML

k

N

k

α
γ

θ
=
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(5.10) 

นําพารามิเตอร 1 1ˆ ˆ,α γ ไปแทนในสมการ 5.7 เพื่อประมาณ ( )1̂ kθ  และนําไปคํานวณความ

แปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิน่ ( )2ˆ kσ  จะไดวา 

( ) ( )( )2 2
1̂ˆ ˆnk kσ θ σ

+
= −   

 

5.1.1.2 กรณ ีเกาส-แกมมา 
 

 ในกรณีนี้เราสมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน ม ี PDF แบบเกาสทีม่ี

คาเฉลี่ยเปน 0 และมีความแปรปรวน ( )2 ,kθ  ( )( )
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 สวน Prior 
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หา ( )2 kθ โดย 
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(5.11) 

คํานวณหา ( )2,ML kθ เพื่อเปนขอมูลของ ( ) ( )( )
2 2kf kθ θ ในการหาพารามิเตอร 2 2,α γ ตอไป จาก

สมการ 5.5 เมื่อ ( )( )2,|j MLf y kθ =
( ) ( )

2

2,2,

1 exp
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y
kk θπθ
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⎝ ⎠

จะไดวิธีคํานวณ ( )2,ML kθ คือ 
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 (5.12) 

ทําการหาพารามิเตอร 2 2,α γ  จาก 
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(5.14) 

นําพารามิเตอร 2 2ˆ ˆ,α γ ไปแทนในสมการ 5.11 เพื่อประมาณ ( )2̂ kθ  และนาํไปคํานวณความ

แปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิน่ ( ) ( )( )2 2
2̂ˆ ˆnk kσ θ σ

+
= −  

 สําหรับวธิีประมาณความแปรปรวนทองถิน่วิธีนี ้ หากเรากําหนดให 2 1α =  ทาํให

พารามิเตอร 2γ เปนพารามิเตอรเพียงตัวเดียวที่ตองประมาณ จะไดวิธีประมาณ ( )2 kσ  เหมอืน

งานวิจยัที ่ [9] ซึ่งกาํหนดให ( ) ( )( )
2 2kf kθ θ เปน Exponential PDF ซึ่งเปนรูปแบบเฉพาะของ 

Gamma PDF ที่ใชในหวัขอนี้นัน้เอง 
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5.1.2 การประมาณความแปรปรวนทองถ่ินทีข่ึ้นกับความแปรปรวนสญัญาณรบกวน 
 

 ในหวัขอนี้จะกลาวถงึ ข้ันตอนที่ใชประมาณความแปรปรวนทองถิน่ที่เสนอข้ึนใหม จากรูป

ที่ 5.2 แสดงใหเหน็แลววาทีค่วามแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณ

รบกวน (Noisy Wavelet Coefficient) จะมีฮิสโทแกรมทีใ่กลเคียงกบั Laplacian PDF ที่มีคาเฉล่ีย

เปน 0 ซึ่งตรงกับสมมุติฐานในหัวขอ 5.1.1.1 ซึ่งในความเปนจริงแลวในกรณนีี้ Noisy Wavelet 

Coefficient ควรจะมี PDF ที่ใกลเคียงกับ Pearson Type VII PDF ทีถู่กสมมุติใหแทนลักษณะการ

กระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน (Noise-Free Wavelet 

Coefficient) ในวิทยานพินธฉบับนี้มากกวา แตจากรูปที ่ 5.2 จะสังเกตเห็นวาในกรณีที่ใช 

Laplacian PDF แทน Pearson Type VII PDF ก็สามารถกาํกับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตมีสัญญาณ

รบกวนไดใกลเคียงกนั ทําใหเราสามารถใช Laplacian PDF แทน Pearson Type VII PDF ได 

สวนกรณีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูง สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนจะมีฮิสโท

แกรมที่เหมือน Gaussian PDF ที่มีคาเฉลีย่เปน 0 ซึ่งตรงกับสมมุติฐานในหัวขอ 5.1.1.2 ดังนั้นใน

วิทยานิพนธฉบับนี้จะนําเสนอข้ันตอนการประมาณความแปรปรวนทองถิน่ข้ึนมาใหมดังตอไปนี ้

 
 

อัลกอริทึม 

1) ประมาณความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน 2ˆnσ  ดวยสมการที ่5.1 

2) ในกรณีที่ความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนตํ่ากวาขีดเร่ิมเปลี่ยน (Threshold) ที่ต้ังไว

จะคํานวณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวนทองถิน่ดวย

สมการ 5.7 ในหวัขอ 5.1.1.1 

3) ในกรณีที่ความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนสูงกวาขีดเร่ิมเปลี่ยน (Threshold) ทีต้ั่งไว

จะคํานวณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวนทองถิน่ดวย

สมการ 5.11 ในหวัขอ 5.1.1.2 

4) ประมาณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิน่

จาก ( ) ( )( )2 2ˆˆ ˆnk kσ θ σ
+

= −    
 

 

 สําหรับวทิยานิพนธฉบับนี้ไดกําหนดขีดเร่ิมเปลี่ยน (Threshold) ในการกําหนดวาภาพมี

ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูงหรือตํ่าไว คือ ถาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของสัญญาณ

รบกวน ˆnσ ที่คํานวณไดจากสมการ 5.1 มคีาตํ่ากวา 10.5 แสดงวาภาพนัน้มีความแปรปรวน

สัญญาณรบกวนตํ่านอกนัน้จะสมมุติใหเปนภาพที่มีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูง 
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5.2 ภาวะยอดมน (Kurtosis) 
 

 สําหรับการประมาณ Kurtosis ( )m  ซึ่งจะมีใชก็แตฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรแบบ 

PearsonShrink, ในวิทยานิพนธฉบับนี้จะประยุกตใชวธิี ML โดยใชรวมกับ Pearson Type VII 
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สําหรับสมการ 5.15 นั้นเราไมมีสูตรรูปแบบปดในการประมาณพารามิเตอรภาวะยอดมน ดังนั้น

จําเปนตองใชกรรมวิธีเชงิตัวเลขในการหาคาประมาณแทน ในวิทยานพินธฉบับนี้เราเลือกใช วธิ ี

นิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson Method) ในการประมาณคา m โดยมีสมการข้ันตอนวิธ ี

ดังตอไปนี้ โดย i  คือ แตละ State ที่ Update ไปเร่ือยๆ (ภาคผนวก จ) 
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2 22 2

B m i m i m i⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = Γ − Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( )
( ) ( )( )

1 1ln ,
2 2 1

2

d B m i
m i m i

dm
ψ ψ

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠⎝ ⎠ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )( )
2

2

1 1 1ln ,
2 2 2

d B m i d m i d m i
dm dm dm

ψ ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −  

เมื่อ ( ) ( )( ): lnm d m dmψ = Γ  คือ ฟงกชันพาย (Psi Function) และ ( ) ( )1

0

: expmm t t dt
∞

−Γ = −∫  

คือ ฟงกชันแกมมา (Gamma Function)  

 ซึ่งในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชวิธีคํานวณความแปรปรวนแบบ วิธคีวามแปรปรวนรวม 

(Global Variance) สําหรับการประมาณภาวะยอดมน ( )m  นี้โดยให 2σ̂ =  2 2

1

ˆ
N

j n

j

y N σ
= +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

และทําการวนซํ้าจนกวาคาผิดพลาด ( ) ( )1e m i m i= + − จะมคีานอยพอที่ตองการ สุดทายจาก

ประสบการณการทดลองในวิทยานิพนธฉบับนี้จะกําหนดใหคา 4.5m = เมื่อ 5 2m <  (สมการที่ 

5.15 มีเงื่อนไขที่วา 5 2m ≥ ) 
 



บทท่ี 6 
 

ผลการทดลอง 
 

6.1 ผลการลดสัญญาณรบกวนภาพ 
 

 สําหรับการทดสอบวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในวิทยานิพนธฉบับนี ้ จะแบงเปน 2 สวน 

คือ สวนแรกจะใชการแปลงเวฟเล็ตวิยุต (Discrete Wavelet Transform, DWT) ในการทดสอบวธิี

ที่นาํเสนอ คือ PearsonShrink, GammaShrink ที่ระดับ Dimension d = 2 และ 

RadialExpoShrink ที่ระดับ d = 3 สําหรับสาเหตุที่ทดสอบในระดับ Dimension ที่กลาวมาทัง้หมด

นั้น เนื่องจากถาระดับ Dimension เพิ่มมากข้ึนเร่ือยๆ จะทาํใหประสิทธิภาพการลดสัญญาณ

รบกวนของวิธทีี่นาํเสนอลดลง อันเนือ่งจากความแตกตางระหวางสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในแตละ

ระดับการแปลงยอยนั้นเอง [2] แตสําหรับ RadialExpoShrink นัน้ตองใช d = 3 เนือ่งจากไมมีผล

เฉลยของ Generalized Incomplete Gamma Function ที ่ d = 2  โดยใชขนาดหนาตาง ( )N k  

คือ 7 7×  จากนั้น นําวิธทีี่นาํเสนอทั้งหมดเปรียบเทียบกับวิธ ี CauchyShrink [16] BayeShrink 

[18] LAWMAP [9] MLAP-MAP [10], MLAP-MMSE [10] BiShrink [14] และ BLS-GSM 

[24]สวนที่สอง จะใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด Redundant Wavelet Transform โดยเปรียบเทยีบ

ระหวาง วิธ ี BLS-GSM ซึ่งใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด Steerable Pyramid [24] และวิธทีี่นาํเสนอ

ทั้งหมด โดยใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด Dual Tree-Complex Wavelet Transform (DT-CWT) 

สําหรับภาพทีใ่ชในการทดสอบนั้นจะใชภาพมาตรฐานทั่วไป ขนาด 512 512×  จุดภาพ จํานวน 4 

ภาพ คือ ภาพ Lena, Boat, Man (Pirate), Hill และ ขนาด 256 256×  จุดภาพ จาํนวน 2 ภาพ คือ 

ภาพ Cameraman, Montage ซึ่งแสดงลักษณะรูปที่ใชทดสอบทัง้หมดดังรูป 6.1 ซึ่งเปนภาพชุด

เดียวกับงานวจิัยที ่ [25] โดยทาํการทดสอบที่ระดับสัญญาณรบกวน 5,10,nσ =  20 ,50…

ตามลําดับ และใชคา PSNR เปนตัววัดประสิทธิภาพวิธลีดสัญญาณรบกวนภาพตางๆ [2] 

 สําหรับรูปที ่ 6.2 แสดงกราฟเปรียบเทียบ PSNR ของภาพ Lena ในวิธ ี PearsonShrink, 

GammaShrink ที ่d = 2, 3, 4 บนการแปลงเวฟเล็ตชนดิ DWT และ DT-CWT ซึ่งจะสังเกตเหน็วา 

PSNR เมื่อ d = 2 จะสูงที่สดุและ PSNR จะลดลงเร่ือยๆ เมื่อ Dimension เพิ่มข้ึน [2] ตามที่ไดให

เหตุผลขางตน จากนัน้จะกลาวถึงผลการทดลองวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพวิธตีางๆ บนภาพ

ตนแบบที่ใชทดสอบโดยละเอียดตอไป 
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(ก) (ข) 

  

(ค) (ง) 

  

(จ) (ฉ) 

รูปที่ 6.1 แสดงภาพตัวอยางที่ใชในการทดสอบ (ก) Lena (ข) Boat (ค) Man (Pirate) (ง) Hill (จ) Cameraman (ฉ) Montage 
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Redundant-GammaShrink
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(ค) (ง) 

รูปที่ 6.2 แสดง PSNR ที่ระดับ Dimension d = 2, 3 และ 4 บนภาพ Lena โดยรูป  

(ก) วิธี PearsonShrink โดยใช DWT (ข) วิธี PearsonShrink โดยใช DT-CWT (ค) วิธี GammaShrink โดยใช DWT  

(ง) วิธี GammaShrink โดยใช DT-CWT 
 

ภาพ Lena 
 

 ภาพ Lena จะแสดงดวยตาราง PSNR ของวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที่ 

6.1 และ เวลาในการประมวลผล ซึง่ในวทิยานพินธฉบับนี้จะใชหนวยเปนวินาที (Second) เสมอ 

ของวิธทีี่ใชการแปลงเวฟเลต็ชนิด Redundant Wavelet Transform ในตารางที ่ 6.2 โดยแสดง

ตัวอยางภาพที่ไดจาก วธิี BLS-GSM (Steerable Pyramid) กับ PearsonShrink (DT-CWT) ที่

กําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = ในรูปที ่ 6.3 สวนรูปที ่ 6.4 แสดงภาพบางสวน (Crop) ที่ไดจากวธิี 

MLAP_MMSE กับ วิธี PearsonShrink เมื่อใชการแปลงเวฟเล็ตชนดิ DWT และ วิธ ี BLS-GSM 

(Steerable Pyramid) กับ วธิี PearsonShrink (DT-CWT) ที่กาํลังสัญญาณรบกวน 30nσ =   

 จะสังเกตพบวาภาพจากวิธี BLS-GSM ในรูปที่ 6.3 – 6.4 จะมีความราบเรียบ (Smoot) 

มากจนรายละเอียดของภาพไมชัดเจน เชนบริเวณใบหนาของภาพ โดยจะสังเกตไดอยางชัดเจน

จากรูปที ่Crop ดังรูปที่ 6.4 ซึ่งตางจากวิธทีี่นาํเสนอที่ยงัคงความชัดเจนอยู 
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ตารางที่ 6.1 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Lena 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 33.83 32.20 29.82 28.24 27.20 26.13 

BayeShrink [18] 37.46 34.26 30.82 28.83 27.52 26.31 

LAWMAP [9] 37.74 34.43 31.02 28.95 27.62 26.42 

MLAP-MAP [10] 37.37 34.34 31.19 29.29 28.08 27.10 

MLAP-MMSE [10] 37.48 33.78 30.15 28.30 28.07 27.10 

BiShrink [14] 37.42 34.31 31.16 29.25 28.14 27.17 

BLS-GSM [24] 37.90 34.64 31.41 29.52 28.16 27.15 

Proposed Method 

PearsonShrink 37.97 34.35 31.22 29.38 28.17 27.20 

GammaShrink 37.65 34.06 30.94 29.11 27.93 26.90 

RadialExpoShrink 37.64 33.60 30.69 28.75 27.58 26.57 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 38.49 35.61 32.66 30.32 29.01 28.03 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 38.31 35.35 32.33 30.44 29.20 28.22 

GammaShrink (DT-CWT) 38.23 35.34 32.41 30.56 29.34 28.38 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 38.29 34.74 31.86 29.78 28.39 27.57 
 

ตารางที่ 6.2 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Lena โดยใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 80.63 79.34 88.92 94.63 98.95 99.64 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 37.77 45.55 41.74 48.36 50.75 53.53 

GammaShrink (DT-CWT) 9.78 9.83 5.14 5.11 5.13 5.11 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 9.80 9.84 5.15 5.12 5.12 5.13 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

 

รูปที่ 6.3 ตัวอยางภาพที่ไดจาก (ก) Lena (ข) Lena ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =  

(ค) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 30.32 dB (ง) PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 30.44 dB 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.4 (ก) Lena บางสวน (ข) Lena ที่กําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =   

(ค) วิธี MLAP_MMSE (DWT) PSNR = 28.30 (ง) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 29.38 

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 30.32 (ฉ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 30.44 
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ภาพ Boat 
 

 ในตารางที่ 6.3 แสดงคา PSNR ของภาพ Boat และ เวลาในการประมวลผลของวิธีที่ใช 

Redundant Wavelet Transform ในตารางที ่ 6.4 โดยแสดงตัวอยางภาพที่ไดจาก วิธี BLS-GSM 

(Steerable Pyramid) กับ GammaShrink (DT-CWT) ที่กาํลังสัญญาณรบกวน 30nσ = ในรูปที่ 

6.5 สวนรูปที่ 6.6 แสดงภาพบางสวน (Crop) ที่ไดจากวิธี BiShrink กับ วิธี PearsonShrink เมื่อใช

การแปลงเวฟเล็ตชนิด DWT และ วิธ ี BLS-GSM (Steerable Pyramid) กับ วิธ ี PearsonShrink 

(DT-CWT) ที่กําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = จะพบวาภาพที่ไดจากวธิี BLS-GSM ในรูป 5.5-5.6 

จะไมตางจากวิธีทีน่าํเสนอมากนกั แตวธิ ี BLS-GSM ก็ใชเวลาในการประมวลผลที่มากกวาวิธทีี่

นําเสนออยางชัดเจน ดังตารางที่ 6.4 
 

ตารางที่ 6.3 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Boat 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 33.03 31.08 28.49 26.77 25.49 24.68 

BayeShrink [18] 35.45 32.39 29.03 27.05 25.65 24.70 

LAWMAP [9] 35.72 32.57 29.19 27.24 25.86 24.94 

MLAP-MAP [10] 35.21 32.33 29.16 27.30 26.11 25.14 

MLAP-MMSE [10] 35.93 32.35 28.66 26.68 26.04 25.16 

BiShrink [14] 35.34 32.35 29.13 27.23 26.10 25.23 

BLS-GSM [24] 36.60 32.79 29.46 27.59 26.32 25.39 

Proposed Method 

PearsonShrink 36.19 32.76 29.33 27.47 26.26 25.33 

GammaShrink 35.90 32.48 29.09 27.19 25.98 25.06 

RadialExpoShrink 36.29 32.37 28.97 27.18 25.86 25.04 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 36.97 33.58 30.38 28.13 26.88 25.95 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 35.65 33.17 29.96 28.11 26.94 25.98 

GammaShrink (DT-CWT) 35.68 33.25 30.10 28.26 27.07 26.10 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 35.84 33.14 29.91 27.95 26.58 25.65 
 

ตารางที่ 6.4 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Boat เมื่อใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 80.09 79.50 86.00 91.84 95.08 97.78 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 44.22 45.30 42.81 45.39 44.19 45.75 

GammaShrink (DT-CWT) 9.75 9.79 5.09 5.11 5.12 5.13 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 9.80 9.81 5.09 5.11 5.12 5.14 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

 

รูปที่ 6.5 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Boat (ข) Boat ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =  

(ค) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 28.13 dB (ง) GammaShrink (DT-CWT) PSNR = 28.26 dB  
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.6 (ก) Boat บางสวน (ข) Boat ที่กําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =   

(ค) วิธี BiShrink (DWT) PSNR = 27.23 (ง) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 27.47  

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 28.13 (ฉ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 28.11 
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ภาพ Man 
 

 สําหรับรายละเอียดผลการทดลองภาพ Man นั้น จะแสดงดวยตาราง PSNR ของวิธีลด

สัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที ่ 6.5 และ เวลาในการประมวลผลเมื่อใช Redundant 

Wavelet Transform ในตารางที่ 6.6 และ โดยแสดงตัวอยางภาพที่ไดจาก วิธ ี PearsonShrink 

(DT-CWT) กับ GammaShrink (DT-CWT) ที่กําลังสัญญาณรบกวน 40nσ = ในรูปที่ 6.7 สวนรูปที ่

6.8 แสดงภาพบางสวน (Crop) ที่ไดจากวิธี PearsonShrink กับ วิธ ี GammaShrink เมื่อใชการ

แปลงเวฟเล็ตชนิด DWT และ DT-CWT ทีก่ําลังสัญญาณรบกวน 40nσ =  
 

ตารางที่ 6.5 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Man 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 33.56 31.21 28.40 26.83 25.65 24.80 

BayeShrink [18] 36.48 32.51 28.91 27.08 25.77 24.81 

LAWMAP [9] 36.61 32.71 29.15 27.30 26.24 25.05 

MLAP-MAP [10] 36.36 32.50 29.09 27.39 26.19 25.34 

MLAP-MMSE [10] 36.53 32.33 28.63 26.73 26.15 25.33 

BiShrink [14] 36.51 32.59 29.08 27.36 26.20 25.38 

BLS-GSM [24] 36.87 32.79 29.26 27.43 26.26 25.41 

Proposed Method 

PearsonShrink 36.95 32.81 29.30 27.57 26.38 25.53 

GammaShrink 36.69 32.49 28.98 27.23 26.08 25.24 

RadialExpoShrink 36.71 32.32 28.93 27.23 26.01 25.04 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 37.18 33.25 29.80 28.01 26.84 25.99 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 36.83 33.40 29.90 28.22 27.01 26.13 

GammaShrink (DT-CWT) 36.97 33.49 30.01 28.32 27.10 26.23 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 37.11 33.20 29.69 27.79 26.55 25.64 
 

ตารางที่ 6.6 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Man เมื่อใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 79.72 79.73 88.97 88.97 95.19 97.30 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 34.34 36.22 42.34 46.06 52.39 41.95 

GammaShrink (DT-CWT) 9.80 9.70 5.20 5.11 5.09 5.09 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 9.81 9.75 5.21 5.12 5.10 5.11 
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(ก) (ข) 

  

(ค) (ง) 

รูปที่ 6.7 ตัวอยางภาพที่ไดจาก (ก) Man (ข) Man ทีกําลังสัญญาณรบกวน 40nσ =   

(ค) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 27.01 dB (ง) GammaShrink (DT-CWT) PSNR = 27.10 dB 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.8 (ก) Man บางสวน (ข) Man ที่กําลังสัญญาณรบกวน 40nσ =   

(ค) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 26.38 (ง) วิธี GammaShrink (DWT) PSNR = 26.08  

(จ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 27.01 (ฉ) วิธี GammaShrink (DT-CWT) PSNR = 27.10 
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ภาพ Hill 
 

 สําหรับรายละเอียดผลการทดลองภาพ Hill นั้น จะแสดงดวยตาราง PSNR ของวิธีลด

สัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที ่ 6.7 และ เวลาในการประมวลผลของวิธทีี่ใช Redundant 

Wavelet Transform ในตารางที่ 6.8 และ โดยแสดงตัวอยางภาพท่ีไดจาก วธิี BLS-GSM 

(Steerable Pyramid) กับ PearsonShrink (DT-CWT) ที่กําลังสัญญาณรบกวน 50nσ = ในรูปที ่

6.9 สวนรูปที ่6.10 แสดงภาพบางสวน (Crop) ที่ไดจากวิธ ีLAWMAP กับ วธิ ีPearsonShrink เมื่อ

ใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด DWT และ วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) กับ วิธ ีPearsonShrink 

(DT-CWT) ทีก่ําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =  จะสังเกตไดชัดเจนวาภาพที่ไดจากวธิี BLS-GSM 

ในรูป 6.9-6.10 มีลักษณะทีร่าบเรียบจนรายละเอียดของภาพไมชัดเจนซึ่งตางจากวธิีทีน่ําเสนอ 
 

ตารางท่ี 6.7 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนท่ีนําเสนอบนภาพ Hill 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 34.10 31.54 28.83 27.26 26.27 25.24 

BayeShrink [18] 35.69 32.23 29.06 27.35 26.28 25.20 

LAWMAP [9] 36.02 32.56 29.36 27.71 26.52 25.57 

MLAP-MAP [10] 35.42 32.21 29.21 27.64 26.63 25.84 

MLAP-MMSE [10] 36.13 32.26 28.85 27.14 26.57 25.85 

BiShrink [14] 35.58 32.22 29.23 27.68 26.64 25.92 

BLS-GSM [24] 36.53 32.73 29.63 28.00 26.94 26.17 

Proposed Method 

PearsonShrink 36.37 32.66 29.48 27.90 26.90 26.08 

GammaShrink 36.04 32.29 29.13 27.60 26.61 25.75 

RadialExpoShrink 36.36 32.33 29.23 27.59 26.54 25.53 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 36.80 33.06 29.93 28.36 27.34 26.59 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 35.95 33.13 29.97 28.42 27.40 26.60 

GammaShrink (DT-CWT) 35.98 33.11 30.00 28.46 27.44 26.62 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 36.30 33.04 29.78 27.99 27.01 26.24 
 

ตารางท่ี 6.8 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Hill เม่ือใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 79.66 79.48 89.00 88.89 99.06 98.92 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 29.86 35.78 36.14 34.81 38.52 42.41 

GammaShrink (DT-CWT) 10.00 9.50 5.11 5.12 5.12 5.13 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 10.00 9.57 5.14 5.15 5.16 5.16 
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(ก) (ข) 

 
(ค) (ง) 

 

รูปที่ 6.9 ตัวอยางภาพที่ได (ก) Hill (ข) Hill ทีกําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =   

(ค) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 26.59 dB (ง) PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 26.60 dB 



 57 

 

 

  
(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.10 (ก) Hill บางสวน (ข) Hill ที่กําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =   

(ค) วิธี LAWMAP (DWT) PSNR = 25.57 (ง) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 26.08  

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 26.59 (ฉ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 26.60  
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ภาพ Cameraman 
 

 สําหรับรายละเอียดผลการทดลองภาพ Cameraman นั้น จะแสดงดวยตาราง PSNR ของ

วิธีลดสัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที ่ 6.9 และ เวลาในการประมวลผลของวิธทีีใ่ช 

Redundant Wavelet Transform ในตารางที่ 6.10 โดยแสดงตัวอยางภาพที่ไดจาก วิธี BLS-GSM 

กับ PearsonShrink ทั้ง DWT และ Redundant Wavelet Transform ในแบบ Steerable Pyramid 

ของ BLS-GSM และ DT-CWT ของ PearsonShrink ที่กําลังสัญญาณรบกวน 50nσ = ในรูปที่ 

6.11 จะสังเกตวาวิธี BLS-GSM จะใหภาพที่ราบเรียบ (Smoot) เกินไปเชนเคยจนทาํให

รายละเอียดของภาพลบเลือนดังตัวอยางบริเวณใบหนาของภาพที่ 6.11 ซึ่งตางจากวิธีทีน่ําเสนอ 
 

 

ตารางที่ 6.9 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Cameraman 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 32.24 30.18 27.40 25.63 24.32 23.40 

BayeShrink [18] 36.79 32.33 28.23 26.09 24.60 23.58 

LAWMAP [9] 36.80 32.33 28.26 26.20 24.78 23.82 

MLAP-MAP [10] 36.57 32.28 28.39 26.45 24.98 24.08 

MLAP-MMSE [10] 36.81 32.25 28.00 25.77 25.03 24.11 

BiShrink [14] 36.75 32.22 28.19 26.21 25.13 24.22 

BLS-GSM [24] 36.98 32.38 28.26 26.10 24.68 23.71 

Proposed Method 

PearsonShrink 37.18 32.62 28.44 26.43 25.01 24.10 

GammaShrink 37.00 32.39 28.17 26.24 24.81 23.83 

RadialExpoShrink 36.95 32.17 27.46 25.22 24.10 23.24 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 37.16 32.81 28.87 26.88 25.55 24.51 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 37.24 33.04 29.02 27.10 25.73 24.81 

GammaShrink (DT-CWT) 37.33 33.14 29.25 27.31 25.92 24.81 
RadialExpoShrink (DT-CWT) 37.21 32.69 28.52 26.41 24.88 24.02 

 

ตารางที่ 6.10 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Cameraman เมื่อใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 17.34 17.34 17.31 19.61 20.25 20.89 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 6.55 8.83 8.48 11.14 11.28 11.64 

GammaShrink (DT-CWT) 2.99 3.00 1.58 1.58 2.00 2.01 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 3.00 3.10 1.60 1.65 2.06 2.70 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.11 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Cameraman (ข) Cameraman ทีกําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =   

(ค) วิธี BLS-GSM PSNR = 23.71 (ง) PearsonShrink PSNR = 24.10 dB 

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 24.51 dB (ฉ) PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 24.81 dB 
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ภาพ Montage 
 

 สําหรับรายละเอียดผลการทดลองภาพ Montage นั้น จะแสดงดวยตาราง PSNR ของวิธี

ลดสัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที ่ 6.11 และ เวลาในการประมวลผลของวิธทีี่ใช 

Redundant Wavelet Transform ในตารางที ่ 6.12 และ โดยรูปที ่ 6.12 แสดงภาพที่ไดจากวธิี 

BLS-GSM กับ วิธี PearsonShrink เมือ่ใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด DWT และ วิธี BLS-GSM 

(Steerable Pyramid) กับ วิธี PearsonShrink (DT-CWT) ที่กาํลังสัญญาณรบกวน 50nσ =  จะ

สังเกตพบวาวธิี BLS-GSM จะใหภาพท่ีราบเรียบ (Smooth) เกินไปจนรายละเอียดของภาพไม

ชัดเจนสังเกตไดจากบริเวณปากนกแกวในรูป 6.12 เปนตน 
 

 

ตารางที่ 6.11 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Montage 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 31.57 30.27 28.07 26.34 25.21 24.00 

BayeShrink [18] 38.57 34.10 29.77 27.30 25.76 24.40 

LAWMAP [9] 38.42 33.90 29.67 27.25 25.75 24.43 

MLAP-MAP [10] 38.82 34.49 30.37 27.95 26.68 25.35 

MLAP-MMSE [10] 38.84 34.45 30.31 27.93 26.54 25.47 

BiShrink [14] 38.73 34.36 30.33 28.02 26.64 25.65 

BLS-GSM [24] 38.46 33.95 29.77 27.48 25.89 24.68 

Proposed Method 

PearsonShrink 38.70 33.99 30.09 27.72 26.42 25.11 

GammaShrink 38.55 33.82 29.84 27.52 26.06 24.81 

RadialExpoShrink 37.93 32.81 28.90 26.62 25.24 24.18 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 38.73 34.54 30.50 28.17 26.58 25.47 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 39.35 34.97 30.88 28.38 27.02 25.65 

GammaShrink (DT-CWT) 39.55 35.23 31.21 28.75 27.38 25.91 
RadialExpoShrink (DT-CWT) 38.97 34.51 29.90 27.14 26.65 25.25 

 

ตารางที่ 6.12 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Montage เมื่อใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 18.73 18.19 19.64 20.28 21.92 21.91 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 7.05 9.09 9.41 9.83 11.58 10.17 

GammaShrink (DT-CWT) 2.98 3.00 1.58 1.58 2.00 2.01 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 3.00 3.20 1.61 1.65 2.10 2.71 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.12 (ก) Montage (ข) Montage ที่กําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =   

(ค) วิธี BLS-GSM (DWT) PSNR = 24.68 (ง) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 25.11  

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 25.47 (ฉ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 25.65 
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 สําหรับคาเฉลีย่ PSNR ของภาพทั้งหมดและเวลาที่ใชในการลดสญัญาณรบกวนเม่ือใช 

Redundant Wavelet Transform ไดแสดงในตารางที ่6.13 และ 6.14 ตามลําดับ ซึ่งจะสังเกตเห็น

วาคา PSNR เมื่อใชการแปลงเวฟเล็ตแบบ DWT จะนอยกวาเมือ่ใช Redundant Wavelet 

Transform ประมาณ 1 dB สําหรับรูปที่ 6.13 (ก) แสดงกราฟเปรียบเทียบคาเฉลีย่ PSNR ของวิธ ี

BLS-GSM กับวิธีทีน่าํเสนอทั้งหมด ใน DWT  สวนรูปที่ 6.13 (ข) ใน Redundant Wavelet 

Transform สําหรับรูป 6.14 แสดงเวลาในการลดสัญญาณรบกวนใน Redundant Wavelet 

Transform ของวิธี BLS-GSM กับวิธทีี่นาํเสนอทั้งหมด สําหรับการแปลงเวฟเลต็แบบ DWT 

นั้น วิธ ีPearsonShrink จะใหคา PSNR ที่สูงกวาวธิี GammaShrink และ RadialExpoShrink แต

ใกลเคียงกบัวธิี BLS-GSM สวนการแปลงเวฟเล็ตชนดิ Redundant Wavelet Transform ซึ่งวธิี

ที่นาํเสนอทัง้หมดใช DT-CWT นั้น วิธ ีGammaShrink จะใหคา PSNR ที่ดีกวาวิธ ีPearsonShrink 

และ RadialExpoShrink แตใกลเคียงกับวิธี BLS-GSM ที่ใชการแปลงชนิด Steerable Pyramid 

อยางไรก็ตามวิธี BLS-GSM ก็ใชเวลาในการลดสัญญาณรบกวนที่นานกวาวิธทีี่นาํเสนอทัง้หมด

อยางชัดเจน 

 
ตารางที่ 6.13 แสดงคาเฉลี่ย PSNR ของทุกภาพที่ใชทดสอบ 

 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 33.06 31.08 28.50 26.85 25.69 24.71 

BayeShrink [18] 36.74 32.97 29.30 27.28 25.93 24.83 

LAWMAP [9] 36.89 33.08 29.44 27.44 26.13 25.04 

MLAP-MAP [10] 36.63 33.03 29.57 27.67 26.45 25.48 

MLAP-MMSE [10] 36.95 32.90 29.10 27.09 26.40 25.50 

BiShrink [14] 36.72 33.01 29.52 27.63 26.48 25.60 

BLS-GSM [24] 37.22 33.21 29.63 27.69 26.38 25.42 

Proposed Method 

PearsonShrink 37.23 33.20 29.64 27.75 26.52 25.56 

GammaShrink 36.97 32.92 29.36 27.48 26.25 25.27 

RadialExpoShrink 36.98 32.60 29.03 27.10 25.89 24.93 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 37.56 33.81 30.36 28.31 27.03 26.09 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 37.22 33.84 30.34 28.45 27.22 26.23 

GammaShrink (DT-CWT) 37.29 33.93 30.50 28.61 27.38 26.34 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 37.29 33.55 29.94 27.84 26.68 25.73 
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ตารางที่ 6.14 แสดงคาเฉลี่ยเวลาของทุกภาพที่ใชทดสอบบน Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 59.36 58.93 64.97 67.37 71.74 72.74 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 26.63 30.13 30.15 32.60 34.79 34.24 

GammaShrink (DT-CWT) 7.55 7.47 3.95 3.94 4.08 4.08 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 7.57 7.55 3.97 3.97 4.11 4.33 
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รูปที่ 6.13 (ก) คาเฉลี่ย PSNR ของวิธี BLS-GSM และวิธีที่นําเสนอทั้งหมด ใน DWT  

(ข) คาเฉลี่ย PSNR ของวิธี BLS-GSM และวิธีที่นําเสนอทั้งหมด ใน Redundant Wavelet Transform 
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รูปที่ 6.14 คาเฉลี่ยเวลาในการลดสัญญาณรบกวน 

ของวิธี BLS-GSM และวิธีที่นําเสนอทั้งหมด ใน Redundant Wavelet Transform 

 



บทท่ี 7 
 

วิธีลดสัญญาณรบกวนโดยการประมาณ 
ฟงกชันหดตัวและพารามิเตอรทางสถิติดวยกัน 

 

 ในบทที่ 4 และ 5 นัน้เราไดศึกษาวธิีลดสญัญาณรบกวนดวย วิธีความเส่ียงแบบเบส โดย

การหาฟงกชนัหดตัวในบทท่ี 4 และ ประมาณพารามิเตอรทางสถิติในบทที่ 5 แยกจากกนั สําหรับ

บทนี้เราจะนําเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบใหมโดยนํา 2 ข้ันตอนมารวมกนั กลาวคือ การ

ประมาณฟงกชันหดตัวและพารามิเตอรทางสถิติไปพรอมกัน โดยในวทิยานพินธฉบับนี้จะนําเสนอ

ดวย วธิีฟงกชนัผกพัน และ วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง (Discrete Random Vectors) 

อยางไรก็ตามประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนของวิธีทีน่าํเสนอในบทนี้เมื่อเทียบกับวิธีด่ังเดิม

ที่นาํเสนอในบทที ่4 และ 5 ยังใหประสิทธภิาพที่ตํ่ากวา ซึ่งจําเปนตองทําการวิจยัตอไปในอนาคต 
 

7.1 วิธีฟงกชันผกพัน 
 

 วิธีนีจ้ะรวมวิธกีารหาฟงกชนัหดตัวและวธิปีระมาณพารามิเตอรทางสถิติดวย วธิีความ

เส่ียงแบบเบส เขาไวดวยกนั โดยใชวิธ ีMAP ในการหาฟงกชันหดตัว (Shrinkage Function) และ

มองความแปรปรวน เปนตัวแปรสุมในคราวเดียวกันแทนที่จะพิจารณาแยกดังบทที่ 4 และ 5 โดยมี

รายละเอียด ดังนี ้
[ ]ˆ ( ) arg max ln ( ) ln ( )f f= − +N X

x
x y y x x  (7.1) 

เมื่อ ( ) ( ) ( )
0

|
X XX X Xf f f dθ θθ θ θ

∞

= ∫X X|x x  โดย Xθ  คือ ความแปรปรวนของ ( )fX x ที่ถูกมองในรูปตัว

แปรสุมที่สามารถอธิบายไดโดย PDF ( )
X Xfθ θ  

 ตอไปนี้จะนาํเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนดวย วิธฟีงกชนัผกพัน เมื่อฟงกชันความ

หนาแนนความนาจะเปนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน ( )Xf x  เปนเกาสทีม่ี

คาเฉลี่ยเปน 0 และความแปรปรวน Xθ  ในกรณี 1-Dimension กอน ดังนี ้

( )
2

|
1| exp

22XX X
XX

xf xθ θ
θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

มอง Xθ เปนตัวแปรสุมแบบแกมมาที่มีพารามิเตอร , 0α γ >  ดังนี ้

( ) ( ) ( )
( )

1 exp
X

X X
Xf

αα

θ

γ θ γθ
θ

α

−
−

=
Γ

 (7.2) 

ดังนัน้ 
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( ) ( )
3 2
2

0

1 exp
22X X X X

X

xf x d
α αγ θ γθ θ
α θπ

∞
− ⎛ ⎞−

= −⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠∫  

จาก [26] 

( )21

0

exp 2 2x x dx K
x

ν

ν
ν

β βλ βλ
λ

∞

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  

เมื่อ ( )K Cυ  คือ Modified Bessel Function of the Second Kind, ( ) ( ) ( )
( )2 sin

I C I C
K C υ υ
ν

π
πυ

−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( )
( )

2

0

/ 4
2

! 1

k

k

C
I C C

k k
υ

υ ν

∞

=

=
Γ + +∑  

ดังนัน้ 

( ) ( ) ( )
2 1

4

2 1
2

2 2
2Xf x K

α
α

α
γ β γβ
α γπ

−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠

, 2 2xβ =  

แกสมการ 7.1 เมื่อ ( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

N d
n

n

nf n
σπσ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( )
( )

2 12
4

22

1 2 1 2 1ln ln ln ln ln
2 422

N x
nn

y x
f y x f x

α
αγ α β

σ α γππσ

−⎛ ⎞⎛ ⎞ − ⎛ ⎞ −⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟− + = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ Γ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )2 1
2

ln 2K α γβ−

⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( ) ( )ln ln
0N Xf y x f x

x
⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =

∂
 

( ) ( )

( )

( )
( )

( )2 1 2 1
2 2

2

2 1
2

ln 2 2 2ln2 1 0
4 22n

K K
y x

x x
K

α α

α

γβ γβ γββα β β
σ β βγβγβ

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ∂∂− − ∂ ∂⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + =⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎝ ⎠ ∂∂⎜ ⎟
⎝ ⎠
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( )
( )

( )
( )

2 2 12
2

2 1
2

2
2 1

4 2 2

nn

Kxxx y
K

α

α

γβσ γ βσα
β γβ γβ

−

−

⎛ ⎞
∂⎜ ⎟

−⎛ ⎞ ⎝ ⎠= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∂

 (7.3) 

เมื่อ 1α ≈ [26] 

( ) ( ) ( )1
2

1/ 2 exp
2

K z z zπ −
= −  (7.4) 

ดังนัน้ 
( ) ( ) ( )

31/ 2 2 1exp
2 2

K z
z z z

z
π −∂ ⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 (7.5) 
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รูปที่ 7.1 แสดงลักษณะฟงกชันของสมการ 7.6 

 

 
รูปที่ 7.2 แสดงลักษณะฟงกชันหดตัวของสมการที่ 7.7 

 

กําหนดให 2z γβ= และ 1α ≈  ในสมการ 7.3 จากสมการ 7.4 และ 7.5 สามารถเขียนสมการ 7.3 

ใหมไดดังนี ้

( )2 2n x
x y

x

σ γ
= −  (7.6) 

เขียนกราฟสมการ 7.6 ดังรูป 7.1 ซึ่งในทางปฏิบัติจะทราบคาสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีส่ังเกตได y โดย

ตองการประมาณสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน คือ xแทน ดังนัน้เมื่อทําการหา

ฟงกชันผกผัน (Inverse Function) ของกราฟในรูป 7.1 เราจะเขียนสมการของฟงกชนัหดตัวในการ

ลดสัญญาณรบกวนไดดังสมการ 7.7 ซึ่งสามารถแสดงลักษณะของฟงกชนัไดดังรูปที่ 7.2 

( ) ( )( )ˆ sgnx y y y th
+

= −  (7.7) 

เมื่อ ( )sgn y คือ Sign Function [26] และ 2 2nth σ γ=  

 อยางไรก็ตามในกรณีทีฟ่งกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา ( )Xf x  ไมใชเกาส 

การหาฟงกชนัผกพันจะทําไดยากดังนัน้เราจะใช วธิีฟงกชันผกผันจากการประมาณ แทน โดย

เร่ิมจากการพจิารณาสมการหาคา ˆix  จากสมการ 7.1 เมื่อ ( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

d
n

n

f
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

n
n  

หาผลเฉลยของ ˆix  
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( ) ( )ln ln
0

i

f f
x

⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =
∂

N Xy x x  

( )( )
2

ln
0i i

n i

fy x
xσ

∂−
+ =

∂
X x  

( )
( )( )

2

1 0i i

n i

fy x
f xσ

∂−
+ =

∂
X

X

x
x

 

พิจารณา Xθ เปนตัวแปรสุมรวมกับ ( )Xf x  

( )
( )2 |

|
X

X

Xn
i i

X i

f
x y

f x
θ

θ

θσ
θ

∂
= +

∂
X|

X|

x
x
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( )( )2
ln |

X X
i i n

i

f
x y

x
θ θ

σ
∂

= +
∂

X| x
 

กําหนดให  

( )
( )( )ln |

X X

i

f
C

x
θ θ∂

=
∂

X| x
x  (7.8) 

ดังนัน้ 

( )2
i i nx y Cσ= + x  (7.9) 

ในกรณีที่ ตัวแปร ix และ iy มีความสัมพันธกัน คือเปนตัวแปรของสัญญาณตนแบบและสัญญาณ

รบกวนเมื่อแตกอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) จะพบวา 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
!

k
ki

i i i i

k

C y
C x C y x y

k

∞

=

= + −∑  

เมื่อ ( ) ( )k
iC y คือ อนุพนัธอันดับที่ k ของจุด iy  

ดังนัน้ในกรณทีี่สัญญาณรบกวนตํ่าทาํให i ix y≈ เราสามารถประมาณ ( )C x ไดดวย ( )C y ที่

ถูกตองถงึอนพุันธอันดับที่ 1 ในกรณีเราสามารถเขียนสมการที ่7.9 ใหมไดวา 

( )* 2ˆi i nx y Cσ= + y  (7.10) 

จากงานวิจยัที ่ [27] เพื่อแกปญหาการหาอนุพนัธที่จุด 0 ของ ( )fX x ในกรณีที่ไมใชเกาส เราจะ

ประมาณสมการ 7.10 ใหมวา 

( )( )*ˆ sgni i ix y y th
+

= −  (7.11) 

เมื่อ ( )2
nth Cσ= y  (จะสังเกตวารูปกราฟฟงกชันหดตัวที่ไดจากสมการ 7.11 เหมอืนรูปที ่ 7.2 

เพียงแตเปล่ียนคา th ) จากนัน้หาฟงกชนั Xθ ใน Subband ที่กําลังพิจารณาจากวิธี MAP เพื่อ

แทนใน ( )C x ดังนี ้

( )X xθ ( )|arg max |
X

X

X Xf xθ
θ

θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

                         ( ) ( )|arg max |
X X

X

X X Xf x fθ θ
θ

θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  
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รูปที่ 7.3 ฟงกชันหดตัวกรณีผลเฉลยจริงในสมการ 7.7  

และผลเฉลยที่ไดจากการประมาณในกรณี Gaussian PDF ตัวแปรเดียว เมื่อ 2 20, 0.02nσ γ= =  
 

( ) ( )|arg max ln | ln
X X

X

X X X Xf x fθ θ
θ

θ θ θ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  (7.12) 

โดยเราสามารถสรุป วธิีฟงกชันผกพันจากการประมาณ ไดดังอัลกอริทึมตอไปนี ้
 

อัลกอริทึม 
1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8  

( )
( )( )ln |

X X

i

f
C

x
θ θ∂

=
∂

X| x
x  

2) หาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 เพื่อแทน ( )C x  
( ) ( )|arg max ln | ln

X X
X

X X X Xf x fθ θ
θ

θ θ θ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

3) ใชฟงกชันหดตัวจากสมการ 7.11 กรณี 1i =  ในการลดสัญญาณรบกวน โดย 

( )( )*
1 1 1ˆ sgnx y y th

+
= − เมื่อ ( )2

nth Cσ= y  
 

 ตอไปนี้จะทดสอบเปรียบเทยีบวิธฟีงกชันผกพนัที่ไดผลเฉลยจริงในกรณี Gaussian PDF 

ตัวแปรเดียว โดยมีฟงกชันหดตัวดังสมการ 7.7 และวิธีฟงกชันผกพันจากการประมาณ ดัง 

อัลกอริทึม ขางตนวามีความแตกตางกนัอยางไรบาง ดังนี ้

 Gaussian PDF ในกรณีตัวแปรเดียวคือ ( )
2

|
1| exp

22XX X
XX

xf xθ θ
θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8 

( )
2

|
1ln | ln

22xX x
xx

xf xθ θ
θπθ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )( )|ln |
xX x

x x

f x xθ θ

θ θ

∂
= −

∂
 

ดังนัน้ 

( )
x

xC x
θ
−

=  (7.13) 
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2) หาฟงกชนั Xθ เมื่อ ( )
2

|
1| exp

22XX X
XX

xf xθ θ
θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ให ( )

X Xfθ θ คือ Gamma PDF ดัง

สมการ 7.2 ในกรณี 1α ≈  ดังนัน้ ( ) ( )exp
X X Xfθ θ γ γθ= −  จะพบวา 

( ) ( )
2

|
ln1ln | ln ln ln

2 22x x

x
X x x x

x

xf x fθ θ
θ

θ θ γ γθ
θπ

⎛ ⎞
+ = − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

แกสมการหาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 

( ) ( )|ln | ln
0X XX X X

X

f x fθ θθ θ

θ

⎡ ⎤∂ +⎣ ⎦ =
∂

 
2

2 0
2 2

X
X

xθθ
γ γ

+ − =  

ดังนัน้ 
21 1 8

4X
xγ

θ
γ

− + +
=  

3) ใชฟงกชันหดตัว ( )( )*ˆ sgnx y y th
+

= − เมื่อ ( )2
nth C yσ=  ในการลดสัญญาณรบกวน 

 เมื่อเขียนกราฟเปรียบเทียบฟงกชันหดตัวที่ไดผลเฉลยจริงดังสมการ 7.7 เปรียบเทยีบกับ

ผลเฉลยจากอัลกอริทึมการประมาณขางตนจะมีลักษณะกราฟดังรูป 7.3 ซึ่งแสดงใหเห็นวาฟงกชัน

หดตัวที่ไดจากผลเฉลยจริงและจากวิธีประมาณไมตางกันมากนัก 

 ในสวนการประมาณพารามิเตอรทางสถิติ คือ 2ˆ ˆ, nγ σ เพื่อใชงานจริงนัน้กรณีที่เราสมมุติให 

PDF ของ Xθ มีการกระจายตัวแบบแกมมาดังสมการ 7.2 เมื่อ 1α ≈ เมื่อใชวิธี ML เราจะไดวิธี

ประมาณ γ̂  ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตแตละตัวภายในหนาตางจัตุรัส ( )N k  [9] คือ  

( )
2 2

( )

ˆ

ˆj n

j N k

Mk

y M

γ

σ
∈ +

=
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

 
(7.14) 

เมื่อ M คือจํานวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตแตละหนาตาง ( )N k และหา 2ˆnσ  จากสมการ 5.1 
 

วิธีฟงกชันผกพันกับฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาจากระบบ
เพียรสัน 

 

 ตอไปนี้เราจะประยุกตใช วธิีฟงกชนัผกพนัจากการประมาณ กับ ฟงกชนัความหนาแนน

ความนาจะเปนรวมกอนหนาที่มาจากระบบเพียรสัน คือ จากเวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที ่ 7 

(Pearson Type VII Random Vectors) และ เวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที่ 3 ทั้ง แกมมาสองฝง 

(Two-Sided Gamma Random Vectors) และ Radial Exponential Random Vectors 

ดังตอไปนี้ 
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ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 7 
 

 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมของเวกเตอรสุมเพียรสนัชนิดที ่ 7 (Pearson 

Type VII Random Vectors) เมื่อเขียนกรณีมีความแปรปรวน Xθ  และพารามิเตอรภาวะยอดมน 

m คือ 

( ) ( )

2

| | 1
2 3X

m

X
X

f K
mθ θ

θ

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

X

x
x  

1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8 

( ) ( ) ( )

2

|ln | ln ln 1
2 3X X

X

f K m
mθ θ

θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

X

x
x  

( )( )
( )

|

2

ln | 2
2 3

X X i

i X

f mx
x m

θ θ

θ

∂ −
=

∂ − +

X x

x
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( )
( ) 2

2
2 3

i

X

mxC
m θ

−
=

− +
x

x
 (7.15) 

2) หาฟงกชัน Xθ เมื่อ ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเพยีรสันชนดิที่ 7 กรณี 1-Dimension 

คือ ( )| |
XX Xf xθ θ

( ) ( ) ( )
21 1

1 1 2 3, 2 32 2

m

XX

x
mB m m θθ

−
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟−− − ⎝ ⎠
 โดย ( ) ( )exp

X X Xfθ θ γ γθ= −  

จะพบวา 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

|
ln 1ln | ln ln ln 1

1 12 2 3, 2 32 2
X X

X
X X X

X

xf x f m
mB m m

θ θ
θθ θ

θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟+ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

lnγ γθ+ −  
แกสมการหาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 

( ) ( )|ln | ln
0X XX X X

X

f x fθ θθ θ

θ

⎡ ⎤∂ +⎣ ⎦ =
∂

 

( ) ( )

2 2

2

2 3 1
2 2 0
2 3 2 3X X

m x m x

m m

γ
θ θ

γ γ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ − =

− −
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( )
2 4

2X
b b cxθ − + −

=  

เมื่อ 
( )

( )
( )

2 2
2 3

12 2,
2 3 2 3

m x m x
b c

m m

γ

γ γ

−⎛ ⎞+⎜ ⎟ − −⎝ ⎠= = −
− −
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3) ใชฟงกชนัหดตัว ( )( )*
1 1 1ˆ sgnx y y th

+
= − เมื่อ ( )2

nth Cσ= y  ในการลดสญัญาณรบกวน 

โดยประมาณ m̂ จากหัวขอ 5.2 
 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 3 แบบแกมมาสองฝง 
 

 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมของเวกเตอรสุมแกมมาสองฝง (Two-Sided 

Gamma Random Vectors) เมื่อเขียนในกรณีมีความแปรปรวน Xθ คือ 

( )
1

2
|

3
| exp

2X X
X

f Kθ θ
θ

− ⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
X

x
x x  

1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8 

( ) ( ) ( )
|

ln 3
ln | ln

2 2X X
X

f Kθ θ
θ

= − −X

x x
x  

( )( )|

2

ln | 1 3
22

X X
i

i X

f
x

x
θ θ

θ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

X x

xx
 

ดังนัน้ 

( ) 2

1 3
22

i
X

C x
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
xx

 (7.16) 

2) หาฟงกชนั Xθ เมื่อ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแกมมาสองฝง ในกรณี 1-Dimension 

คือ ( )| |
XX Xf xθ θ =  

4 1
2

1
4

33 exp
22 2 XX

x
x

θπθ

− ⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 และ ( )
X Xfθ θ =  ( )exp Xγ γθ−  จะพบวา 

( ) ( )
( )

1
24

| 1
2

3 ln 3ln | ln ln ln
42 2 2

X X

X
X X X

X

x
f x f xθ θ

θθ θ γ γθ
π θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟+ = − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

แกสมการหาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 

( ) ( )|ln | ln
0X XX X X

X

f x fθ θθ θ

θ

⎡ ⎤∂ +⎣ ⎦ =
∂

 

1
23

2
3

0
4 4

X
X

xθθ
γ γ

+ − =  

ใชวิธีการคารดาโน (ภาคผนวก ข) จะพบวา 

( )2
3 3

X A Bθ = +  

เมื่อ 
2 3 2 3 1, ,

2 4 27 2 4 27 4
c c b c c bA B b

γ
− −

= + + = − + = และ 3
4

x
c

γ
−

=  

3) ใชฟงกชันหดตัว ( )( )*
1 1 1ˆ sgnx y y th

+
= − เมื่อ ( )2

nth Cσ= y  ในการลดสัญญาณรบกวน 
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ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 3 Radial Exponential 
 

 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมของ Radial Exponential Random Vectors 

เมื่อเขียนในกรณีที่สมมุติมคีวามแปรปรวน Xθ  คือ 

( )|

1
| exp

X X
X

d
f Kθ θ

θ

⎛ ⎞− +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
X

x
x  

1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8 

( ) ( )|
1ln | ln

X X
X

df Kθ θ
θ
+

= −X x x  

( )( )|ln | 1X X i

i X

f xd
x

θ θ

θ

∂ +
= −

∂
X x

x
 

ดังนัน้ 

( ) 1 i

X

xdC
θ
+

= −x
x

 (7.17) 

2) หาฟงกชนั Xθ เมื่อ ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวม Radial Exponential กรณี 1 

Dimension ( )| |
XX Xf xθ θ =  1 2exp

2 XX

x
θθ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 โดย ( )
X Xfθ θ =  ( )exp Xγ γθ− ดังนัน้ 

( ) ( )|
ln1 2ln | ln ln ln

22X X

X
X X X

X

f x f xθ θ
θθ θ γ γθ

θ
⎛ ⎞

+ = − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

แกสมการหาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 

( ) ( )|ln | ln
0X XX X X

X

f x fθ θθ θ

θ

⎡ ⎤∂ +⎣ ⎦ =
∂

 

1
23

2 0
2 2

X
X

xθθ
γ γ

+ − =  

ใชวิธีการคารดาโน (ภาคผนวก ข) จะพบวา 

( )2
3 3

X A Bθ = +  

เมื่อ 
2 3 2 3 1, ,

2 4 27 2 4 27 2
c c b c c bA B b

γ
− −

= + + = − + = และ 
2
x

c
γ

−
=  

3) ใชฟงกชันหดตัว ( )( )*
1 1 1ˆ sgnx y y th

+
= − เมื่อ ( )2

nth Cσ= y  ในการลดสัญญาณรบกวน 
 

7.2 วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ือง 
 

 วิธีนีจ้ะพจิารณาให ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนา เปนเวกเตอรสุม

ไมตอเนื่อง (Discrete Random Vectors) จากนัน้จงึพิจารณาประมาณฟงกชันหดตัวและความ

แปรปรวนไปพรอมกัน โดยมีข้ันตอนดังตอไปนี้ 
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พิจารณา ( )fX x แบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง ดังนั้น 

( ) ( ) ( )|

( )

|
X

X

X X

N k

f f Wθ

θ

θ θ
∈

= ∑X xx x  (7.18) 

เมื่อ ( ) ( ) ( )
( )

1 ,
X X

X

X X X
N k

W f Z f
Z θ θ

θ

θ θ θ
∈

= = ∑ โดย ( )
X Xfθ θ เปนฟงกชันความหนาแนนความนาจะ

เปนแกมมาดังสมการ 7.2 ในกรณี 1α ≈  

แทนสมการ 7.18 ในสมการ 7.1 ดังนั้น 

( ) ( )|

( )

ˆ ( ) arg max ln ( ) ln |
X

X

X X

N k

f f Wθ

θ

θ θ
∈

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= − +
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑N x

x
x y y x x  

จาก Jensen’s Inequality 
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X

X

X X

N k

f W f θ

θ

θ θ
∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥≈ − +
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∑N x
x

x y y x x  

จากนั้นหาผลเฉลยของ ˆix  

( ) ( )( )|
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X

X X

N k

i

f W f

x

θ

θ

θ θ
∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ − +
⎢ ⎥⎣ ⎦ =

∂

∑N xy x x

 

เมื่อ ( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

d
n

n

f
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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n
n  ดังนัน้ 
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Xi i
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n iN k

fy x W
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θ

θ

θ
θ
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−
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( )

ln |
X

X

X
i i n X

iN k

f
x y W

x
θ

θ

θ
σ θ

∈

= +
∂∑ x x

 

จากสมการ 7.8 

( ) ( )( )
( )

2

X

i i n X

N k

x y W C
θ

σ θ
∈

= + ∑ x  (7.19) 

จากนั้นแกสมการ 7.19 เพื่อหา ˆix  

 สําหรับการประมาณพารามเิตอรทางสถิติ คือ ความแปรปรวนที่ปราศจากสัญญาณ

รบกวน ˆ
Xθ ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตแตละตัวนัน้คํานวณจาก 

( ) 2 2

( )

ˆ ˆX j n

j N k

k y Mθ σ
∈ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

และคํานวณพารามิเตอร 2ˆ ˆ, nγ σ  จากสมการ 7.14 และ 5.1 ตามลําดับ 

 ตอไปนี้จะประยุกตใช วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง กับการกระจายตัวกอน

หนาแบบเกาสใน 1 มิติกอน เร่ิมจากพิจารณาสมการ 7.19 โดยแทน ( )C x จากสมการ 7.13 จะ

พบวา 
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( )
( )

2

X

X
n

XN k

W
x y x

θ

θ
σ

θ
∈

= − ∑  

ดังนัน้ 

( )
( )

2

ˆ
1

X

X
n

XN k

yx
W

θ

θ
σ

θ
∈

=
+ ∑

 (7.20) 

โดยเราจะไดสมการที่ใชลดสัญญาณรบกวนของ วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง เมื่อ

ประยุกตใชกับการกระจายตัวตนแบบเกาสใน 1 มิติ ดังสมการที ่7.20  
 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่องกับฟงกชันความหนาแนนความนาจะ
เปนกอนหนาจากระบบเพียรสัน 
 

 ตอไปนี้จะพิจารณาวิธีลดสัญญาณรบกวนดวย วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง 

กับฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมจากระบบเพียรสัน คือ จากเวกเตอรสุมเพียรสนัชนดิ

ที่ 7 (Pearson Type VII Random Vectors) และ เวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที่ 3 ทัง้ แกมมาสองฝง 

(Two-Sided Gamma Random Vectors) และ Radial Exponential Random Vectors 

ดังตอไปนี้ 
 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 7 
 

 พิจารณาสมการที่ 7.19 โดยการแทน ( )C x ดวยสมการ 7.15 จะพบวา 
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(7.21) 

กําหนดให 

( ) ( )
( )

2
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1 2
2 3
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X
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XN k

W
K m

mθ

θ
σ

θ∈

⎛ ⎞
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⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑x
x

 

จากการประมาณอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) ที่ไดกลาวไปแลวกอนหนานี ้ ในกรณีที่

สัญญาณรบกวนตํ่าเราสามารถประมาณ ( )K x ไดดวย ( )K y  ดังนัน้สามารถเขียนสมการ 7.21 

โดยกําหนดให 1i = ใหมได ดังนี ้
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ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 3 แบบแกมมาสองฝง 
 

 พิจารณาสมการที่ 7.19 โดยการแทน ( )C x ดวยสมการ 7.16 จะพบวา 
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 (7.22) 

สราง Norm จากสมการ 7.22 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนัน้ 
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∑ y  (7.23) 

จากสมการ 7.23 หาคา r  ดังตอไปนี้ 
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แทนคาสมการ 7.23 ในสมการ 7.22 โดยกําหนดให 1i = ดังนั้น 
( )

1 1ˆ
r

x y+=
y

 

 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 3 Radial Exponential 
 

 พิจารณาสมการที่ 7.19 โดยการแทน ( )C x ดวยสมการ 7.17 จะพบวา 
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สราง Norm จากสมการ 7.24 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนัน้ 
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จากสมการ 7.25 หาคา r  ดังตอไปนี้ 
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แทนคาสมการ 7.25 ในสมการ 7.24 และกําหนดให 1i = ดังนั้น 
( )
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 โดยในหวัขอถดัไปจะประยุกตใชวิธีลดสัญญาณรบกวนดวย วิธฟีงกชันผกพัน และ วิธี

ประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง ทัง้ทีป่ระยุกตใชกับการกระจายตัวแบบเกาสใน 1 มิติ และ

ประยุกตใชกับฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมตัวกอนหนาจากระบบเพียรสัน คือ จาก

เวกเตอรสุมเพยีรสันชนิดที ่ 7 (Pearson Type VII Random Vectors) และ เวกเตอรสุมเพียรสนั

ชนิดที่ 3 ทั้ง แกมมาสองฝง (Two-Sided Gamma Random Vectors) และ Radial Exponential 

Random Vectors 
 

7.3 ผลการทดลอง 
 

 ในบทนี้จะนําเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนโดยการประมาณฟงกชนัหดตัวและพารามเิตอร

ทางสถิติดวยกันใน วิธีฟงกชันผกพัน และ วธิีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง โดย วิธีฟงกชนั

ผกพนั นั้นจะประยุกตใชทัง้แบบที่ไดผลเฉลยจริง คือ เมือ่ประยุกตใชกบั Gaussian PDF หรือ แบบ

ที่ไดจากการประมาณ คือ เมื่อประยุกตใชกับฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมจากระบบ

เพียรสัน คือ จาก Pearson Type VII Random Vectors, Two-Sided Gamma Random Vectors 
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และ Radial Exponential Random Vectors โดยเปรียบเทียบวิธทีี่นาํเสนอในบทน้ีกับวิธีด่ังเดิม ที่

แยกข้ันตอนการหาฟงกชนัหดตัวและประมาณพารามิเตอรทางสถิติออกจากกัน ที่มกีารเสนอไว

แลว คือ LAWMAP และ PearsonShrink, GammaShrink, RadialExpoShrink ที ่dimension = 2 

โดยใชขนาดหนาตาง ( )N k  คือ 7 7×  บนการแปลงเวฟเล็ตแบบ DWT โดยมีผลการทดลองแตละ

ภาพ ดังตารางที ่ 7.1-7.6 และคาเฉลี่ย PSNR ในตารางที ่ 7.7 และตัวอยางภาพท่ีไดดังรูปที่ 7.4-

7.9  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตาราง 7.1 PSNR ของภาพ Lena 

 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 37.74 34.43 31.02 28.95 27.62 26.42 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 37.97 34.35 31.22 29.38 28.17 27.20 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 37.65 34.06 30.94 29.11 27.93 26.90 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 37.64 33.60 30.69 28.75 27.58 26.57 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 37.21 34.18 30.98 29.11 27.88 26.88 

Pearson Type VII Random Vectors 37.39 34.11 30.69 28.70 27.42 26.21 

Two-Sided Gamma Random Vectors 37.53 33.94 30.13 27.94 26.53 25.04 

Radial Exponential Random Vectors 37.43 34.24 30.88 28.94 27.69 26.54 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 37.43 34.38 31.11 29.19 27.90 26.86 

Pearson Type VII Random Vectors 37.90 34.13 30.15 27.73 25.81 24.38 

Two-Sided Gamma Random Vectors 37.26 33.99 30.50 28.47 27.10 25.86 

Radial Exponential Random Vectors 37.26 34.18 30.86 28.90 27.58 26.48 
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(ก) (ข) 

  

(ค) (ง) 

รูปที่ 7.4 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Lena (ข) Lena ทีกําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =  

(ค) วิธี LAWMAP PSNR = 26.42 dB (ง) วิธีฟงกชันผกพันเมื่อประยุกตใชกับ Gaussian PDF PSNR = 26.88 dB 
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ตาราง 7.2 PSNR ของภาพ Boat 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 35.72 32.57 29.19 27.24 25.86 24.94 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 36.19 32.76 29.33 27.47 26.26 25.33 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 35.90 32.48 29.09 27.19 25.98 25.06 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.29 32.37 28.97 27.18 25.86 25.04 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 35.04 32.20 28.96 27.11 25.90 24.99 

Pearson Type VII Random Vectors 35.40 32.29 28.89 26.95 25.62 24.59 

Two-Sided Gamma Random Vectors 35.78 32.37 28.64 26.42 24.99 23.76 

Radial Exponential Random Vectors 35.36 32.32 28.97 27.04 25.78 24.80 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 35.14 32.36 29.16 27.28 26.00 25.04 

Pearson Type VII Random Vectors 36.16 32.59 28.83 26.53 24.82 23.52 

Two-Sided Gamma Random Vectors 35.20 32.20 28.78 26.70 25.33 24.25 

Radial Exponential Random Vectors 35.08 32.24 28.96 27.04 25.71 24.73 
 

  

(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

รูปที่ 7.5 ภาพท่ีไดจาก (ก) Boat (ข) Boat ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = (ค) วิธี PearsonShrink PSNR = 27.47 dB (ง) วิธี

ฟงกชันผกพันเมื่อประยุกตใชกับ Pearson Type VII Random Vectors PSNR = 26.95 dB 
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ตาราง 7.3 PSNR ของภาพ Man 

 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 36.61 32.71 29.15 27.30 26.24 25.05 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 36.95 32.81 29.30 27.57 26.38 25.53 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 36.69 32.49 28.98 27.23 26.08 25.24 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.71 32.32 28.93 27.23 26.01 25.04 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.18 32.27 28.83 27.15 26.00 25.16 

Pearson Type VII Random Vectors 36.36 32.35 28.80 26.96 25.71 24.78 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.61 32.39 28.57 26.51 25.06 23.94 

Radial Exponential Random Vectors 36.42 32.40 28.87 27.09 25.89 25.00 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.29 32.49 29.06 27.30 26.07 25.17 

Pearson Type VII Random Vectors 36.84 32.66 28.77 26.58 24.93 23.66 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.24 32.23 28.63 26.75 25.43 24.44 

Radial Exponential Random Vectors 36.20 32.30 28.82 27.05 25.81 24.91 
 

  

(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

รูปที่ 7.6 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Man (ข) Man ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = (ค) วิธี PearsonShrink PSNR = 27.57 dB  

(ง) วิธีฟงกชันผกพนัเมื่อประยุกตใชกับ Pearson Type VII Random Vectors PSNR = 26.96 dB 
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ตาราง 7.4 PSNR ของภาพ Hill 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 36.02 32.56 29.36 27.71 26.52 25.57 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 36.37 32.66 29.48 27.90 26.90 26.08 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 36.04 32.29 29.13 27.60 26.61 25.75 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.36 32.33 29.23 27.59 26.54 25.53 

วิธีหาฟงกชันผกพัน กับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 35.21 32.04 29.04 27.53 26.53 25.76 

Pearson Type VII Random Vectors 35.49 32.11 28.94 27.26 26.17 25.23 

Two-Sided Gamma Random Vectors 35.88 32.17 28.65 26.75 25.45 24.20 

Radial Exponential Random Vectors 35.43 32.12 29.01 27.40 26.35 25.46 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 35.62 32.39 29.29 27.69 26.61 25.76 

Pearson Type VII Random Vectors 36.31 32.60 28.97 26.83 25.29 23.99 

Two-Sided Gamma Random Vectors 35.56 32.08 28.77 27.07 25.90 24.83 

Radial Exponential Random Vectors 35.40 32.13 29.01 27.41 26.31 25.41 
 

  

(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

รูปที่ 7.7 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Hill (ข) Hill ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =  (ค) วิธี GammaShrink PSNR = 27.60 dB  

(ง) วิธีฟงกชันผกพนัเมื่อประยุกตใชกับ Two-Sided Gamma Random Vectors PSNR = 26.75 dB 
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ตาราง 7.5 PSNR ของภาพ Cameraman 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 36.80 32.33 28.26 26.20 24.78 23.82 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 37.18 32.62 28.44 26.43 25.01 24.10 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 37.00 32.39 28.17 26.24 24.81 23.83 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.95 32.17 27.46 25.22 24.10 23.24 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.62 32.09 27.97 26.09 24.68 23.70 

Pearson Type VII Random Vectors 36.60 32.13 28.04 26.12 24.58 23.53 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.87 32.25 28.03 25.90 24.19 23.04 

Radial Exponential Random Vectors 36.60 32.15 28.09 26.19 24.70 23.69 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.33 32.20 28.00 26.08 24.61 23.62 

Pearson Type VII Random Vectors 36.89 32.26 27.93 25.72 23.96 22.76 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.36 32.03 27.79 25.74 24.19 23.12 

Radial Exponential Random Vectors 36.29 31.98 27.85 25.93 24.45 23.46 
 

  

(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

รูปที่ 7.8 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Cameraman (ข) Cameraman ทีกําลังสัญญาณรบกวน 20nσ = (ค) วิธี RadialExpoShrink 

PSNR = 27.46 dB (ง) วิธีฟงกชันผกพันเมื่อประยุกตใชกับ Radial Exponential Random Vectors PSNR = 28.09 dB 
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ตาราง 7.6 PSNR ของภาพ Montage 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 38.42 33.90 29.67 27.25 25.75 24.43 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 38.70 33.99 30.09 27.72 26.42 25.11 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 38.55 33.82 29.84 27.52 26.06 24.81 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 37.93 32.81 28.90 26.62 25.24 24.18 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 38.34 33.92 29.86 27.44 26.06 24.80 

Pearson Type VII Random Vectors 38.52 33.99 29.73 27.37 25.76 24.45 

Two-Sided Gamma Random Vectors 38.38 33.70 29.26 26.84 25.09 23.68 

Radial Exponential Random Vectors 38.53 34.11 29.89 27.54 26.01 24.72 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 38.62 34.27 30.11 27.65 26.23 24.89 

Pearson Type VII Random Vectors 38.30 33.69 29.35 26.67 24.85 23.31 

Two-Sided Gamma Random Vectors 38.39 33.96 29.64 27.12 25.54 24.13 

Radial Exponential Random Vectors 38.46 34.14 29.94 27.45 25.95 24.63 
 

  

(ก) (ข) 

  
 

รูปที่ 7.9 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Montage (ข) Montage ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = (ค) วิธี PearsonShrink PSNR = 

27.72 dB (ง) วิธีฟงกชันผกพันเมื่อประยุกตใชกับ Pearson Type VII Random Vectors PSNR = 27.37 dB 
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ตารางคา 7.7 คาเฉลี่ย PSNR ของภาพทั้งหมด 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 36.89 33.08 29.44 27.44 26.13 25.04 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 37.23 33.20 29.64 27.75 26.52 25.56 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 36.97 32.92 29.36 27.48 26.25 25.27 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.98 32.60 29.03 27.10 25.89 24.93 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.43 32.78 29.27 27.41 26.18 25.22 

Pearson Type VII Random Vectors 36.63 32.83 29.18 27.23 25.89 24.80 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.84 32.80 28.88 26.73 25.22 23.94 

Radial Exponential Random Vectors 36.63 32.89 29.29 27.37 26.07 25.04 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.57 33.03 29.46 27.53 26.24 25.22 

Pearson Type VII Random Vectors 37.07 32.99 29.00 26.68 24.94 23.60 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.50 32.75 29.02 26.98 25.58 24.44 

Radial Exponential Random Vectors 36.45 32.83 29.24 27.30 25.97 24.94 
 

 จากผลการทดลอง จะสงัเกตเห็นวาประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนของวิธทีี่นาํเสนอ

ในบทนี ้ คือ วิธีหาฟงกชนัหดตัวและประมาณพารามิเตอรทางสถิติไปดวยกัน ดวย วิธีฟงกชนัผก

พัน และ วิธปีระมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง เมื่อประยุกตใชกับ ฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนกอนหนาแบบตางๆ เชน Gaussian PDF ใน 1 มิติ หรือ ฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนรวมกอนหนาจากระบบเพียรสนั คือ จาก Pearson Type VII Random Vectors, Two-

Sided Gamma Random Vectors และ Radial Exponential Random Vectors เมื่อเทียบกับวธิี

ด่ังเดิมทีน่ําเสนอในบทกอนหนานี้ ยังใหประสิทธิภาพที่ตํ่ากวาอยู อันเนื่องมาจากวิธีลดสัญญาณ

รบกวนที่นาํเสนอในบทนี้อยูในรูปประมาณเปนสวนใหญ ดังนั้นจงึจําเปนที่จะตองพัฒนาและวจิัย

วิธีทีน่าํเสนอในบทนี้ตอไปในอนาคตเพื่อปรับปรุงประสิทธิภาพใหดีข้ึน 
 

 

 



บทท่ี 8 
 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 

8.1 บทสรุป 
 

 วิทยานิพนธฉบับนี้ นําเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพเม่ือสมมุติใหสัญญาณรบกวนอยู

ในรูปเกาสสีขาวแบบบวก (Additive White Gaussian Noise, AWGN) โดยใช วิธคีวามเส่ียงแบบ

เบส (Bayes’ Risk) บนปริภูมิเวฟเล็ตและใชฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนที่สรางไดจาก

ระบบเพียรสนั (Pearson System) ในการอธิบายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต 

รวมกับ หลักการความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล (Parent and Child 

Relation) สวนสาเหตุที่เลือก PDF ที่สรางไดจาก Pearson System เพราะ PDF ทีส่รางจากระบบ

นี้สามารถใชสราง PDF ที่ถกูสมมุติใหอธบิายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตอยาง

มากมายในงานวิจยัในอดีต นอกจากนี้เรายังใช วิธีความเส่ียงแบบเบส (Bayes’ Risk) ในการ

ประมาณพารามิเตอรทางสถิติดวย เพื่อใชรวมกับ ฟงกชันหดตัวชนดิหลายตัวแปร (Multivariate 

Shrinkage Function) โดยเราสามารถสรุปวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพทีน่ําเสนอในวทิยานพินธ

ฉบับนี้ ดังตอไปนี้  

1) ใช PDF ที่สรางไดจากระบบเพียรสนัประยุกตใชกับ วิธีความเส่ียงแบบเบส เพือ่ใชสราง

ฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร ซึ่งในวทิยานพินธฉบับนี้ ไดนาํเสนอไว 3 ชนิด ดังตอไปนี ้

PearsonShrink , GammaShrink, และ RadialExpoShrink 

2) เสนอกระบวนการประมาณพารามิเตอรทางสถิติเพื่อใชกับฟงกชนัหดตัวทั้ง 3 ชนิด ดังนี ้

2.1) วิธีประมาณความแปรปรวนในรูปความแปรปรวนทองถิน่ (Local Variance) โดย

นําเสนอไว 2 วิธี ข้ึนกับความแปรปรวนสัญญาณรบกวน ดังนี ้

 - การประมาณความแปรปรวนทองถิน่ในกรณีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า 

 - การประมาณความแปรปรวนทองถิน่ในกรณีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูง  

2.2) วิธีประมาณภาวะยอดมน (Kurtosis) ซึ่งใชกับฟงกชันหดตัวแบบ PearsonShrink 

3) นําเสนอวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพโดยหาฟงกชนัหดตัวและประมาณพารามิเตอรทาง

สถิติดวยกนั 
 

8.2 งานวิจยัตอไปในอนาคต 
 

สําหรับวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพทีน่าํเสนอในวทิยานพินธฉบับนีน้ั้น เปนวิธทีี่ใหคุณภาพของ 
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ภาพที่ไดหลังการลดสัญญาณรบกวนที่ดีกวาหลายวิธทีีน่ําเสนอในอดีต แตอยางไรกต็ามมีบางวธิีที่

ใหประสิทธิภาพที่ใกลเคียงกบัวิธีทีน่าํเสนอใหม เชน วิธ ี BLS-GSM [24] แตวิธีนีก้ใ็ชเวลาในการ

ลดสัญญาณรบกวนภาพนานกวาวธิีทีน่ําเสนออยางชัดเจน เพราะมข้ัีนตอนวธิีที่ซบัซอนซึ่งในทาง

ปฏิบัติแลววิธทีี่ใชเวลาลดสัญญาณรบกวนภาพนานจะไมเหมาะสมในการใชงานจริงมากนัก 

 ดังนัน้ในงานวจิัยตอไปในอนาคตจะมุงเนนพัฒนาวธิีลดสญัญาณรบกวนภาพ ซึง่จะตอง

ยังคงขอดีของวิธีทีว่ทิยานพินธฉบับนี้นาํเสนอไว กลาวคือ เปนวิธทีี่ใหคุณภาพของภาพที่ไดหลัง

การลดสัญญาณรบกวนที่ดีและใชเวลาในการประมวลผลไมมากจนเกนิไป โดยมีแนวทางที่จะ

พัฒนางานวิจยัตอไป ดังตอไปนี้ 
 

1) พัฒนาวธิีประมาณความแปรปรวนทองถิน่ในกรณีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า ที่

นําเสนอในหัวขอ 5.1.1.1 โดยสมมุติให Pearson Type VII PDF เปนการกระจายตัวของ 

Noisy Wavelet Coefficient แทน Laplacian PDF เพราะในความเปนจริงแลวในกรณีที่

ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า Noisy Wavelet Coefficient ควรจะม ี PDF ที่

ใกลเคียงกบั Pearson Type VII PDF ที่ถกูสมมุติใหแทนลักษณะการกระจายตัวของ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน (Noise-Free Wavelet Coefficient) ใน

วิทยานิพนธฉบับนี้มากกวา 

2) ประยุกตใชเวกเตอรสุมคอนทัวรทรงรี (Elliptically Contoured Random Vectors) ในการ

อธิบายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีป่ราศจากสัญญาณรบกวน แทน

การใช เวกเตอรสุมคอนทัวรทรงกลม (Spherically Contoured Random Vectors) ที่ใชใน

วิทยานิพนธฉบับนี ้ ซึ่งเวกเตอรสุมคอนทวัรทรงรีนีน้าจะกํากับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตไดดีกวา

เพราะ มีรูปแบบที่ใกลเคียงกับคอนทวัรฮิสโทแกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต ในฐาน

ขอมูลภาพ Corel ซึ่งเปนฐานขอมูลภาพขนาดใหญ [28] 

3) ทดลองใชฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแบบผสม (Mixture Model Probability 

Density Function) ในการอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตซึ่งนาจะอธิบาย

การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตไดดีข้ึน 
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ภาคผนวก ก 
ความสัมพันธระหวางฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเงื่อนไขในสัญญาณรบกวนแบบบวก 
 

ทฤษฎบีท ถามีเวกเตอรสุม [ ]1 2, , , T
dY Y Y=Y … , [ ]1 2, , , T

dX X X=X … และ [ 1 2,N N=N  

], , T
dN…  ซึ่งมฟีงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวม คือ ( ) ( ),f fX Yx y และ ( )fN n โดยมี

ความสัมพันธระหวางเวกเตอรสุม คือ = +Y X N และ X,N เปนอิสระตอกัน จะพบวาฟงกชัน

ความหนาแนนความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขจะมีความสัมพันธดังนี ้

( ) ( )f f=Y|X Ny | x y - x  
บทพิสจูน 
เมื่อ X,N เปนอิสระตอกัน ดังนัน้ 

( ) ( ) ( ), ,f f f=X N X Nx n x n  
ทําการเปล่ียนตัวแปรจาก n ไป y  เพื่อหา ( ), ,fX Y x y จาก ( ), ,fX N x n ดังนี ้

จากความสัมพันธ = +Y X N  ดังนัน้ 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,T T T
d d dn n n y y y x x x= −… … …  

หาจาโคเบียน (ภาคผนวก ค) ของการเปล่ียนตัวแปรจาก n ไป y   

1 2

11 1

1 2

2 2 2

1 2

1

d

d

d

d d d

nn n
yy y
nn n

y y yJ

n n n
y y y

∂∂ ∂
∂∂ ∂
∂∂ ∂

∂ ∂ ∂= =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

…
…
%

# # #
…

 

ดังนัน้ 

( ) ( ), ,, ,f J f= −X Y X Nx y x y x  
จากสมการ ก.1 

( ) ( ) ( ), ,f f f= −X Y X Nx y x y x  
เทียบกบัสมการกฎของเบส 

( ) ( ) ( ), , |f f f=X Y X Y|Xx y x y x  

ดังนัน้ 

( ) ( )f f=Y|X Ny | x y - x  
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ภาคผนวก ข 
ระเบียบวิธกีารคารดาโน (Cardano’s method) 
 

กําหนดให ฟงกชันกาํลังสาม (Cubic Function) อยูในรูปแบบ ดังตอไปนี้ 

( ) 3 2
4 3 2 1f x c x c x c x c= + + +  

เมื่อ 1 2 3 4 4, , , , 0c c c c R c∈ ≠  
 

นําสัมประสิทธิ์พจนแรกหารตลอดเพื่อปรับสมการใหอยูในรูปแบบใหม ดังนี ้

3 2 0x ax bx c+ + + =   

เมื่อใชวิธีการคารดาโนจะหาคารากที่อยูในรูปจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอนได ดังนี้ [31] 

( ) ( )

3 3

3 3 3 3

3
1 3

2 2 3

aE F
x

aE F j E F

⎧ + −⎪⎪= ⎨
−⎪ + ± + −⎪⎩

 
 

เมื่อ 
2 32,

3 3 27
a ab ap b q c= − = − +  

2 3 2 3

,
2 4 27 2 4 27
q q p q q pE F− −

= + + = − +  

 

 

โดยในหวัขอวทิยานพินธนี้ใชเฉพาะคารากที่เปนจํานวนจริงเทานั้น 
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ภาคผนวก ค 
การแปลงจาโคเบียน (Jacobian Transform) 
 

 

รูป ค.1 การที่ใชในการพิสูจนการแปลงจาโคเบียน 
 

การแปลงจาโคเบียนกรณี 2 ตัวแปร 

 ในกรณีเปลี่ยนโดเมนจาก v w−  ไป x y−  ดังรูป ค.1 โดยตองการรักษาพืน้ที่ใหเทาเดิม 

เราจําเปนตองทราบ ตัวแปลงจาโคเบียน ซึง่ก็คือ อัตราสวนระหวางพื้นที่เกาตอพื้นที่

ใหม ( ) ( )'J A R A R=  ซึ่งสามารถหาคาได ดังตอไปนี้ 

ถา ( ),v x yφ= , ( ),w x yϕ=  

พิจารณาจุด ( ) ( ) ( )( )1 1 1: , , , ,P v w x y x yφ ϕ=  

 ( ) ( ) ( )( )2 2 2: , , , ,P v w x dx y x dx yφ ϕ= + +  

 ( ) ( ) ( )( )3 3 3: , , , ,P v w x y dy x y dyφ ϕ= + +  

พิจารณาจุด 2P  

พิจารณาฟงกชัน ( ) ( ), , ,x dx y x dx yφ ϕ+ + ดวยอนกุรม Taylor รอบจุด x  ดังนั้น 

( ) ( ) ( ),
, ,

x y
x dx y x y dx

x
φ

φ φ
∂

+ ≈ +
∂

 

( ) ( ) ( ),
, ,

x y
x dx y x y dx

x
ϕ

ϕ ϕ
∂

+ ≈ +
∂

 

พิจารณาจุด 3P  

พิจารณาฟงกชัน ( ) ( ), , ,x y dy x y dyφ ϕ+ + ดวยอนกุรม Taylor รอบจุด y ดังนัน้ 

( ) ( ) ( ),
, ,

x y
x y dy x y dy

y
φ

φ φ
∂

+ ≈ +
∂

 

( ) ( ) ( ),
, ,

x y
x y dy x y dy

y
ϕ

ϕ ϕ
∂

+ ≈ +
∂

 

ดังนัน้สามารถเขียนจุด 2P และ 3P ใหมไดวา 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

, ,
: , , , ,

x y x y
P v w x y dx x y dx

x x
φ ϕ

φ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

, ,
: , , , ,

x y x y
P v w x y dy x y dy

y y
φ ϕ

φ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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สรางเวกเตอร 1v จากจุด 1P ไป 2P  

( ) ( ), ,
,

T
x y x y

dx dx
x x

φ ϕ⎡ ⎤∂ ∂
= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

1v  

สรางเวกเตอร 2v จากจุด 1P ไป 3P  

( ) ( )
2

, ,
,

T
x y x y

dy dy
y y

φ ϕ⎡ ⎤∂ ∂
= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

v  

หาพื้นที่ ( )A R  โดยใชวิธีเวกเตอร 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

, , , ,

x y x y x y x y
dx dx

x x x xA R dxdy
x y x y x y x y

dy dy
y y y y

φ ϕ φ ϕ

φ ϕ φ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= × = =
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

1 2v v  

เราทราบวาพืน้ที ่ ( )'A R dxdy=  

จาโคเบียน (Jacobian) คือ อัตราสวนระหวางพืน้ที่เกา ( )A R  และใหม ( )'A R  ดังนี ้

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,'

x y x yv w
A R x x x xJ

v w x y x yA R
y y y y

φ ϕ

φ ϕ

∂ ∂∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 

 ประยุกตการแปลงจาโคเบยีนกับ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (PDF) เพราะ

โอกาสความนาจะเปน (อินทิเกรตพืน้ทีก่ราฟ) จะตองเทากนัเสมอไมวาโดเมนใดๆก็ตาม สําหรับ

กรณีที่เปลี่ยนโดเมนจาก v w−  ไป x y−  จะพบวา 

( ) ( ) ( )( ), ,
'

, , , ,V W V W
R R

f v w dvdw f x y x y dxdyφ ϕ≠∫∫ ∫∫  

เพราะ dvdw dxdy≠ แต dvdw J dxdy= ดังนั้น 

( ) ( ) ( )( ), ,
'

, , , ,V W V W
R R

f v w dvdw J f x y x y dxdyφ ϕ=∫∫ ∫∫  

ดังนัน้ PDF ( ), ,X Yf x y เมือ่พิจารณาจาก PDF ( ), ,V Wf v w  คือ 

( ) ( ) ( )( ), ,, , , ,X Y V Wf x y J f x y x yφ ϕ=  

การแปลงจาโคเบียนกรณี d – Dimension  

 เมื่อตองการเปล่ียนโดเมน 1 2, , ds s s… ไป 1 2, , , dx x x…  เมื่อ ( )1 1 1 2, , , ,ds h x x x= … และ 

( )2 2 1 2, , , ,ds h x x x= …  ( )1 2, , ,d d ds h x x x= …  จะไดวา 

1 2 1 2

1 11 1 1 1

1 2 1 2

2 2 2 22 2

1 2 1 2

d d

d d

d d

d d d dd d

s hs s h h
x xx x x x
s hs s h h

x x x xx xJ

s s h hs h
x x x xx x

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

… …
… …
% %

# # # ## #
… …
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ดังนัน้ PDF ของ ( )fX x เมื่อพิจารณาจาก ( )fS s  คือ 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,d d d df x J f h x x x h x x x h x x x=X S … … … …  
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ภาคผนวก ง 
Generalized Incomplete Gamma Function 
 

สําหรับ Generalized Incomplete Gamma Function ในวิทยานพินธฉบับนี้จะใชวิธีที่

นําเสนอและแนวทางในการคํานวณโดยงานวิจัยที่ [33] กลาวคือ กาํหนดให ฟงกชันพิเศษชนดินี้

อยูในรูป  

1( , ; ) exp
x

bx b t t dt
t

αα
∞

− ⎛ ⎞Γ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

เมื่อกําหนดให { }, 3 / 2, 1 / 2α = − −… และ , 0x b > ซึ่งมีความสัมพนัธเวียนบังเกิด คือ 

( ) ( )1( 1, ; ) 1, ; , ;x b x b x b
b

α α α α⎡Γ − = Γ + − Γ⎣ exp .bx x
x

α ⎤⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎥
⎝ ⎠⎦

 

เมื่อ 

( ) ( )1/ 2, ; 0.5 expx b xπΓ = − ( ) ,A B+  ( )1/ 2, ;x bΓ − = ( )0.5 / expb xπ − ( )A B−  
 

ในกรณีที ่ 2x b≥ , ( )exp /A b x= − ( )/erfcx x b x−  

              2x b< , A = ( ) ( )exp 2 /x b erfc x b x− −  

และใช ( ) ( )exp / /B b x erfcx x b x= − + กับทั้งสองกรณี 
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ภาคผนวก จ 
การประมาณพารามิเตอรภาวะยอดมน (Kurtosis) 
 

จากฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแบบเพยีรสันชนิดที่ 7 
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เมื่อ N  คือ จํานวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในแตละระดับการแปลงยอย (Subband) 
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ทําใหปญหาในการประมาณคา m  ลดรูปเปนสมการ จ.1 กําหนดให ( )g m  มีคาเทากับคาทาง 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
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สัญญาณรบกวนภาพ (Image Denoising) ในปริภูมิเวฟเล็ต 
 

บทความที่ไดรับการตีพิมพในวารสารวิชาการ 
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