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number of data covered by the convex hull formed by the independence points.  In this way, 
the utilization of the constructed confidence band is optimized with respect to the data set. 
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บทนํา 

 

1.1 ความเป็นมาและความสําคญัของปัญหา 

 ในการวิเคราะห์ทางสถิติเก่ียวกบัตวัแบบการถดถอยเชิงเสน้ ส่ิงสาํคญัอยา่งหน่ึงท่ีตอ้งการ

ทราบคือ ความสัมพนัธ์ระหว่างตวัแปรตามกบัตวัแปรอิสระ ซ่ึงมกันาํเสนอออกมาเป็นสมการทาง

คณิตศาสตร์หรือตวัแบบการถดถอยเพื่อนาํมาพยากรณ์ค่าของตวัแปรตามในกรณีท่ีทราบค่าของตวั

แปรอิสระ แต่อยา่งไรก็ตามตวัแบบการถดถอยท่ีใชพ้ยากรณ์น้ียงัไม่ใช่ตวัแบบการถดถอยท่ีแทจ้ริง

สาํหรับขอ้มูล ทาํให้ในบางคร้ังเราสนใจอยากทราบว่าตวัแบบท่ีแทจ้ริงซ่ึงไม่ทราบค่า มีการวางตวั

หรือมีพิสัยอยูท่ี่ใด วิธีท่ีสามารถใชห้าพิสัยดงักล่าวไดก้็คือ การสร้างแถบความเช่ือมัน่ (Confidence 

bands) ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือใช้บอกพิสัยท่ีเป็นไปได้ของตวัแบบท่ีแทจ้ริง และนําเสนอผลลพัธ์การ

วิเคราะห์ออกมาในเชิงกราฟิก โดยแรกเร่ิมการศึกษาเก่ียวกบัแถบความเช่ือมัน่จะศึกษาเพ่ือใช้

สาํหรับตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นอย่างง่าย ซ่ึงมีอยู่ 3 ประเภท ท่ีไดรั้บการยอมรับมากท่ีสุด คือ 

แถบความเช่ือมัน่ไฮเพอร์โบลิกของ Working และ Hotelling (1929)  แถบความเช่ือมัน่สามส่วน

ของ Gafarian (1964)  และแถบความเช่ือมัน่สองส่วนของ Graybill และ Bowden (1967)  ต่อมาได้

ขยายแนวคิดเพื่อนาํไปใชก้บัตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุ โดยแถบความเช่ือมัน่ท่ีเป็นท่ีรู้จกักนั

มากท่ีสุดคือ แถบความเช่ือมัน่ไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé (1953)  ซ่ึงพฒันามาจากแถบความ

เช่ือมัน่ไฮเพอร์โบลิกของ Working และ Hotelling  แต่เน่ืองจากแถบความเช่ือมัน่ดงักล่าวมีลกัษณะ

เป็นส่วนโคง้ ทาํใหเ้กิดความซบัซอ้นในการประยกุตใ์ชง้าน เป็นสาเหตุให้มีผูคิ้ดคน้วิธีใหม่ข้ึนมา

คือ การสร้างแถบความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระของ Hayter, Kiatsupaibul, Liu และ Wynn (2010)  

ซ่ึงพฒันามาจากแถบความเช่ือมัน่สามส่วนของ Gafarian โดยแถบความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระจะมี

ลกัษณะของพ้ืนผวิเป็นเชิงเสน้เป็นช่วง (Piecewise Linear) ทาํใหง่้ายและยดืหยุน่ต่อการประยกุตใ์ช้

งานมากกว่าแถบความเช่ือมัน่ไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé  กระบวนการท่ีสําคญัของการสร้างแถบ

ความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระคือ การเลือกใชจุ้ดอิสระซ่ึงไม่ไดมี้เพียงแบบเดียว ก่อให้เกิดลกัษณะ

ทางกายภาพของแถบความเช่ือมัน่ท่ีแตกต่างกัน ในงานวิจยัน้ีจึงตอ้งการคาํนวณหาจุดอิสระท่ี
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เหมาะสมท่ีสุดเพื่อนาํไปสร้างแถบความเช่ือมัน่สาํหรับตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุเม่ือมีจาํนวน

ตวัแปรอิสระเท่ากบั 2 ตวั ( 2)k  อนัเป็นขั้นมูลฐานท่ีสุดสาํหรับตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุ 

โดยเกณฑก์ารตดัสินใจคือ เลือกใชจุ้ดอิสระท่ีทาํให้บริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระสามารถคลุมจุด

ขอ้มูลไดม้ากท่ีสุด เพื่อประโยชน์ต่อการวิเคราะห์ขอ้มูลทางสถิติไดสู้งท่ีสุด  

 ในงานวิจยัน้ีไดเ้ช่ือมโยงพื้นฐานในเร่ืองการประมาณ เพื่อนาํไปสู่การสร้างแถบความ

เช่ือมัน่ประเภทต่างๆ สาํหรับตวัแบบการถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่ายและตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุ 

พร้อมทั้งแสดงตวัอยา่งและชุดคาํสั่งของโปรแกรม R เพื่อใชเ้ปรียบเทียบแถบความเช่ือมัน่ประเภท

ต่างๆ ในเชิงกราฟิกไวด้ว้ย 

 

1.2 วตัถุประสงค์ของการวจัิย 

1. เพ่ือศึกษาผลกระทบของมุมท่ีหมุนไปของจุดท่ีมีระยะห่างเท่ากนัท่ีมีต่อการคลุมจุดขอ้มูล

ภายในบริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระ 

2. เพื่อหาจุดอิสระท่ีเหมาะสมท่ีสุดในการสร้างแถบความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระโดยใชเ้กณฑ์

บริเวณคอนเวกซ์ 

3. เพ่ือเปรียบเทียบผลลพัธ์ในเชิงกราฟิกของแถบความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระกบัแถบความ

เช่ือมัน่ของ Scheffé 

 

1.3 ขอบเขตของการวจัิย 

1. จาํนวนตวัแปรอิสระท่ีนาํมาศึกษาในท่ีน้ีคือ 2 ตวัแปร ( 2)k  

2. ขนาดตวัอยา่ง ( )n  ในการจาํลองขอ้มูลจากตวัแบบ คือ 50,100  และขอ้มูลจากการนาํเขา้ 

3. ในการจาํลองขอ้มูล ตวัแปรอิสระ 1 2,x x  และความคลาดเคล่ือน e  มีการแจกแจงปกติ 

(0,100), (0,100)     และ (0, 49)    ตามลาํดบั โดยตวัแปรอิสระ 1 2,x x  ตอ้งไม่มี

ความสัมพัน ธ์กันอย่ า งสมบูรณ์และสัมประ สิท ธ์ิการถดถอยของตัวแบบ  คื อ 

0 1 2 1        
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1.4 ข้อตกลงเบือ้งต้น 

สญัลกัษณ์ท่ีใชใ้นงานวิจยัน้ีคือ 

- ตวัอกัษรพิมพใ์หญ่และเขม้   เช่น   X   หมายถึง   เมทริกซ์ 

- ตวัอกัษรพิมพเ์ลก็และเขม้   เช่น    x    หมายถึง   เวกเตอร์ 

- ตวัอกัษรพิมพใ์หญ่และไม่เขม้ เช่น   X   หมายถึง   ค่าในเมทริกซ์ 

- ตวัอกัษรพิมพเ์ลก็และไม่เขม้    เช่น    x    หมายถึง   ตวัแปร  

 

1.5 ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 

1. เพื่อเป็นแนวทางในการตดัสินใจว่าควรเลือกใชมุ้มใดในการหมุนจุดท่ีมีระยะห่างเท่ากนั 

เพื่อสร้างจุดอิสระท่ีเหมาะสมภายใตส้ถานการณ์ต่างๆ 

2. เพื่อเป็นแนวทางในการศึกษาเปรียบเทียบหรือพฒันาวิธีการสร้างแถบความเช่ือมัน่ในกรณี

ท่ีมีจาํนวนตวัแปรอิสระมากข้ึน 

3. เพื่อเป็นแนวทางในการศึกษาเปรียบเทียบเกณฑท์างสถิติอ่ืนๆ ท่ีเก่ียวขอ้งต่อไป 



บททีÉ 2 

ทฤษฎีทีÉเกีÉยวข้องกบังานวจัิย

 ในบทนีÊจะกล่าวถึงแนวคิดและทฤษฎีทีÉเกีÉยวขอ้งกบังานวิจยั ซึÉ งประกอบดว้ย 3 ส่วน คือ 
2.1 การวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้น 2.2 แถบความเชืÉอมัÉนสําหรับตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นอย่าง
ง่าย และ 2.3 แถบความเชืÉอมัÉนสาํหรับตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุ

2.1 การวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้น

2.1.1 ตัวแบบการถดถอยเชิงเส้น (Linear regression models) 

การวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นคือเครืÉองมือทีÉใชป้ระเมินถึงความสัมพนัธ์ระหว่างตวัแปร
ซึÉ งจะแยกออกเป็น 2 ลกัษณะ คือ ตวัแปรตาม y  และตวัแปรอิสระ 1 , , kx x  โดยสามารถเขียน
สมการความสัมพนัธ์ไดเ้ป็น 

0 1 1 k ky x x e  (2.1) 
เมืÉอ 0 , , k เป็นพารามิเตอร์ทีÉไม่ทราบค่าจริง เรียกว่าสัมประสิทธิÍ การถดถอย (Regression 
coefficients) และ e คือความคลาดเคลืÉอนจากการสังเกตทีÉสมมติว่ามีการแจกแจงปกติทีÉมีค่าเฉลีÉย
เท่ากบั 0 และมีความแปรปรวนเท่ากบั 2 0

 ในกรณีสุ่มตวัอยา่งขนาดเท่ากบั n  มาทาํการศึกษา สมการ (2.1) จะเป็น 

0 1 1 1, 2, ,j j k k j jy x x e j n

เมืÉอ i jx  หมายถึง ตัวแปรอิสระตัวทีÉ i ของข้อมูลค่าสังเกตทีÉ j เมืÉอ 1, ,i k  และ 
1, 2, ,j n ในทาํนองเดียวกนั jy  หมายถึง ตวัแปรตามของขอ้มูลค่าสังเกตทีÉ j ในกรณีทัÉวไป

สามารถเขียนสมการการถดถอยดงักล่าวในรูปเมทริกซ์ไดเ้ป็น 
y X e (2.2) 

เมืÉอ 1 2 1, , , ) , ( , , , )n ky y yy X 1 x x  โดย 1( , , )i i i nx xx  และ  1  คือเวกเตอร์
แนวตัÊง (Column vector) ขนาดเท่ากบั n ทีÉทุกสมาชิกมีค่าเป็น 1 และ X  คือเมทริกซ์ของตวัแปร
อิสระหรือ Design matrix เมืÉอเวกเตอร์สัมประสิทธิÍ การถดถอยและเวกเตอร์ความคลาดเคลืÉอนคือ 
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0 1( , , , )k  และ 1 2( , , , )ne e ee  ตามลาํดบั ในงานวิจยันีÊ จะสมมติให ้X มีค่า
ลาํดบัชัÊนของสดมภเ์ตม็รูปเสมอเพืÉอความสะดวกในการประมาณค่าพารามิเตอร์

2.1.2 การประมาณค่าพารามิเตอร์ (Parameter estimation) 

 สมการ (2.2) คือ รูปแบบทัÉวไปของตัวแบบเชิงเส้น และสามารถอธิบายแนวโน้มของ
เวกเตอร์ตัวแปรตาม  y  ด้วย เ วกเตอ ร์การประมาณ  ŷ  จากสมการ  ˆŷ X  ได้  เ มืÉ อ 

0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , )k  เ ป็ น ตั ว ป ร ะ ม า ณข อ ง   แ ล ะ  1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , , )ny y yy  โ ด ย เ รี ย ก 

0 1 1
ˆ ˆ ˆˆ j j k k jy x x เมืÉอ 1, 2, ,j n ว่าค่าพยากรณ์ (Predicted value) และเรียก 

ˆ ˆj j je y y ว่าส่วนตกคา้ง (Residual) โดยการประมาณค่าพารามิเตอร์ของตวัแบบเชิงเส้นใน
งานวิจยันีÊ จะใชว้ิธีกาํลงัสองของส่วนตกคา้งนอ้ยทีÉสุด (Least square residual method) กล่าวคือเป็น
การหาค่าประมาณทีÉทาํให้  2 2

1 1

ˆ ˆ( )
n n

j j j
j j

e y y มีค่าตํÉาทีÉสุด ดงันีÊ

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) f ( )e e y y y y y X y X  (2.3) 
เมืÉอ 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , )ne e ee และเวกเตอร์การประมาณอยู่ในรูป ŷ X  โดยวิธีนีÊ เราตอ้งเลือกค่า 
ทีÉทาํให ้ f ( ) มีค่านอ้ยทีÉสุด จากการใชค่้าเชิงอนุพนัธ์รวมกบัสมการ (2.3) จะได้

ˆ

f ( ) ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ) ( )
set

y X X X y X X y X 0

กล่าวคือ  
ˆX X X y

เรียกสมการนีÊ ว่า สมการปกติ (Normal equation) สาํหรับค่า ˆ

เนืÉองจากเมทริกซ์ X มีค่าลาํดบัชัÊนของสดมภ์เต็มรูป ทาํให้สามารถหาค่า 1( )X X  ได ้
ดงันัÊนจากสมการปกติ เวกเตอร์การประมาณสัมประสิทธิÍ การถดถอยจึงเป็น

1ˆ )X X X y  (2.4) 
จาก ˆŷ X  และ ˆ  ของสมการ (2.4) ทาํใหค้วามสัมพนัธ์ระหว่างเวกเตอร์ y กบั ŷ  คือ 

1ˆˆ )y X X X X X y Hy

เรียก 1)H X X X X ว่า Hat matrix เพราะเมทริกซ์นีÊ ทาํหนา้ทีÉเปลีÉยนเวกเตอร์ y ไปสู่ ŷ และ
ความสัมพนัธ์ระหว่างเวกเตอร์ y กบั ê  คือ 

ˆ ˆ ( )e y y I H y
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ส่วนการประมาณค่าความแปรปรวน 2  สามารถคาํนวณไดจ้าก 
2 ˆ ˆ ˆ ˆSSE ( ) ( )ˆ

1 1 1n k n k n k
e e y y y y

 2.1.3 ช่วงความเชืÉอมัÉนและการพยากรณ์ (Confidence and prediction intervals) 

ช่วงความเชืÉอมัÉนอาจพิจารณาเป็นการประมาณค่าเฉลีÉยของตวัแปรตามตามตวัแบบ (2.1) 
ซึÉ งกาํหนดโดยเวกเตอร์ของตวัแปรอิสระ 11, , , kx xx  โดยค่าเฉลีÉยของตวัแปรตามในทีÉนีÊ คือ 
x  และสามารถประมาณไดด้ว้ย ˆx เนืÉองจาก

ˆ( )x   ~  2 1( )x X X x

เพราะวา่ ˆ  และ ˆ เป็นอิสระต่อกนั ทาํให้

1

ˆ( )
ˆ ( )
x
x XX x

  ~  1n kt

ดงันัÊนช่วงความเชืÉอมัÉน (1 )100% สาํหรับ x  คือ 
1

1 , 1
2

ˆ ˆP ( ) 1
n k

tx x x XX x

เมืÉอ 
1 , 1
2
n k

t คือ ตวัสถิติทดสอบทีÉมีการแจกแจง t ซึÉ งมีพืÊนทีÉทางดา้นซา้ยมือเท่ากบั 1
2

 ดว้ย

องศาความเป็นอิสระ 1n k

ในบางครัÊ งเราอาจสนใจพยากรณ์ค่าของตัวแปรตามในอนาคต fy ซึÉ งกําหนดโดย
เวกเตอร์ของตัวแปรอิสระ  11, , , kx xx เมืÉอ f fy ex  และ  fe  คือความคลาด
เคลืÉอนทีÉเกีÉยวเนืÉองกบั fy  ตามตวัแบบ (2.1) เนืÉองจาก

ˆ ˆ( )f fy ex x   ~  2 2 1( )x X X x

เพราะวา่ fe  ~ 2(0, )  และ ˆ เป็นอิสระต่อกนั ทาํให้

1

ˆ

ˆ 1 ( )
fy x

+ x X X x
  ~  1n kt

ดงันัÊนช่วงการพยากรณ ์ (1 )100% สาํหรับ fy  คือ 
1

1 , 1
2

ˆ ˆP 1 ( ) 1f n k
y tx + x XX x
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2.2 แถบความเชืÉอมัÉนสําหรับตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นอย่างง่าย
 (Confidence bands for simple linear regression model) 

2.2.1 แนวคดิการหาแถบความเชืÉอมัÉน

สิÉงสําคญัอย่างหนึÉงในการอนุมานการวิเคราะห์การถดถอย คือการประเมินถึงตวัแบบทีÉ
แทจ้ริง x ทีÉไม่ทราบค่า ว่ามีพิสัยอยู่ทีÉใด วิธีทีÉจะใหข้อ้มูลเกีÉยวกบัพิสัยดงักล่าว คือการสร้างแถบ
ความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง (Simultaneous confidence bands) ซึÉ งเป็นเครืÉองมือทีÉใชบ้อกถึงพิสัยทีÉ
เป็นไปได้ของตัวแบบทีÉแท้จริง x กล่าวคือ หากมีตัวแบบการถดถอยอืÉนใด *x วางตัวอยู่
ภายในแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง จะถือว่าตวัแบบนัÊนมีโอกาสเป็นตวัแบบทีÉแทจ้ริง ในทาง
กลบักนัหากตวัแบบ *x ไม่สามารถวางตวัอยู่ภายในแถบความเชืÉอมัÉนไดอ้ย่างสมบูรณ์ จะถือว่า
ตวัแบบนัÊนไมมี่โอกาสเป็นตวัแบบทีÉแทจ้ริง

ในส่วนนีÊจะพิจารณาถึงตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นอย่างง่าย ซึÉ งมีตวัแปรอิสระ 1x  ในตวั
แบบเพียงตวัเดียวเท่านัÊน โดยจะแทนตวัแปรอิสระ 1x  ดว้ย x  และให้ 1 2n k n  แทนดว้ย 

 โดยกาํหนดให้ 2
0 1
ˆ ˆ( , )v c d Var c d

2.2.2 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิก (Hyperbolic confidence bands) 

2.2.2.1 แถบแบบสองด้าน (Two-sided band) 

แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้นบนช่วง ( , )x a b  มีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1
ˆ ˆ ˆ (1, ) ( , )x x c v x x a b

เมืÉอ c คือค่าคงทีÉวิกฤตทีÉตอ้งเลือกเพืÉอให้ระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองมีค่าเท่ากบั 1
โดย Working และ Hotelling (1929) ไดน้าํเสนอแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกในกรณีเฉพาะ 
( , ) ( , )a b  และเรียกกรณีเฉพาะนีÊวา่แถบความเชืÉอมัÉนแบบ Working & Hotelling 

รูปร่างของแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.1 โดยศูนยก์ลาง
ของแถบความเชืÉอมัÉนทีÉ x  คือ 0 1

ˆ ˆ x ขณะทีÉความกวา้งของแถบความเชืÉอม ัÉนเป็น ˆ2 (1, )c v x

โดยความกวา้งจะนอ้ยทีÉสุดทีÉ x x  และจะค่อยๆ เพิÉมขึÊนเมืÉอ x อยู่ห่างจาก x  ออกไปทางดา้นใด
ดา้นหนึÉง 
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ภาพทีÉ 2.1 รูปร่างของแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น

การกาํหนดค่าคงทีÉวิกฤต c ตอ้งสอดคลอ้งกบัระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง คือ 
2 22 2( ) 2

20

21 1 1 1
sin ( 2)

c c d  (2.5)

เมืÉอมุม  สามารถคาํนวณไดจ้าก 
1 1cos 1, ( ) (1, ) (1, )a v a v b
b

XX  (2.6) 

เมืÉอ cos คือสมัประสิทธิÍ สหสัมพนัธ์ (Correlation coefficient) ระหวา่ง 0 1
ˆ ˆ a  และ 0 1

ˆ ˆ b

 สําหรับกรณีเฉพาะ  ( , ) ( , )a b ค่าคงทีÉ วิกฤตจะเป็น 1 , 2,2c f เมืÉอ 

1 , 2,f คือตวัสถิติทดสอบทีÉมีการแจกแจง F ซึÉ งมีพืÊนทีÉทางดา้นซ้ายมือเท่ากบั 1  ดว้ยองศา
ความเป็นอิสระ 2 และ  ตามลาํดบั 

ตัวอย่างทีÉ 2.1 การศึกษาการถดถอยระหว่างความดนัโลหิตสูงสุด ( )y (หน่วย: mm Hg) ทีÉมีต่ออายุ 
( )x (หน่วย: ปี) ของกลุ่มผูช้ายจาํนวน 40 คน มีขอ้มลูดงัแสดงในตารางทีÉ 2.2  

ตารางทีÉ 2.1 การประมาณตวัแบบการถดถอยจากขอ้มูลในตารางทีÉ 2.2 
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ตารางทีÉ 2.2 ขอ้มูลของ Kleinbaum et al. (1998, หนา้ 192) 
คนทีÉ อาย ุ(ปี) ความดนัโลหิต (mm Hg) คนทีÉ อายุ (ปี) ความดนัโลหิต (mm Hg)
i x y i x y
1 41 158 21 38 150
2 60 185 22 52 156
3 41 152 23 41 134
4 47 159 24 18 134
5 66 176 25 51 174
6 47 156 26 55 174
7 68 184 27 65 158
8 43 138 28 33 144
9 68 172 29 23 139
10 57 168 30 70 180
11 65 176 31 56 165
12 57 164 32 62 172
13 61 154 33 51 160
14 36 124 34 48 157
15 44 142 35 59 170
16 50 144 36 40 153
17 47 149 37 35 148
18 19 128 38 33 140
19 22 130 39 26 132
20 21 138 40 61 169

 จากผลการวิเคราะห์ในตารางทีÉ 2.1 เส้นการพยากรณ์ คือ ˆ 110.039 0.961y x  ดงัภาพ
ทีÉ 2.2 โดยอายเุฉลีÉย คือ 46.925x  อายุนอ้ยทีÉสุดเท่ากบั 18  และอายุมากทีÉสุดเท่ากบั 70

ในตวัอยา่งนีÊจะใชแ้ถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น เพืÉอบอกพิสัยทีÉเป็นไปได้
ของ เส้นการถดถอยทีÉ แท้จ ริง  ทําให้ต้องสร้ างแถบความเ ชืÉ อมัÉนแบบต่อเ นืÉ อ งบนช่วง 

(18, 70) ( , )x a b เมืÉอมุม  คาํนวณไดจ้ากสมการ (2.6) จะได ้ 2.105 ดงันัÊนสําหรับ 
0.05 ค่าคงทีÉวิกฤต c ของแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้นบนช่วง (18, 70)  จาก

สมการ (2.5) คือ 2.514c
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ภาพทีÉ 2.2 จุดขอ้มลูและเสน้การพยากรณ์จากขอ้มูลในตารางทีÉ 2.2 

แต่สําหรับแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉ องบนช่วง ( , )x ค่าคงทีÉ วิกฤต  คือ 

0.95, 2, 382 2.547c f โดยแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกบนช่วง (18, 70)  และ ( , )

สามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.3 

ภาพทีÉ 2.3 แถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองบนช่วง (18, 70)  และ ( , )

 จากภาพทีÉ 2.3 แถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองบนช่วง (18, 70)  และ ( , )  คือ เส้นโคง้
และเส้นประตามลาํดบั ทีÉเกือบทบักนัสนิท และหากพิจารณาในแง่ความกวา้ง แถบความเชืÉอมัÉน
แบบต่อเนืÉองบนช่วง ( , ) จะกวา้งมากกว่าแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองบนช่วง (18, 70)  โดย
ภาพทีÉ 2.3 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งัตารางทีÉ 2.3 
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ตารางทีÉ 2.3 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น

2.2.2.2 แถบแบบด้านเดยีว (One-sided band) 

แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งล่าง (Lower) แบบดา้นเดียวมีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1
ˆ ˆ ˆ (1, ) ( , )x x c v x x a b

ขณะทีÉแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งบน (Upper) แบบดา้นเดียวมีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1
ˆ ˆ ˆ (1, ) ( , )x x c v x x a b

เมืÉอค่าคงทีÉ วิกฤต c ทีÉทาํให้ระดับแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งบนมีค่าเท่ากับ 1  จะ
เหมือนกบัค่าคงทีÉวิกฤตทีÉทาํให้ระดบัแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งล่างมีค่าเท่ากบั 1  ดว้ย 

การกาํหนดค่าคงทีÉ วิกฤต c  สําหรับแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบด้านเดียวตอ้ง
สอดคลอ้งกบัระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง คือ 

2
2

1, 2,
11 ( )

2 2 2 2
cF c F  (2.7) 

เมืÉอ ,nF คือฟังก์ชนัการแจกแจงสะสม F  ดว้ยองศาความเป็นอิสระ n  และ  ตามลาํดบั  
 สาํหรับกรณีเฉพาะ ( , ) ( , )a b ค่าคงทีÉวิกฤต c ตอ้งสอดคลอ้งกบัระดบัแถบความ
เชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง คือ

2
2

1, 2,
1 11 ( )
2 2 2

cF c F
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ตัวอย่างทีÉ 2.2 จากขอ้มูลในตวัอย่างทีÉ 2.1 สมมติตอ้งการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบ
ต่อเนืÉองขา้งบนดา้นเดียว 95% บนช่วง (18 ,70) จากตวัอย่างทีÉ 2.1 ทราบว่า 2.105 ดงันัÊน
ค่าคงทีÉวิกฤต c ของแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบต่อเนืÉองขา้งบนดา้นเดียวบนช่วง (18, 70)
จากสมการ (2.7) คือ 2.213c ส่วนแถบความเชืÉอม ัÉนแบบต่อเนืÉองข้างบนด้านเดียวบนช่วง 
( , ) ค่าคงทีÉวิกฤต คือ 2.350c แถบความเชืÉอมัÉนดงักล่าวสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.4 

ภาพทีÉ 2.4 แถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองขา้งบนดา้นเดียวบนช่วง (18, 70)  และ ( , )

จากภาพทีÉ 2.4 แถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองขา้งบนดา้นเดียวบนช่วง ( , ) จะเป็นเส้นประทีÉอยู่
สูงกว่าแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองขา้งบนดา้นเดียวบนช่วง (18, 70) ทีÉเป็นเส้นโคง้ โดยภาพทีÉ
2.4 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งัตารางทีÉ 2.4  

ตารางทีÉ 2.4 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบดา้นเดียว
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2.2.3 แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วน (Three-segment confidence bands) 

2.2.3.1 แถบแบบสองด้าน (Two-sided band) 

 แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนแบบสองดา้นมีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1 3
ˆ ˆ ˆ ( , )x x H x x a b

โดย 3 1 2
1( ) ( ) (1, ) ( ) (1, ) , ( , )H x x a c v b b x c v a x a b
b a

เมืÉอ 1c  และ 2c  คือ

ค่าคงทีÉวิกฤตทีÉตอ้งเลือกเพืÉอให้ระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองมีค่าเท่ากบั 1 รูปร่างของ
แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.5 โดยส่วนบนและส่วนล่างมีลกัษณะเป็น
ส่วนของเส้นตรงบนช่วง ( , )x a b ขณะทีÉความกวา้งของแถบความเชืÉอมัÉนจะเป็น 22 (1, )c v a

ทีÉ x a  และ 12 (1, )c v b ทีÉ x b

ภาพทีÉ 2.5 รูปร่างของแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนแบบสองดา้น

การกาํหนดค่าคงทีÉวิกฤต 1 2,c c สําหรับแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนแบบสองด้านต้อง
สอดคลอ้งกบัระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง คือ

1 2
( )

1 11
cos cosR R
c cF d F d

T T
 (2.8) 

เมืÉอ 2 1
2 2
2 1 2 1

cosarcsin
2 cos

c c
c c c c

 ,  1
2 2
2 1 2 1

sinarcsin
2 cos

c
c c c c

  และ 

2 2( ) 1 (1 ) , 0RF x x x
T

 โดย Gafarian (1964) ไดน้าํเสนอในกรณีเฉพาะ 2 1(1, ) (1, )c v a c v b  ทาํให้แถบ
ความเชืÉอมัÉนสามส่วนกลายเป็นแถบความเชืÉอม ัÉนทีÉมีความกวา้งคงทีÉบนช่วง ( , )x a b  และทาํการ
ขยายช่วงออกไปสู่ * *( , )a b โดยการลากส่วนของเส้นตรงผา่นขอบเขตล่างทีÉ x a กบัขอบเขต
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บนทีÉ x b และขอบเขตบนทีÉ x a กบัขอบเขตล่างทีÉ x b ดงัภาพทีÉ 2.6 จึงเป็นทีÉมาของชืÉอ
แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วน

ภาพทีÉ 2.6 แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนแบบสองดา้นของ Gafarian 

ตัวอย่างทีÉ 2.3 จากขอ้มูลในตวัอย่างทีÉ 2.1 สมมติตอ้งการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนแบบสอง
ดา้น 95% บนช่วง (18, 70)x เพืÉอเปรียบเทียบกบัแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น 
ในการคาํนวณค่าคงทีÉวิกฤต 1 2,c c จะกาํหนดให ้ 1 2c c เพืÉอทาํใหค่้าทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ (2.8) 
มีเพียงชุดเดียว คือ 1 2 2.296c c  โดยสามารถแสดงแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนและแถบความ
เชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้นไดด้งัภาพทีÉ 2.7 

ภาพทีÉ 2.7 แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนและแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น 
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จากภาพทีÉ 2.7 แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนมีแนวโน้มแคบกว่าแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิก
สําหรับ x ทีÉอยู่ใกลจุ้ดปลายทีÉ x a  และ x b แต่จะกวา้งกว่าสําหรับ x ทีÉอยู่ใกลศู้นยก์ลาง
ของช่วง [ , ]a b  โดยภาพทีÉ 2.7 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งัตารางทีÉ 2.5  

ตารางทีÉ 2.5 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนแบบสองดา้น

2.2.3.2 แถบแบบด้านเดยีว (One-sided band) 

แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนขา้งล่างแบบดา้นเดียวมีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1 3
ˆ ˆ ˆ ( , )x x H x x a b

ขณะทีÉแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนขา้งบนแบบดา้นเดียวมีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1 3
ˆ ˆ ˆ ( , )x x H x x a b

การกาํหนดค่าคงทีÉวิกฤต 1 2,c c สําหรับแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนแบบดา้นเดียวต้อง
สอดคลอ้งกบัระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง คือ

2 2 1
2

1 11
2 cos 2 cos 2R R

c cF d F d
T T

 (2.9) 
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ตัวอย่างทีÉ 2.4 จากขอ้มูลในตวัอย่างทีÉ 2.1 สมมติตอ้งการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนขา้งบน
แบบดา้นเดียว 95% บนช่วง (18, 70)x เพืÉอเปรียบเทียบกบัแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้ง
บนแบบดา้นเดียว โดยการกาํหนดให้ 1 2c c  จากสมการ (2.9) จะได ้ 1 2 2.0243c c  แถบ
ความเชืÉอมัÉนสามส่วนและไฮเพอร์โบลิกขา้งบนแบบดา้นเดียวสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.8 

ภาพทีÉ 2.8 แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนขา้งบนแบบดา้นเดียวและ
และแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งบนแบบดา้นเดียว

จากภาพทีÉ 2.8 แถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนขา้งบนแบบดา้นเดียวอยู่ใกลก้บัเส้นการพยากรณ์มากกว่า
แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งบนแบบดา้นเดียวสําหรับ x ทีÉอยู่ใกลจุ้ดปลายทีÉ x a  และ 
x b  โดยภาพทีÉ 2.8 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งัตารางทีÉ 2.6  

ตารางทีÉ 2.6 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนแบบดา้นเดียว
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2.2.4 แถบความเชืÉอมัÉนสองส่วน (Two-segment confidence bands) 

2.2.4.1 แถบแบบสองด้าน (Two-sided band) 

แถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบสองดา้นมีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1 2
ˆ ˆ ˆ ( , )x x H x x

โดย 2 1 2( ) (1, ) (0, ) , ( , )H x c v x c x x v x เมืÉอ 1c  และ 2c คือค่าคงทีÉวิกฤต
ทีÉตอ้งเลือกเพืÉอให้ระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองมีค่าเท่ากบั 1 รูปร่างของแถบความ
เชืÉอมัÉนสองส่วนสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.9 ส่วนบนและส่วนล่างมีลกัษณะเป็นส่วนของเส้นตรง
สองเส้นต่อกนั และแถบความเชืÉอมัÉนแคบทีÉสุดทีÉ x x  โดย Graybill และ Bowden (1967) ได้
นาํเสนอในกรณีเฉพาะ 1 2c c สาํหรับสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนนีÊ

ภาพทีÉ 2.9 รูปร่างของแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบสองดา้น

การกาํหนดค่าคงทีÉวิกฤต 1 2,c c สําหรับแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบสองด้านต้อง
สอดคลอ้งกบัระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง คือ

* *

* *

2
1 2

( ) 2

1 11
cos cosR R
c cF d F d

T T
 (2.10) 

เมืÉอ * 2 2
2 2 1arcsin c c c   และ  * 2 2

1 2 1arccos c c c

ตัวอย่างทีÉ 2.5 จากขอ้มูลในตวัอย่างทีÉ 2.1 สมมติตอ้งการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบสอง
ดา้น 95% เพืÉอเปรียบเทียบกบัแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น โดยการกาํหนดให้

1 2c c  จากสมการ (2.10) จะได ้ 1 2 2.326c c แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น
และแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบสองดา้นสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.10 
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ภาพทีÉ 2.10 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกและแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบสองดา้น

จากภาพทีÉ 2.10 แถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบสองดา้นมีความแคบมากกว่าแถบความเชืÉอมัÉน 
ไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น (เส้นประ) ทีÉ x x  โดยภาพทีÉ 2.10 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งั
ตารางทีÉ 2.7  

ตารางทีÉ 2.7 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบสองดา้น
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2.2.4.2 แถบแบบด้านเดยีว (One-sided band) 

แถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนขา้งล่างแบบดา้นเดียวมีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1 2
ˆ ˆ ˆ ( , )x x H x x

ขณะทีÉแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนขา้งบนแบบดา้นเดียวมีรูปแบบเป็น 

0 1 0 1 2
ˆ ˆ ˆ ( , )x x H x x

การกาํหนดค่าคงทีÉวิกฤต 1 2,c c สําหรับแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบดา้นเดียวต้อง
สอดคลอ้งกบัระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง คือ

*

* *

21 2
( ) 2

1 11
2 cos cosR R

c cF d F d
T T

 (2.11) 

ตัวอย่างทีÉ 2.6 จากขอ้มูลในตวัอย่างทีÉ 2.1 สมมติตอ้งการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนขา้งบน
แบบดา้นเดียว 95% เพืÉอเปรียบเทียบกบัแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งบนแบบดา้นเดียว โดย
การกาํหนดให้ 1 2c c  จากสมการ (2.11) จะได้ 1 2 2.201c c แถบความเชืÉอมัÉนสองส่วน
ขา้งบนและแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งบนแบบดา้นเดียวสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.11  

ภาพทีÉ 2.11 แถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนขา้งบนแบบดา้นเดียว 
และแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งบนแบบดา้นเดียว 

จากภาพทีÉ 2.11 แถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนข้างบนอยู่ใกลก้บัเส้นการพยากรณ์มากกว่าแถบความ
เชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกทีÉ x x  โดยภาพทีÉ 2.11 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งัตารางทีÉ 2.8  
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ตารางทีÉ 2.8 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสองส่วนแบบดา้นเดียว

2.3 แถบความเชืÉอมัÉนสําหรับตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุ
 (Confidence bands for multiple linear regression model) 

 ในหวัขอ้นีÊจะกล่าวถึงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉองสาํหรับตวัแบบการถดถอย
เชิงเสน้ทีÉมีจาํนวนตวัแปรอิสระเท่ากบั 1k โดยกาํหนดให้ 1, , kx xx

2.3.1 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกบนปริภูมิทัÉวไป
 (Hyperbolic confidence bands over the whole space) 

2.3.1.1 แถบแบบสองด้าน (Two-sided band) 

แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกบนปริภูมิทัÉวไปด้วยระดับ 1  สําหรับตัวแบบการ
ถดถอย x  มีรูปแบบเป็น 

1
1 , 1, 1

ˆ ˆ( 1) ( )k n kk fx x x X X x

โดย Scheffé (1953) เป็นผูน้าํเสนอแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกบนปริภูมิทัÉวไปนีÊ  และถือว่าเป็น
รูปแบบทัÉวไปของแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกของ Working และ Hotelling ดว้ย  



21

ตารางทีÉ 2.9 ขอ้มลูทารกแรกเกิดของ Liu (2010, หนา้ 2) 
ทารกคนทีÉ นํÊ าหนกัแรกเกิด (ออนซ์) อายุ (วนั) ความดนัโลหิต (mm Hg)
i 1x 2x y
1 125 3 86
2 101 4 87
3 104 4 87
4 143 5 100
5 92 5 89
6 119 3 86
7 100 4 89
8 149 3 89
9 133 2 83
10 120 4 92
11 118 4 88
12 94 3 79
13 131 5 98
14 93 4 85
15 94 4 87
16 121 5 97
17 96 4 87

ตัวอย่างทีÉ 2.7 จากข้อมูลในตารางทีÉ 2.9 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้น 95%
สาํหรับตวัแบบการถดถอย x  คือ 1ˆ ˆ ( )x x x X X x

ภาพทีÉ 2.12 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบสองดา้นบนปริภูมิ 2  ของตวัแปรอิสระ 
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โดยภาพทีÉ 2.12 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งัตารางทีÉ 2.10 

ตารางทีÉ 2.10 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกบนปริภูมิทัÉวไปแบบสองดา้น

2.3.1.2 แถบแบบด้านเดียว (One-sided band) 

แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งล่างแบบดา้นเดียวบนปริภูมิทัÉวไปมีรูปแบบเป็น 
1ˆ ˆ ( )cx x x X X x

ขณะทีÉแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งบนแบบดา้นเดียวบนปริภมิูทัÉวไปมีรูปแบบเป็น
1ˆ ˆ ( )cx x x X X x

การกาํหนดค่าคงทีÉวิกฤต c สําหรับแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกแบบดา้นเดียวบน
ปริภมิูทัÉวไปตอ้งสอดคลอ้งกบัระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง คือ

* *

2 2

1, ,

1 11
2 1 2k k

c cF F
k k

 (2.12) 

เมืÉอ *,m
F   คือ ฟังก์ชนัการแจกแจงสะสม F  ดว้ยองศาความเป็นอิสระ m  และ * 1n k

ตามลาํดบั 
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ตัวอย่างทีÉ 2.8 จากขอ้มูลในตารางทีÉ 2.9 สมมติตอ้งการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้ง
ล่างแบบดา้นเดียว 95%  สาํหรับตวัแบบการถดถอย x  จากสมการ (2.12) จะได ้ 2.984c  แถบ
ความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งล่างแบบดา้นเดียวสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.13 

ภาพทีÉ 2.13 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกขา้งล่างแบบดา้นเดียวบนปริภูมิ 2  ของตวัแปรอิสระ 

โดยภาพทีÉ 2.13 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งัตารางทีÉ 2.11 

ตารางทีÉ 2.11 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกบนปริภูมิทัÉวไปแบบดา้นเดียว
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2.3.2 แถบความเชืÉอมัÉนด้วยวธิีจุดอิสระ (Independence point method confidence bands) 

ในหัวข้อนีÊ จะกล่าวถึงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนด้วยวิธีจุดอิสระสําหรับตัวแบบการ
ถดถอยเชิงเส้นพหุ โดย Hayter, Kiatsupaibul, Liu และ Wynn (2010) เป็นผูน้าํเสนอวิธีนีÊ ขึÊนมา ซึÉ ง
ประยุกตแ์นวคิดมาจากแถบความเชืÉอมัÉนสามส่วนสาํหรับตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นอย่างง่ายของ 
Gafarian โดยการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีนีÊจาํเป็นตอ้งทราบถึงวิธีการหาจุดอิสระเสียก่อน

2.3.2.1 การเลอืกจุดอิสระ (Independence point selection) 

 การเลือกจุดอิสระจาํนวน k จุด เมืÉอมีจาํนวนตวัแปรอิสระ k  ตวั สามารถหาไดจ้าก 
1
2 , 1 1i i

k i k
n

a S e x  (2.13) 

เมืÉอ 1( , , )kx xx  โดย 
1

n

i i j
j

x x n  และ S  คือ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตวัอย่าง

ขนาด  k k ซึÉ ง  
1

n

i j im i jm j
m

S x x x x  และเ รี ยก  ie ว่ า จุด ทีÉ มีระ ยะ ห่า ง เ ท่ ากัน

(Equidistant points) จาํนวน 1k จุด บนทรงกลมหนึÉงหน่วยใน k  มิติ กล่าวคือมีเวกเตอร์จาํนวน 

1k  เวกเตอร์ใน k มิติ ทีÉมีขนาดหนึÉ งหน่วยและทุกคู่มุมระหว่างเวกเตอร์ใดๆ มีค่าเท่ากบั 1
k

โดยสามารถแสดงความสัมพนัธ์ดงักล่าวไดเ้ป็น 

1 1i i i ke e    และ   1
i j i j

k
e e  (2.14) 

จากสมการ (2.13) สังเกตเห็นได้ว่าจุดอิสระจะมีค่าขึÊนอยู่กบัจุดทีÉ มีระยะห่างเท่ากนั ดังนัÊนเรา
สามารถสร้างจุดอิสระมาจากจุดทีÉมีระยะห่างเท่ากนัใดๆ ทีÉสอดคลอ้งกบัเงืÉอนไข (2.14) และยงัมีผล

ทาํให้ 1

1

k

i
i
e 0  และ 1

1

1
1

k

i
ik
a x  ดว้ย โดย Hayter และคณะ ไดเ้สนอให้แถบความเชืÉอมัÉน

ดว้ยวิธีจุดอิสระเกิดจากการประกอบเขา้ดว้ยกนั (Comprising) ของตวัแบบการถดถอยทีÉโดนจาํกัด
โดยทุกช่วงความเชืÉอมัÉนทีÉจุดอิสระ และกาํหนดให้ระดบัช่วงความเชืÉอมัÉนสําหรับแต่ละตวัแบบการ

ถดถอยทีÉจุดอิสระคือ 1 , 1 1i i k  และสอดคลอ้งกบั 1

1

1 (1 )
k

i
i

เมืÉอ 1

คือ ระดบัแถบความเชืÉอมัÉนแบบต่อเนืÉอง
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2.3.2.2 แถบแบบสองด้าน (Two-sided band) 

เนืÉองจากแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระแบบสองดา้น สามารถหามาจากขอบเขตบน
และขอบเขตล่างของทุกตวัแบบการถดถอยทีÉโดนจาํกดัโดยทุกช่วงความเชืÉอมัÉนแบบสองดา้นทีÉจุด
อิสระ ia  จากการศึกษาของ Hayter และคณะ พบว่าพืÊนผิวดา้นบนและพืÊนผิวดา้นล่างของแถบความ
เชืÉอมัÉนมีลกัษณะเป็นเชิงเส้นเป็นช่วง (Piecewise linear) ทาํให้การพืÊนผิวสามารถหาได้โดย
กาํหนดการเชิงเสน้ (Linear programming) ดงันีÊ

พืÊนผิวดา้นบนทีÉ x   :  สมการจุดประสงค ์คือ 0max )x

พืÊนผิวดา้นล่างทีÉ x  :  สมการจุดประสงค ์คือ 0min )x

ภายใตอ้สมการขอ้จาํกดั
0 0

1 , 1
2

0 0
1 , 1

2

*

*

ˆ ˆ ˆ ( 1) , 1, , 1

ˆ ˆ ˆ ( 1) , 1, , 1

i i
n k

i i
n k

t k n i k

t k n i k

a a

a a

เมืÉอ 
1

* 11 (1 ) k  โดย  คือ ระดบันยัสาํคญัของแถบความเชืÉอมัÉน

2.3.2.3 แถบแบบด้านเดียว (One-sided band) 

 โดยอาศยัแนวคิดเดียวกับกรณีแถบความเชืÉอมัÉนด้วยวิธีจุดอิสระแบบสองด้าน ทาํให้
พืÊนผิวของแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระขา้งล่างแบบดา้นเดียวสามารถหาได้ ดงันีÊ

พืÊนผิวดา้นล่างทีÉ x  :  สมการจุดประสงค ์คือ 0min )x

ภายใตอ้สมการขอ้จาํกดั
0 0 1 , 1

0 0 1 , 1

*

*

ˆ ˆ ˆ ( 1) , 1, , 1

ˆ ˆ ˆ ( 1) , 1, , 1

i i n k

i i n k

t k n i k

t k n i k

a a

a a

ขณะทีÉพืÊนผิวของแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระขา้งบนแบบดา้นเดียวสามารถหาได้ ดงันีÊ
พืÊนผิวดา้นบนทีÉ x   :  สมการจุดประสงค ์คือ 0max )x

ภายใตอ้สมการขอ้จาํกดั
0 0 1 , 1

0 0 1 , 1

*

*

ˆ ˆ ˆ ( 1) , 1, , 1

ˆ ˆ ˆ ( 1) , 1, , 1

i i n k

i i n k

t k n i k

t k n i k

a a

a a
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แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระนีÊ  มีคุณสมบติัทีÉเด่นชดัอย่างหนึÉ ง คือ “ความกว้างของ
แถบความเชืÉอมัÉนจะคงทีÉตลอดภายในบริเวณรูปซิมเพลกซ์ (Simplex) ทีÉมีจุดมมุเป็นจุดอิสระซึÉงมี x
เป็นศูนย์กลาง”

ตัวอย่างทีÉ 2.9 จากขอ้มูลในตารางทีÉ 2.9 สมมติตอ้งการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระแบบ
สองด้าน  95%  สําห รับตัวแบบการถดถอย  ในตัวอย่ า ง นีÊ จะ ได้ ( 1) 3 17k n  และ 
* 1 ( 1) 1 31 (1 ) 1 (1 )k  โดยจุดอิสระมาจากการเลือกจุดทีÉ มีระยะห่างเท่ากัน

จาํนวน 3 จุด บนทรงกลมหนึÉ งหน่วยใน 2 มิติ คือ 

1 2 31, 0 , 0.500, , 0.500, 0.866e e e

ทาํใหจุ้ดอิสระ คือ 

1 2 388.325, 4.062 , 126.403, 4.800 , 126.389, 2.786a a a

ดงันัÊนแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระแบบสองดา้นสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 2.14 

ภาพทีÉ 2.14 แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระแบบสองดา้น 

 จากภาพทีÉ 2.14 แถบความเชืÉอมัÉนมีลกัษณะของพืÊนผิวดา้นบนและพืÊนผิวดา้นล่างเป็นเชิง
เส้นเป็นช่วง แต่ละพืÊนผิวประกอบดว้ย 7 ระนาบ ซึÉ งมาจากการแบ่งอาณาบริเวณของระนาบ 1x

และ 2x  ดว้ยเสน้ตรงจาํนวนสามเส้นทีÉลากผ่านจุดอิสระดงัภาพทีÉ 2.15 
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ภาพทีÉ 2.15 การแบ่งอาณาบริเวณของระนาบ 1x  และ 2x ทีÉสมนยักบั
ระนาบของแถบความเชืÉอมัÉนทัÊง 7 ระนาบ  

ทาํใหร้ะนาบพืÊนผิวดา้นบนและพืÊนผิวดา้นล่างของแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระสามารถแสดง
ไดด้งัตารางทีÉ 2.12 แถบความเชืÉอมัÉนในตวัอย่างนีÊ จึงมีความกวา้งคงทีÉเท่ากบั 2.9899 ตลอดภายใน
บริเวณรูปซิมเพลกซที์Éมีจุดมุมเป็นจุดอิสระ (ระนาบทีÉ 1) 

ตารางทีÉ 2.12 ระนาบของพืÊนผิวดา้นบน - ดา้นล่างของแถบความเชืÉอมัÉน
Upper band Lower band

Plane 0 1 2 0 1 2

1 49.0777 0.1808 5.3129 46.0878 0.1808 5.3129
2 45.5891 0.1520 6.7977 49.5764 0.2096 3.8281
3 35.6654 0.2305 6.7972 59.5002 0.1310 3.8287
4 39.1540 0.2593 5.3124 56.0116 0.1022 5.3135
5 49.5764 0.2096 3.8281 45.5891 0.1520 6.7977
6 59.5002 0.1310 3.8287 35.6654 0.2305 6.7972
7 56.0116 0.1022 5.3135 39.1540 0.2593 5.3124

โดยภาพทีÉ 2.14 สามารถเขียนเป็นชุดคาํสัÉงไดด้งัตารางทีÉ 2.13 
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ตารางทีÉ 2.13 ชุดคาํสัÉงการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระแบบสองดา้น
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3.2  ขัÊนตอนในการศึกษาวจิัย

ขัÊนตอนการดาํเนินการเพืÉอหาจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดสาํหรับขอ้มลูมีดงันีÊ

1) จาํลองขอ้มูลตามตวัแบบจากตวัแปรอิสระ 1 2,x x และความคลาดเคลืÉอน e ทีÉมีการแจก
แจงปกติ 

1 1 2 2

2 2( , ), ( , )x x x x  และ 2(0, )  ตามลาํดบั โดยตวัแปรอิสระตอ้ง
ไม่มีความสัมพนัธ์กนัอยา่งสมบูรณ์

2) เลือกระดบันยัสาํคญัของแถบความเชืÉอม ัÉน
3) เริÉมตน้ให้มุม 0

4) สร้างจุดทีÉมีระยะห่างเท่ากนั ie  จากมุม  ในขอ้ 3) ดว้ยความสมัพนัธ์

1 2 3

cos cos( 120 ) cos( 240 )
, ,

sin sin( 120 ) sin( 240 )
e e e

5) คาํนวณจุดอิสระ ia  จากจุด ie ในขอ้ 4) ดว้ยความสมัพนัธ์
1
2

i i
k
n

a S e x เมืÉอ 1, 2 , 3i

6) ทาํการวาดบริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระในข้อ 5) และคาํนวณจุดข้อมูลทีÉบริเวณนีÊ
สามารถคลุมได้

7) ให้ 1 และดาํเนินการซํÊ าตัÊงแต่ขอ้ 4) ถึงขอ้ 6) จนกระทัÉง 119  จึงหยุด
ดาํเนินการ 

8) ทาํการเปรียบเทียบจาํนวนจุดขอ้มูลทีÉบริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระสามารถคลุมได้ทัÊง 
120 มุม เพืÉอหามุมทีÉทาํใหจ้าํนวนจุดขอ้มูลดงักล่าวมีค่ามากทีÉสุด

9) นาํมุมในขอ้ 8) ไปสร้างเป็นจุดอิสระ และเรียกจุดนีÊ ว่าจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดสําหรับ
ขอ้มลู 

10) นาํจุดอิสระในขอ้ 9) ไปสร้างเป็นแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระ

โดยผงังานแสดงขัÊนตอนการดาํเนินการวิจยัสามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 3.2 



31

ภาพทีÉ 3.2 ผงังานขัÊนตอนการวิจยั

ไม่ใช่

ใช่

3.) สร้างจุดทีÉ มีระยะห่างเท่ากัน  ie  จากมุมในข้อ 2. ซึÉ ง 

1 2cos , sin , cos( 120 ), sin( 120 )e e

และ 3 cos( 240 ), sin( 240 )e

4.) คาํนวณจุดอิสระ ia โดยใชค่้า ie  จากขอ้ 3. ดว้ยความสัมพนัธ์
1
2 ; 1 1i i

k i k
n

a S e x

7.) หาพืÊนผิวดา้นบนและพืÊนผิวดา้นล่างโดยใชก้าํหนดการเชิงเส้น ดงันีÊ
พืÊนผิวดา้นบนทีÉ x :  สมการจุดประสงค ์คือ 0max ( )x
พืÊนผิวดา้นล่างทีÉ x :  สมการจุดประสงค ์คือ 0min ( )x

ภายใตอ้สมการขอ้จาํกดัทีÉเกีÉยวเนืÉองกบัจุดอิสระจากขอ้ 6. 

0 i 0 i 1 2 , 1

0 i 0 i 1 2 , 1

*

*

1ˆ ˆ ˆ ; 1, , 1

1ˆ ˆ ˆ ; 1, , 1

n k

n k

kt i k
n
kt i k
n

a a

a a

เมืÉอ  * 1 ( 1)(1 ) k

8.) สร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระจากผลในขอ้ 7. 

เริÉมตน้

จบการทาํงาน

6.) ทาํการเปรียบเทียบเพืÉอหาจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดทัÊงหมดตามเกณฑ์

1.) ใชข้อ้มูลตามขอบเขตทีÉกาํหนด

2.) เริÉมตน้ให้มมุ และเลือกค่า 

5.) ให ้ 1

119



บททีÉ 4 

ผลการวจิัย 

ในการศึกษาเพืÉอหาจุดอิสระทีÉ เหมาะสมทีÉสุดในการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุด
อิสระสําหรับตวัแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุ ผูวิ้จยัไดท้าํการทดลองโดยใช้ขอ้มูลจากการจาํลอง
ขนาด 50, 0n  และขอ้มูลชืÉอว่า “Rubber” จากการนาํเขา้โปรแกรม ตามลาํดบั ในการศึกษานีÊ
กาํหนดให้ตวัแบบจาํลองมาจากตวัแปรอิสระ 1 2,x x ทีÉมีการแจกแจงปกติ (0,100)   ความคลาด
เคลืÉอน e  มีการแจกแจงปกติ (0, 49) และสัมประสิทธิÍ การถดถอย คือ 0 1 2 1

โดยผู ้วิจัยได้พัฒนาโปรแกรมเพืÉอคํานวณหาจุดอิสระทีÉ เหมาะสมทีÉสุดด้วยโปรแกรม R มี
รายละเอียดดงันีÊ

4.1  ข้อจํากดัในการใช้งานโปรแกรม 

 โปรแกรมคาํนวณหาจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดเพืÉอสร้างแถบความเชืÉอมัÉนสามารถแสดง
เป็นชุดคาํสัÉงไดด้งั ภาคผนวก ข โดยมีขอ้จาํกดัในการใชง้านดงัต่อไปนีÊ

1) โปรแกรมนีÊควรใชก้บัโปรแกรม R เวอร์ชนั 2.9.2 หรือสูงกวา่
2) โปรแกรมใชไ้ดเ้ฉพาะตวัแบบการถดถอยเชิงเสน้ทีÉมีตวัแปรอิสระ 2 ตวั เท่านัÊน
3) ขอ้มูลทีÉนาํมาวิเคราะห์ในโปรแกรมแบ่งออกเป็น 2 ส่วน คือ ข้อมลูจากการจาํลอง

ตามตวัแบบทีÉสามารถกาํหนดได ้และขอ้มูลจากการนาํเขา้ โดยโปรแกรมจะเลือกจาํ
เฉพาะขอ้มลูล่าสุดเท่านัÊน

4) ตวัแปรอิสระ 1x  และ 2x  ของขอ้มลูตอ้งไม่มีความสัมพนัธ์กนัอย่างสมบูรณ์
5) ตอ้งติดตัÊง Packages ส่วนเสริม “limSolve” และ “splancs” ก่อนใชง้านโปรแกรม 

โดยวิธีติดตัÊงโปรแกรม R และ Packages ส่วนเสริมสามารถแสดงไดด้งั ภาคผนวก ก 
6) ความละเอียดของกราฟิกแถบความเชืÉ อมัÉนขึÊ นอยู่กับความละเอียดของหน้า

จอคอมพิวเตอร์ดว้ย 
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4.2  ผลการศึกษาการคาํนวณหาจุดอสิระทีÉเหมาะสมทีÉสุด

 4.2.1 กรณี 0n

ภาพทีÉ 4.1 แผงควบคุม กรณี 50n

 จากภาพทีÉ 4.1 เมืÉอทําการกาํหนดตัวแบบทีÉต้องการลงในโปรแกรม จากนัÊนกดปุ่ม 
“Regenerate” โปรแกรมจะทาํการจาํลองตวัแปรตาม y จากตวัแบบทีÉไดก้าํหนดไป และสามารถ
แสดงขอ้มลูไดด้งัตารางทีÉ 4.1  

จากนัÊนคาํนวณหาจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดภายใตเ้กณฑบ์ริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระ
คลุมจุดขอ้มูลไดม้ากทีÉสุด โดยกดปุ่ม “Calculate” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.1 โปรแกรมจะคาํนวณ
จุดขอ้มูลทีÉบริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระจากมุม 0 ,1 , ,119  สามารถคลุมได ้และแสดง
ผลลพัธ์ออกมาในรูปของมุมทีÉทาํให้บริเวณดังกล่าวคลุมจุดขอ้มูลไดม้ากทีÉสุด กล่าวคือ มุมทีÉเป็น
ผลลพัธ์นีÊสามารถนาํมาสร้างเป็นจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดสาํหรับขอ้มูลตามเกณฑไ์ด ้ดงัภาพทีÉ 4.2 
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ตารางทีÉ 4.1 ขอ้มลูการจาํลองตวัแปรตามและตวัแปรอิสระ กรณี 50n

จากภาพทีÉ 4.2 มุมทีÉสามารถนาํมาสร้างเป็นจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดมี 4 มุม คือ 11 ,12 , 95  และ 
96 ตามลาํดบั จุดอิสระจากมุมเหล่านีÊจะทาํให้บริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระสามารถคลุมจุดขอ้มลู
ไดม้ากทีÉสุด ในทีÉนีÊผูวิ้จยัเลือกใชมุ้ม 95 ในการสร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระ โดยเลืÉอน
ปุ่ม “theta” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.1 ไปทีÉ 95  ทาํให้บริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระสามารถคลุม
จุดขอ้มูลไดม้ากทีÉสุด 16 จุด ดงัภาพทีÉ 4.3 

ภาพทีÉ 4.2 มุมทีÉสามารถนาํมาสร้างจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุด กรณี 50n



35

ภาพทีÉ 4.3 จุดทีÉมีระยะห่างเท่ากนัและบริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระ กรณี 0n

จากภาพทีÉ 4.3 จุดทีÉมีระยะห่างเท่ากนัจาํนวน 3 จุดบนวงกลมหนึÉงหน่วย คือ

1 2 30.087, 0.996 , 0.819, 0.574 , 0.906, 0.423e e e

ขณะทีÉจุดอิสระทัÊง 3 จุด คือ 

1 2 35.537, 6.967 , 2.767, 11.738 , 14.142, 4.528a a a

 โปรแกรมสามารถสร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระไดด้งัภาพทีÉ 4.4 โดยกดปุ่ม 
“Plot” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.1 และสามารถปรับความละเอียดของกราฟิกโดยเลืÉอนปุ่มใน 
“Resolution” หรืออาจหมุนแถบความเชืÉอมัÉนซา้ย-ขวา โดยเลืÉอนปุ่มใน “Left - Right” หรือหมุน
บน-ล่าง โดยเลืÉอนปุ่มใน “Up - Down”   

แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระทีÉได ้มีพืÊนผิวดา้นบนและดา้นล่างเป็นแบบเชิงเส้นเป็น
ช่วง โดยแต่ละพืÊนผิวประกอบดว้ย 7 ระนาบ ซึÉ งมาจากการแบ่งอาณาบริเวณของระนาบ 1x  และ 

2x  ดว้ยเส้นตรงสามเส้นทีÉลากผ่านจุดอิสระดังภาพทีÉ 4.5 และสามารถแสดงสมการระนาบของ
พืÊนผิวดา้นบนและพืÊนผิวดา้นล่างของแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระไดด้งัตารางทีÉ 4.2  
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ภาพทีÉ 4.4 แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระ กรณี 50n

ภาพทีÉ 4.5 การแบ่งอาณาบริเวณของระนาบ 1x  และ 2x ทีÉสมนยักบั
ระนาบของแถบความเชืÉอมัÉนทัÊง 7 ระนาบ กรณี 50n



37

ตารางทีÉ 4.2 ระนาบของพืÊนผิวดา้นบน - ดา้นล่างของแถบความเชืÉอมัÉน กรณี 50n

Upper band Lower band
Plane 0 1 2 0 1 2

1 5.525 1.026 0.943 -1.170 1.026 0.943
2 2.682 0.725 0.630 1.674 1.328 1.256
3 0.392 0.680 0.994 3.964 1.373 0.891
4 3.235 0.981 1.307 1.120 1.072 0.578
5 1.674 1.328 1.256 2.682 0.725 0.630
6 3.964 1.373 0.891 0.392 0.680 0.994
7 1.120 1.072 0.578 3.235 0.981 1.307

รายละเอียดข้างตน้สามารถแสดงได ้โดยกดปุ่ม “Show details” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.1 
โปรแกรมจะแสดงขอ้มูลทัÊงหมดเกีÉยวกับการวิเคราะห์ตวัแบบและสมการพืÊนผิวของแถบความ
เชืÉอมัÉนดงัตารางทีÉ 4.3 

ตารางทีÉ 4.3 ขอ้มูลจากการวิเคราะห์ กรณี 50n

การเปรียบเทียบเชิงกราฟิกระหว่างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระกบัแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์
โบลิกบนปริภมิูทัÉวไปของ Scheffé สามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 4.6 
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ภาพทีÉ 4.6 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé  
และแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระ กรณี 50n

 จากภาพทีÉ 4.6 แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระมีความกวา้งคงทีÉตลอดภายในบริเวณ
คอนเวกซ์ของจุดอิสระโดยแคบกว่าแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé ทีÉจุดอิสระ 1 2,a a

และ 3a แต่กวา้งกวา่เมืÉอเขา้ใกล ้ x หรือสามารถแสดงการเปรียบเทียบเชิงตวัเลขไดด้งัตารางทีÉ 4.4 

ตารางทีÉ 4.4 การเปรียบเทียบความกวา้งของแถบความเชืÉอมัÉนทีÉจุดต่างๆ กรณี 50n

แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวธีิจุดอิสระ แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิก (Scheffé)
จุด ขอบเขตบน ขอบเขตล่าง ความกวา้ง ขอบเขตบน ขอบเขตล่าง ความกวา้ง
x 51.119 44.424 6.695 2.367 -2.160 4.527
1a 17.776 11.081 6.695 18.350 10.509 7.841
2a -2.705 -9.400 6.695 -2.129 -9.969 7.841
3a -4.715 -11.410 6.695 -4.148 -11.989 7.841
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 4.2.2 กรณี 100n

ภาพทีÉ 4.7 แผงควบคุม กรณี n

 จากภาพทีÉ 4.7 ทาํการจาํลองตวัแปรตาม y จากตวัแบบทีÉผูว้ิจยักาํหนด ไดข้อ้มลูดงัแสดง
ในตารางทีÉ 4.5 ต่อมาคาํนวณหาจุดอิสระทีÉ เหมาะสมทีÉสุดภายใต้เกณฑ์บริเวณคอนเวกซ์ของจุด
อิสระคลุมจุดขอ้มูลไดม้ากทีÉสุด โดยกดปุ่ม “Calculate” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.7 โปรแกรมจะ
แสดงผลลพัธ์เป็นมุมทีÉสามารถนาํมาสร้างเป็นจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดดงัภาพทีÉ 4.8 

ภาพทีÉ 4.8 มุมทีÉสามารถนาํมาสร้างจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุด กรณี n
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ตารางทีÉ 4.5 ขอ้มลูการจาํลองตวัแปรตามและตวัแปรอิสระ กรณี 0n

จากภาพทีÉ 4.8 มุมทีÉสามารถนาํมาสร้างเป็นจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดมี 3 มุม คือ 57 , 58  และ 71
ตามลาํดบั จุดอิสระจากมุมเหล่านีÊ จะทาํให้บริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระสามารถคลุมจุดขอ้มูลได้
มากทีÉสุด ในทีÉนีÊ ผูวิ้จยัเลือกใชมุ้ม 71  โดยเลืÉอนปุ่ม “theta” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.7 ไปทีÉ 71
ทาํใหบ้ริเวณดงักล่าวสามารถคลุมจุดขอ้มูลไดม้ากทีÉสุด 37 จุด ดงัภาพทีÉ 4.9 
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ภาพทีÉ 4.9 จุดทีÉมีระยะห่างเท่ากนัและบริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระ กรณี n

จากภาพทีÉ 4.9 จุดทีÉมีระยะห่างเท่ากนัจาํนวน 3 จุดบนวงกลมหนึÉงหน่วย คือ

1 2 30.326, 0.946 , 0.982, 0.191 , 0.656, 0.755e e e

ขณะทีÉจุดอิสระทัÊง 3 จุด คือ 

1 2 38.226, 9.653 , 1.153, 13.964 , 13.991, 7.106a a a

โปรแกรมสามารถสร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระไดด้งัภาพทีÉ 4.10 โดยกดปุ่ม 
“Plot” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.7 และสามารถแสดงการแบ่งพืÊนผิวดา้นบนและพืÊนผิวดา้นล่างของ
แถบความเชืÉอมัÉนทัÊง 7  ระนาบ ไดด้งัภาพทีÉ 4.11 ทาํใหส้มการระนาบของพืÊนผิวดา้นบนและพืÊนผิว
ดา้นล่างของแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระเป็นดงัตารางทีÉ 4.6  

ตารางทีÉ 4.6 ระนาบของพืÊนผิวดา้นบน - ดา้นล่างของแถบความเชืÉอมัÉน กรณี n
Upper band Lower band

Plane 0 1 2 0 1 2

1 3.234 1.076 1.050 -2.606 1.076 1.050
2 1.076 0.833 0.876 -0.449 1.319 1.225
3 -1.154 0.804 1.132 1.781 1.348 0.969
4 1.003 1.047 1.306 -0.376 1.106 0.794
5 -0.449 1.319 1.225 1.076 0.833 0.876
6 1.781 1.348 0.969 -1.154 0.804 1.132
7 -0.376 1.106 0.794 1.003 1.047 1.306
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ภาพทีÉ 4.10 แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระ กรณี n

ภาพทีÉ 4.11 การแบ่งอาณาบริเวณของระนาบ 1x  และ 2x ทีÉสมนยักบั
ระนาบของแถบความเชืÉอมัÉนทัÊง 7 ระนาบ กรณี n
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รายละเอียดข้างตน้สามารถแสดงได้ โดยกดปุ่ม “Show details” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.7 
โปรแกรมจะแสดงขอ้มูลทัÊงหมดเกีÉยวกบัการวิเคราะห์ตัวแบบและสมการพืÊนผิวของแถบความ
เชืÉอมัÉนดงัตารางทีÉ 4.7 

ตารางทีÉ 4.7 ขอ้มูลจากการวิเคราะห์ กรณี n

การเปรียบเทียบเชิงกราฟิกระหว่างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระกบัแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์
โบลิกบนปริภูมิทัÉวไปของ Scheffé สามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 4.12 หรือสามารถเปรียบเทียบเชิง
ตวัเลขไดด้งัตารางทีÉ 4.8 

ตารางทีÉ 4.8 การเปรียบเทียบความกวา้งของแถบความเชืÉอมัÉนทีÉจุดต่างๆ กรณี n
แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวธีิจุดอิสระ แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิก (Scheffé)

จุด ขอบเขตบน ขอบเขตล่าง ความกวา้ง ขอบเขตบน ขอบเขตล่าง ความกวา้ง
x 2.558 -3.282 5.840 1.612 -2.336 3.948
1a 22.160 16.320 5.840 22.664 15.826 6.838
2a -10.453 -16.293 5.840 -9.959 -16.798 6.838
3a -4.032 -9.872 5.840 -3.532 -10.371 6.838
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ภาพทีÉ 4.12 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé  
และแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระ กรณี n

 4.2.3 กรณีข้อมูลจากการนําเข้า 

ภาพทีÉ 4.13 แผงควบคุม กรณีขอ้มลูจากการนาํเขา้ 
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 จากภาพทีÉ 4.13 กดปุ่ม “Input” ในช่อง “Your data” ของแผงควบคุม จะปรากฏหนา้ต่าง
เพืÉอรับขอ้มูล ในทีÉนีÊผูวิ้จยัทาํการทดลองโดยใชข้อ้มูลชืÉอ “Rubber” จาก “MASS” Package ของ 
O.L. Davies เป็นขอ้มูลการทดสอบยางรถจาํนวน 30 เส้น ประกอบดว้ยตวัแปรจาํนวน 3 ตวั ไดแ้ก่ 
การสึกหรอจากการเสียดทาน (loss: gm/hr), ความแข็งของยางรถ (hard: Shore units) และแรงดึง 
(tens: kg/m²) โดยผูวิ้จยักาํหนดให้ตวัแปรตาม y  คือ loss, ตวัแปรอิสระ 1x  คือ hard และตวัแปร
อิสระ 2x  คือ tens ตามลาํดบั เมืÉอกาํหนดตวัแปรเสร็จแลว้ กดปุ่ม “Run” เพืÉอให้โปรแกรมรับค่าตวั
แปรเขา้ไป โดยขอ้มลูดงักล่าวสามารถแสดงไดด้งัตารางทีÉ 4.9 

ตารางทีÉ 4.9 ขอ้มูล Rubber  

ต่อมาคาํนวณหาจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดภายใตเ้กณฑบ์ริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระคลุมจุดขอ้มูล
ไดม้ากทีÉสุด โดยกดปุ่ม “Calculate” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.13 โปรแกรมจะแสดงผลลพัธ์เป็น
มุมทีÉสามารถนาํมาสร้างเป็นจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุดดงัภาพทีÉ 4.14 

ภาพทีÉ 4.14 มุมทีÉสามารถนาํมาสร้างเป็นจุดอิสระทีÉเหมาะสมทีÉสุด กรณีขอ้มูลจากการนาํเขา้ 
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จากภาพทีÉ 4.14 มุมทีÉสามารถนํามาสร้างเป็นจุดอิสระทีÉ เหมาะสมทีÉ สุดมี 5 มุม  คือ 
98 , , ,  และ 102 ตามลาํดบั จุดอิสระจากมุมเหล่านีÊจะทาํให้บริเวณคอนเวกซ์ของจุด
อิสระสามารถคลุมจุดขอ้มลูไดม้ากทีÉสุด ในทีÉนีÊ ผูว้ิจยัเลือกใชมุ้ม 98  โดยเลืÉอนปุ่ม “theta” ในแผง
ควบคุมดงัภาพทีÉ 4.13 ไปทีÉ 98  ทาํให้บริเวณดงักล่าวสามารถคลุมจุดขอ้มูลไดม้ากทีÉสุด 8 จุด ดงั
ภาพทีÉ 4.15 

ภาพทีÉ 4.15 จุดทีÉมีระยะห่างเท่ากนัและบริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระ กรณีขอ้มลูจากการนาํเขา้ 

จากภาพทีÉ 4.15 จุดทีÉมีระยะห่างเท่ากนัจาํนวน 3 จุดบนวงกลมหนึÉงหน่วย คือ

1 2 30.139, 0.990 , 0.788, 0.616 , 0.927, 0.375e e e

ขณะทีÉจุดอิสระทัÊง 3 จุด คือ 

1 2 386.863,175.151 , 64.868,139.359 , 59.069, 226.891a a a

โปรแกรมสามารถสร้างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระไดด้งัภาพทีÉ 4.16 โดยกดปุ่ม 
“Plot” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.13 และสามารถแสดงการแบ่งพืÊนผิวดา้นบนและพืÊนผิวดา้นล่าง
ของแถบความเชืÉอมัÉนทัÊง 7  ระนาบ ไดด้งัภาพทีÉ 4.17 ทาํให้สมการระนาบของพืÊนผิวดา้นบนและ
พืÊนผิวดา้นล่างของแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระเป็นดงัตารางทีÉ 4.10  
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ภาพทีÉ 4.16 แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระ กรณีขอ้มูลจากการนาํเขา้  

ภาพทีÉ 4.17 การแบ่งอาณาบริเวณของระนาบ 1x  และ 2x ทีÉสมนยักบั
ระนาบของแถบความเชืÉอมัÉนทัÊง 7 ระนาบ กรณีขอ้มลูจากการนาํเขา้ 
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ตารางทีÉ 4.10 ระนาบของพืÊนผิวดา้นบน - ดา้นล่างของแถบความเชืÉอมัÉน กรณีขอ้มลูจากการนาํเขา้ 
Upper band Lower band

Plane 0 1 2 0 1 2

1 914.529 -6.571 -1.374 855.794 -6.571 -1.374
2 935.001 -5.585 -1.980 835.321 -7.556 -0.769
3 677.174 -4.160 -1.215 1093.149 -8.981 -1.534
4 656.701 -5.146 -0.609 1113.621 -7.996 -2.140
5 835.321 -7.556 -0.769 935.001 -5.585 -1.980
6 1093.149 -8.981 -1.534 677.174 -4.160 -1.215
7 1113.621 -7.996 -2.140 656.701 -5.146 -0.609

รายละเอียดขา้งตน้สามารถแสดงได ้โดยกดปุ่ม “Show details” ในแผงควบคุมดงัภาพทีÉ 4.13 
โปรแกรมจะแสดงขอ้มูลทัÊงหมดเกีÉยวกบัการวิเคราะห์ตัวแบบและสมการพืÊนผิวของแถบความ
เชืÉอมัÉนดงัตารางทีÉ 4.11 

ตารางทีÉ 4.11 ขอ้มลูจากการวิเคราะห์ กรณีขอ้มูลจากการนาํเขา้ 

การเปรียบเทียบเชิงกราฟิกระหว่างแถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระกบัแถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์
โบลิกบนปริภมิูทัÉวไปของ Scheffé สามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ 4.18  
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ภาพทีÉ 4.18 แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé และ 
แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวิธีจุดอิสระ กรณีขอ้มูลจากการนาํเขา้ 

หรือสามารถแสดงการเปรียบเทียบเชิงตวัเลขไดด้งัตารางทีÉ 4.12 

ตารางทีÉ 4.12 การเปรียบเทียบความกวา้งของแถบความเชืÉอมัÉนทีÉจุดต่างๆ กรณีขอ้มูลจากการนาํเขา้ 
แถบความเชืÉอมัÉนดว้ยวธีิจุดอิสระ แถบความเชืÉอมัÉนไฮเพอร์โบลิก (Scheffé)

จุด ขอบเขตบน ขอบเขตล่าง ความกวา้ง ขอบเขตบน ขอบเขตล่าง ความกวา้ง
x 204.846 146.111 58.735 195.287 155.580 39.707
1a 103.095 44.360 58.735 108.074 39.300 68.774
2a 296.802 238.067 58.735 301.789 233.015 68.774
3a 214.638 155.903 58.735 219.597 150.823 68.774



บทที ่5 

 

สรุปผลการวจิยัและข้อเสนอแนะ 

 

5.1 สรุปผลการวจัิย 

 ในการหาจุดอิสระท่ีเหมาะสมท่ีสุดเพื่อใชส้ร้างแถบความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระสาํหรับ

ตวัแบบการถดถอยเชิงเสน้พหุ เม่ือกาํหนดใหจุ้ดอิสระมีค่าข้ึนอยูก่บัมุม   จากการใชโ้ปรแกรมช่วย

จาํลองภาพการหมุนของบริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระท่ีมีต่อมุม   ปรากฏว่าเม่ือเพิ่มมุม   ใหมี้ค่า

มากข้ึน บริเวณดงักล่าวมีลกัษณะการหมุนในทิศทางตามเขม็นาฬิกาท่ีมีศูนยก์ลางท่ี x  และมีพื้นท่ี

คงท่ีตลอดไม่วา่มุม   มีค่าเป็นเท่าใดกต็าม  

 จากผลการทดลองในขนาดตวัอยา่งต่างๆ ภายใตเ้กณฑบ์ริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระคลุม

จุดขอ้มูลเยอะท่ีสุด จุดอิสระท่ีเหมาะสมท่ีสุดสามารถมีไดห้ลายชุด การใชเ้กณฑด์งักล่าวเป็นเพียง

การลดจาํนวนชุดของจุดอิสระท่ีไม่เหมาะสมกบัขอ้มูลออกไปให้มากท่ีสุด และขอ้สังเกตอีกอยา่ง

หน่ึงคือขนาดตวัอยา่งของขอ้มูลน่าจะมีผลต่อการหาจุดอิสระท่ีเหมาะสมท่ีสุดภายใตเ้กณฑด์งักล่าว

ดว้ย กล่าวคือ “ถา้ขนาดตวัอย่างมีจาํนวนมากข้ึน จาํนวนชุดของจุดอิสระท่ีเหมาะสมท่ีสุดควรมี

แนวโน้มท่ีลดลง และจะมีจุดอิสระท่ีเหมาะสมท่ีสุดเพียงชุดเดียว (Unique) ถา้ขนาดตวัอย่างมี

จาํนวนมากในระดบัหน่ึง” เพราะว่าจาํนวนจุดขอ้มูลท่ีเยอะกว่า สามารถบอกความแตกต่างของจุด

ขอ้มูลภายใตเ้กณฑด์งักล่าวไดดี้กวา่กรณีท่ีมีจาํนวนจุดขอ้มูลนอ้ย 

 การเปรียบเทียบทั้งในเชิงกราฟิกและเชิงตวัเลขของความกวา้งของแถบความเช่ือมัน่ดว้ย

วิธีจุดอิสระกบัแถบความเช่ือมัน่ไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé พบว่าแถบความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระ

มีความกวา้งโดยรวมมากกว่าแถบความเช่ือมัน่ไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé กล่าวคือ การใชแ้ถบ

ความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระจะให้ความคลาดเคล่ือนจากการประมาณพิสัยของตวัแบบท่ีมากกว่า 

แต่หากพิจารณาการนาํไปประยุกต์ใชใ้นบางงานวิจยั แถบความเช่ือมัน่ดว้ยวิธีจุดอิสระสามารถ

นาํไปประยกุตใ์ชไ้ดดี้กว่า เพราะพ้ืนผิวของแถบความเช่ือมัน่มีลกัษณะเป็นเชิงเส้นเป็นช่วง ขณะท่ี

แถบความเช่ือมัน่ไฮเพอร์โบลิกของ Scheffé มีลกัษณะเป็นส่วนโคง้ ทาํใหซ้บัซอ้นต่อการใชง้าน 
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5.2 ข้อเสนอแนะ 

1) ขอ้มูลท่ีนาํมาวิเคราะห์ ไม่ควรมีขนาดใหญ่เกินกว่า 200 เพ่ือป้องกนัปัญหาโปรแกรมคา้ง

จากการทาํงานหนกัเกินไป 

2) การใชเ้กณฑบ์ริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระคลุมจุดขอ้มูลเยอะท่ีสุด วิธีหมุนมุม   เพิ่มข้ึน

คร้ังละ 1  อาจไม่เหมาะกบัขอ้มูลท่ีมีขนาดตวัอย่างนอ้ย เพราะไม่สามารถบอกถึงความ

แตกต่างของจุดขอ้มูลตามเกณฑ์ไดช้ดัเจน กล่าวคือ แมว้่าจะเพิ่มมุม   ให้มากข้ึน แต่

บริเวณคอนเวกซ์ของจุดอิสระก็ยงัคลุมจุดขอ้มูลเท่ากบัตอนท่ียงัไม่ไดเ้พิ่มมุม   ซ่ึงวิธี

แกปั้ญหาน้ีอาจตอ้งใชก้ารวิเคราะห์ทางสถิติอ่ืนๆ เขา้มาช่วย เพื่อใหไ้ดจุ้ดอิสระท่ีเหมาะสม

ท่ีสุดจริงๆ เช่น วิธีบูตสแตรป (Bootstrapping method) 

3) อาจนาํไปต่อยอดแนวคิดเพื่อใชพ้ฒันาเป็นโปรแกรมท่ีสามารถใชไ้ดก้บัตวัแบบการถดถอย

เชิงเส้นท่ีมีตวัแปรอิสระมากกว่า 2 ตวั โดยมุ่งเนน้วิธีการท่ีมีประสิทธิภาพ สะดวกต่อการ

ใชง้าน และใหผ้ลลพัธ์ไม่ต่างไปจากวิธีการดั้งเดิม 
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ภาคผนวก ก 
การติดตัÊงโปรแกรม R และ Packages ส่วนเสริม 

ก.1 การติดตัÊงโปรแกรม R สําหรับ Microsoft Windows

 โปรแกรม R สามารถดาวน์โหลดใชไ้ดฟ้รี โดยเวอร์ชนั 2.9.2 เป็นเวอร์ชนัทีÉผูวิ้จยัใช้
อา้งอิง สามารถดาวน์โหลดไดที้É http://cran.r-project.org/bin/windows/base/old/2.9.2/  และไฟล์ทีÉ
ดาวน์โหลด คือ R-2.9.2-win32.exe เมืÉอดาวน์โหลดเสร็จแล้ว ขัÊนตอนต่อไปให้ทําการติดตัÊ ง
โปรแกรม ดงัภาพทีÉ ก1 

ภาพทีÉ ก1 การติดตัÊงโปรแกรม R 

เมืÉอกดใหโ้ปรแกรม R ทาํงาน จะปรากฏหนา้ต่างคาํสัÉง ดงัภาพทีÉ ก2 
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ภาพทีÉ ก2 หนา้ต่างโปรแกรม R 

ก.2  การติดตัÊง Packages ส่วนเสริมลงในโปรแกรม R

ในบางครัÊ งหากตอ้งการใชฟั้งก์ชนัการคาํนวณเฉพาะทาง ซึÉ งฟังกช์นัพืÊนฐานของโปรแกรม 
R ไม่มี เราจาํเป็นตอ้งติดตัÊง Packages ส่วนเสริมลงในโปรแกรม R เสียก่อน เพืÉอให้โปรแกรม
สามารถใช้ฟังก์ชันเฉพาะทางได้ โดยโปรแกรมในภาคผนวก ข จําเป็นต้องติดตัÊ ง Packages  
“limSolve” และ “splancs” มีขัÊนตอนการติดตัÊง ดงันีÊ

1) จากหน้าต่างโปรแกรม R ดงัภาพทีÉ ก2 ใหเ้ลือกเมนู “Packages” ทางดา้นบนและเลือก 
“Install package(s)…”  

2) ถดัมาจะมีหนา้ต่างชืÉอ CRAN mirror ปรากฏขึÊน เพืÉอให้เลือก server ของประเทศทีÉตอ้งการ
ดาวนโ์หลด ในทีÉนีÊ ผูว้ิจยัแนะนาํให้เลือก “Thailand” 

3) ถัดมาจะมีหน้าต่างชืÉอ Packages ปรากฏขึÊน ให้ทาํการเลือก Packages ส่วนเสริมชืÉอว่า
“limSolve” และ “splancs”  

4) เมืÉอกด “OK” แลว้ รอสกัครู่ โปรแกรมจะติดตัÊง Packages ส่วนเสริมลงในโปรแกรมหลกั 
5) การใชฟั้งกช์นัทีÉมาจาก Packages ส่วนเสริมเหล่านีÊ สามารถทาํได ้2 วิธี คือ 
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5.1) เลือกเมนู “Packages” และกดเลือก “Load package…” จากนัÊนเลือกชืÉอของส่วนเสริมทีÉ
ตอ้งการนาํมาใช้

5.2) กดพิมพ ์library(…) และภายในฟังกช์นั library ใหพิ้มพเ์ป็นชืÉอส่วนเสริม เช่น ถา้ตอ้งการ
ใชฟั้งก์ชันจาก Packages ส่วนเสริม “limSolve” ให้พิมพ์ “library(limSolve)” ลงใน
โปรแกรม 

โดยขัÊนตอนทีÉ 1-4 สามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ ก3 และขัÊนตอนทีÉ 5 สามารถแสดงไดด้งัภาพทีÉ ก4 

ภาพทีÉ ก3 ตวัอยา่งการติดตัÊง Packages ส่วนเสริม

ภาพทีÉ ก4 ตวัอยา่งการให ้Packages ส่วนเสริมทาํงาน
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ภาคผนวก ข 
โปรแกรมสร้างแถบความเชืÉอมัÉนด้วยวิธีจุดอสิระทีÉเหมาะสมทีÉสุดแบบสองด้าน

กรณีมีตวัแปรอสิระ 2 ตวั ด้วยโปรแกรม R

#  Independence points method conf.bands 2-sided case for k=2  # 
library(limSolve); library(splancs); library(tcltk) 
   Alpha<- tclVar(0.05);  size<- tclVar(50);  Theta<- tclVar(0) 
     mean.x1<- tclVar(0);  sd.x1<- tclVar(1);  mean.x2<- tclVar(0);  sd.x2<- tclVar(1) 
     Beta0<- tclVar(0.5);  Beta1<- tclVar(0.5);  Beta2<- tclVar(0.5);  Sigma<- tclVar(1) 
local({ have_ttk<- as.character(tcl("info", "tclversion")) >= "8.5" 
       if(have_ttk) {tkbutton<- ttkbutton; tkentry<- ttkentry; tkframe<- ttkframe 
                           tklabel<- ttklabel; tkradiobutton<- ttkradiobutton} 
     conf.band<- function(...) { 
        dat<- data.frame(y, x1, x2);  n<- dim(dat)[1];  k<- dim(dat)[2]-1;  fit.model<- lm(y ~ x1 + x2) 
        r.sq<- summary(fit.model)$r.squared;  cc<- coef(fit.model) 
       yhat<- function(x1, x2) {cc[[1]] + cc[[2]]*x1 + cc[[3]]*x2};  xbar<- c(mean(x1), mean(x2)) 
 #  Compute variance and matrix S  &  we define S = t(sqrtS) %*% sqrtS  # 
       v<- (k+1)/n 
        S<- matrix(c(sum((x1-mean(x1))^2), sum((x1-mean(x1))*(x2-mean(x2))), 
                              sum((x1-mean(x1))*(x2-mean(x2))), sum((x2-mean(x2))^2)), nrow = k, byrow = T) 
 s<- svd(S);  P<- s$v;  D<- diag(s$d);  sqrtS<- t(P%*%sqrt(D)) 
 e1<- c(cos(theta*pi/180), sin(theta*pi/180));  e2<- c(cos((theta+120)*pi/180), sin((theta+120)*pi/180)) 
        e3<- c(cos((theta+240)*pi/180), sin((theta+240)*pi/180));  eqp<- cbind(e1, e2, e3) 
        a1<- c(sqrt(k/n)*t(sqrtS)%*%e1) + xbar;  a2<- c(sqrt(k/n)*t(sqrtS)%*%e2) + xbar 
        a3<- c(sqrt(k/n)*t(sqrtS)%*%e3) + xbar;  a<- cbind(a1, a2, a3) 
        a.x1<- c(a1[1], a2[1], a3[1]);  a.x2<- c(a1[2], a2[2], a3[2]);  co.x1.x2<- data.frame(x1, x2) 
        mat<- cbind(c(a.x1, a.x1[1]), c(a.x2, a.x2[1]));  check<- inout(co.x1.x2, mat, bound=T) 
        num.pt<- sum(check);  alphastar<- 1-(1-alpha)^(1/(k+1));  sigmahat<- summary(fit.model)$sigma 
        llim<- ulim<- c( );  me<- sigmahat*qt(1-alphastar/2,n-k-1)*sqrt(v) 
         for(i in 1:(k+1)){ llim[i]<- yhat(a[,i][1],a[,i][2]) - me; ulim[i]<- yhat(a[,i][1],a[,i][2]) + me} 



58

        out<- cbind(llim, ulim);  setl<- setu<- c( ) 
        G<- matrix(nrow=6,byrow=T,data=c(-1,-a1[1],-a1[2], 1,a1[1],a1[2], -1,-a2[1],-a2[2], 
                                                                   1,a2[1],a2[2], -1,-a3[1],-a3[2], 1,a3[1],a3[2])) 
        H<- c(-ulim[1], llim[1], -ulim[2], llim[2], -ulim[3], llim[3]) 
           for(i in 1:dim(dat)[1]) {Costmax<- c(-1, -x1[i], -x2[i]);  Costmin<- c(1, x1[i], x2[i]) 
              lmax<- linp(E=NULL, F=NULL, Cost=Costmax, G=G, H=H, ispos=F) 
              lmin<- linp(E=NULL, F=NULL, Cost=Costmin, G=G, H=H, ispos=F) 
              setu<- rbind(setu, c(x1[i], x2[i], lmax$X, lmax$solutionNorm)) 
              colnames(setu)<- c("x1","x2","Beta0","Beta1","Beta2","Solution") 
              setl<- rbind(setl, c(x1[i], x2[i], lmin$X, lmin$solutionNorm)) 
              colnames(setl)<- c("x1","x2","Beta0","Beta1","Beta2","Solution")} 
        #  Plane 1 upper  # 
        out1<- setuu<- c( ) 
        check.up<- (round(setu[,4],4)==round(cc[[2]],4)) & (round(setu[,5],4)==round(cc[[3]],4)) 
           for(i in 1:dim(dat)[1]) { if(check.up[i]==T) {out1<- c(out1, i)} } 
           for(i in out1) { setuu<- rbind(setuu, setu[i,]) } 
 plane1up<- c(setuu[1,3], setuu[1,4], setuu[1,5]) 
 #  Plane 1 lower  # 
        out2<- setll<- c( ) 
        check.low<- (round(setl[,4], 4)==round(cc[[2]], 4)) & (round(setl[,5], 4)==round(cc[[3]], 4)) 
           for(i in 1:dim(dat)[1]) { if(check.low[i]==T) {out2<- c(out2, i)} } 
           for(i in out2) { setll<- rbind(setll, setl[i,]) } 
        plane1low<- c(setll[1,3], setll[1,4], setll[1,5]) 
        plane1up.fun<- function(x1, x2){plane1up[[1]]+plane1up[[2]]*x1+plane1up[[3]]*x2} 
        plane1low.fun<- function(x1, x2){plane1low[[1]]+plane1low[[2]]*x1+plane1low[[3]]*x2} 
        a.y.low<- a[,rank(c(a1[2], a2[2], a3[2]))==1]   # The lowest of ind. pt., we set pt. rank = 1 # 
        a.y.mid<- a[,rank(c(a1[2], a2[2], a3[2]))==2]   # The middle of ind. pt., we set pt. rank = 2 # 
        a.y.high<- a[,rank(c(a1[2], a2[2], a3[2]))==3]   # The highest of ind. pt., we set pt. rank = 3 # 
        a1.up<- c(a.y.low, plane1up.fun(a.y.low[1], a.y.low[2])) 
        a2.up<- c(a.y.mid, plane1up.fun(a.y.mid[1], a.y.mid[2])) 
        a3.up<- c(a.y.high, plane1up.fun(a.y.high[1], a.y.high[2])) 



59

        a1.low<- c(a.y.low, plane1low.fun(a.y.low[1],a.y.low[2])) 
        a2.low<- c(a.y.mid, plane1low.fun(a.y.mid[1],a.y.mid[2])) 
        a3.low<- c(a.y.high, plane1low.fun(a.y.high[1],a.y.high[2])) 
        #  Plane 2 upper = Plane 5 lower (a1.up, a2.up, a3.low)  # 
        p2.1<- a2.up - a1.up;  p2.2<- a3.low - a1.up 
        N.2<- c(det(matrix(c(p2.1[2], p2.1[3], p2.2[2], p2.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                       -det(matrix(c(p2.1[1], p2.1[3], p2.2[1], p2.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                        det(matrix(c(p2.1[1], p2.1[2], p2.2[1], p2.2[2]), ncol=2, byrow=T))) 
        plane2up<- c(1/N.2[3]*(N.2[1]*a1.up[1]+N.2[2]*a1.up[2]+N.2[3]*a1.up[3]), 
                               -N.2[1]/N.2[3],-N.2[2]/N.2[3]) 
        names(plane2up)<- c("Beta0","Beta1","Beta2");  plane5low<- plane2up 
        #  Plane 3 upper = Plane 6 lower (a2.up, a1.low, a3.low)  # 
        p3.1<- a1.low - a2.up;  p3.2<- a3.low - a2.up 
        N.3<- c(det(matrix(c(p3.1[2], p3.1[3], p3.2[2], p3.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                       -det(matrix(c(p3.1[1], p3.1[3], p3.2[1], p3.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                        det(matrix(c(p3.1[1], p3.1[2], p3.2[1], p3.2[2]), ncol=2, byrow=T))) 
        plane3up<- c(1/N.3[3]*(N.3[1]*a2.up[1]+N.3[2]*a2.up[2]+N.3[3]*a2.up[3]), 
                               -N.3[1]/N.3[3],-N.3[2]/N.3[3]) 
        names(plane3up)<- c("Beta0","Beta1","Beta2");  plane6low<- plane3up 
        #  Plane 4 upper = Plane 7 lower (a2.up, a3.up, a1.low)  # 
        p4.1<- a3.up - a2.up;  p4.2<- a1.low - a2.up 
        N.4<- c(det(matrix(c(p4.1[2], p4.1[3], p4.2[2], p4.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                       -det(matrix(c(p4.1[1], p4.1[3], p4.2[1], p4.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                        det(matrix(c(p4.1[1], p4.1[2], p4.2[1], p4.2[2]), ncol=2, byrow=T))) 
        plane4up<- c(1/N.4[3]*(N.4[1]*a2.up[1]+N.4[2]*a2.up[2]+N.4[3]*a2.up[3]), 
                               -N.4[1]/N.4[3],-N.4[2]/N.4[3]) 
        names(plane4up)<- c("Beta0","Beta1","Beta2");  plane7low<- plane4up 
        #  Plane 5 upper = Plane 2 lower (a3.up, a1.low, a2.low)  # 
        p5.1<- a1.low - a3.up;  p5.2<- a2.low - a3.up 
        N.5<- c(det(matrix(c(p5.1[2], p5.1[3], p5.2[2], p5.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                       -det(matrix(c(p5.1[1], p5.1[3], p5.2[1], p5.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
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                        det(matrix(c(p5.1[1], p5.1[2], p5.2[1], p5.2[2]), ncol=2, byrow=T))) 
        plane5up<- c(1/N.5[3]*(N.5[1]*a3.up[1]+N.5[2]*a3.up[2]+N.5[3]*a3.up[3]), 
                               -N.5[1]/N.5[3],-N.5[2]/N.5[3]) 
        names(plane5up)<- c("Beta0","Beta1","Beta2");  plane2low<- plane5up 
        #  Plane 6 upper = Plane 3 lower (a1.up, a3.up, a2.low)  # 
        p6.1<- a3.up - a1.up;  p6.2<- a2.low - a1.up 
        N.6<- c(det(matrix(c(p6.1[2], p6.1[3], p6.2[2], p6.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                       -det(matrix(c(p6.1[1], p6.1[3], p6.2[1], p6.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                        det(matrix(c(p6.1[1], p6.1[2], p6.2[1], p6.2[2]), ncol=2, byrow=T))) 
        plane6up<- c(1/N.6[3]*(N.6[1]*a1.up[1]+N.6[2]*a1.up[2]+N.6[3]*a1.up[3]), 
                               -N.6[1]/N.6[3],-N.6[2]/N.6[3]) 
        names(plane6up)<- c("Beta0","Beta1","Beta2");  plane3low<- plane6up 
        #  Plane 7 upper = Plane 4 lower (a1.up, a2.low, a3.low)  # 
        p7.1<- a2.low - a1.up;  p7.2<- a3.low - a1.up 
        N.7<- c(det(matrix(c(p7.1[2], p7.1[3], p7.2[2], p7.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                       -det(matrix(c(p7.1[1], p7.1[3], p7.2[1], p7.2[3]), ncol=2, byrow=T)), 
                        det(matrix(c(p7.1[1], p7.1[2], p7.2[1], p7.2[2]), ncol=2, byrow=T))) 
        plane7up<- c(1/N.7[3]*(N.7[1]*a1.up[1]+N.7[2]*a1.up[2]+N.7[3]*a1.up[3]), 
                               -N.7[1]/N.7[3],-N.7[2]/N.7[3]) 
        names(plane7up)<- c("Beta0","Beta1","Beta2");  plane4low<- plane7up 
        plane.up<- rbind(plane1up,plane2up,plane3up,plane4up,plane5up,plane6up,plane7up) 
        plane.low<- rbind(plane1low,plane2low,plane3low,plane4low,plane5low,plane6low,plane7low) 
        outshow<-list( ) 
       outshow$n<- n;  outshow$R.squared<- r.sq;  outshow$alpha<- alpha;  outshow$theta<- theta 
        outshow$eqd.pt<- eqp;  outshow$ind.pt<- a;  outshow$est.par<- cc;  outshow$plane.up<- plane.up 
        outshow$plane.low<- plane.low;  outshow$points.in.convex<- num.pt;  outshow 
    } 
   calc.pts<- function(...) {  
    dat<- data.frame(y, x1, x2);  n<- dim(dat)[1];  k<- dim(dat)[2]-1; fit.model<- lm(y ~ x1 + x2) 
        cc<- coef(fit.model);  yhat<- function(x1, x2) {cc[[1]] + cc[[2]]*x1 + cc[[3]]*x2} 
        xbar<- c(mean(x1), mean(x2));  v<- (k+1)/n 
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        S<- matrix(c(sum((x1-mean(x1))^2), sum((x1-mean(x1))*(x2-mean(x2))), 
                               sum((x1-mean(x1))*(x2-mean(x2))), sum((x2-mean(x2))^2)), nrow = k, byrow = T) 
        s<- svd(S);  P<- s$v;  D<- diag(s$d);  sqrtS<- t(P%*%sqrt(D)) 
        e1<- c(cos(theta*pi/180), sin(theta*pi/180));  e2<- c(cos((theta+120)*pi/180), sin((theta+120)*pi/180)) 
        e3<- c(cos((theta+240)*pi/180), sin((theta+240)*pi/180));  eqp<- cbind(e1, e2, e3) 
        a1<- c(sqrt(k/n)*t(sqrtS)%*%e1) + xbar;  a2<- c(sqrt(k/n)*t(sqrtS)%*%e2) + xbar 
        a3<- c(sqrt(k/n)*t(sqrtS)%*%e3) + xbar;  a<- cbind(a1, a2, a3) 
        a.x1<- c(a1[1], a2[1], a3[1]);  a.x2<- c(a1[2], a2[2], a3[2]);  co.x1.x2<- data.frame(x1, x2) 
        mat<- cbind(c(a.x1, a.x1[1]), c(a.x2, a.x2[1]));  check<- inout(co.x1.x2, mat, bound=T) 
        num.pt<- sum(check);  num.pt 
    } 
   replot<- function(...) { 
        if( !is.na(as.numeric(tclvalue(Alpha)))) { 
            theta<<- as.numeric(tclvalue(Theta));  alpha<<- as.numeric(tclvalue(Alpha)) 
            if(alpha > 0 && alpha < 1) { n<- conf.band( )$n 
                e1<- conf.band( )$eqd.pt[,1];  e2<- conf.band( )$eqd.pt[,2];  e3<- conf.band( )$eqd.pt[,3] 
                a1<- conf.band( )$ind.pt[,1];  a2<- conf.band( )$ind.pt[,2];  a3<- conf.band( )$ind.pt[,3] 
 e.x1<- c(e1[1], e2[1], e3[1]);  e.x2<- c(e1[2], e2[2], e3[2]);  a.x1<- c(a1[1], a2[1], a3[1]) 
                a.x2<- c(a1[2], a2[2], a3[2]);  co.x1.x2<- data.frame(x1, x2);  par(mfrow=c(1, 2))  
                plot(seq(-2, 2, length=5), seq(-2, 2, length=5), type="n", xlab="x1", ylab="x2", asp=1) 
                title(main="Plot equidistant points", sub=paste("theta =", theta)) 
                symbols (x=0, y=0, circles=1, fg="blue", inches=FALSE, add=TRUE) 
                points(e.x1, e.x2, col="red", pch=19);  abline(h=0, lty="dashed");  abline(v=0, lty="dashed") 
                text(e1[1], e1[2]+0.2,"e1");  text(e2[1], e2[2]+0.2,"e2");  text(e3[1], e3[2]+0.2,"e3") 
                rrx1<- (max(x1)-min(x1))/2;  x1.up<- max(x1)+abs(rrx1);  x1.low<- min(x1)-abs(rrx1) 
                rrx2<- (max(x2)-min(x2))/2;  x2.up<- max(x2)+abs(rrx2);  x2.low<- min(x2)-abs(rrx2) 
                plot(seq(x1.low,x1.up,length=15), seq(x2.low,x2.up,length=15), type="n",xlab="x1",ylab="x2") 
                mat<- cbind(c(a.x1, a.x1[1]), c(a.x2, a.x2[1]));  check<- inout(co.x1.x2, mat, bound=T) 
                num.pt<- sum(check) 
                title(main="Plot independence points",sub=paste("n =",n,", ","#points.in.convex =",num.pt)) 
                points(a.x1, a.x2, col="red", pch="*");  points(co.x1.x2);  text(a1[1], a1[2],"a1") 
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                text(a2[1], a2[2],"a2");  text(a3[1], a3[2],"a3") 
                abline(a=a1[2]-(a1[2]-a3[2])/(a1[1]-a3[1])*a1[1], b=(a1[2]-a3[2])/(a1[1]-a3[1]), lty=3) 
                abline(a=a1[2]-(a1[2]-a2[2])/(a1[1]-a2[1])*a1[1], b=(a1[2]-a2[2])/(a1[1]-a2[1]), lty=3) 
                abline(a=a2[2]-(a2[2]-a3[2])/(a2[1]-a3[1])*a2[1], b=(a2[2]-a3[2])/(a2[1]-a3[1]), lty=3) 
                out<- list( ); out$y<- y; out$x1<- x1; out$x2<- x2; out    
               } 
            else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible",  
                             message="alpha must be in the range (0,1)", icon="warning",type="ok")    
        } 
        else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible", 
                                        message="alpha must be in the range (0,1)", icon="warning",type="ok")    
      } 
     regen<- function(...) { 
         if(is.na(as.numeric(tclvalue(mean.x1))) || is.na(as.numeric(tclvalue(sd.x1))) ||  
               is.na(as.numeric(tclvalue(mean.x2))) || is.na(as.numeric(tclvalue(sd.x2))) ||  
               is.na(as.numeric(tclvalue(Beta0))) || is.na(as.numeric(tclvalue(Beta1))) ||  
               is.na(as.numeric(tclvalue(Beta2))) ) { 
             tkmessageBox(title="Warning: missing value occurred", message="Some values is invalid.", 
                                       icon="warning", type="ok") } 
         else { n<<- as.numeric(tclvalue(size)) 
             mean..x1<<- as.numeric(tclvalue(mean.x1));  sd..x1<<- as.numeric(tclvalue(sd.x1)) 
             mean..x2<<- as.numeric(tclvalue(mean.x2));  sd..x2<<- as.numeric(tclvalue(sd.x2)) 
             Beta.0<<- as.numeric(tclvalue(Beta0));  Beta.1<<- as.numeric(tclvalue(Beta1)) 
             Beta.2<<- as.numeric(tclvalue(Beta2));  sigma.error<<- as.numeric(tclvalue(Sigma)) 
             if(sd..x1 > 0 && sd..x2 > 0 && sigma.error > 0) { 
                 error<- rnorm(n, mean=0, sd=sigma.error);  x1<<- rnorm(n, mean=mean..x1, sd=sd..x1) 
                 x2<<- rnorm(n, mean=mean..x2, sd=sd..x2);  y<<- Beta.0 + Beta.1*x1 + Beta.2*x2 + error 
                 replot( ) }   
             else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible",message="Some values is invalid.", 
                                              icon="warning",type="ok")            
           } 
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     } 
     regen( ) 
     detail<- function(...) { 
        if( !is.na(as.numeric(tclvalue(Alpha))) ) { 
            alpha<<- as.numeric(tclvalue(Alpha));  theta<<- as.numeric(tclvalue(Theta)) 
            if(alpha > 0 && alpha < 1) { y<<- replot( )$y;  x1<<- replot( )$x1;  x2<<- replot( )$x2 
                base.detail<- tktoplevel( );  tkwm.title(base.detail, 'Results') 
                yscr<- tkscrollbar(base.detail, command=function(...)tkyview(txt,...)) 
                xscr<- tkscrollbar(base.detail, command=function(...)tkxview(txt,...), orient='horiz') 
                txt<- tktext(base.detail, bg="white", font="courier", yscrollcommand=function(...)tkset(yscr,...), 
                           xscrollcommand=function(...)tkset(xscr,...), wrap="none",  
                                       font=tkfont.create(family='lucidatypewriter',size=12)) 
                tkpack(yscr,side="right",fill="y");  tkpack(xscr,side="bottom",fill="x") 
                tkpack(txt,fill="both",expand=1);  thestring<- capture.output(print(conf.band( ))) 
                thestring<- paste(thestring,collapse='\n');  tkinsert(txt,"end", thestring) 
                tkconfigure(txt, state="disabled")} 
            else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible", 
                                             message="alpha must be in the range (0,1)", icon="warning", type="ok") 
 } 
        else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible", 
                                        message="alpha must be in the range (0,1)", icon="warning", type="ok") 
 } 
     opt.theta<- function(...) { pts.convex<- theta<- angle<- c( ) 
           for(i in 1:120){ angle[i]<- i-1;  theta<<- i-1;  pts.convex[i]<- calc.pts( ) } 
        test.max<- (pts.convex==max(pts.convex));  opt.angle<- angle[test.max==T] 
        theta<<- as.numeric(tclvalue(Theta)); opt.angle 
 } 
     press.cal <- function(...){ 
        if( !is.na(as.numeric(tclvalue(Alpha))) ) { alpha<<- as.numeric(tclvalue(Alpha)) 
           if(alpha > 0 && alpha < 1){ y<<- replot( )$y; x1<<- replot( )$x1; x2<<- replot( )$x2 
               tkmessageBox(title="Optimal theta", message= paste("theta =", opt.theta( ), collapse="\n"), 
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                                                   icon="info",type="ok" ) } 
     else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible", 
                         message="alpha must be in the range (0,1)", icon="warning", type="ok")  
 } 
        else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible", 
                                        message="alpha must be in the range (0,1)", icon="warning", type="ok") 
 } 
     conf.persp<- function(...) { alpha<<- as.numeric(tclvalue(Alpha));  theta<<- as.numeric(tclvalue(Theta)) 
        a<- conf.band( )$ind.pt;  a1<- a[,1];  a2<- a[,2];  a3<- a[,3]  
        coef.up<- conf.band( )$plane.up;  coef.low<- conf.band( )$plane.low 
        plane1up.fun<- function(x1, x2){coef.up[1,1]+coef.up[1,2]*x1+coef.up[1,3]*x2} 
        plane2up.fun<- function(x1, x2){coef.up[2,1]+coef.up[2,2]*x1+coef.up[2,3]*x2} 
        plane3up.fun<- function(x1, x2){coef.up[3,1]+coef.up[3,2]*x1+coef.up[3,3]*x2} 
        plane4up.fun<- function(x1, x2){coef.up[4,1]+coef.up[4,2]*x1+coef.up[4,3]*x2} 
        plane5up.fun<- function(x1, x2){coef.up[5,1]+coef.up[5,2]*x1+coef.up[5,3]*x2} 
        plane6up.fun<- function(x1, x2){coef.up[6,1]+coef.up[6,2]*x1+coef.up[6,3]*x2} 
        plane7up.fun<- function(x1, x2){coef.up[7,1]+coef.up[7,2]*x1+coef.up[7,3]*x2} 
        plane1low.fun<- function(x1, x2){coef.low[1,1]+coef.low[1,2]*x1+coef.low[1,3]*x2} 
        plane2low.fun<- function(x1, x2){coef.low[2,1]+coef.low[2,2]*x1+coef.low[2,3]*x2} 
        plane3low.fun<- function(x1, x2){coef.low[3,1]+coef.low[3,2]*x1+coef.low[3,3]*x2} 
        plane4low.fun<- function(x1, x2){coef.low[4,1]+coef.low[4,2]*x1+coef.low[4,3]*x2} 
        plane5low.fun<- function(x1, x2){coef.low[5,1]+coef.low[5,2]*x1+coef.low[5,3]*x2} 
        plane6low.fun<- function(x1, x2){coef.low[6,1]+coef.low[6,2]*x1+coef.low[6,3]*x2} 
        plane7low.fun<- function(x1, x2){coef.low[7,1]+coef.low[7,2]*x1+coef.low[7,3]*x2} 
        rrx<- (max(a[1,])-min(a[1,]))/2;  x.up<- max(a[1,])+abs(rrx);  x.low<- min(a[1,])-abs(rrx) 
        rry<- (max(a[2,])-min(a[2,]))/2;  y.up<- max(a[2,])+abs(rry);  y.low<- min(a[2,])-abs(rry) 
        z.up<- max(plane1up.fun(x.up, y.up), plane1up.fun(x.up, y.low), plane1up.fun(x.low, y.up), 
                             plane1up.fun(x.low, y.low), plane2up.fun(x.up, y.up), plane2up.fun(x.up, y.low), 
                             plane2up.fun(x.low, y.up), plane2up.fun(x.low, y.low), plane3up.fun(x.up, y.up), 
                             plane3up.fun(x.up, y.low), plane3up.fun(x.low, y.up), plane3up.fun(x.low, y.low), 
                             plane4up.fun(x.up, y.up), plane4up.fun(x.up, y.low), plane4up.fun(x.low, y.up), 
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                             plane4up.fun(x.low, y.low), plane5up.fun(x.up, y.up), plane5up.fun(x.up, y.low), 
                             plane5up.fun(x.low, y.up), plane5up.fun(x.low, y.low), plane6up.fun(x.up, y.up), 
                             plane6up.fun(x.up, y.low), plane6up.fun(x.low, y.up), plane6up.fun(x.low, y.low), 
                             plane7up.fun(x.up, y.up), plane7up.fun(x.up, y.low), plane7up.fun(x.low, y.up), 
                             plane7up.fun(x.low, y.low)) 
    z.low<- min(plane1low.fun(x.up, y.up), plane1low.fun(x.up, y.low), plane1low.fun(x.low, y.up), 
                              plane1low.fun(x.low, y.low), plane2low.fun(x.up, y.up), plane2low.fun(x.up, y.low), 
                              plane2low.fun(x.low, y.up), plane2low.fun(x.low, y.low), plane3low.fun(x.up, y.up), 
                              plane3low.fun(x.up, y.low), plane3low.fun(x.low, y.up), plane3low.fun(x.low, y.low), 
                              plane4low.fun(x.up, y.up), plane4low.fun(x.up, y.low), plane4low.fun(x.low, y.up), 
                              plane4low.fun(x.low, y.low), plane5low.fun(x.up, y.up), plane5low.fun(x.up, y.low), 
                              plane5low.fun(x.low, y.up), plane5low.fun(x.low, y.low), plane6low.fun(x.up, y.up), 
                              plane6low.fun(x.up, y.low), plane6low.fun(x.low, y.up), plane6low.fun(x.low, y.low), 
                              plane7low.fun(x.up, y.up), plane7low.fun(x.up, y.low), plane7low.fun(x.low, y.up), 
                              plane7low.fun(x.low, y.low)) 
        a.y.low<- a[,rank(c(a1[2], a2[2], a3[2]))==1]   # The lowest of ind. pt., we set pt. rank = 1 # 
        a.y.mid<- a[,rank(c(a1[2], a2[2], a3[2]))==2]   # The middle of ind. pt., we set pt. rank = 2 # 
        a.y.high<- a[,rank(c(a1[2], a2[2], a3[2]))==3]   # The highest of ind. pt., we set pt. rank = 3 # 
        test.a<- rank(c(a.y.low[1], a.y.mid[1], a.y.high[1])) 
        m12<- (a.y.mid[2]-a.y.low[2])/(a.y.mid[1]-a.y.low[1]);  intercept12<- a.y.mid[2] - m12*a.y.mid[1] 
        m23<- (a.y.high[2]-a.y.mid[2])/(a.y.high[1]-a.y.mid[1]);  intercept23<- a.y.high[2]-m23*a.y.high[1]  
        m13<- (a.y.high[2]-a.y.low[2])/(a.y.high[1]-a.y.low[1]);  intercept13<- a.y.high[2]-m13*a.y.high[1] 
        xx1<- seq(x.low,x.up,length=as.numeric(tclvalue(res))) 
        xx2<- seq(y.low,y.up,length=as.numeric(tclvalue(res))) 
        f.low<- function(x1, x2) { out<- matrix(nrow=length(x1), ncol=length(x2)) 
           m<- (a.y.high[2]-a.y.low[2])/(a.y.high[1]-a.y.low[1]);  intercept<- a.y.high[2]-m*a.y.high[1] 
             for(i in 1:length(x1)){ 
               for(j in 1:length(x2)){  
                 # Case 1 low # 
                 if(((test.a[1]==1 && test.a[2]==2 && test.a[3]==3) || (test.a[1]==3 && test.a[2]==2 && 
                                  test.a[3]==1)) && a.y.mid[2] <= m*a.y.mid[1]+intercept) {  
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 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[1,1]+coef.low[1,2]*x1[i]+coef.low[1,3]*x2[j] }  # plane 1 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[2,1]+coef.low[2,2]*x1[i]+coef.low[2,3]*x2[j] }  # plane 2 # 
 if(x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[3,1]+coef.low[3,2]*x1[i]+coef.low[3,3]*x2[j] }  # plane 3 # 
                    if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[4,1]+coef.low[4,2]*x1[i]+coef.low[4,3]*x2[j] }  # plane 4 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[5,1]+coef.low[5,2]*x1[i]+coef.low[5,3]*x2[j] }  # plane 5 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[6,1]+coef.low[6,2]*x1[i]+coef.low[6,3]*x2[j] }  # plane 6 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12)  
 { out[i,j]<- coef.low[7,1]+coef.low[7,2]*x1[i]+coef.low[7,3]*x2[j] }  # plane 7 # 
                  } 
                 # Case 2 low # 
                 if(((test.a[1]==1 && test.a[2]==2 && test.a[3]==3) || (test.a[1]==3 && test.a[2]==2 && 
                                  test.a[3]==1)) && a.y.mid[2] >= m*a.y.mid[1]+intercept) { 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[1,1]+coef.low[1,2]*x1[i]+coef.low[1,3]*x2[j] }  # plane 1 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[2,1]+coef.low[2,2]*x1[i]+coef.low[2,3]*x2[j] }  # plane 2 # 
 if(x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[3,1]+coef.low[3,2]*x1[i]+coef.low[3,3]*x2[j] }  # plane 3 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
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                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[4,1]+coef.low[4,2]*x1[i]+coef.low[4,3]*x2[j] }  # plane 4 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[5,1]+coef.low[5,2]*x1[i]+coef.low[5,3]*x2[j] }  # plane 5 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[6,1]+coef.low[6,2]*x1[i]+coef.low[6,3]*x2[j] }  # plane 6 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12)  
 { out[i,j]<- coef.low[7,1]+coef.low[7,2]*x1[i]+coef.low[7,3]*x2[j] }  # plane 7 # 
 }  
                 # Case 3 low # 
 if((test.a[1]==1 && test.a[2]==3 && test.a[3]==2)||(test.a[1]==3 && test.a[2]==1 && 
                                 test.a[3]==2)) { 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[1,1]+coef.low[1,2]*x1[i]+coef.low[1,3]*x2[j] }  # plane 1 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[2,1]+coef.low[2,2]*x1[i]+coef.low[2,3]*x2[j] }  # plane 2 # 
 if(x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[3,1]+coef.low[3,2]*x1[i]+coef.low[3,3]*x2[j] }  # plane 3 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[4,1]+coef.low[4,2]*x1[i]+coef.low[4,3]*x2[j] }  # plane 4 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[5,1]+coef.low[5,2]*x1[i]+coef.low[5,3]*x2[j] }  # plane 5 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[6,1]+coef.low[6,2]*x1[i]+coef.low[6,3]*x2[j] }  # plane 6 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12)  
 { out[i,j]<- coef.low[7,1]+coef.low[7,2]*x1[i]+coef.low[7,3]*x2[j] }  # plane 7 # 
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 }  
                 # Case 4 low # 
                 if((test.a[1]==2 && test.a[2]==1 && test.a[3]==3)||(test.a[1]==2 && test.a[2]==3 && 
                                 test.a[3]==1)){ 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[1,1]+coef.low[1,2]*x1[i]+coef.low[1,3]*x2[j] }   # plane 1 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[2,1]+coef.low[2,2]*x1[i]+coef.low[2,3]*x2[j] }  # plane 2 # 
 if(x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[3,1]+coef.low[3,2]*x1[i]+coef.low[3,3]*x2[j] }  # plane 3 # 
                    if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[4,1]+coef.low[4,2]*x1[i]+coef.low[4,3]*x2[j] }   # plane 4 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[5,1]+coef.low[5,2]*x1[i]+coef.low[5,3]*x2[j] }  # plane 5 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.low[6,1]+coef.low[6,2]*x1[i]+coef.low[6,3]*x2[j] }  # plane 6 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12)  
 { out[i,j]<- coef.low[7,1]+coef.low[7,2]*x1[i]+coef.low[7,3]*x2[j] }  # plane 7 # 
 }  
 } 
 } 
 return(out) 
 } 
        yy<- f.low(xx1, xx2);   
 persp(xx1, xx2, yy, xlim=c(x.low, x.up), ylim=c(y.low, y.up), zlim=c(z.low-10, z.up+10), 
                    theta=as.numeric(tclvalue(teta)), phi=as.numeric(tclvalue(phi)), axes=F);  par(new=T) 
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        f.up<- function(x1, x2) { out<- matrix(nrow=length(x1),ncol=length(x2)) 
 m<- (a.y.high[2]-a.y.low[2])/(a.y.high[1]-a.y.low[1]);  intercept<- a.y.high[2]-m*a.y.high[1] 
             for(i in 1:length(x1)){ 
 for(j in 1:length(x2)){ 
                 # Case 1 up  # 
 if(((test.a[1]==1 && test.a[2]==2 && test.a[3]==3)||(test.a[1]==3 && test.a[2]==2 && 
                                  test.a[3]==1)) && a.y.mid[2] <= m*a.y.mid[1]+intercept){ 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[1,1]+coef.up[1,2]*x1[i]+coef.up[1,3]*x2[j] }  # plane 1 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[2,1]+coef.up[2,2]*x1[i]+coef.up[2,3]*x2[j] }  # plane 2 # 
 if(x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[3,1]+coef.up[3,2]*x1[i]+coef.up[3,3]*x2[j] }  # plane 3 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[4,1]+coef.up[4,2]*x1[i]+coef.up[4,3]*x2[j] }  # plane 4 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[5,1]+coef.up[5,2]*x1[i]+coef.up[5,3]*x2[j] }  # plane 5 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[6,1]+coef.up[6,2]*x1[i]+coef.up[6,3]*x2[j] }  # plane 6 #   
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12)  
 { out[i,j]<- coef.up[7,1]+coef.up[7,2]*x1[i]+coef.up[7,3]*x2[j] }  # plane 7 #  
 }  
 # Case 2 up # 
 if(((test.a[1]==1 && test.a[2]==2 && test.a[3]==3)||(test.a[1]==3 && test.a[2]==2 && 
                                  test.a[3]==1)) && a.y.mid[2] >= m*a.y.mid[1]+intercept){ 

 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
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                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[1,1]+coef.up[1,2]*x1[i]+coef.up[1,3]*x2[j] }  # plane 1 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[2,1]+coef.up[2,2]*x1[i]+coef.up[2,3]*x2[j] }  # plane 2 # 
 if(x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[3,1]+coef.up[3,2]*x1[i]+coef.up[3,3]*x2[j] }  # plane 3 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[4,1]+coef.up[4,2]*x1[i]+coef.up[4,3]*x2[j] }  # plane 4 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[5,1]+coef.up[5,2]*x1[i]+coef.up[5,3]*x2[j] }  # plane 5 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[6,1]+coef.up[6,2]*x1[i]+coef.up[6,3]*x2[j] }  # plane 6 #  
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12)  
 { out[i,j]<- coef.up[7,1]+coef.up[7,2]*x1[i]+coef.up[7,3]*x2[j] }  # plane 7 #  
 }  
 # Case 3 up # 
 if((test.a[1]==1 && test.a[2]==3 && test.a[3]==2)||(test.a[1]==3 && test.a[2]==1 && 
                                 test.a[3]==2)){ 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[1,1]+coef.up[1,2]*x1[i]+coef.up[1,3]*x2[j] }  # plane 1 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[2,1]+coef.up[2,2]*x1[i]+coef.up[2,3]*x2[j] }  # plane 2 # 
 if(x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[3,1]+coef.up[3,2]*x1[i]+coef.up[3,3]*x2[j] }  # plane 3 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                      x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
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 {out[i,j]<- coef.up[4,1]+coef.up[4,2]*x1[i]+coef.up[4,3]*x2[j]}  # plane 4 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[5,1]+coef.up[5,2]*x1[i]+coef.up[5,3]*x2[j] }  # plane 5 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[6,1]+coef.up[6,2]*x1[i]+coef.up[6,3]*x2[j] }  # plane 6 #   
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12)  
 { out[i,j]<- coef.up[7,1]+coef.up[7,2]*x1[i]+coef.up[7,3]*x2[j] }  # plane 7 #  
 }  
 # Case 4 up # 
 if((test.a[1]==2 && test.a[2]==1 && test.a[3]==3)||(test.a[1]==2 && test.a[2]==3 && 
                                 test.a[3]==1)){ 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[1,1]+coef.up[1,2]*x1[i]+coef.up[1,3]*x2[j] }  # plane 1 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[2,1]+coef.up[2,2]*x1[i]+coef.up[2,3]*x2[j] }  # plane 2 # 
 if(x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[3,1]+coef.up[3,2]*x1[i]+coef.up[3,3]*x2[j] }  # plane 3 # 
 if(x2[j]>=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[4,1]+coef.up[4,2]*x1[i]+coef.up[4,3]*x2[j] }  # plane 4 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[5,1]+coef.up[5,2]*x1[i]+coef.up[5,3]*x2[j] }  # plane 5 # 
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]>=m12*x1[i]+intercept12 && 
                                     x2[j]<=m23*x1[i]+intercept23) 
 { out[i,j]<- coef.up[6,1]+coef.up[6,2]*x1[i]+coef.up[6,3]*x2[j] }  # plane 6 #  
 if(x2[j]<=m13*x1[i]+intercept13 && x2[j]<=m12*x1[i]+intercept12)  
 { out[i,j]<- coef.up[7,1]+coef.up[7,2]*x1[i]+coef.up[7,3]*x2[j] }  # plane 7 #    
 }  
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 } 
 } 
 return(out) 
 } 
 yy<- f.up(xx1, xx2) 
 persp(xx1, xx2, yy, xlim=c(x.low, x.up), ylim=c(y.low, y.up), zlim=c(z.low-10, z.up+10), 
                    theta=as.numeric(tclvalue(teta)), phi=as.numeric(tclvalue(phi)), xlab="X1", ylab="X2", zlab="Y", 
                    ticktype="detailed") 
 # If you want to compare with Scheffe bands, you must remove the “#” in the next line # 
 # dat<- data.frame(y,x1,x2);  n<- dim(dat)[1];  k<- dim(dat)[2]-1;  fit.model<- lm(y ~ x1 + x2) 
 # cc<- coef(fit.model);  par(new=T) 
 # g.low<- function(xx1, xx2) { new.x<- data.frame(x1=xx1, x2=xx2) 
 # PV<- predict(fit.model, new.x, se.fit=T);  w<-sqrt((k+1)*qf(0.05, k+1, n-k-1, lower.tail=F)) 
 # out<- PV$fit - w*PV$se.fit;  out };  y.lower<- outer(xx1, xx2, g.low) 
 # Scheffe.low<- persp(xx1, xx2, y.lower, xlim=c(x.low, x.up), ylim=c(y.low, y.up),  
          #                               zlim=c(z.low-10, z.up+10), theta=as.numeric(tclvalue(teta)), 
      #                               phi=as.numeric(tclvalue(phi)), axes=F, border="red");  par(new=T) 
 # g.up<- function(xx1, xx2) { new.x<- data.frame(x1=xx1, x2=xx2) 
 # PV<- predict(fit.model, new.x, se.fit=T);  w<-sqrt((k+1)*qf(0.05, k+1, n-k-1, lower.tail=F)) 
 # out<- PV$fit + w*PV$se.fit;  out };  y.upper<- outer(xx1, xx2, g.up) 
 # Scheffe.up<- persp(xx1, xx2, y.upper, xlim=c(x.low, x.up), ylim=c(y.low, y.up), 
          #                             zlim=c(z.low-10, z.up+10), theta=as.numeric(tclvalue(teta)), 
     #                            phi=as.numeric(tclvalue(phi)), axes=F, border="red") 
 } 
 persp.plot<- function(...) { 
 if( !is.na(as.numeric(tclvalue(Alpha)))) { alpha<<- as.numeric(tclvalue(Alpha)) 
 if(alpha > 0 && alpha < 1){ sub.base<- tktoplevel( );  tkwm.title(sub.base, "Control persp.") 
 mainfrm<- tkframe(sub.base) 
 main.text <- tkfont.create(family="times", size=12, weight="bold") 

 blank1<- tkframe(mainfrm);  tkpack(tklabel(blank1, text="")) 
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 blank2<- tkframe(mainfrm);  tkpack(tklabel(blank2, text="")) 
 blank3<- tkframe(mainfrm);  tkpack(tklabel(blank3, text="")) 
 res<<- tclVar("30");  teta<<- tclVar("0");  phi<<- tclVar("0") 
 default<- function( ){ tclvalue(res)<- "30";  tclvalue(teta)<- "0";  tclvalue(phi)<- "0" 
                                 conf.persp( ) } 
 windows( );  par(mfrow=c(1,1)) 
 m1<- tkframe(mainfrm);  tkpack(tklabel(m1, text="Resolution", font=main.text)) 
 tkpack(tkscale(m1, command=conf.persp, from=10, to=250, showvalue=TRUE, 
                                            variable=res, resolution=1, orient='horiz')) 
 tkpack(m1, side='top');  tkpack(blank1, side="top") 
 m2<- tkframe(mainfrm);  tkpack(tklabel(m2, text="Left - Right", font=main.text)) 
 tkpack(tkscale(m2, command=conf.persp, from=-180, to=180, showvalue=TRUE, 
                                            variable=teta, resolution=1, orient='horiz')) 
 tkpack(m2, side='top');  tkpack(blank2, side="top") 
 m3<- tkframe(mainfrm);  tkpack(tklabel(m3, text="Up - Down", font=main.text)) 
 tkpack(tkscale(m3, command=conf.persp, from=-180, to=180, showvalue=TRUE, 
                                            variable=phi, resolution=1, orient='horiz')) 
 tkpack(m3, side='top');  tkpack(blank3, side="top") 
 m4<- tkframe(mainfrm);  tkpack(tkbutton(m4, text="Default", command=default), side="top") 
 tkpack(m4,side='top');  tkpack(mainfrm) 
 } 
 else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible",  
                                        message="alpha must be in the range (0,1)", icon="warning", type="ok") 
 } 
 else tkmessageBox(title="Warning: Range is not impossible", 
                                        message="alpha must be in the range (0,1)", icon="warning", type="ok") 
 } 
 tkscript<- function( ) { wfile<- "" ;  tt<- tktoplevel( );  txt<- tktext(tt, height=10);  tkpack(txt) 
 save<- function( ){ file<- tclvalue(tkgetSaveFile(initialfile=tclvalue(tclfile.tail(wfile)), 
                                                                                   initialdir=tclvalue(tclfile.dir(wfile)))) 
 if(!length(file)) return( ) 
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 chn<- tclopen(file,"w"); tclputs(chn, tclvalue(tkget(txt,"0.0","end"))); tclclose(chn); wfile<<- file } 
 load<- function( ){ file<- tclvalue(tkgetOpenFile( )) 
 if(!length(file)) return( ) 
 chn<- tclopen(file, "r");  tkinsert(txt,"0.0", tclvalue(tclread(chn)));  tclclose(chn);  wfile<<- file } 
 run<- function( ){ code<- tclvalue(tkget(txt,"0.0","end"));  e<- try(parse(text=code)) 
 if(inherits(e,"try-error")){ tkmessageBox(message="Syntax error", icon="error"); return( ) } 
 eval(e) 
 if(length(x1)==length(x2) && length(x1)==length(y) && length(x2)==length(y)){ 
 cat("Your data was executed ...\n");  replot( ) } 
 else tkmessageBox(title="Error", message="Length of variable is not equal", 
                                             icon="warning", type="ok") } 
 topMenu<- tkmenu(tt);  tkconfigure(tt, menu=topMenu);  fileMenu <- tkmenu(topMenu, tearoff=F) 
 tkadd(fileMenu, "command", label="Load", command=load) 
 tkadd(fileMenu, "command", label="Save", command=save) 
 tkadd(topMenu, "cascade", label="File", menu=fileMenu) 
 tkadd(topMenu, "command", label="Run", command=run) 
 } 
 reset<- function( ) { tclvalue(size)<- "50";  tclvalue(Alpha)<- "0.05";  tclvalue(Theta)<- "0" 
 tclvalue(mean.x1)<- "0";  tclvalue(sd.x1)<- "1";  tclvalue(mean.x2)<- "0";  tclvalue(sd.x2)<- "1" 
 tclvalue(Beta0)<- "0.5";  tclvalue(Beta1)<- "0.5";  tclvalue(Beta2)<- "0.5";  tclvalue(Sigma)<- "1" 
 replot( ) 
 } 
 base<- tktoplevel( );  tkwm.title(base,"Control Panel"); main.frame<- tkframe(base) 
 sub.frame1<- tkframe(base);  sub.frame2<- tkframe(base) 
 mainfrm.left<- tkframe(main.frame);  mainfrm.right<- tkframe(main.frame) 
 blank.left1<- tkframe(mainfrm.left);  tkpack(tklabel(blank.left1, text="")) 
 blank.left2<- tkframe(mainfrm.left);  tkpack(tklabel(blank.left2, text="")) 
 blank.right1<- tkframe(mainfrm.right);  tkpack(tklabel(blank.right1, text="")) 
 blank.right2<- tkframe(mainfrm.right);  tkpack(tklabel(blank.right2, text="")) 
 blank.right3<- tkframe(mainfrm.right);  tkpack(tklabel(blank.right3, text="")) 
 blank.center<- tkframe(sub.frame1);  tkpack(tklabel(blank.center, text="")) 
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 main.text<- tkfont.create(family="times", size=12, weight="bold") 
 sub.text<- tkfont.create(family="times", size=10) 
 frame1<- tkframe(mainfrm.left);  tkpack(tklabel(frame1, text="Sig.level", font=main.text)) 
 tkpack(tklabel(frame1, text="alpha  = ", font=sub.text), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame1, width="5", textvariable=Alpha), side="top") 
 tkpack(frame1, side="top",pady=5);  tkpack(blank.left1, side="top") 
 frame2<- tkframe(mainfrm.left);  tkpack(tklabel(frame2, text="Sample size", font=main.text)) 
 for(i in c(30,50,100,200)){tmp<- tkradiobutton(frame2, command=regen, text=i, value=i, variable=size) 
                                                  tkpack(tmp,side="left",padx=4)} 
 tkpack(frame2, side="top",pady=5);  tkpack(blank.left2, side="top") 
 frame3<- tkframe(mainfrm.left);  tkpack(tklabel(frame3, text="Simulation", font=main.text)) 
 tkpack(tklabel(frame3, text="X1 (Mean, SD) : ", font=sub.text), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame3, width=5, textvariable=mean.x1), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame3, width=5, textvariable=sd.x1), side="left");  tkpack(frame3, side="top", pady=2) 
 frame4<- tkframe(mainfrm.left) 
 tkpack(tklabel(frame4, text="X2 (Mean, SD) : ", font=sub.text), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame4, width=5, textvariable=mean.x2), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame4, width=5, textvariable=sd.x2),side="left");  tkpack(frame4, side="top", pady=2) 
 frame5<- tkframe(mainfrm.left);  frame5.left<- tkframe(frame5);  frame5.right<- tkframe(frame5)   
 frame5.1<- tkframe(frame5.left);  tkpack(tklabel(frame5.1, text="Beta0 : ", font=sub.text), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame5.1, width=5, textvariable=Beta0), side="left") 
 tkpack(frame5.1, side="top", pady=2) 
 frame5.2<- tkframe(frame5.left);  tkpack(tklabel(frame5.2, text="Beta1 : ", font=sub.text), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame5.2, width=5, textvariable=Beta1), side="left") 
 tkpack(frame5.2, side="top", pady=2) 
 frame5.3<- tkframe(frame5.left);  tkpack(tklabel(frame5.3, text="Beta2 : ", font=sub.text), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame5.3, width=5, textvariable=Beta2), side="left") 
 tkpack(frame5.3, side="top", pady=2) 
 frame5.4<- tkframe(frame5.right);  tkpack(tklabel(frame5.4, text="  Sigma : ", font=sub.text), side="left") 
 tkpack(tkentry(frame5.4, width=5, textvariable=Sigma), side="left") 
 tkpack(frame5.4, side="top", pady=2);  tkpack(frame5.left, frame5.right, side="left") 
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 tkpack(frame5, side="top", pady=2) 
 tkpack(tkbutton(mainfrm.left, text="Regenerate", command=regen), side="top", pady=5) 
 frame6<- tkframe(mainfrm.right);  tkpack(tklabel(frame6, text="Your data",font=main.text), side="top") 
 tkpack(tklabel(frame6, text="If you have the data,\n you can click input.", font=sub.text), side="top") 
 tkpack(frame6, side="top", pady=10) 
 tkpack(tkbutton(mainfrm.right, text="Input", command=tkscript), side="top") 
 tkpack(blank.right1, side="top") 
 frame7<- tkframe(mainfrm.right)  
 tkpack(tklabel(frame7, text="Optimal theta", font=main.text), side="top") 
 tkpack(frame7, side="top", pady=10) 
 tkpack(tkbutton(mainfrm.right, text="Calculate", command=press.cal), side="top") 
 tkpack(blank.right2, side="top") 
 frame8<- tkframe(mainfrm.right);  tkpack(tklabel(frame8, text="theta", font=main.text)) 
 tkpack(tkscale(frame8, command=replot, from=0, to=119, showvalue=TRUE,  
                                 variable=Theta, resolution=1, orient="horiz")) 
 tkpack(frame8, side="top", pady=10);  tkpack(blank.right3, side="top") 
 tkpack(mainfrm.left, mainfrm.right, side="left") 
 frame9<- tkframe(sub.frame1) 
 tkpack(tklabel(frame9, text="Confidence bands", font=main.text), side="top") 
 tkpack(frame9, side="top", pady=10) 
 tkpack(tkbutton(sub.frame1, text="Plot",command=persp.plot), side="top") 
 tkpack(blank.center, side="top") 
 frame10<- tkframe(sub.frame2) 
 tkpack(tkbutton(frame10, text="Show details", command=detail), side="left") 
 tkpack(tklabel(frame10, text="      "), side="left") 
 tkpack(tkbutton(frame10, text="Reset", command=reset), side="left") 
 tkpack(frame10, side="top", padx=10, pady=5) 
 tkpack(main.frame);  tkpack(sub.frame1);  tkpack(sub.frame2) 
}) 
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