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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

การวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมปฐพ ี ในปจจุบนัเกี่ยวของกับการนําระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนต (Finite Element Method) มาใชเปนอยางมากเนื่องจากปญหาทางวิศวกรรมปฐพีเปนปญหาทีค่วาม
ซับซอนสูงทั้งในรูปแบบของโครงสราง ช้ันดิน แรงภายนอกทีก่ระทํา แบบจําลองพฤติกรรมของดิน 
(Soil Model) และขอบเขตของปญหา การวิเคราะหปญหาโดยละเอียดซึ่งใหผลคําตอบอยางถูกตอง
แมนยําตามทฤษฎี จึงยุงยากเกินกวาจะใชไดอยางมีประสิทธิภาพในทางปฏิบัติแนวทางในการวิเคราะห
ปญหาที่ใชในปจจุบัน เพือ่ความสะดวกจึงมักใชวิธีการอยางงายตางๆ เชน ระเบียบวิธีเชิงตวัเลข 
(Numerical Method) และวิธีวิเคราะหโดยใชผลการทดสอบและประสบการณ (Empirical Method) เปน
ตน และเนื่องจากความกาวหนาของเทคโนโลยีคอมพิวเตอรในปจจบุันสงผลใหวธีิเชิงตัวเลขเปนวิธีที่มี
ประสิทธิภาพสูงขึ้น และไดรับการพัฒนาอยางตอเนื่อง ซ่ึงระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element 
Method) เปนรูปแบบหนึ่งของการวิเคราะหปญหาที่มีการประยุกตใชงานอยางกวางขวาง 

ในปจจุบนัการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมโดยใชระเบียบวิธีเชิงตวัเลข เร่ิมไดรับความสนใจ
เปนอยางมาก เนื่องจากเปนวธีิหนึ่งที่จะชวยลดเวลาและตนทุนในการออกแบบ ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขนั้น
มีอยูหลายวิธี แตวิธีหนึ่งทีน่ิยมใชกันในปจจุบัน คือระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เนื่องจากระเบยีบวิธี
ดังกลาวสามารถนําไปใชวิเคราะหปญหาที่มีความซับซอนไดเปนอยางดี 

ในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) เปนการ
วิเคราะหโดยสมมุติปญหาที่ตอเนื่องใหมลัีกษณะชิ้นสวนยอยๆ ประกอบกัน (Discretization) และใช
สมการคณิตศาสตรจําลองพฤติกรรมชิ้นสวนยอยเหลานัน้ รวมกับการวิเคราะหพฤติกรรมของชิ้นสวน
ทั้งหมดรวมกนั เราสามารถหาคาประมาณของผลเฉลยของปญหาที่ตอเนื่องได โดยความแมนยําของผล
เฉลยนั้นขึ้นอยูกับแบบจําลองคณิตศาสตร และขนาดของชิ้นสวนทีป่ระกอบกันยิง่แบบจําลองทางคณิต
ศสาตรมีความสอดคลองกับพฤติกรรมของชิ้นสวนมากเทาไร ความแมนยําในการเปนตวัแทนของ
ช้ินสวนกจ็ะดมีากขึ้นเทานัน้ ในขณะที่การเพิ่มจํานวนชิ้นสวนซึ่งเปนการลดขนาดของชวงการประมาณ 
ก็จะลดความคลาดเคลื่อน ที่เกิดจากการประมาณปญหาตอเนื่องดวยช้ินสวน 

ในการเพิ่มความแมนยําของผลเฉลย ทําไดโดยการเพิม่ความซับซอนของสมการคณิตศาสตร 
เพื่อใหสอดคลองกับพฤติกรรมมากขึ้น หรือโดยการเพิ่มจํานวนชิ้นสวน  จากทั้งสองวิธีนี้ การเพิ่มความ
สอดคลองของสมการคณิตศาสตรนั้นทําไดยาก ทั้งในดานการวิเคราะหหาสมการคณิตศาสตรที่
เหมาะสม และการนํามาเขียนรหัสการคํานวณ ดังนั้นจงึใชสมการคณิตศาสตรที่มีความซับซอนเฉพาะ
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ในปญหาที่ตองการความแมนยําของคําตอบมากๆเทานั้น ในงานวจิัยทัว่ๆ ไปนิยมใชสมการคณิตศาสตร
ที่ไมซับซอนมากนัก แตใชช้ินสวนจํานวนมากแทน 

ในปญหาหนึ่งๆ จะมีคาของผลเฉลยแตกตางกันไปตามโดเมน (Domain) ของปญหา ในบริเวณ
ใดที่มีอัตราการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยตอพื้นที่มาก ก็จะมีความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยอยูมาก
เชนกัน ดังนัน้ในการที่จะวเิคราะหปญหาใหมีประสิทธภิาพที่สุด จําเปนตองกระจายความคลาดเคลื่อน
เหลานี้ใหมีคาใกลเคียงตลอดทั้งโดเมนของปญหาซึ่งทําไดโดยการใชช้ินสวนที่มีขนาดเหมาะสมกับ
พื้นที่ของปญหา โดยใชช้ินสวนที่มีขนาดเล็กในพื้นทีท่ี่มีความคลาดเคลื่อนมาก และใชช้ินสวนขนาด
ใหญในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนนอย การที่จะสรางชิ้นสวนใหไดดังที่กลาวมานี้ จําเปนตองมีการ
เตรียมขอมูลและทําการคํานวณหลายรอบ ซ่ึงตองใชแรงงานและเวลาจาํนวนมาก 

วิทยานิพนธนีมุ้งพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหการทรุดตัวของเสาเข็ม โดย
จะมีการประมาณคาคลาดเคลื่อนของผลเฉลย และทําการเพิ่มจํานวนชิ้นสวนในบริเวณทีม่ีความ
คลาดเคลื่อนมากใหโดยอัตโนมัติ มีผลใหลดปริมาณการเตรียมขอมูลลงไดมาก และไดคําตอบที่รวดเรว็
มีความคลาดเคลื่อนในขนาดที่ยอมรับได 

 
1.2 งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 
 Babuska และคณะ (1975-1983) ไดคดิคนและพัฒนาการประมาณคาคลาดเคลื่อนโดยวิธีเศษ
ตกคางของแรง ซ่ึงเปนการประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการอินติเกรทคากําลังสองของเศษตกคางของ
หนวยแรงในสมการอนุพันธ และกําลังสองของผลตางของหนวยแรงระหวางชิน้สวน ซ่ึงวธีิของ 
Babuska นี้ตองใชคณิตศาสตรที่ยุงยากในการพิสูจนและคํานวณคาคลาดเคลื่อน จึงไมสะดวกในการใช
งาน  

 
Zienkiewicz และ Zhu (1987) ไดพัฒนาการประมาณคาหนวยแรงทีด่ขีึ้นจากหนวยแรงที่ไดจาก

ไฟไนตเอลิเมนต และประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการเปรียบเทียบหนวยแรงทั้งสอง หลักการของวิธีนี้
คือ คาหนวยแรงที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จะมีคาไมตอเนื่องกันระหวางชิน้สวน ดังนั้นถามี
การปรับเรียบใหหนวยแรงมีความตอเนื่องกันกจ็ะไดคําตอบที่ดีขึ้น การปรับเรียบใชกําลังสองนอยที่สุด 
(Least Square) วิธีนี้ใชหลักการงายๆ และมีการคํานวณที่ไมยุงยาก เหมาะสําหรับการเขียนรหัสในการ
คํานวณ อยางไรก็ตามคาประมาณของหนวยแรงทีไ่ดจากวิธีนี้มีความถูกตองนอย และมีการลูเขาสู
คําตอบชา โดยเฉพาะในแบบจําลองคณิตศาสตรที่มีระดับขั้นของพหุนามสูง 
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Zienkiewicz และ Zhu (1987) เสนอวาใหวดัคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยคาเปลี่ยน
ตําแหนงไฟไนตเอลิเมนตดวยนอรมพลังงาน โดยเสนอใหสรางฟงกชันหนวยแรงปรับเรียบ (Smoothed 
Stress) เพื่อใชแทนหนวยแรงแมนตรงในการคํานวณคาความคลาดเคลื่อนในนอรมพลังงาน 
 
 Zienkiewicz และ Zhu (1990) ยังคงพฒันาการประมาณคาหนวยแรงใหมีความถูกตองมาก
ยิ่งขึ้น และมอัีตราลูเขาสูคําตอบเร็วขึ้น โดยใชหลักการของตําแหนงลูเขายิ่งยวด (Superconvergent 
Points) หรือตําแหนงเกาส (Gauss Point) ในแตละชิน้สวน ซ่ึงมีคาหนวยแรงซึ่งมคีวามแมนยํากวาใน
ตําแหนงอ่ืนๆ และมีอัตราลูเขาสูคําตอบมากกวาระดับขั้นของพหุนามในสมการคณิตศาสตร 1 ระดับ 
(Ohp+1) โดยวิธีนี้การประมาณคาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆ ก็ไดจากการประมาณจากหนวยแรงที่
ตําแหนงเกาสรอบ ตําแหนงที่ตองการประมาณนั้น โดยใชวิธีกําลังสองนอยสุด วิธีนี้มหีลักการที่สามารถ
เขาใจงายและมีความแมนยําพอสมควร ประกอบใชการคํานวนไมมากนัก จึงเปนที่นิยมใชกันอยาง
แพรหลายจนกระทั่งถึงปจจบุัน 
 
 Szabo (1986) ไดเสนอวิธีการวัดคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยของปญหาที่เกิดจากการแบง
โดนเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จากการวดัคาความคลาดเคลื่อนของพลังงานความเครียด 
(Error of Strain Energy) ซ่ึงก็เปนการเทียบหาความแตกตางระหวางพลังงานความเครียดแมนตรง กับ
พลังงานความเครียดโดยประมาณของปญหาที่ไดจากการวิเคราะหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 Demkowicz และคณะ ไดเสนอหลักการวธีิเอชพีอะแดฟทีฟ กลาวคือหลังจากทําใหโครงขายเอ
ลิเมนตละเอียดขึ้น จนไดคาความคลาดเคลื่อนของปญหาประมาณรอยละ 5 ตอจากนั้นก็เพิ่มระดบัขั้น
พหุนามใหกับเอลิเมนตที่ยังมีความคลาดเคลื่อนเกินคาความคลาดเคลื่อนที่กําหนด การทาํเชนนีจ้ะทําให
ประหยดัจํานวนระดับขั้นความเสรีไดมาก 

 
1.3 วัตถุประสงคของงานวิจัย 

1.3.1 พัฒนาโปรแกรมอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหการทรุดตัวของเสาเข็ม
เดี่ยว 

1.3.2 ศึกษาการประมาณคาหนวยแรงจากผลเฉลยไฟไนตเอลิเมนต 
1.3.3  ศึกษาการประมาณคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
1.3.4 ศึกษาวิธีการปรับปรุงผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
1.3.5 พัฒนาโปรแกรมอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดของชิ้นสวน 
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1.4 ขอบเขตของงานวิจัย 
1.4.1 เอลิเมนตที่ใชคือ เฮกซะฮีดรอน (Hexahedron) ชนิด 8 จดุตอ ในลักษณะ 3 มิต ิ
1.4.2 วิเคราะหปญหาในเชิงสถิตยศาสตร (Static Analysis)  
1.4.3 เสาเข็มรับแรงในแนวดิ่ง (Vertical Loading) เทานั้น และเสาเข็มเปนเสาเข็มในแนวดิง่ 

(Vertical Piles) 
1.4.4 เสาเข็มและดนิมีคุณสมบัติเหมือนกนัในทกุทิศทุกทาง (Isotropic Material) 
1.4.5 เสาเข็มและดนิเปนวัสดุยืดหยุนแบบเชิงเสนตรง (Linear Elastic Material) 
1.4.6 แคบหัวเสาเข็ม (Pile Cap) มีคุณสมบัตยิืดหยุนสมบูรณ (Perfectly Flexible) 
1.4.7 ไมเกิดการลื่นไถลระหวางผวิสัมผัสระหวางเสาเข็มกับดนิ 

 
1.5 ประโยชนท่ีไดรับจากงานวิจัย 

1.5.1 มีความเขาใจพฤติกรรมของเสาเข็มเดี่ยว ภายใตแรงกระทําในแนวดิ่งมากยิ่งขึ้น 
1.5.2  มีความเขาใจระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
1.5.3 มีความเขาใจในหลักการประมาณคาหนวยแรงและคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยจาก

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
1.5.4 มีความเขาใจวธีิการทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึน้โดยวิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิ

เมนต 
1.5.5 สามารถนําหลักการการวเิคราะหและผลการศึกษาของวิทยานิพนธ ใชเปนพื้นฐานใน

การศึกษาและพัฒนาตอไปในอนาคต  



บทที่ 2 
ทฤษฏีที่เก่ียวของ 

 
2.1 สมการไฟไนตเอลิเมนตพื้นฐาน 
 สมการพื้นฐานที่ใชในการวเิคราะหกลศาสตรของชิ้นสวนตอเนื่อง (Continuum Mechanic) 
ประกอบดวยสมการหลัก 3 สมการดังนี ้
 
 1.  สมการสมดุลทางสถิตยศาสตร (Static Equilibrium Equation) ประกอบดวย 
  -  สมการสมดุล (Equilibrium Equation) : , 0ij j ihσ⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦  

  -  สมการจํากดัเขตของหนวยแรง (Stress Boundary) : ij ij jT nσ⎡ ⎤=⎢ ⎥⎣ ⎦   

 โดยสามารถสรุปความสัมพันธในรูปเมตรกิซไดดังนี ้
 
   [ ] [ ] [ ]TA fσ =        (1) 
 
 โดยที ่ [ ]σ  = เมตริกซของความเคน 
  [ ]f  = เมตริกซของแรงภายนอก (External Force) 
 
 2.  สมการความสัมพันธระหวางความเครยีดและการเคลื่อนตัว (Compatibility Equation) แสดง
ไดดังสมการที ่2 ดังนี ้
 

   ( ), ,

2
i j j i

ij

u u
ε

+
=       (2) 

 
 โดยสามารถแสดงในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 
   [ ] [ ][ ]B Uε =        (3) 
 

 โดยที ่ [ ]ε  = เมตริกซความเครียด 

  [ ]U  = เมตริกซของการเคลื่อนตัว 

[ ]B  = เมตริกซความเครียด – การเคลื่อนตัว (Strain – Displacement Matrix) 
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 3. สมการความสัมพันธระหวางเคน - ความเครียด (Constitutive Equation) สําหรับวัสดุทีม่ี
คุณสมบัติแบบอีลาสติกเชิงเสน (Linear Elastic) และมีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทศิทุกทาง (Isotropic 
Property) แสดงไดดังสมการที่ 4 ดังนี ้
 
         (4) Dij ijkl klσ = ε

ε

 
 โดยสามารถแสดงในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 
   [ ]        (5) [ ][ ]Dσ =

 
โดยที ่ [ ]D  = เมตริกซความเคน – ความเครียด (Constitutive Matrix) 

 
 สําหรับการวิเคราะหปญหาใน 3 มิติ จะไดวา 
 

[ ]

xx x

yy yy

zz zz

x

xy x

yz yz

zx zx

D

σ ε
σ ε
σ
τ
τ γ
τ γ

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢=⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

y

ε
γ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

      (6) 

 
เมื่อ 

[ ] ( )( )

1 0 0
1 0 0

1 0 0 0
1 20 0 0 0 0

21 1 2
1 20 0 0 0 0

2
1 20 0 0 0 0

2

ED

ν ν ν
ν ν ν
ν ν ν

ν

ν ν
ν

ν

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ⎢ ⎥

+ − ⎢
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

0
0

⎥
  (7) 
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 จากการพิสูจนดวยหลักการงานเสมือน (Principal of Virtual Work) สามารถพิสูจนไดวา AT = 
BT ดังนั้นจากสมการ  1,3 และ 5 จะไดสมการความสัมพันธระหวางแรงกระทําและการเคลื่อนตัวที่
เพิ่มขึ้นที่จุดใดๆ ภายในชิ้นสวน ดังนี้  
 
   [ ] [ ][ ] { } { }T

nB D B dv U F=      (8) 
  

โดยที่ [ ]B  = เมตริกซความเครียดและการเคลื่อนตัว (Strain–Displacement 
Matrix) 

[ ]D  = เมตริกซความสัมพันธความเคน–ความเครยีด (Constitutive Matrix) 
   = ปริมาตรของชิ้นสวน v

{ }U  = เวคเตอรแสดงการเคลื่อนตัวท่ีเพิ่มขึ้นของจดุตอ ในทิศทาง x,y และ z 
   = แรงกระทําที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอ { }nF

  
 หรือสามารถเขียนใหอยูในรปูอยางงาย คือ 
 
   [ ]{ } { }K U F=       (9) 
 
 โดยที ่ [ ]K  = สติฟเนสเมตริกซ (Stiffness Matrix) 
   = [ ] [ ][ ]TB D B  
   = เวคเตอรของแรงกระทํา (Load Vector)  { }F

 
2.2 ระบบพิกัด (Coordinate System) 
 ช้ินสวนยอย (Element) ที่เลือกใชในงานวจิัยนี้คือ ช้ินสวนเฮกซะฮดีรอน (Hexahedron) ชนิด 8 
จุดตอ ดังแสดงในรูปที่1 โดยระบบพกิัดทัว่ไป (Global Coordinate) ที่ใชคือพิกัดคารทีเชียน (Cartesian) 
x-y-z ขณะที่ระบบพิกดัเฉพาะที่ (Local Coordinate) ที่ใชคือระบบพิกดัฉาก  ที่ปรับขนาดให
ใชขอบเขตเดยีวกันทกุชิ้นสวน คาพิกัดทีจุ่ดตอไดแสดงในตารางที่ 1 

ξ η ζ− −
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2.3 ฟงกชนัรูปราง (Shape Function) 
 ในขั้นตอนการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จําเปนตองสรางแบบจําลองเพื่อการ
ประมาณคาของตัวแปรพืน้ฐานในแตละชิน้สวน ซ่ึงสําหรับการวิเคราะหปญหาหนวยแรงและการ
เคล่ือนตัว (Stress – Deformation Analysis) มีตัวแปรดังกลาวคือ คาการเคลื่อนตัวท่ีจุดใดๆ 
(Displacement)  
 

X

Y

Z
1 2

4 3

5 6

78

 
 
 
 
 
 
 
 

 รูปท่ี 1 แสดงระบบพิกดัและการจัดเรียงจุดตอของชิ้นสวนยอยชนิด เฮกซะฮีดรอน 
 

 Node ξ  η  ζ  
1 -1 -1 -1 
2 -1 -1 +1 
3 +1 -1 +1 
4 +1 -1 -1 
5 -1 +1 -1 
6 -1 +1 +1 
7 +1 +1 +1 
8 +1 +1 -1 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

ตารางที่ 1 พิกดัของจุดตอของชิ้นสวน ในระบบพิกัดเฉพาะที ่
 
การประมาณคาการกระจายของการเคลื่อนตัวภายในชิ้นสวนยอย จะใชฟงกชันการประมาณ

ในชวง (Interpolating Function) หรือฟงกชันรูปราง (Shape Function) ซ่ึงกําหนดโดยสมการ
ความสัมพันธดังตอไปนี ้
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[ ]{ }
[ ]{ }
[ ]{ }

u N U

v N V

w N W

=

=

=

       (10) 

   
โดยที ่  = คาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ภายในชิน้สวนตามแนวแกน x,y 

และ z ตามลําดับ 
, ,u v w

 =  คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอของชิ้นสวน ตามแนวแกน x,y และ  z 
ตามลําดับ 

{ } { } { }, ,U V W

  = ฟงกชันรูปราง (Shape Function) ซ่ึงกําหนดโดยพกิัดเฉพาะที ่
(Local Coordinate) ที่ตําแหนงใดๆ ภายในชิน้สวนโดย  

 

[ ]N

( ), ,N f ξ η ζ=

 นอกจากนี้สําหรับในกรณีทีช้ิ่นสวนมีคณุสมบัติเปนไอโซพาราเมตริก (Isopalametric ) จะ
สามารถใชฟงกชันรูปราง ในการสรางความสัมพันธระหวางพิกดัทัว่ไปและพิกดัเฉพาะที่ไดดังสมการ 
11 และฟงกชันรูปรางสําหรับชิ้นสวนที่ใชในงานวิจยัสามารถแสดงไดดังสมการที่ 14 
 

[ ]{ }
[ ]{ }
[ ]{ }

x N X

y N Y

z N Z

=

=

=

       (11) 

   
โดยที ่ , ,x y z  = พิกัดทัว่ไป (Global Coordinate) ที่จุดใดๆ ภายในชิน้สวนซึ่ง

กําหนดโดยพกิัดเฉพาะที่ผานทางฟงกชันรูปราง 
  =  พิกัดทัว่ไปที่จดุตอทุกจดุของชิ้นสวน ตามแนวแกน x,y และ z 

ตามลําดับ 
{ } { } { }, ,X Y Z

 
2.4 การวิเคราะหคาเมตริกซความเครียด – การเคล่ือนตัว (Strain – Displacement Matrix) 
 คาของเมตริกซความเครียด – การเคลื่อนตัว หรือเมตริกซ B คํานวณไดจากสมการที ่12 และ 13 
ดังนี ้
  

   ( ), ,

2
i j j i

ij

u u
ε

+
=       (12) 

 
หรือ  [ ] [ ][ ]A eε =        (13) 
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[ ]

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

T

N

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥− + −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + −⎢
⎢⎣

⎥
⎥⎦      (14) 

  
ในกรณีของการวิเคราะหปญหา 3 มิติ สามารถเขียนสมการความสัมพันธดังกลาวในรูปเมตริกซ 

โดยความเคนเฉือนแสดงในรูปของ Engineering Shear Strain (γ) ไดดังนี ้
 

   

0 0

0 0

0 0

x

y

z

xy

yz

zx

x

y

u
z v

wy x

z y

z x

ε
ε
ε
γ
γ
γ

⎡ ⎤∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥⎧ ⎫⎪ ⎪ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎢ ⎥∂⎪ ⎪ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ∂ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎪ ⎪ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥

]

     (15) 

 
 โดยที่ u, v และ w คือการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ในชิน้สวนตามแนวแกน x,y และ z จากการ
ใชคุณสมบัติของฟงกชันรูปราง (Shape Function) ทําใหสามารถสรางความสัมพันธระหวางการเคลื่อน
ตัวที่จุดตอของชิ้นสวนกับความเครียด ซ่ึงแสดงโดยสมการ [ BUε=  ไดดังนี้จากสมการ 15 เมื่อ
พิจารณาเฉพาะ εX จะไดวา 
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   x
u
x

ε ∂=
∂

       (16) 

 
 จากสมการที่ 10 คือ [ ]{ }u N U=  จะไดวา 
 

   [ ]{ }x N U
x

ε ∂=
∂

      (17) 

 
 สําหรับในกรณีที่เปนชิน้สวนแบบเฮกซะฮีดรอน (Hexahedron) ชนิด 8 จุดตอ เขียนไดดัง
สมการที่ 18 ดังนี้ 

 

1

2

3

43 5 6 7 81 2 4

5

6

7

8

x

U
U
U
UN N N N NN N N
Ux x x x x x x x
U
U
U

ε
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

  (18) 

 
 เนื่องจากฟงกชันการประมาณเปนฟงกชันพิกัดเฉพาะที่ (Local Coordinate)  ดังนั้นการ
หาคาอนุพันธของฟงกชันการประมาณในพิกัดทัว่ไป (Global Coordinate) ซ่ึงจําเปนในการหาคาเมตริก 
B จึงตองใชกฎลูกโซ (Chain Rule) ดังแสดงในสมการที ่19 ดังนี ้

, ,ξ η ζ

 

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

1 2 8 1 2 8

1 2 8 1 2 8

1 2 8 1 2 8

... ...

... ...

... ...

x y zN N N N N N
x

x y zN N N N N N
y

x y zN N N N N N
z

ξ ξ ξ ξ

η η η η

ζ ζ ζ ζ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (19)  

  
จากสมการของฟงกชันรูปราง (Shape Function) หาไดจากการใชเมตรกิซผกผัน (Inverse) ของ

เมตริกซจาโคเบียน (Jacobian Matrix) ซ่ึงกําหนดโดยสมการที่ 20 ดังนี ้
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Jacobian Matrix = 

x y z

x y z

x y z

ξ ξ ξ

η η η

ζ ζ ζ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ∂ ∂ ∂⎢
⎢∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥      (20) 

 
 คาของเมตริกซจาโคเบียนสามารถหาไดโดยใชคณุสมบตัิของการประมาณ ในการสราง
ความสัมพันธระหวางพิกัดทัว่ไปกับพิกัดเฉพาะที่ ดังแสดงในสมการที ่21 ดังนี ้
 

Jacobian Matrix = 

[ ]

[ ]

[ ]

1 2 8
1 1 1

2 2 3
1 2 8

1 1 1
1 2 8

...

...
: : :

...

N N N X Y Z
X Y Z

N N N

X Y ZN N N

ξ

η

ζ

⎡ ⎤∂⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

  (21) 

 
2.5 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) 
  ขั้นตอนการอนิทิเกรตที่ใชในการหาคาสตฟิเนสเมตริกซ  ซ่ึงเปนการอินทิเกรตเชงิปริมาตร  
ในงานวิจยันี้จะใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลขดวยวิธีของ Gauss ซ่ึงหาคาของฟงกชันที่จุดใดๆ ที่กําหนด
ภายในชิ้นสวน ซ่ึงเรียกวาจดุเกาส (Gauss Point)  หรือจุดอินทิเกรต (Integration Point) คูณกับแฟคเตอร
ถวงน้ําหนกั (Weighting Factor) และหาผลการอินทิเกรตโดยการรวมผลคูณของแตละจุด คาแฟคเตอร
ถวงน้ําหนกัจะขึ้นกับตําแหนง และจํานวนของจุดเกาสที่เลือกใช แสดงไดดังสมการตอไปนี้ 
 

  [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] 1 2 3
1

det
n

T T
i i i i i i

i
iB D B dv B D B J w w w

=

=∑∫∫∫   (22) 

  
โดยที ่   = จุดเกาส (Gauss Point) i

n  = จํานวนทั้งหมดของจุดเกาส (Gauss Point) ภายในชิ้นสวน 
  det iJ   = ดีเทอรมิแนนตของเมตริกจาโคเบียน 

1 2 3i iw w w i  = แฟคเตอรถวงน้ําหนกั (Weighting Factor) 
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2.6 การประมาณคาผลเฉลยจากผลของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 การประมาณคาความคลาดเคลื่อน จะประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เทียบกับผล
เฉลยที่แมนยํากวา ซ่ึงในหวัขอตอไปนี้จะไดกลาวถึงรายละเอียดในการประมาณคาหนวยแรงใหมีความ
แมนยํายิ่งขึ้นโดยวิธี Superconvergence Patch Recovery (SPR) เพื่อใชเปรียบเทียบหาความคลาดเคลื่อน 
 โดยธรรมชาติของระเบียบวธีิไฟไนตเอลิเมนต หนวยแรงที่ไดจะมีความคลาดเคลื่อนแตกตาง
กันไปในแตละสวนของชิ้นสวน โดยท่ีทีต่ําแหนงเกาส (Gauss Point) จะมีคาหนวยแรงแมนยํากวาใน
ตําแหนงอ่ืนๆ ดังนั้นเราจึงสามารถประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอไดแมนยําขึ้น โดยประมาณจากหนวย
แรงที่ตําแหนงเกาสรอบจุดตอนั้น ดังแสดงในรูปที่ 2 สําหรับวิธีที่ใชในการประมาณคานั้นทําไดหลาย
วิธี แตที่คอนขางยืดหยุนและไดคาที่แมนยําคือวิธีกําลังสองนอยที่สุดดังรายละเอียดดังตอไปนี ้
 สมมติใหหนวยแรงโดยประมาณ ( σ* ) เปนหนวยทีไ่ดจากการประมาณคาจากตาํแหนงเกาส 
ซ่ึงอยูในรูปของพหุนาม สําหรับกรณี 1 มติิจะมีลักษณะเปนเสนดังแสดงในรูปที่ 3 และลักษณะของเสน
จะขึ้นอยูกับกําลังและคาคงตัวของพหุนาม สําหรับกรณี 2 มิติหนวยแรงโดยประมาณมีลักษณะเปน
พื้นผิว มีคาดังสมการ 23.1 หรือในรูปเมตริกซ ดังแสดงในสมการ 23.2 
 
              (23.1) 2

0 1 2 3 4 ...a a x a y a xy a xσ∗ = + + + + +

                  (23.2) [ ]{ }p aσ∗ =

 
โดยที ่ [ ]p  =   ฟงกชันฐาน (Base Function) อยูในรูปตวัแปรของพหนุาม [1 x y z 

xy xz zy  xyz] 
{ }a  =   คาคงตัวของพหุนามซึ่งเปนตัวไมรูคาที่ตองคํานวณหา 

  { }0 1 2 3, , , ,...a a a a

 
หลักของวิธีกําลังสองนอยสุดคือตองหาคาคงตัว {a} ใหหนวยแรงโดยประมาณมีความแตกตาง

จากจุดทีป่ระมาณมานอยที่สุด ในกรณี 2 มิติเศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวย
แรงโดยประมาณและหนวยแรงที่ตําแหนงเกาสสามารถแสดงไดดังสมการ 24 
 

   ( ) ( ) ( )( )2*

1

, , , ,
n

i i i h i i i
i

R a x y z x yσ σ
=

= −∑ z

]

           (24.1) 

   ( ) ( ) ( ) [( )2*

1

, , , ,
n

i i i i i i
i

R a x y z p x y z aσ
=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑            (24.2) 

 
 โดยที ่ ( )R a  = เศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวยแรง 
         = หนวยแรงที่ตําแหนงเกาส *σ
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       = หนวยแรงจากไฟไนตเอลิเมนต hσ

  n = จํานวนตําแหนงเกาสทั้งหมด 
 
 ในการหาคาคงตัวเพื่อใหไดเศษตกคางต่ําสุด ทําไดโดยกําหนดคาอนุพันธของเศษตกคางให
เทากับศูนย โดยหาอนุพันธเทียบกับคาคงตัวแตละตัว จะไดสมการซึ่งมีจํานวนเทากบัจํานวนของคาคง
ตัวดังนี ้

   (25) ( ) ( ) { } ( ) ( )*

1 1

, , , , , , , ,
Tn n T

i i i i i i i i i i i i
i i

p x y z p x y z a x y z p x y zσ
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣∑ ∑ ⎤⎦

 
หรือ  [A]{a}={b}       (26) 
  {a}=[A]-1{b}       (27) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 2 ตําแหนงเกาสในหยอมของจุดตอที่ตองการประมาณคา 

 
สําหรับจุดตอที่อยูบนขอบเขตของปญหา จํานวนจุดเกาสที่อยูรอบๆ จุดตอไมเพยีงพอในการหา

คาสัมประสิทธิ์ของพหุนาม {a} จึงจําเปนตองขยายขอบเขตออกไปดงัแสดงในรูปที่ 3  และในกรณีที่
ระนาบของวัสดุตางชนิดกัน การพิจารณาหนวยแรงที่จุดเกาสกจ็ะทําการขยายขอบเขตจุดเกาสออกไป
เชนเดยีวกัน 
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   (ก)      (ข) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
     (ค) 

รูปท่ี 3 การประมาณคาคําตอบจากตําแหนงเกาส 
 

2.7 การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) 
 ในการปรับขนาดของชิ้นสวนใหมีความสอดคลองกับปญหาใดๆ นั้นมีขั้นตอนใหญๆ 
ตามลําดับดังตอไปนี้ หลังจากไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในระบบชิ้นสวนที่มีลักษณะ
หยาบซึ่งเปนระบบเริ่มตน แลวจึงประมาณคาคลาดเคลื่อนในตําแหนงตางๆของปญหาจากผลเฉลยที่ได 
จากนั้นคํานวณหาขนาดชิ้นสวนที่เหมาะสมกับความคลาดเคลื่อนพรอมทั้งสรางชิ้นสวนขึ้นใหมตาม
ขนาดที่คํานวณได แลวจึงสรางสติฟเนสเมตริกซเพื่อคํานวณหาผลเฉลยตอไป กระทําซํ้าตามขั้นตอนที่
กลาวมาจนกระทั่งคาประมาณความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยมีขนาดอยูในชวงที่ยอมรับได จึงใชผล
เฉลยสุดทายนัน้เปนผลเฉลยของระเบียบวธีิไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชประโยชนตอไป  

โดยปกตกิารคํานวณความคลาดเคลื่อนของวิธีการใดๆ ก็ตามจะทาํไดโดยการเทยีบคําตอบที่ได
จากวิธีการนั้นๆ กับผลเฉลยแมนตรง เชน 
  
                   (28.1) he u u= −

                   (28.2) heσ σ σ= −
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โดยที ่  = คาความคลาดเคลื่อนของการกระจัด e

u  = คาการกระจดัแมนตรง 
  = คาการกระจดัที่ไดจากการวิเคราะห hu

  = คาความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง eσ
  = คาหนวยแรงแมนตรง σ

   = คาหนวยแรงทีไ่ดจากการวิเคราะห hσ

 
 แตในกระบวนการปรับขนาดของชิ้นสวนนั้น เราไมทราบผลเฉลยแมนตรงของปญหา จึงไม
สามารถหาความคลาดเคลื่อนตามสมการ (28) ได ตองประมาณจากการเปรียบเทยีบกับผลเฉลยอื่นที่มี
ความถูกตองกวาผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังแสดงในสมการที่ (29) สําหรับการ
คํานวณหาผลเฉลยที่ดีขึ้นนี้เราจะไดกลาวถึงโดยละเอียดในหัวขอถัดไป 
 
                  (29.1) he u∗ ∗= −u

                  (29.2) he σ σ σ∗ ∗= −

 
โดยที ่  = คาประมาณความคลาดเคลื่อนของการกระจัด e∗

u∗  = คาการกระจดัที่มีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

hu  = คาการกระจดัที่ไดจากวิเคราะหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  = คาประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง e σ

∗

σ∗  = คาหนวยแรงทีม่ีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  = คาหนวยแรงทีไ่ดจากระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต hσ

 
 จากสมการ 28 และ 29  จะเหน็วาเราวัดความคลาดเคลื่อนเปนสเกลารในขณะคําตอบที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต มีลักษณะเปนเวคเตอร ซ่ึงมีความไมสะดวกในการนํามาใชงาน ดังนั้นจึง
ตองมีการนํารูปแบบอื่นที่มลัีกษณะเปนสเกลารมาใชแทนเวคเตอรของความคลาดเคลื่อน เชนใน
รูปแบบพลังงานความคลาดเคลื่อนดังแสดงในสมการที่ 30 
 

   
1
2

* * 1 *Te e D e dσ σ σ
−

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫      (30) 

 
โดยที ่ *eσ  = นอรมพลังงานความคลาดเคลื่อน 

  = เวคเตอรความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง eσ
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D  = เมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด  Dσ ε=

Ω  = โดเมนที่พิจารณา เชน เฉพาะที่ (local) หรือ โดยรวม (Global) 
 

 นอกจากการแสดงผลในรูปของนอรมพลังงานแลวอาจใชนอรมในรปูแบบอื่นแทนได เชน 
แอลทูนอรม (L2 Norm) ซ่ึงมีรูปแบบในลักษณะเดียวกับนอรมพลังงาน แตไมมีพจนของเมตริกซ
ความสัมพันธ (D) ทําใหปริมาณการคํานวณลดลง คานอรมตางๆ ในสมการที่ 30 สามารถเขียนอยูในรูป
ของแอลทูนอรมไดดังสมการที่ 31  ถึง 35 ดังนี ้
 

   
1
2

2

Te e e dσ σ σ
∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫              (31) 

1
2

2

TU dσ σ∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫              (32) 

2 2

2 2 2
U U eσ

∗ ∗≈ +              (33) 

   2

2

e
U
ση =                (34) 

2
2

2 2

e

U e
η η

∗
∗

∗ ∗
≈ =

+
2

             (35) 

 
 โดยที่    =  คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ (Relative Error) *η

   
2

U ∗  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจาก SPR 

   
2

U  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจากผลเฉลยแมนตรง 
 
 เมื่อไดคาประมาณของความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม แลวนาํไปเปรียบเทยีบกับความ
คลาดเคลื่อนสัมพัทธ ถามีความคลาดเคลื่อนมากกวาก็คํานวณหาขนาดของชิ้นสวนทีส่อดคลองกับความ
คลาดเคลื่อนเฉพาะที่ในแตละสวนตอไป 

 
2.8 อะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (Adaptive Finite Element) 
 อะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต เปนแนวทางในการปรับปรุงผลเฉลยจากการวิเคราะหปญหา
ดวยระเบยีบวธีิไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงในปจจุบันไดมกีารกระทํากนัในสองแนวทางคอื 

1) การนําเอาโครงขายเอลิเมนตเร่ิมตนที่ใชมาปรับปรุงใหละเอียดขึ้น (Mesh Refinement) โดย
ยังคงเคาโครงเดิมไว ทําเพียงแตเพิ่มความละเอียดใหกับเอลิเมนตที่เหมาะสม 
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2)  การปรับเปลี่ยนโครงขายเอลิเมนตใหม (Remeshing) โดยไมมีเคาโครงเดิม คือสราง
โครงขายเอลิเมนตใหม ที่มคีวามละเอียดมากขึ้น โดยไมอาศัยโครงขายเอลิเมนตเดมิ 
 จะเห็นไดวาวธีิที่สอง (Remeshing) ตองอาศัยความชาํนาญในการสรางโครงขายเอลิเมนต ซ่ึง
เปนวิธีที่มีความยากและซับซอน เพราะฉะนัน้ในงานวิจยันีจ้ะขอกลาวถึงเพียง การทํางานของ
ขบวนการอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตามวิธีที่ 1 (Mesh Refinement) เทานั้นดังตอไปนี้ 
 
 2.8.1 การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้น (Mesh Refinement) 
 ขบวนการเพิ่มระดับความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต หรือที่เรียกวาการทําใหโครงขายเอลิ
เมนตละเอยีดขึ้น (Mesh Refinement) หมายถึง การจัดการกับระดับขัน้ความเสรี (Degree of Freedom) 
ใหกับโครงขายเอลิเมนตของปญหาที่จําลองมาใหมีจํานวนเพิ่มขึน้จากเดิมที่ไดจากโครงขายเอลิเมนต
เร่ิมตน เพื่อใหแบบจําลองโครงขายเอลิเมนตนั้น มพีฤติกรรมใกลเคยีงพฤติกรรมของโครงสรางปญหา
จริงที่มีระดับขัน้ความเสรีเปนจาํนวนนับไมได โดยมีแนวทางในการเพิ่มระดบัขั้นความเสรีใหกับ
โครงขายเอลิเมนตไว 3 แนวทางคือ 

1)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรี โดยการแบงเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลง เพื่อ
เพิ่มจํานวนเอลิเมนตใหมีมากขึ้น โดยที่เอลิเมนตที่ใชยังคงใชชนดิเดิมเหมือนกันทั้งหมดวิธีนี้เรยีกวา 
ขบวนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีแบบ h-Refinement 

2)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต ดวยวธีิการเพิ่มระดบัขั้นพหุนาม 
(Polynomial Degree) ในฟงกชันประมาณคาในชวง (Interpolation Function) โดยที่ไมเปลี่ยนแปลง
ขนาดและจํานวนเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนตเดิม การทําเชนนี้เปนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีอีก
แนวทางหนึ่ง ซ่ึงเรียกวิธีนีว้า ขบวนการเพิม่ระดับขั้นความเสรีแบบ p-Refinement 

3)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต ดวยวิธีผสมทั้งสองวิธีขางตน  ซ่ึงเรียก
วิธีนี้วา ขบวนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีแบบ h-p Refinement 
 สําหรับเทคนิคการเพิ่มระดบัขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต อาจจําแนกไดสองรูปแบบ
คือ 

1)  การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นแบบสม่ําเสมอ (Uniform Mesh Refinement) 
หมายถึงการเพิ่มระดับความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต  ทุกเอลิเมนตพรอมกันในโครงขายเอลิเมนต 

2) การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นแบบอะแดฟทีฟ (Adaptive Mesh Refinement) 
หมายถึง การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกบัเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนต โดยเลอืกเพิ่มใหเฉพาะเอลิ
เมนตที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหเทานัน้ ดงันั้นจะเหน็ไดวา
ประสิทธิภาพของวิธีนี้จะดีกวาวิธีแรก แตขั้นตอนการวเิคราะหจะมีความซับซอนมากขึ้น ทฤษฎกีารลู
เขาสามารถนํามาใชในการหาคาความคลาดเคลื่อนขั้นตอนตนได 
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2.8.2 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) 
 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) เปนกระบวนการ
วิเคราะหปญหาดวยระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และมีการควบคุมคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลย 
โดยการแบงเอลิเมนตเดิมในโครงขายเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลง เพื่อเปนการเพิ่มระดับความเสรี โดยเอ
ลิเมนตใหมที่เกิดขึ้นจะมีชนดิเดียวกับเอลิเมนตเดิม การที่จะรูวาควรแบงเอลิเมนตใด ก็ทําโดยตรวจสอบ
คาคลาดเคลื่อนแตละเอลิเมนต เอลิเมนตใดมีความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาที่ยอมให ก็จะแบงเอลิ
เมนตนั้น การทําเชนนี้จะทาํใหไดโครงขายเอลิเมนตที่เหมาะสม เพราะเปนการเพิม่ระดับขั้นความเสรี
ใหกับโครงขายเอลิเมนตตรงตําแหนงที่มีคาความคลาดเคลื่อนมาก ทําใหประหยัดจํานวนระดับขั้นความ
เสรี และทําใหผลเฉลยโดยประมาณของปญหาที่วิเคราะหได มีคาเขาสูผลเฉลยที่แมนตรงดวยอัตราที่เร็ว 
ซ่ึงเปนหัวใจสาํคัญของขบวนการอะแดฟทีฟ ซ่ึงมีงานวิจัยทีเ่สนอวิธีเอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตกับ
ปญหาลักษณะตางๆ ที่ประสบผลสําเร็จแสดงใหเห็นวาวิธีนี้สามารถควบคุมคาคลาดเคลื่อนไดในเกณฑ
ที่นาพอใจคือประมาณรอยละ 5  
 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) มีผูนําไปใชอยาง
แพรหลายทําใหเปนที่นยิมในงานวจิัยและงานทางวิศวกรรมตางๆ ซ่ึงสามารถสรุปวิธีการไดดังนี ้

- หลังจากวิเคราะหปญหาดวยวิธีระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ก็จะไดผลเฉลยโดยประมาณ 
( ) แลวนําตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อน hu

- กําหนดคาที่ยอมใหในรูปของสัดสวนของคาความคลาดเคลื่อนตอผลเฉลย เชน กําหนด
คาที่ยอมให (η ) เทากับ รอยละ 10 

- คํานวณคา  จากสัดสวนของคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณตอผลเฉลยโดยประมาณ 
ที่รวมกับคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ ดังแสดงในสมการที่ 36 

η

 

( )

1
22

2
2 2

2 2

e

U e

σ

σ

η η
∗

∗

∗ ∗

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≈ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

     (36) 

 
 โดยที ่  = คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยประมาณ η

  η  = คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให 
2

2
e∗  = กําลังสองของนอรมพลังงานของคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ

ของการเปลี่ยนตําแหนงแบบวงกวาง (Global)  
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2

2
u∗  = กําลังสองของนอรมพลังงานของคาการเปลี่ยนตําแหนงแบบวงกวาง 

(Global)  
 เปรียบเทียบ กับ η η ถาหาก η η> ก็แสดงใหเห็นวา คาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยนั้นยัง
คามากกวาคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหดังนั้นจึลตองมีการปรับปรุงโครงขายเอลิเมนต โดยทําให
โครงขายเอลิเมนตละเอียดขึน้ ซ่ึงทําไดโดยการแบงเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลงเพือ่เพิ่มจํานวนมากขึ้น 
ตอจากนัน้ก็กลับไปวิเคราะหหาผลเฉลยใหมอีกครั้ง และทําซํ้าจนกวาจะได η η< แสดงวาความ
ถูกตองของผลเฉลยที่อยูในเกณฑทีย่อมรบัไดแลว  จากขบวนการทีส่รุปขางตนนี้ จะพบวาวิธีเอชอะ
แดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตมีการคํานวณทีเ่ปนระเบียบ ไมซับซอนและสามารถกระทําในระดับเอลิเมนต
ได 
 สําหรับผลงานวิจัยทีเ่สนอเกีย่วกับเทคนิคการสรางรหัสโปรแกรมการทาํใหโครงขายเอลิเมนต
ละเอียดขึ้นในวิธีเอช (h – Adaptive) มีผูเสนอไวดังนี ้
 Devloo, Oden และ Strouboulis (1987) ไดเสนอเทคนิคการจัดสรางรหัสโปรแกรม สําหรับการ
ทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นดวยการแบงเอลิเมนตเดิมใหมีขนาดเล็กลง โดยเสนอเฉพาะกรณี
ส่ีเหล่ียม การแบงเอลิเมนตจะแบงจากหนึ่งเอลิเมนตออกเปนเอลิเมนตยอยส่ีเอลิเมนต และไดเสนอเท
คนิดการแบงเอลิเมนตใหเปนไปตามกฎที่เรียกวา กฎหนึง่ระดับ ( 1 – Level Rule) หมายถึงเอลิเมนตที่
ติดกันจะตองมีความแตกตางของระดับการแบงมากที่สุดเทากับหนึ่ง ซ่ึงจะทําใหเอลิเมนตใดๆ มีเอลิ
เมนตที่ติดกับแตละดานไดสูงสุดดานละสองเอลิเมนต ดังแสดงในรปูที่ 4 เดิมมี 4 เอลิเมนต(A,B,C,D) 
เมื่อตองการแบงเอลิเมนต B ก็จะทําการแบงครึ่งดานทั้งสี่ไดเอลิเมนตยอย 4 ตัวคือ i,ii,iii,iv สังเกตวาจะ
เกิดจดุตอบนดานเอลิเมนต A และ C ซ่ึงจะถูกสรางเปนจุดตอที่มีระดับขั้นความเสรีแบบไมปกติ 
(Irregular Node) หรือเรียกวาจุดตอแบบถูกบังคับ (Constrained Node) ทั้งนี้เพื่อใหเกดิความตอเนื่องของ
คาเปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต และหากตองการทีจ่ะมีการแบงเอลิเมนต i จากกฎหนึ่งระดบัจะไม
สามารถแบงไดทันที จะตองทําการ 
แบงเอลิเมนต A เพื่อใหไดเอลิเมนต v,vi,vii,viii เสียกอน จึงจะสามารถแบงเอลิเมนต i ได ดังนั้นจุดตอ
บนดาน A ที่เปนจุดตอแบบถูกบังคับก็จะเปลี่ยนเปนจดุตอที่มีระดับขัน้ความเสรีแบบอิสระ และจะไดเอ
ลิเมนตที่มีขนาดเล็กลง มีระดับการแบงเพิ่มขึ้นหนึ่งระดับคือเอลิเมนต w,x,y,z ซ่ึงจะเกิดจดุตอแบบถูก
บังคับเพิ่มขึ้นที่ดานของเอลิเมนต D,ii,iv.vi ทําใหตองมีการจัดการทีจุ่ดตอเพื่อใหเกิดความตอเนือ่งของ
คาเปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต ซ่ึงจะไดกลาวในหวัขอถัดไป 
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รูปท่ี 4 ลักษณะขอกําหนดตามกฎการแบงแบบหนึ่งระดบั 

A B 

C D 

A 
i 

C D 

ii 

iii iv 

v 

C D 

iii iv vii viii 

vi ii z y 
w x 

จุดตอแบบอิสระ 
จุดตอแบบถูกบังคับ 

 
Demkowicz และคณะ (1989) ไดเสนอเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบหนึ่งระดับ เชนเดียวกบั 

Devloo  แตในงานวิจยันี้ไดแสดงใหเหน็ถึงเทคนิคในการแบงเอลิเมนตและจดัการกบัจุดตอชนิดทีเ่ปน
จุดตอแบบถูกบังคับ ดังแสดงในรูปที่ 5 แสดงถึงความไมตอเนื่องของคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกดิขึ้น
ระหวางเอลิเมนต Demkowicz ไดเสนอสมการที่ใชในการคํานวณหาคาของจุดตอที่เปนจุดตอแบบถูก
บังคับดังสมการที่ 37 ดังนี ้

 
     (37) ( ) ( ) ( ) ( )h h h hu A u C u D u Eα β γ= + +

 
โดยที ่  = ผลเฉลยของคาการเปลี่ยนตําแหนงไฟไนตเอลิเมนต hu

  = สัมประสิทธิ์คาความเหมาะสม เพื่อทําใหเกิดความตอเนื่องของคา
เปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต 

, ,α β γ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5 แสดงถึงความไมตอเนื่องของคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึน้ระหวางเอลิเมนต 



บทที่ 3 
การพัฒนาโปรแกรม 

 
3.1 สวนขั้นตอนกอนการวิเคราะห (Pre-Processing) 
 สวนขั้นตอนกอนการวิเคราะห (Preprocessing) เปนสวนการเตรยีมขอมูลกอนการวิเคราะห
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 1.  ขอมูลหมายเลขจุดตอในแตละเอลิเมนต (Node Number per Element) ดังแสดงในรูปที่ 6 
ดังนี้  

5 8

69

2 7

4 105 

1 2

34

5 6

78

 
 
 
 
 
 
      (Local Element)         (Global Element) 

รูปท่ี 6 แสดงหมายเลขจดุตอของเอลิเมนต 
 

 การเก็บขอมูลหมายเลขจดุตอจะเก็บโดยเรยีงลําดับหมายเลขจุดตอตามเอลิเมนตเฉพาะที่ (Local 
Element) ซ่ึงจากรูปที่ 6 ไดหมายเลขจุดตอ (Node) ของเอลิเมนตที่ 5 ดังนี้  
 
  Element No.        Node Number 
           Local Element=    1    2   3    4   5   6     7     8 
         5              5    8   6    9   2   7    10    4  
 
 2. ขอมูลหมายเลขพิกัดของจุดตอในแตละเอลิเมนต (Node Coordinates Number per Element) 
โดยแสดงหมายเลขจุดตอและพิกดัในระนาบแกน X,Y,Z ดังตัวอยางตอไปนี้  
 
  Node No. Node Coordinate  X Y Z 
        1     10      -15         5 
        2     5 20      -10 
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 3. ขอมูลคาระดับของการแบงเอลิเมนต (Degree of Refinement) ดังแสดงในรูปที่ 4 ดังนี้ เอลิ
เมนต A มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 1, เอลิเมนต iv มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 2 
และเอลิเมนต Z  มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 3 
 4. ขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียงในแตละหนา (Face) ในแตละเอลิเมนต (Neighbors 
Element) โดยเอลิเมนตหนึ่งเอลิเมนตจะมจีาํนวนหนาอยู 6 หนา ดังแสดงในรูปที่ 7 โดยเอลิเมนตทีไ่มมี
เอลิเมนตขางเคียงจะกําหนดใหเปน 0 ดังแสดงตอไปนี ้
 

FACE 1 FACE 2 FACE 3

FACE 6FACE 5FACE 4

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7 จํานวนหนา (Face) ในแตละเอลิเมนต 
 
  Element No.   Neighbors Element 
       Face= 1 2 3 4 5 6  
         1     0  0  0  3  2  5  
         2     0  2  3  0  0  8 
 
 5. ขอมูลหมายเลขขอบของเอลิเมนต (Edge Number of Element) โดยเอลิเมนตหนึ่งๆ จะมี
จํานวนขอบ (Edge) 12 ขอบ ดังแสดงในรูปที่ 8 และจะทําการรับคาหมายเลขขอบ (Edge) โดยหมายเลข
ขอบนี้จะเปนหมายเลขขอบโดยรวม (Global Edge Number) ดังตอไปนี้ 
 
  Element No.   Edge Number of Element 
    Edge=   1    2    3    4    5    6    7    8    9    10    11    12 
         1   6    4    1    3   17  14  13  16   27  25    22    24  
     2   7    5    2     4  18  15  14  17   28  26    23    25 
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 รูปที่ 8 หมายเลขขอบเฉพาะที่ (Local Edge Numbers) และหมายเลขขอบโดยรวม (Global 
Edge Numbers)  
 
 6. ขอมูลการเคลื่อนตัวของจุดตอบนขอบเขต (Node Displacement Boundary Condition or 
Degree of Freedom) เพื่อไมใหมีการเคลื่อนตัวในทิศทางใดๆ ที่จดุตอ โดยตองระบจุุดตอที่ตองการและ
กําหนดทิศทางที่ตองการไมใหเกิดการเคลือ่นตัว โดยทิศทางที่อิสระกําหนดใหเปน 1 และทิศทางที่
ตองการจํากัดการเคลื่อนตัวกําหนดเปน 0 ดังตัวอยางตอไปนี ้
 
   Node No.  X Y Z 
         1   0       1         0 
         2   1 0         1 
 
 7. ขอมูลแรงกระทําภายนอก (External Load Data) เนื่องจากการงานวิจยันี้ศกึษาเกี่ยวกับอะ
แดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต ผลจากการแบงเอลิเมนตใหละเอียด ทําใหการที่จะกําหนดแรงกระทําที่จดุตอ
หลังจากแบงเอลิเมนตแลวมคีวามยุงยาก จึงทําการปอนแรงกระทําเปนพื้นที่บนหนา (Face) ของเอลิ
เมนต แลวจึงทําการกระจายแรงกระทํากระทําที่จุดตอ ดงัแสดงในรูปที่ 9,10 และการกําหนดแรงกระทํา
ทําไดโดยกําหนดเฉพาะเอลิเมนตที่มีแรงมากระทําเทานัน้ ดังแสดงตอไปนี ้
 
  Element No. หนา(Face) ที่แรงกระทํา   ขนาดแรงกระทํา 
          1        2          -100  
          2        2          -100  
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รูปที่ 9 การปอนขอมูลแรงกระทําภายนอก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 10 ขอมูลแรงกระทําภายนอกกรณีที่เอลิเมนตไดรับการแบง (Refinement) 
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8. ขอมูลคุณสมบัติของเอลิเมนต (Element Material Data) จะทําการกําหนดคุณสมบัติตางกัน

ไปในแตละเอลิเมนต  โดยกําหนดหมายเลขแสดงชนิดของเอลิเมนต (Element Type Number) และ
ขอมูลคุณสมบัติของเอลิเมนต เชน คาโมดูลัสยืดหยุน(E), อัตราสวนปวสซอง (v)  ดังแสดงตอไปนี้ 

 
 Element Type No. E v  
  1          3000 0.3 
  2            400 0.5   
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Element No.    1 2 3 4 5 6 
Element Type No. 1 1 2 1 1 2 
 
9. ขอมูลจํานวนเอลิเมนตเร่ิมตนทั้งหมด (Total Initial Element), จํานวนจุดตอเอลิเมนตเร่ิมตน

ทั้งหมด (Total Node) และจํานวนหมายเลขขอบโดยรวมเริ่มตนทั้งหมด (Total Initial Global Egde 
Numbers) 

10. ขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนขอบของปญหา (Node on Edge Problem) และขอมูล
หมายเลขจดุตอที่อยูบนผิวของปญหา (Node Surface) เพื่อใชเปนขอมูลประกอบในการตรวจสอบจุดตอ
แบบถูกบังคับ (Constained Node) รายละเอียดจะกลาวในเรื่องการตรวจสอบจุดตอแบบถูกบังคับ โดย
หมายเลขจดุตอที่อยูบนขอบของปญหากําหนดใหเปน 1 แตถาหากจดุตอไมใชจุดตอที่อยูบนขอบ
กําหนดใหเปน 0 ดังแสดงตอไปนี ้

 
   Node No. Node on Edge/Nodesurface 
         1                               0                 
         2            1  

 
11. ขอมูลหมายเลขจุดตอทีอ่ยูบนขอบเอลิเมนต (Node on Edge Element) ทั้ง 12 ขอบ เปน

ขอมูลที่จําเปนตองมีแตไมตองเตรียมคาขอมูล เนื่องจากไดทําการเขียนโปรแกรมใหคํานวณหาคา
หมายเลขจดุตอเอลิเมนตอัตโนมัติ จากรูปที่ 6,8 มีวิธีการวิเคราะหหาจดุตอบนขอบดงันี้ 

จากรูปที่ 8 ตําแหนงทีห่มายเลขขอบเฉพาะที่ ( Local Edge Numbers )ลําดับที่ 1 เมื่อดูจากรูปที ่
6 ที่ขอบลําดับที่ 1 นี้ จะมีลําดับหมายเลขจดุตอเฉพาะที่ (Local Node) คือลําดับที่ 4,3 และจะมีหมายเลข
จุดตอโดยรวมจากรูปที่ 6 คอื 9,6 และขอบที่ 2 ถึง 12 สามารถวิเคราะหไดดังที่กลาวมา ไดดังตัวอยาง
ดังตอไปนี ้

              Element No.5 
Edge     Sequence Node      Node on Edge (Global Node) 
   1  3 4  6 9 
   2  2 3  8 6 
   3  1 2  5 8 
   4  1 4  5 9  
   5  3 7  6 10 
  6  2 6  8 7 
  7  1 5  5 2 
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  8  4 8  9 4 
  9  7 8  10 4 
10  6 7  7 10 
11  5 6  2 7 

  12  5 8  2 4 
 
12. ขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนหนาเอลิเมนต (Node on Face Element) เปนขอมูลที่

โปรแกรมคํานวณใหโดยอัตโนมัติเหมือนกับขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนขอบ และหลักการวเิคราะหก็
คลายกันโดย หมายเลขจดุตอของหนา 

 
                 Element No.5 

Face     Sequence Node      Node on Face (Global Node) 
   1        1   2   3   4            5     8     6     9 
   2        1   2   5   6            5    8      2     7 
   3        1   4   5   8            5    9      2     4 
   4        3   4   7   8            6    9     10    4 
   5        2   3   6   7            8    6      7     10 
   6        5   6   7   8            2    7     10    4 
 

3.2 สวนวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต (FEM Analysis) 
เปนขั้นตอนของการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแลวนําผลเฉลยที่ไดสูขั้นตอน

หลังการวิเคราะหตอไป 
 

3.3 สวนขั้นตอนหลังการวิเคราะห (Post-Processing) 
เปนสวนวิเคราะหขอมูลเพิ่มเติมที่ไดจากการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต และนําเสนอขอมูล

ตางๆในรูปแบบที่เหมาะสม 
1. การนําเสนอขอมูลโครงขายเอลิเมนต 
2. การนําเสนอขอมูลการเคลื่อนตัวที่จุดตอ 
3. การนําเสนอขอมูลหนวยแรงที่จุดตอ 
4. ขั้นตอนการประมาณคาความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) หลังจากไดผลเฉลยจาก

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในระบบชิน้สวนที่มีลักษณะหยาบซึ่งเปนระบบเริ่มตน แลวจึงประมาณคา
คลาดเคลื่อนในตําแหนงตางๆของปญหาจากผลเฉลยที่ได โดยทําการประมาณคาทั้งในสวนเฉพาะที ่
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(Local) และโดยรวม (Global) แลวทําการตรวจสอบคาคลาดเคลื่อนที่ไดในแตละเอลิเมนตวาเอลิเมนต
ใดบางที่มีคาคลาดเคลื่อนเกนิกวาทีย่อมใหหรือไม หากคาความคลาดเคลื่อนเกนิกวาคาคลาดเคลื่อนที่
ยอมให ก็ทาํการสงขอมูลสูขั้นตอนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตอไป ซ่ึงในสวนพัฒนาโปรแกรม
ประกอบไปดวย 

- พัฒนาโปรแกรมในการสรางหนวยแรงปรบัเรียบในระดบัเอลิเมนต และหา
คาเฉลี่ยของหนวยแรงที่จดุตอของเอลิเมนต 

- คํานวณหาคาคลาดเคลื่อนในระดับเอลิเมนต โดยใชนิยามจากสมการที่ 38 ดังนี ้
 

1
2

2

Te e e dσ σ σ
∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫      (38)  

 
โดยที ่ *

2
eσ  = นอรมพลังงานความคลาดเคลื่อน 

  = เวคเตอรความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง *eσ
D  = เมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด  Dσ ε=

Ω  = โดเมนที่พิจารณา เชน เฉพาะที่ (local) หรือ โดยรวม (Global) 
 

- คํานวณหาคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธในระดบัทั่วไป (Global) โดยใชนิยามจาก
สมการที่ 39 ดังนี้ 
 

2
2

2 2

e

U e

σ

σ

η η
∗

∗

∗ ∗
≈ =

+
2

      (39) 

 
 โดยที่    =  คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ (Relative Error) *η

   
2

U ∗  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจาก SPR 

   
2

U  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจากผลเฉลยแมนตรง 
 

- ตรวจสอบคาคลาดเคลื่อนที่ไดกับคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมให และจะทําการเพิ่ม
ความละเอียดใหกับเอลิเมนตที่มีคาความคลาดเคลื่อนระดบัเอลิเมนตสูงสุด 10 % ของจํานวนเอลิเมนต
ทั้งหมด โดยจะทําการสงขอมูลสูขั้นตอนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตอไป 
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3.4 สวนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (Adaptive Finite Element) 
เปนสวนโปรแกรมที่ทําใหโครงขายเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น โดยทําการแบงเอลิเมนตที่มีคา

ความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาวามคลาดเคลื่อนที่ยอมใหเทานัน้ หลังจากที่ทําใหโครงขายเอลิเมนต
ละเอียดขึ้นแลวก็จะทําการสงขอมูลไปคํานวณตามวิธีไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้ง เพือ่หาผลเฉลย และ
ตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนอีกครั้ง และทําการแบงเอลิเมนตใหมีความละเอียดอีกหากผลเฉลยยังมี
คาความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาที่ยอมให ซึ่งก็จะกระทําซํ้าๆ ไปเรื่อยๆ จนกวาไดคาความ
คลาดเคลื่อนอยูในเกณฑที่พอใจ การทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต ไดแสดงดังรูปที่ 11 – 18 
ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้

1. การตรวจสอบระดับของการแบงเอลิเมนตเทียบกับเอลิเมนตขางเคียง ซ่ึงแผนภมูิการทํางาน
ไดแสดงในรูปที่ 13 โดยวิธีการตรวจสอบจะรับคาเอลิเมนตที่ตองการแบงใหละเอยีดเนือ่งจากมีคาความ
คลาดเคลื่อนเกินกวาที่ยอมใหมาตรวจสอบระดับการแบง (Degree of Refinement) เทียบกับเอลิเมนต
ขางเคียงในทกุๆหนา (Face) หากระดบัการแบงของเอลิเมนตขางเคียงนอยกวากต็องทําการแบงเอลิ
เมนตขางเคียงนั้นดวย โดยท่ีไมตองพิจารณาวาคาความคลาดเคลื่อนเกินกวาคาที่ยอมใหหรือไม และตอง
ตรวจสอบเอลิเมนตขางเคียงนั้นดวยวามีคาระดับการแบงนอยกวาเอลิเมนตขางเคียงนัน้หรือไม หาก
นอยกวาก็ตองทําการแบงเอลิเมนตขางเคียงนั้นๆ ตอไป กระทําเชนนี้ไปเรื่อยๆ จนกวาจะครบทุกเอลิ
เมนตที่ตองทําการแบงเพิ่มความละเอยีด 

ซ่ึงในขณะที่มกีารตรวจสอบเอลิเมนตกับเอลิเมนตขางเคียง ทําใหมีการตองแบงเอลิเมนต
เพิ่มเติมจากกรณีที่คาระดับการแบงนอยกวาเอลิเมนตขางเคียง ก็จะทําการเก็บขอมูลเอลิเมนตที่ตองแบง
เพิ่ม และเตรียมขอมูลเอลิเมนตที่จะแบงเพื่อเพิม่ความละเอียดสงใหขบวนการแบงเอลิเมนต 
(Refinement) ตอไป  
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รูปที่ 11 แสดงแผนภูมกิารทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 

หยุดการทํางาน

NO YES

คํานวณผลเฉลยหนวยแรง Adaptive Refinement

Error >Allowable ?

Error Estimation

คํานวณหนวยแรงที่จุดตอแตละเอลิเมนต
คํานวณหนวยแรงที่จุดเกาสแตละเอลิเมนต

วิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต

จําลองโครงสรางเปนโครงขายเอลิเมนต

Update Properties Element

Refinement

Check Neighbors Element

Adaptive Refinement

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 12 แสดงแผนภูมกิารทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 
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Goto Refinement
YES

NOneed refine ??
i >total element

  goto A  until more than total face
- สงคา neighbors element number
- รับคา neighbors element number
- Refine neighbors element

i++

NO

YES

j >total face ??

j++

element face j ??
DOR Neighbors 

Degree of refine (DOR)

DOR element i > YESNO

for j=1 to total face
Element i

A

for i=1 to total element need refine 

รับคา element need refine
Check Neighbors Element

รูปที่ 13 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการตรวจสอบระดับการแบงเอลิเมนตของเอลิเมนตที่
พิจารณาเทยีบกับเอลิเมนตขางเคียง 
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2. การแบงเอลิเมนตเพื่อเพิ่มความละเอียดใหกับเอลิเมนต โดยในขัน้ตอนการแบงนี้จะทําการ
แบงเอลิเมนตทีละเอลิเมนต ในการแบงเอลิเมนตจะเรียกเอลิเมนตกอนที่จะทําการแบงวาเอลิเมนตแม 
(Mother Element) และเรียกเอลิเมนตหลังจากการแบงแลววาเอลิเมนตลูก (Son of Element) ในเอลิเมนต
ลูกที่เกิดขึ้นก็จะเกดิจุดตอใหม มากที่สุดรวมทั้งหมด 27 จุดตอตอการแบงในหนึ่งเอลิเมนต และในจุด
ตอ (Node) ที่เกิดขึ้นมีทั้งจดุตอที่ขอบ (Node on Edge),จุดตอที่หนา (Node on Face) ,และจุดตอที่กลาง
เอลิเมนตแม (Node in Middle Mother Element) ดังแสดงในรูปที่ 14  

 
 
 
 
 
 
 
       เอลิเมนตแม                   เอลิเมนตลูก 
รูปที่ 14 แสดงจุดตอที่เกดิจากการแบงเอลิเมนตแมเพื่อทาํใหเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น 

 
ดังนั้นเพื่อใหมีความงายและเปนระบบระเบียบในการแบงเอลิเมนตจงึแบงเปน 3 สวนดังแสดง

ในรูปที่ 15 ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้

Update Properties Element

Refinement

Node Face Refinement

Node Edge Refinement

Middle Node Refinement

each element

8 7

65

34

21

4

1

3

8

2

7

65

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 15 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงเอลิเมนตเพื่อทาํใหเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น 
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- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่ขอบ (Node on Edge Refinement) สามารถแสดงดังในรูปที่ 15 เอ
ลิเมนตในแตละเอลิเมนตจะมีขอบอยู 12 ขอบ ดังนั้นการแบงจะเกิดจุดตอ 12 จุดตอดงัแสดงในรูปที่ 16  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

- node refine on edge
- initialize status edge refinement 
- edge number
- degree of freedom new node
- coordinate new node
- new node

refine by

NO

YES

more than 12 ?
Is edge number

Go to Node Face Refinement 

- รับคา Edge Number on Edge at refine 

For edge =1 to edge =12

- รับคา Node Number on Edge at refine

Is edge refine ? YESNO

Node Edge Refinement

รูปที่ 16 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงขอบของเอลิเมนต (Edge Refinement) 
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4

1

3

8

2

7

65
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 17 แสดงจํานวนจุดตอที่เกิดขึ้นเนื่องจากการแบงขอบของเอลิเมนต (Edge Refinement) 
 

- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่หนา (Node on Face Refinement) สามารถแสดงดังในรูปที่ 19 เอ
ลิเมนตในแตละเอลิเมนตจะมีจํานวนหนาอยู 6 หนา ดังนั้นการแบงจะเกิดจดุตอ 6 จดุตอดังแสดงในรูปที่ 
18 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4

1

3

2

7

65 5 6

78

3

1

4 4

1

3

8

2

7

65

5 6

78

3

1

44

1

3

8

2

7

655 6

7

2

3

1

4

2

8

Face 1 Face 2 Face 3

Face 4 Face 5 Face 6

รูปที่ 18 แสดงจํานวนจุดตอที่เกิดขึ้นเนื่องจากการแบงหนาของเอลิเมนต (Face Refinement) 
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- รับคา Node Number on Face at refine

Is face refine ? YESNO

neighbor face ?
Is there YESNO

Node Face Refinement

For face =1 to face =6

Go to  Middle Node Refinement 

Is Face number
more than 6 ?

YES

NO

refine by
- new node
- coordinate new node
- degree of freedom new node
- edge number
- initialize status face refinement 
- node refine on face

รูปที่ 19 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงหนาของเอลิเมนต (Face Refinement) 
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- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่กลางเอลิเมนต (Middle Node Refinement) การแบงจุดตอที่กลาง
เอลิเมนตจะไมมีความยุงยากซับซอน เนือ่งจากไมตองทําการตรวจสอบการแบงวาไดรับการแบงหรือยัง 
เพราะจดุตอทีก่ลางเอลิเมนตจะยังไมไดรับการแบงเสมอ สามารถแบงไดเลย ทําใหเกิดจุดตอใหมขึ้นมา 
1 จุดตอ ซ่ึงแผนภูมิการทํางานไดแสดงในรูปที่ 20  

 

- edge number

- node refine in middle element
- initialize element status refinement 

- degree of freedom new node
- coordinate new node
- new node

refine by

Go to Refinement  Procedure

Middle Node Refinement 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 20 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงจดุตอกลางของเอลิเมนต (Middle Node 
Refinement) 

 
หลังจากที่ทําการแบงเอลิเมนตจนครบทั้ง 3 สวนและทุกเอลิเมนตที่ตองทําการแบงเพื่อเพิ่ม

ความละเอียดใหกับโครงขายเอลิเมนต นั่นคือส้ินสุดขบวนการแบงเอลิเมนต และขั้นตอนตอไปคือการ
อัพเดทขอมูลใหมเพื่อการคํานวณไฟไนตเอลิเมนตตอไป  

 
3.การอัพเดทขอมูล (Update Data) เพื่อการเตรียมขอมูลใหกับขบวนการไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึง

รายละเอียดในวิธีการวิเคราะหดังตอไปนี ้
- พิกัดจุดตอของเอลิเมนตใหม (Coordinate of New Node) และจุดตอที่ควบคมุจุดตอใหม 

(Control New Node) จากการแบงเอลเิมนตเฉพาะเอลิเมนตที่มีความความคลาดเคลื่อนสูง ทําใหมี
โอกาสที่จะเกดิจุดตอแบบถูกบังคับ(Constained Node) ดังนั้นในการที่จะคํานวณหาคาพิกัดจุดตอใหม
จึงตองมีการเกบ็ขอมูลจุดตอที่ควบคุมจุดตอใหม โดยวิธีการหาคาพกิัดและจุดตอที่ควบคุมจุดตอใหม 
แบงเปน 3 สวน โดยแตละสวนแยกในแตละแกน X,Y,Z สามารถแสดงไดดังรูปที่ 21 
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Ua

Ub

Uo

 
 
 
 
 
                  (1) ขอบ (Edge)                     (2) หนา (Face) 

       
2

a
O

U UU += b    
4

a b c
O

U U U UU + + += d  

 
 
     

Ua

Uo

Ub

Uc Ud

U1

U4 U3

U2

U5 U6

U7U8

Uo 
 
 
 

    (3) จุดตอกลางของเอลิเมนตแม (Middle Node) 

                                        1 2 3 4 5 6 7

8O
U U U U U U U U8+ + + + + + +=U  

รูปที่ 21 แสดงพิกัดจดุตอของเอลิเมนตใหม (Coordinate of New Node) และจดุตอทีค่วบคุมจุดตอใหม 
(Control New Node) 

 
โดยที ่ Ua,Ub,Uc,Ud  = จุดตอที่ควบคมุจุดตอเอลิเมนตลูกบนขอบและบน                         
     หนาเอลิเมนตแม 

  Uo   = จุดตอแบบถูกบังคับ (Constained Node) 
  U1,U2,U3,U4,U5,U6,U7,U8 = จุดตอที่ควบคมุจุดตอเอลิเมนตลูกของเอลิเมนตแม 
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End of Adaptive Refinement

- check node constained 
- neighbors element on each face of element
- element node number on new element
- node on face in new element
- node on edge in new element
- edge number in new element

Update :
- new total node
- coordinate new node
- degree of refinement new element

- load on element and load on node
- material in new element

- number of son and family element

Update Properties Element
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 22 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการเก็บขอมูลใหมของเอลิเมนต  
 
- หมายเลขเอลิเมนตลูกและเอลิเมนตแม โดยในโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นจะทําการบันทกึคาวาเอลิ

เมนตนี้มีเอลิเมนตลูกใดบางหรือเอลิเมนตนี้เปนเอลิเมนตแมของเอลิเมนตใด ซ่ึงเอลิเมนตแมที่ไดรับการ
แบงเพื่อเพิ่มความละเอยีดจะมีเอลิเมนตลูกอยู 8 ตัว 

- แรงกระทําบนเอลิเมนตและแรงกระทําบนจุดตอ (Load on Element and Load on Node) ได
อธิบายในหวัขอข้ันตอนกอนการวิเคราะห ในที่นี้จงึไมอธิบายตอ 

- คุณสมบัติของเอลิเมนต (Material Element) ในโปรแกรมที่พัฒนาขึน้นี้ไดสรางคณุสมบัติของ
เอลิเมนตใหมใหมีคาเหมือนกับเอลิเมนตแม  

- หมายเลขจุดตอเอลิเมนตใหม (New Element Node Number ) การที่จะทําการเกบ็ขอมูลนี้ได 
ในขั้นตอนการแบงเอลิเมนตตองมีขอมูลลําดับของจุดตอที่แบงและลําดับของเอลิเมนตลูก และในขอมูล
ของลําดับจุดตอเอลิเมนตจะเก็บของมูลหมายเลขจุดตอของเอลิเมนต ดงัแสดงในรูปที่ 23 และวิธีการเก็บ
ขอมูลสามารถแสดงไดดังนี ้

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่       ลําดับหมายเลขจุดตอ            

1         1   11   21   12   15   22   27   23               
2         11   2   10   21   22   14   25   27           
3         12  21    9     4   23   27   24   16           

   4         21  10    3     9   27   25   13   24 
   5        15   22   27   23   5   19   26   20 
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   6        22   14   25   27   19   6   18   26 
   7        23   27   24   16   20   26  17   8 
   8         27   25   13   24   26   18    7   17 
 

1 2

34

5 6

78

 
 
 
 
 
 
             Before Refinement   
 

27
26

25

24

23

22

21

20

19

18

17
16

15 14

13

12

11

10

9

5 6

7

2

8

3

1

4

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 1

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 3

เอลเิมนตลกูลําดบัที่ 4
เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 2

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 8

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 6

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 5
 
 
 
 
 
 
 
 
                        After Refinement 

รูปที่ 23 แสดงลําดับของจุดตอเอลิเมนตและลําดับของเอลิเมนตลูกทั้งกอนแบงและหลังแบงเอลิเมนต 
 
- หมายเลขขอบของเอลิมนตใหม (Edge Number of New Element) โดยในการเก็บขอมูลนี้

จะตองมีลําดับของหมายเลขขอบเอลิเมนตเฉพาะที่กอนแบงและลําดับของหมายเลขขอบเอลิเมนต
เฉพาะที่หลังแบง ดังแสดงในรูปที่ 24 และในขอมูลลําดบัขอบของเอลิเมนตจะเก็บขอมูลหมายเลขขอบ
โดยรวมของเอลิเมนตลูก ดงัตอไปนี ้

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่                           ลําดับหมายเลขขอบเอลิเมนตลูก            

1                38   37   17   20   62   41   25   46   63   61   42   45        
2                   39   16   18   37   54   23   41   62   64   53   43   61 
3                13   40   38   19   49   62   46   27   50   66   63   48    



 40 

4        14   15   39   40   21   54   62   49   51   56   64   66 
5        63   61   42   45   65   44   26   47   58   57   33   36 
6        64   53   43   61   55   24   44   65   59   32   34   57  
7        50   66   63   48   52   65   47   28   29   60   58   35 

    8        51   56   64   66   22   55   65   52   30   31   59   60 
 

12 10

11
7 6

9
8 5

4

3

2

1

 
 
 
 
 
 
             Before Refinement   
 

18

16

17

20 37

38 39

19 40 15

13 14

25 41 23

546246

27 49 21

42 43

6463

51

48

61
45 53

66 56

50

244426

47 65 55

225228

33 34

36 57
32

58 59

35 60
31

29 30

 
 
 
 
 
 
 
                        After Refinement 
 

รูปที่ 24 แสดงลําดับหมายเลขขอบเอลิเมนตแมและลําดบัขอบเอลิเมนตลูกทั้งกอนแบงและหลังแบง 
 
- หมายเลขจุดตอบนขอบของเอลิเมนตใหม (Node on Edge of New Element) จากรูปที่ 23 และ 

24 สามารถนํามาพิจารณาหาหมายเลขจดุตอบนขอบของเอลิเมนต ไดดังนี ้ (เนื่องจากขอมูลมีมากจึง
ยกตวัอยางเพียง 1 ตัวอยาง) 
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เอลิเมนตลูกลําดับที่ 1 
ลําดับขอบเอลิเมนต ลําดับหมายเลขจุดตอเอลิเมนตบนขอบ 

38       21 12  
37     11 21 

    17     1 11 
    20     1 12 
    62     21 27 

41    11 22 
     25     1 15 
    46     12 23 
    63      27 23 

61     22 27 
    42      15 22 

45   15 23 
 

- หมายเลขจุดตอบนหนาของเอลิเมนตใหม (Node on Face of New Element) จากรปูที่ 23 และ 
24 สามารถนํามาพิจารณาหาหมายเลขจดุตอบนหนาของเอลิเมนต ไดดังนี ้ (เนื่องจากขอมูลมีมากจึง
ยกตวัอยางเพียง 1 ตัวอยาง) 

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่ 1 

  หนา(Face)เอลิเมนตที่             ลําดับหมายเลขจดุตอเอลิเมนตบนหนา 
       1    1    11    21    12 
       2    1    11    15     22 
       3    1    12    15     23 
       4    21  12     27    23 
       5    11   21   22    27 
       6    15   22    27    23 
 

 - หมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbor Element) หลักการวิเคราะหเพื่อหาเอลิเมนตขางเคียง
หลังจากมีการแบงเอลิเมนต สามารถดูไดจากรูปที่  25 และ 26 ดังแสดงดังตอไปนี้  
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Neighbors Element Update

YES

เอลิเมนตหรือไม

Active/Constained Node

วิเคราะหครบทกุ

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่8
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7

Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่7

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่6
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8

Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่5

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3
Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8

Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7
Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6

Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่1

Neighbors Element Update

 
รูปที่ 25 แผนภูมิการอัพเดทขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbors Element) 
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 า number face and element

Program : NEU

 for check Neighbors Element
รับค

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 26 แผนภูมิการอัพเดทขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbors Element) (ตอ) 
 
- หมายเลขจุดตอที่ถูกบังคับ (Constained Node) และการจัดการจุดตอที่ถูกบังคับ เนือ่งจากวิธี

เอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนต ตองทําการแบง(Refine) เฉพาะเอลิเมนตที่มีคาความคลาดเคลื่อนสูง
เทานั้น ทําใหเอลิเมนตหลังการแบงแลวจะเกิดสภาพ Nonconformimg mesh เปนผลทําใหเกดิความไม
ตอเนื่องของหนวยแรง ดังนัน้จึงตองมีวิธีการจัดการความตอเนื่องของหนวยแรงดังนี ้

1. กรณีเกิดจดุตอแบบถูกบังคับที่ขอบ (Constained Node on Edge) ดงัแสดงในรูปที่ 27 หนวย
แรงที่จุดตอ 0 ของเอลิเมนต A จะถูกกระจายหนวยแรงไปยังจุด a,b ของเอลิเมนต A ดังนี ้

 หนวยแรงทีจ่ดุ (a,b) = (หนวยแรงที่จุด O)/2 
2. กรณีเกิดจุดตอแบบถูกบังคับที่หนา (Constained Node on Face) ดังแสดงในรูปที่ 28 หนวย

แรงที่จุดตอ 0 ของหนาเอลิเมนต A จะถูกกระจายหนวยแรงไปยังจดุ a,b,c,d ของเอลิเมนต A ดังนี้ 
 หนวยแรงทีจ่ดุ (a,b,c,d) = (หนวยแรงทีจ่ดุ O)/4 
 
 

Go to next Element

NO

YES

หรือไม
ครบทุก Face 

หมายเลขเอลิเมนตขางเคียง
ท้ัง 4 node --> จะได

Check เอลิเมนต ที่ refine แลว
วาเอลิเมนตไหนที่มี node เหมือนกันเหมือนเอลเิมนตแม

Neighbors = 

เอลิเมนตขางเคียงNO YES
ถูก refine หรือไม

Neighbors = ' 0 '

เอลิเมนตขางเคียงหรือไม
เอลิเมนตแมมี YESNO
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Ua

Uo

Ub

A
B

C

 
 
 
 
 

รูปที่ 27 การจัดการจุดตอกรณีเกดิจุดตอแบบถูกบังคับที่ขอบ (Constained Node on Edge) 
 

Ua

Uo

Ub

Uc Ud

 
    

 
 
 

รูปที่ 28 การจัดการจุดตอกรณีเกดิจุดตอแบบถูกบังคับที่หนา (Constained Node on Face) 
 
 สําหรับหลักการวิเคราะหเพือ่หาจุดตอแบบถูกบังคับ (Constained Node) หลังจากมกีารแบงเอ

ลิเมนต สามารถดูไดจากรูปที ่ 29 ดังแสดงดงัตอไปนี ้
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End Program Adaptive

i++

NONO

Active Node

YESYES

Active Node

Is count = 8 ?? Is count = 4 ??

YESNO surface problem??
Is node on 

i >total node ?? NO

YES

(โดยท่ีไมคดิเอลิเมนตท่ี refine แลว)
เปนสมาชิก เก็บคาใน count
วามีเอลิเมนตก่ีเอลิเมนตท่ีมี Node i
Check ท้ังโครงขายเอลิเมนต

NO

YES

i++

edge problem ??
Is node on 

Constained Node

Active Node

NO YESIs initial node ??

For i = 1 to total node

Active/Constained Node

รูปที่ 29 แผนภูมิการวเิคราะหจุดตอที่ถูกบงัคับ (Constained Node) 
 
 



บทที่ 4 
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 

 
ในสวนนี้จะทาํการทดสอบโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นในงานวจิัย โดยทําการวิเคราะหปญหา 3 มิติ 

และเปรียบเทยีบผลที่ไดจากการวิเคราะหโปรแกรมอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีอิ
ลาสติก (Elastic Soluton)  เพือ่ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมดังตัวอยางตอไปนี้ 
 
4.1 ฐานรากแผแบบสตริป (Strip Footing)  
 ทดสอบใชโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นในการวิเคราะหปญหาฐานรากแบบสตริป ซ่ึงเปนฐานรากแผ
ที่มีความยาวดานยาว ยาวกวาความยาวดานสั้นมากๆ ทําใหความเครียดในทิศทางตามดานยาวของฐาน
รากมีคาเปนศนูย  และในการตรวจสอบความถูกตองของผลการวิเคราะหกับผลเฉลยดวยวิธีอิลาสติก 
(Elastic Solution) ซ่ึงเสนอโดย Poulos และ Davis (1974) โดยสมมุตฐิานเบื้องตนคอื ฐานรากเปนแบบ
ออนตัว (Flexible Footing) เพื่อใหแรงกระทําแบบสม่ําเสมอ (Uniform Load) และดินมีคุณสมบัติแบบอิ
ลาสติกเชิงเสน (linear Elastic) และฐานแข็ง (Rigid Base) อยูในระดับลึกมากๆ 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 30 ขนาดโครงสรางและหนาตดัที่ใชในการวิเคราะหตัวอยางฐานรากแบบสตริป 
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(ก) โครงขายเริ่มตน (Initial Mesh) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) โครงขายที่ 2 (Mesh 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) โครงขายที่ 3 (Mesh 3) 
รูปที่ 31 โครงขายการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแผแบบสตริป 
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รูปที่ 32 โครงขายสุดทายหลังการอะแดฟทฟี ในการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแผแบบสตริป 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 33 แสดงรูปโครงขายเอลิเมนตหลังการเคลื่อนตัวและรูปความเคนในแนวดิ่ง ฐานรากแบบสตริป 
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รูปที่ 34 ความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับ Degree of Freedom ของฐานรากแผแบบสตริป 
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รูปที่ 35 ความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับเวลาของฐานรากแผแบบสตรปิ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 36 หนวยแรงในแนวดิง่ที่หนาตัด 1-1  เทียบกับผลเฉลยจากอิลาสติก 
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รูปที่ 37 หนวยแรงในแนวดิง่ที่หนาตัด 2-2  เทียบกับผลเฉลยจากอิลาสติก 
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รูปที่ 38 หนวยแรงในแนวดิง่ที่หนาตัด 3-3  เทียบกับผลเฉลยจากอิลาสติก 
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โครงขาย 
 เนื่องจากโครงขายมีคุณสมบตัิการสมมาตร การวิเคราะหจะใชเพียงครึ่งหนึ่งของโครงสรางเพื่อ
ลดขนาดขอมูลและเวลาที่ใชในการวิเคราะห นอกจากนี้เนื่องจากความเครียดตามแนวแกน x เปนศูนย
จึงสามารถลดขนาดความหนาโครงสรางในแนวแกน x ซ่ึงในตัวอยางนี้ใชเพยีง 1.00 ม.  

ผลการวิเคราะห 
ผลการวิเคราะหที่ไดจากโปรแกรมอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต ไดนําเสนอเปนรูปแบบ

โครงขายของตัวอยางฐานรากแผแบบสตริปดังแสดงในรูปที่ 31 และ 32 โดยแสดงโครงขายเริ่มตน,
โครงขายในแตละรอบของการปรับปรุงผลเฉลย นําเสนอโครงขายหลังการเคลื่อนตัวและรูปความเคน
ในแนวดิ่ง (Contour Stress) ดังแสดงในรูปที่ 33  

จากรูปที่ 34 แสดงคาความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับระดับคาความอิสระ (Error 
and Degree of Freedom,DOF) พบวายิ่งคา DOF มีคามากขึ้นคาความคลาดเคลื่อนจะมีคาลดลงและจาก
รูปที่ 35  แสดงคาความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับเวลาทีใ่ชในการทดสอบโปรแกรม 

ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม โดยนําเสนอกราฟความสัมพันธระหวางความเคน
ในแนวดิ่ง (Vertical Stress) เทียบกับความลึกที่หนาตัดตางๆกับผลเฉลยอิลาสติก (Elastic Solution) ดัง
แสดงในรูปที่ 36-38 พบวาผลเฉลยที่ไดจากโปรแกรมมคีาใกลเคียงกบัผลเฉลยอิลาสติกมาก 
 
4.2 ฐากรากแผแบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส (Square Footing) 
 ทดลองใชโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นวิเคราะหปญหาฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส เพื่อเปรียบเทียบ
หนวยแรงและการเคลื่อนตัวท่ีตําแหนงตางๆ ที่ไดจากโปแกรมกับผลเฉลยดวยวิธีอิลาสติก เสนอโดย 
Poulos และ Davis (1974) โดยสมมุติบานเบื้องตนคือ ฐานรากเปนแบบออนตัว (Flexible Footing) 
เพื่อใหแรงกระทําเปนแบบสม่ําเสมอ (Uniform Load ) ดินมีคุณสมบตัิเชิงเสน (Linear Elestic) และฐาน
แข็ง (Rigid Base) อยูในระดบัลึกมากๆ 
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   (ก)      (ข) 

รูปที่ 39  ขนาดโครงสรางและหนาตดัที่ใชในการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 
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           (ก) รูปมุมบน (Top View)                                     (ข) รูปดานขาง 

รูปที่ 40 แสดงเงื่อนไขขอบเขตปญหา (Boundary Condition) 
 

โครงขาย 
 จากคุณสมบัตกิารสมมาตรของปญหา  สามารถลดขนาดของปญหาโดยวิเคราะหเพียงหนึ่งในสี่
สวนของโครงสรางทั้งหมด  ซ่ึงขอบเขตของโครงสรางที่เลือกใชในงานวจิัยไดแสดงดังรูปที่  39,40  
และในรูปที่ 41 และ 42 แสดงโครงขายเอลิเมนตของแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดใหกบัเอลิ
เมนต และโครงขายสุดทายหลังการวิเคราะหอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 
 ผลการวิเคราะห 

จากรูปที่  43  แสดงรูปโครงขายเอลิเมนตหลังการเคลื่อนตัว(Mesh Deformation) และ รูปความ
เคนในแนวดิ่ง (Stress Contour) ตัวอยางฐานรากแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส  

จากรูปที่ 44 แสดงกราฟความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับคา Degree of Freedom  
พบวา เมื่อคา Degree of Freedom มีคามากขึ้นคาความคลาดเคลื่อนจะมีลดลงเชนเดียวกับตวัอยางฐาน
รากแผแบบสตริป จากรูปที่ 45 แสดงกราฟความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับเวลา พบวาคา
ความคลาดเคลื่อนกับเวลาเปนสัดสวนผกผันกัน กลาวคอืยิ่งคาความคลาดเคลื่อนมีคาลดลง เวลาที่ใชใน
การรันโปรแกรมยิ่งมีคามากขึ้น 

จากรูปที่ 46 แสดงการเคลือ่นตัวในแนวดิ่งตามแกนกลางและหนวยแรงในแนวดิ่งของตัวอยาง
ฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส เปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีอิลาสติก (elastic solution)  สามารถ
อธิบายไดดังนี ้
 คาการเคลื่อนตัวในแนวดิ่ง  (vertical deflection )  ตามแนวแกนกลาง (center line)  หรือแกน  
Y  ผลท่ีไดจากโปรแกรมอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตที่พัฒนาขึ้นมคีาใกลเคียงกบัผลเฉลยของวิธีอิลา
สติก  
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(ก) โครงขายเริ่มตน (Initial Mesh) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) โครงขายที่ 2 (Mesh 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) โครงขายที่ 3 (Mesh 3) 
รูปที่ 41 โครงขายในการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 
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รูปที่ 42 โครงขายสุดทายหลังการอะแดฟทฟี ในการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (ก)      (ข)  
 
 
 
 
 
 
 
 
      (ค) 
รูปที่ 43 แสดงรูปโครงขายเอลิเมนตหลังการเคลื่อนตัวและรูปความเคนในแนวดิ่ง ตัวอยางฐานรากแบบ

ส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
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รูปที่ 44 ความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับ Degree of Freedom ของฐานรากแผแบบ
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
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รูปที่ 45 ความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับเวลาของฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 
คาการทรุดตัวท่ีระดับผิวดนิตามแนวแกนกลางของฐานราก  ซ่ึงไดจากโปรแกรมอะแดฟทีฟไฟ

ไนตเอลิเมนต  คือ  0.408  เซนติเมตร  และการทรุดตัวจากวิธีอิลาสติก  คือ  0.408  เซนติเมตร  โดยมี
ผลตางประมาณ  1.00 %  
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รูปที่ 46 การเคลื่อนตัวในแนวดิ่งตามแกนกลางของตัวอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 
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รูปที่ 47 Vertical Displacement ตามแกนกลางของตัวอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส ในแตละรอบ

ของการทดสอบโปรแกรม 
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รูปที่ 48 Vertical Displacement ตามแกนกลางของตัวอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส ในรอบ
สุดทายของการทดสอบโปรแกรม 
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บทที่ 5 
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมในการวิเคราะหพฤติกรรมเสาเขม็ 

 
ในสวนนี้  แสดงรายละเอียดวิธีการที่ใชในการวิเคราะหปญหาเสาเขม็เดี่ยวในงานวิจัย  แสดง

รูปแบบ  และการกระจายขนาดของโครงขาย  สภาวะขอบเขต (Boundary condition)  ชนิดของแรง
กระทําชนดิของชิ้นสวน  แบบจําลองพฤติกรรมของโครงสรางที่ใช  และแสดงผลการวิเคราะหตวัอยาง
เสาเข็มเดี่ยว พรอมทั้งเปรียบเทียบผลเฉลยที่ไดจากโปรแกรมกับผลเฉลยอิลาสติก 

 
5.1  เสาเข็มรับแรงเสียดทานดานขาง  (Friction pile) 

เปนกรณวีิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว  ปญหาที่ใชเปนตัวอยางในการวิเคราะห  เลือกในกรณีที่ผลเฉลย
คอนขางชัดเจน  ดังแสดงตอไปนี ้
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           (ก)             (ข) 
รูปที่  49  ขนาดโครงสรางที่ใชในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสียดทานดานขาง 

 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) Top View     (ข) Side View 
รูปที่  50  สภาวะขอบเขต (Boundary Condition) ที่กําหนดในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยว 
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            (ก)  มุมมองดานบน              (ข)  มุมมองดานขาง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) มุมมอง 3 มิติ 
รูปที่  51  โครงขายเอลิเมนตเร่ิมตน ในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสียดทานดานขาง  
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           (ก)      (ข) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     (ค) 

รูปที่ 52   โครงขายสุดทายของเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสียดทานดานขาง 
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รูปที่  53 คาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสียดทานดานขาง กับน้ําหนักบรรทุกเปรยีบเทียบกับผล

เฉลยจากวิธีอิลาสติก 
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โครงขาย 

 การสรางโครงขายและขอบเขตของกรณีศกึษานี้  แสดงดังรูปที่  49,50  โดยตวัอยางโครงขาย
เร่ิมตนที่ใชในการวิเคราะห  แสดงในรูปที่  51    
 ผลการวิเคราะห 
 ผลการวิเคราะหแสดงในกรณีที่กําหนดแรงกระทํา  P  เปนแรงกระทําสม่ําเสมอที่หัวเสาเข็ม
ขนาด  100  ตัน/ตร.ม  โดยรูปที่  51  เปรียบเทียบภาพดานขางของโครงขายเริ่มตน  และในรูปที่ 52 
แสดงโครงขายสุดทายในการวิเคราะห   
 ในกรณีเปรียบเทียบการทรุดตัวเฉพาะที่หวัเสาเข็ม  ในวทิยานิพนธนี้ไดทดลองเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยในกรณีตาง ๆ  Poulos  และ  Davis (1980)   ไดเสนอคาปรับแกผลของปจจัยทําการผลของ
ระดับของฐานแข็ง  ที่ไมอยูในระดับที่ลึกเพียงพอ  และผลของคาอัตราสวนปวซองสที่ใกลเคียงกบั  0.5  
ดังกลาว  ดังสมการตอไปนี้   

    

  ρ   =    PI/ESd            (40) 
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 โดยที  I      :     IORKRHRV

IO     :  อินฟลูเอนซแฟกเตอรของการทรุดตัว (settlement-influencefactor)  
ในกรณีเสาเขม็แบบไมอัดตวั (incompressible  pile)  เมื่อฐานแข็งอยู
ในระดบัลึก  และอัตราสวนปวซองส  VS = 0.5 

RK    :  คาปรับแกคาความอัดตวัของเสาเข็ม 
Rh    : คาปรับแกระดบัของฐานแข็ง 
Rv    : คาปรับแกระดบัอัตราสวนปวซองส 
d      :   ความยาวเสนผานศูนยกลางของเสาเข็ม 

  
 เพื่อการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึน้  ทดลองวเิคราะหปญหาเดิมเมื่อลด
ความลึกของระดับฐานแข็งลงเปน  30  เมตร  ในกรณีทีค่าอัตราสวนปวซองสเปน 0.4  และคํานวณคา

การทรุดตัวทีห่ัวเสาเข็ม  (ρ)   เปรียบเทยีบกับผลเฉลยที่ไดรับการแกคาแลว  ซ่ึงสรุปไดดังนี ้
 

ρ  จากโปรแกรม  =  3.980 ซม. 

ρ  จากผลเฉลย     =  3.880  ซม. 
ความคลาดเคลื่อน  =  2.58 % 
 

 จะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนมีนอยมาก  สรุปไดวาโปรแกรมสามารถประมาณคาการทรุดตัวของ
เสาเข็มในสภาวะอิลาสติกไดใกลเคียงกับผลทางทฤษฏี 

จากรูปที่ 53  แสดงคาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสยีดทานดานขาง กับน้ําหนักบรรทุก
เปรียบเทียบกบัผลเฉลยจากวิธีอิลาสติก พบวาที่น้ําหนักบรรทุกตางๆ ผลเฉลยจากโปรแกรมใหคาการ
ทรุดตัวที่ใกลเคียงกับผลทางทฤษฎี 
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5.2  กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินท่ีแขง็กวา  (Pile  bearing on  stiffer  stratum) 
 เปนกรณวีิเคราะหเสาเข็มตนเดียว  ในดินที่มี  2  ช้ันดิน  ดินชั้นลางมีสตีฟเนสสูงกวาดินชัน้บน  
โดยปลายเสาเข็มอยูที่ระดับรอบตอของชั้นดิน  โดยทีฐ่านแข็ง  (rigid  base)  อยูในระดับลึกมาก ๆ  
ปญหาที่ใชเปนตัวอยางการวิเคราะห  แสดงตอไปนี ้
 
   
 
 
 
 
 
 
       (ก)       (ข) 
รูปที่  54  ขนาดโครงสรางที่ใชในการวิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว  กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินทีแ่ข็งกวา 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  55  โครงขายเริ่มตนของการวิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดนิที่แข็งกวา 
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รูปที่  56  โครงขายสุดทายของการวิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดนิที่แข็งกวา 
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รูปที่  57 คาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวกรณปีลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินที่แข็งกวากับน้ําหนักบรรทุก
เปรียบเทียบกบัผลเฉลยจากวิธีอิลาสติก 
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รูปที่  58 คาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวกรณปีลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินที่แข็งกวาและกรณีเสาเข็มรับแรง

เสียดทานดานขาง 
 

โครงขาย 
 ขนาดของขอบเขตที่เลือกใชในการสรางโครงขายของกรณีศึกษานี ้  ใชขอบเขตเดียวกับกรณี
เสาเข็มลอย  (Floating pile)  โดยเพิ่มสวนของชั้นดินที่แข็งกวาที่ปลายเสาเข็มดังแสดงดังรูปที่  54  โดย
ตัวอยางโครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหดังแสดงในรูปที่  55  และจากรูปที่ 56 แสดงโครงขาย
สุดทายที่ใชวิเคราะหปญหาเสาเข็มอยูบนชัน้ดินทีแ่ข็งกวา 
 
 ผลการวิเคราะห 
 ผลการวิเคราะหแสดงในกรณีทีกําหนดแรงกระทํา  P  เปนแรงกระทําสม่ําเสมอที่หัวเสาเข็ม  
ขนาด  100   ตัน/ตร.ม.   เพื่อการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นในกรณทีี่คา

อัตราสวนปวซองสเปน 0.4  และคํานวณคาการทรุดตัวท่ีหัวเสาเข็ม  (ρ)   เปรียบเทียบกับผลเฉลยที่ได
รับการแกคาแลว  ซ่ึงสรุปไดดังนี ้
 

ρ  จากโปรแกรม  =  1.570  ซม. 

ρ  จากผลเฉลย     =  1.539  ซม. 
ความคลาดเคลื่อน  =  2.01 % 
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 จะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนมีนอยมาก  สรุปไดวาโปรแกรมสามารถประมาณคาการทรุดตัวของ
เสาเข็มในสภาวะอิลาสติกไดใกลเคียงกับผลทางทฤษฏี 

จากรูปที่ 57  แสดงคาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวกรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินทีแ่ข็งกวา กับ
น้ําหนกับรรทุกเปรียบเทยีบกับผลเฉลยจากวิธีอิลาสติก พบวาที่น้าํหนักบรรทุกตางๆ ผลเฉลยจาก
โปรแกรมใหคาการทรุดตัวท่ีใกลเคียงกับผลทางทฤษฎี และในรูปที ่ 58 แสดงการเคลื่อนตัวเสาเขม็เดี่ยว
กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดนิที่แข็งกวาและกรณเีสาเข็มรับแรงเสียดทานดานขาง พบวาทั้งสองกรณีให
คาการทรุดตัวท่ีใกลเคียงกับทาวทฤษฎีโดยท่ีการทรุดตวัของตัวอยางเสาเข็มรับแรงเสียดทานดานขาง 
 



บทที่ 6 
สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 

 
6.1 สรุปผลงานวิจัย 

วิทยานิพนธนีม้ีวัตถุประสงคในการพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหการทรุด
ตัวของเสาเข็มเดี่ยว โดยใชวธีิเอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตชนิด Enrichment และใชเอลิเมนตเฮกซะฮี
ดรอน(Hexahedron) ชนิด 8 จุดตอ บนพื้นฐานของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  3  มิติ  โดยพัฒนา
โปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นเพื่อเปนเครื่องมือในการวิเคราะห 
 ผลการควบคุมคาความคลาดเคลื่อนพบวา เมื่อเอลิเมนตถูกทําใหละเอียดขึ้นหรอืเพิ่มคา Degree 
of Freedom โดยวิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตคาความคลาดเคลื่อนจะมีคาลดลงในขณะที่เวลาที่ใช
ในการวิเคราะหปญหาจะมีคาเพิ่มมากขึ้น 

ผลการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึ้น  โดยการวิเคราะหตวัอยางปญหา  3  
มิติสําหรับปญหาฐานรากแผแบบสตริป  และฐานรากแผส่ีเหล่ียมจัสตุรัส  วิเคราะหในกรณีที่พฤตกิรรม
ของดินเปนอิลาสติก  ไดคาการเคลื่อนตัว  และหนวยแรงตามแนวแกนตาง ๆ ที่ใกลเคียงกับผลเฉลยของ
วิธีอิลาสติกมาก 
 ผลการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมการวิเคราะหตัวอยางเสาเข็ม  ในกรณีเสาเข็มตน
เดียวพบวาในกรณีที่พฤติกรรมของดินเปนอิลาสติก วิเคราะหตวัอยางเสาเข็มลอย (Friction pile)และ
ตัวอยางเสาเขม็ในกรณีที่ปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินทีแ่ข็งกวา (End Bearing Pile)  คาการทรุดตัวของ
เสาเข็มใหผลใกลเคียงกับผลเฉลยจากวิธีอิลาสติกมาก โดยการทรุดตวัทีห่ัวเสาเข็มมีผลตางไมเกิน 3%    
 
6.2 ขอเสนอแนะ 
 1. วิทยานิพนธนี้ศึกษาเฉพาะการทรุดตวัของเสาเข็มเดี่ยว ควรจะมกีารพัฒนาเสาเขม็กลุมตอไป
ในอนาคต 
 2. การวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตควรจะมีการพิจารณา ในกรณีดินมีพฤติกรรมเปนอิลาสโต
พลาสติก 
 3. การพัฒนาโปรแกรมในสวนการปอนขอมูลควรจะมีการทําเปน Graphic User Interface เพื่อ
ความสะดวกในการใชงานสาํหรับบุคคลทั่วไป 
 4. การวิเคราะหปญหาดวยวธีิเอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตมีประสิทธิภาพดี และชวยลดเวลา
การสรางโครงขายเริ่มตน อยางไรก็ตามการควบคุมคาความคลาดเคลื่อนก็สามารถทําไดระดับหนึ่ง หาก
ตองการความละเอียดมากๆ อาจจะตองใชวิธีพีหรือเอชพอีะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 
 5. ควรจะมกีารเปรียบเทียบผลทดสอบการทรุดตัวเสาเขม็จากโปรแกรมกับผลทดสอบในสนาม 
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