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In this thesis, the finite element method for analyzing two-dimensional heat 
conduction problems using the quadrilateral elements is presented.  In the 
conventional finite element method, numerical integration is always used to derive 
the conduction matrix in the finite element equations.  Accuracy of the conduction 
matrix thus will depend on the number of Gauss points if the Gauss-Legendre 
integration formula is employed.  Inaccurate conduction matrix leads to solution error 
of the problem.  This thesis presents a procedure to develop the conduction matrix in 
closed-form expressions so that there is no error from the integration process.  The 
closed-form conduction matrix is derived by using both the MATLAB and Mathematica 
symbolic manipulation programs.  External effort was also included to guide the two 
programs appropriately so that the final conduction matrix in closed-form expressions 
is achieved. 

A finite element computer program with the closed-form conduction matrix 
is developed and verified by solving two-dimensional heat conduction problems of 
which their exact solutions are available.  Results of the program are also compared 
with the results obtained from the conventional method that employs numerical 
integration.  It has been found that the developed method with closed-form 
conduction matrix provides higher accuracy than the conventional method as 
compared to the exact solutions.  Moreover, the developed method requires less 
computational time than the conventional method, especially when the element 
shape used in the model is arbitrary. 
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î   เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวแกน x   
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บทที ่1 
บทน า 

 
1.1 ความส าคัญและท่ีมาของวิทยานิพนธ์ 

ปรากฏการณ์ส่วนใหญ่ที่เกิดขึ้นรอบตัวสามารถอธิบายได้โดยกฎเกณฑ์ทางฟิสิกส์และท าการ
ประดิษฐ์ขึ้นในลักษณะของสมการต่าง ๆ ซึ่งอาจอยู่ในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ์ (differential 
equations) หรือในรูปแบบของสมการอินทิกรัล (integral equations) เป็นต้น ในการวิเคราะห์
ปัญหาใดปัญหาหนึ่งนั้นสามารถหาผลเฉลยแม่นตรง (exact solution) ได้จากสมการเชิงอนุพันธ์และ
เงื่อนไขขอบเขตโดยใช้ระเบียบวิธีวิเคราะห์ (analytical method) แต่ในทางปฏิบัตินั้นรูปร่างของ
ปัญหามีความซับซ้อนท าให้การค านวณหาผลเฉลยแม่นตรงท าได้ยากหรืออาจจะไม่สามารถหาได้  
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จึงถูกน ามาใช้เพื่อหาผลเฉลยโดยประมาณ (approximate solution) ของ
ปัญหาต่าง ๆ ซึ่งให้ผลลัพธ์ที่มีความเที่ยงตรงสูงแม้ว่าปัญหาจะมีลักษณะรูปร่างที่ซับซ้อนท าให้การ
วิเคราะห์ปัญหาต่าง ๆ สะดวกยิ่งข้ึน [1] 

ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาปัญหาการน าความร้อนในสองมิติ เนื่องจากปัญหาด้านการน าความร้อน
มีตัวไม่รู้ค่าที่ต้องการค านวณหาคืออุณหภูมิเพียงอย่างเดียว และการกระจายของอุณหภูมิที่ต้องการ
นั้นสามารถหาได้จากสมการเชิงอนุพันธ์ซึ่งอยู่ในรูปแบบง่ายเพียงสมการเดียว รวมทั้งผลลัพธ์ลักษณะ
การกระจายของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นนั้นสามารถตรวจสอบความถูกต้องได้โดยไม่ยากเมื่อเปรียบเทียบกับ
การวิเคราะห์ปัญหาทางด้านอ่ืน ด้วยเหตุนี้ปัญหาการน าความร้อนจึงเหมาะแก่การน ามาวิเคราะห์เพ่ือ
หาวิธีคิดที่น าไปสู่ค าตอบในรูปแบบปิด (closed form) และยังเหมาะกับการน าไปเปรียบเทียบกับ
การวิเคราะห์วิธีอ่ืน ๆ อีกด้วย 

ในปัญหาสองมิติโดยทั่วไปสามารถแบ่งรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ได้ 2 รูปแบบ  
นั่นคือ เอลิ เมนต์สามเหลี่ยม (triangular element) และเอลิ เมนต์สี่ เหลี่ ยม (quadrilateral 
element) โดยส าหรับเอลิเมนต์สามเหลี่ยมนั้น สามารถอินทิเกรตหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนซึ่ง
อยู่ในรูปแบบปิดได้โดยง่าย แต่ผลที่ได้จะแสดงลักษณะของการกระจายของผลเฉลยไม่สมจริงเท่า 
เอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมเมื่อเปรียบเทียบภายใต้จ านวนจุดต่อที่เท่ากัน เนื่องจากเอลิเมนต์แบบ
สามเหลี่ยมใช้การสมมุติการกระจายของผลเฉลยเป็นแบบเชิงเส้นหรือมีลักษณะเป็นแผ่นเรียบ  
(flat plane) ส่วนเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมใช้การสมมุติการกระจายของผลเฉลยเป็นแบบเชิงเส้นคู่ 
(bilinear) มีลักษณะโค้งมนบนเอลิเมนต์ซึ่งมีอันดับขั้นของการกระจายของผลเฉลยที่สูงกว่า  

อย่างไรก็ตาม ในการหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่านั้นท า
ได้โดยยาก เนื่องจากสมการติดอยู่ในรูปแบบการอินทิเกรตที่ยุ่งยากซับซ้อน ต้องแปลง (transform) 
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รูปเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าซึ่งอยู่ในพิกัด x y  ให้ไปอยู่ในรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสในพิกัดธรรมชาติ 
   [2] แล้วจึ งใช้สูตรการอินทิ เกรตของเกาส์ –เลอจองด์  (Gauss-Legendre integration 
formulas) เพ่ือให้ได้มาซึ่งผลเฉลย ผลการอินทิเกรตที่ได้จะแม่นย ามากน้อยเพียงใดขึ้นอยู่กับลักษณะ
ของฟังก์ชันที่อินทิเกรตและจ านวนของจุดเกาส์ (Gauss points) ที่ใช้ในการอินทิเกรต ซึ่งในบาง
ปัญหาหากต้องการผลเฉลยที่แม่นย าสูงต้องเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ ซึ่งมีผลท าให้ต้องใช้เวลาในการ
ค านวณมากขึ้น  

จะเห็นได้ว่าความคลาดเคลื่อนของการวิเคราะห์ปัญหาทางความร้อนโดยระเบียบวิธีไฟไนต์  
เอลิเมนต์นั้นเกิดจากสองขั้นตอนคือ ขั้นตอนในการแบ่งรูปร่างของปัญหาให้ใกล้เคียงกับปัญหาจริง
มากที่สุด และขั้นตอนของการอินทิเกรตหาเมทริกซ์ของการน าความร้อน ที่ผ่านมาจึงได้มีผู้เสนอ
แนวคิดต่าง ๆ เพ่ือให้การค านวณหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนนั้นมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น โดย
การปรับปรุงให้การอินทิเกรตหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนได้ค่าที่แม่นย าขึ้น หรือพยายามลดเวลา
ในการค านวณลง 

วิทยานิพนธ์นี้จึงได้เสนอเมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าที่อยู่
ในรูปแบบปิดส าหรับวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติ โดยได้ใช้โปรแกรมแมทแลบ 
(MATLAB) และโปรแกรมแมทมาทิกา (Mathematica) ซึ่งเป็นโปรแกรมทางด้านการค านวณและ
คณิตศาสตร์สัญลักษณ์ (computational and symbolic mathematics program) ในการประดิษฐ์
ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรม โดยท าการเปรียบเทียบความแม่นย าและเวลาที่ใช้ค านวณกับวิธีการ
ค านวณหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนแบบดั้งเดิมซึ่งมีการใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ 
(Gauss-Legendre integration formulas) ที ่2x2 จุดเกาส์ 

 
1.2 ผลงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวข้อง 

ในอดีตได้มีผู้เสนอแนวคิดในการค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์ให้มีประสิทธิภาพมากขึ้น โดยมี 
2 แนวคิดหลักคือ เพ่ือให้การอินทิเกรตท าได้รวดเร็วขึ้นและเพ่ือให้ผลการอินทิเกรตมีความแม่นย า
มากขึ้น โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

แนวคิดหลักในการค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์ให้มีความแม่นย ามากขึ้นคือพยายาม
หลีกเลี่ยงการอินทิเกรตเชิงตัวเลขแบบดั้งเดิมซึ่งมีการใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ความ
แม่นย าจะขึ้นอยู่กับจ านวนจุดเกาส์ โดยในปี 1980 Okabe [3] ได้เสนอแนวทางการประดิษฐ์สมการ
แบบชัดแจ้ง (explicit form) ของการอินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าที่เป็นไอโซพาราเมทริกซ์
เอลิเมนต์ ซึ่งเน้นการจัดรูปจาโคเบียนเมทริกซ์แต่สามารถใช้ได้กับสี่เหลี่ยมในบางรูปแบบเท่านั้น 
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หลังจากนั้นในปี 1984 Babu และ Pinder [4] ได้น าสมการจาก Okabe มาปรับปรุงแล้ว
เสนอรูปแบบที่ใช้ในการอินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมบางรูปแบบที่สร้างขึ้นภายในวงกลม โดยลดความ
ซับซ้อนของสมการที่มีฟังก์ชันลอกาลิทึมลง พบว่าใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าการอินทิเกรต 
เชิงตัวเลขซึ่งใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 2x2 จุดเกาส์ และยังให้ความแม่นย าที่สูงกว่า 

ในปี 1986 Mizukami [5] ได้เสนอสมการการอินทิเกรตที่มีความซับซ้อนลดน้อยลงอีก ซึ่ง
พบว่าใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าการใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลข แต่ไม่ได้แสดงผลการเปรียบเทียบ
ใด ๆ โดยสมการประดิษฐ์ขึ้นมาจากสมมุติฐานของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านขนาน แต่เมื่อน าไปใช้กับ  
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า ผลลัพธ์ที่ได้บางกรณีให้ค่าท่ีเที่ยงตรงแต่บางกรณีก็ให้เป็นค่าประมาณ  

จากนั้นในปี 1987 Rathod [6] ได้เสนอการประดิษฐ์สมการในการอินทิเกรตเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าซึ่งได้จัดรูปฟังก์ชันการประมาณค่าที่จุดต่อ แล้วจึงจัดกลุ่มเป็น 4 กลุ่มก่อนท าการ
อินทิเกรต ซึ่งขั้นตอนและสมการมีความซับซ้อนมาก โดยในบางกรณีให้ผลลัพธ์ที่มีความเที่ยงตรง
เทียบเท่ากับการใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองส์ที่ 6x6 จุดเกาส์และใช้เวลาค านวณน้อยกว่า  

ในปี 1989 Kikuchi [7] ได้เสนอแนวทางการอินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบสี่จุด
ต่อโดยน าโปรแกรมการค านวณคณิตศาสตร์สัญลักษณ์มาใช้ค านวณ เมื่อเปรียบเทียบกับการใช้สูตร
การอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์ต่าง ๆ ผลลัพธ์แสดงให้เห็นว่า ผลลัพธ์ที่ได้มีความ
เที่ยงตรงมากกว่าแต่ใช้เวลาในการค านวณมากกว่า โดยไม่ได้แสดงสมการทั่วไปของการอินทิเกรต 
เนื่องจากสมการที่ได้มีความยาวและซับซ้อนมากไม่สามารถแสดงผลออกมาได้  

ในปี 1996 Videla และคณะ [8] ได้เสนอวิธีการอินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบ
สี่จุดต่อโดยใช้โปรแกรมการค านวณคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ช่วยในการอินทิเกรต โดยลดเวลาการ
ค านวณไป 64% เมื่อเปรียบเทียบกับการใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 2x2 จุดเกาส์ และ 
166% เมื่อเปรียบเทียบกับการใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 3x3 จุดเกาส์ อย่างไรก็ตาม
สมการที่ได้น าเสนอยังติดอยู่ในรูปการอินทิเกรตที่ต้องอาศัยโปรแกรมช่วยในการค านวณและไม่
สามารถแสดงสมการผลลัพธ์ที่อยู่ในรูปแบบปิดได้  

จากนั้นในปี 2001 Rathod และ Islam [9] ก็ได้เสนอการประดิษฐ์สมการที่ใช้อินทิเกรต 
เอลิเมนต์สามเหลี่ยมโดยการแบ่งออกเป็นเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าสามรูปก่อน แล้วจัดรูปก่อนท า
การอินทิเกรตท าให้ได้ผลลัพธ์ที่มีความเที่ยงตรง อย่างไรก็ตามค่าที่ได้จากการค านวณเป็นค่าของ 
เอลิเมนต์สามเหลี่ยมรูปรวมซึ่งประกอบด้วยเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าสามรูป ไม่สามารถแยก
ออกมาเป็นค่าของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่ารูปเดียวได้ 
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ในปี 2006 Dasgupta [10] ได้เสนอการแปลงฟังก์ชันสัณฐาน (shape function) ของ 
เอลิเมนต์ใด ๆ ซึ่งจะท าให้ได้ฟังก์ชันสัณฐานที่เหมาะสมที่จะท าให้ได้ค่าอินทิเกรตเอลิเมนต์เมทริกซ์ที่มี
ความแม่นย ามากขึ้น โดยใช้โปรแกรมการค านวณคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ช่วยในการได้มาซึ่งสมการ
รูปแบบปิดของการแปลงฟังก์ชันสัณฐาน หลังจากนั้นในปี 2008 Dasgupta [11] ได้น าหลักการแปลง
ฟังก์ชันสัณฐานที่ได้เคยเสนอไว้มาประยุกต์ใช้กับการอินทิเกรตเอลิเมนต์เมทริกซ์ของเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบสี่จุดต่อท าให้ได้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย ามากขึ้น โดยเมื่อแปลงฟังก์ชันสัณฐาน
ก่อนน าไปอินทิเกรตและประกอบกับการใช้โปรแกรมการค านวณคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ ท าให้
สามารถจัดรูปเป็นสูตรการหาเอลิเมนต์เมตริกซ์ที่ติดในรูปการอินทิเกรตที่ง่ายข้ึน 

หลังจากนั้นในปี 2008 Videla และคณะ [12] ได้พัฒนาวิธีที่เคยเสนอไว้ในปี 1996 เพ่ือ
ประยุกต์ใช้กับการอินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมแบบ 8 จุดต่อ ซึ่งลดเวลาในการค านวณได้ถึง 50%  

นอกจากนี้ ได้มีการประยุกต์ใช้วิธีฟลักซ์ซึ่งสามารถท าให้สมการการค านวณเอลิเมนต์เมทริกซ์
แปลงมาอยู่ในรูปแบบปิด โดยแนวคิดเริ่มต้นมาจากระเบียบวิธีเทยเลอร์ -กาเลอร์คินที่ใช้ในการ
ประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของสมการการพาซึ่งเสนอโดย Donea [13] ในปี 1984 จากนั้นในปี 
1985 Bey และคณะ [14] ได้ประยุกต์ใช้วิธีฟลักซ์เพ่ือค านวณปัญหาการไหลแบบไม่หนืด โดยจัด
สมการที่เกี่ยวข้องกับการไหลให้อยู่ในรูปอนุรักษ์ และในปี 1986 Thornton และ Dechaumphai 
[15] ได้น ามาประยุกต์ใช้กับการวิเคราะห์ปัญหาความร้อนกับโครงสร้างแบบไม่เชิงเส้นที่ขึ้นกับเวลา
ส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบสี่จุดต่อ ซึ่งพบว่าช่วยลดเวลาในการค านวณประมาณ 50% 
วิธีนี้จึงถูกน าไปประยุกต์ใช้กับอีกหลายปัญหาดังแสดงไว้ในรายการอ้างอิง [16-18] อย่างไรก็ตาม 
ถึงแม้ว่าการประยุกต์ใช้วิธีฟลักซ์นั้น จะสามารถหลีกเลี่ยงการใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขและท าให้ได้
สมการที่ไม่ซับซ้อน ลดเวลาในการค านวณ แต่ผลลัพธ์ที่ได้ก็ยังคงมีความคลาดเคลื่อน  

นอกจากนี้ ยังมีแนวคิดเกี่ยวกับการลดเวลาในการค านวณแต่ไม่ได้เพ่ิมความแม่นย า โดยในปี 
1990 Yagawa และคณะ [19] ก็ได้เสนอการอินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบสี่จุดต่อซึ่งใช้
สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 2x2 จุดเกาส์และที่ 3x3 จุดเกาส์ โดยได้มีการจัดรูปสมการ
เพ่ือให้ง่ายต่อการอินทิเกรต โดยใช้โปรแกรมการค านวณคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ช่วยจัดรูปและ
อินทิเกรต ซึ่งท าให้ใช้เวลาในการค านวณน้อยลง โดยเมื่อเปรียบเทียบกับการค านวณโดยสูตรการ
อินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์แบบดั้งเดิม ส าหรับที่ 2x2 จุดเกาส์ ใช้เวลาในการค านวณเพียง 46% 
เมื่อเปรียบเทียบกับวิธีดั้งเดิม และที่ 3x3 จุดเกาส์ ใช้เวลาในการค านวณเพียง 28% เมื่อเปรียบเทียบ
กับวิธีดั้งเดิม  
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จากนั้นในปี 1994 Griffiths [20] ได้เสนอสูตรการอินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า
แบบสี่จุดต่อซึ่งอยู่ในรูปแบบปิด  โดยสังเกตความสัมพันธ์จากผลลัพธ์ของเอลิเมนต์เมทริกซ์ที่ได้จาก
การอินทิเกรตเอลิ เมนต์สี่ เหลี่ยมด้านไม่ เท่าแบบสี่จุดต่อโดยการใช้สูตรการอินทิเกรตของ 
เกาส์-เลอจองด์ที่ 2x2 จุดเกาส์  ซึ่งมีการแบ่งการค านวณออกเป็น 6 กลุ่ม ท าให้ง่ายต่อการน าไป
ประดิษฐ์โปรแกรมและใช้เวลาค านวณน้อยกว่าการอินทิเกรตตามข้ันตอนดั้งเดิมถึง 2-4 เท่า  

ถึงแม้ว่าวิธีของ Griffiths จะได้ความแม่นย าเทียบเท่ากับการใช้สูตรการอินทิเกรตของ 
เกาส-์เลอจองด์ที่ 2x2 จุดเกาส์ แต่วิธีนี้ก็ได้รับความนิยมเป็นอย่างมาก สังเกตได้จากมีผู้น าไปปรับปรุง
ต่อยอดเป็นจ านวนมาก ดังเช่น ในปี 2006 Lozada และ Osorio [21] ได้น าวิธีนี้ไปประยุกต์เพ่ือ
ประดิษฐ์สมการของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบ 8 จุดต่อ ซึ่งพบว่าช่วยลดเวลาการค านวณไป
สูงสุด 37% เมื่อเปรียบเทียบกับการใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์แบบดั้งเดิม ในปี 2006 
Zhou และ Vecchio [22] ท าการปรับปรุงโดยการจัดรูปสมการใหม่ซึ่งได้ผลลัพธ์ที่เหมือนกัน แต่ใช้
เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธีของ Griffith หลังจากนั้นปี 2010 Lozada [23] ได้ปรับปรุงวิธีค านวณ
อีกครั้ง ท าให้สามารถประดิษฐ์สมการของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบ 8 จุดต่อ ที่ลดเวลาการ
ค านวณไปสูงสุด 50% เมื่อเปรียบเทียบกับวิธีดั้งเดิมซึ่งใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ 

นอกจากนี้ ในปี 2011 Islam และ Saha [24] ได้น าเสนอสมการรูปแบบปิดที่ใช้ในการ
อินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบสี่จุดต่อโดยการใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่
จ านวนจุดเกาส์ต่าง ๆ โดยแบ่งกลุ่มในการค านวณออกเป็นสองกลุ่มใหญ่ ๆ แล้วน าโปรแกรมการ
ค านวณคณิตศาสตร์สัญลักษณ์มาช่วยในการค านวณ ซึ่งความแม่นย าของผลลัพธ์ที่ได้และเวลาที่ใช้ใน
การค านวณขึ้นอยู่กับจ านวนจุดเกาส์ที่เลือก ซึ่งใช้เวลาค านวณลดลงเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีดั้งเดิมแต่
ความแม่นย าเท่าเดิม 

ถึงแม้ว่าในอดีตมีงานวิจัยหลายงานที่ศึกษาการประดิษฐ์สมการจากการอินทิเกรตโดยตรง แต่
ก็ไม่สามารถน าเสนอเป็นสมการรูปแบบปิดได้อย่างชัดเจน โดยตัวสมการยังประกอบอยู่ในรูปของ
ฟังก์ชันต่าง ๆ ที่ยาวและมีความซับซ้อนมาก  

 

1.3 วัตถุประสงค์ของวิทยานิพนธ์ 

1.3.1 ศึกษาการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
1.3.2 ศึกษาการใช้โปรแกรมทางด้านการค านวณและคณิตศาสตร์สัญลักษณ์เพ่ือให้ได้มาซึ่ง

เมทริกซข์องการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าในรูปแบบปิด 
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1.3.3 ศึกษาและเปรียบเทียบการค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อนที่อยู่ในรูปแบบปิด 
และวิธีดั้งเดิมซึ่งใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ ในเรื่องของความแม่นย าและเวลาที่ใช้ในการ
ค านวณ 

1.3.4 ได้มาซึ่งรูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อนที่สามารถน าไปใช้ในการวิเคราะห์
ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติท่ีทราบผลเฉลยแม่นตรง 

 
1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ์ 

1.4.1 ประดิษฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนที่อยู่ในรูปแบบปิดส าหรับ 
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบสี่จุดต่อ 

1.4.2 ประดิษฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่สอดคล้องกันเพ่ือใช้วิเคราะห์ปัญหา
การน าความร้อนในสองมิต ิ

1.4.3 เปรียบเทียบความแม่นย าและเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อน 
ระหว่างการใช้รูปแบบปิดและการใช้วิธีดั้งเดิมซึ่งใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์  

1.4.4 วิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติท่ีทราบผลเฉลยแม่นตรง 
 
1.5 ขั้นตอนการด าเนินงานวิทยานิพนธ์ 

1.5.1 ศึกษาทฤษฎีที่เกี่ยวข้องส าหรับการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในปัญหาการถ่ายเท
ความร้อน 

1.5.2 ประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการน าความร้อนในสองมิติโดยใช้ 
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า 

1.5.3 ประดิษฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่ใช้ในการค านวณหาเมทริกซ์ของ 
การน าความร้อนที่ใช้วิธีดั้งเดิมซึ่งมีการใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 2x2 จุดเกาส์ เพ่ือใช้
เปรียบเทียบค าตอบ 

1.5.4 ค านวณหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนที่อยู่ในรูปแบบปิดโดยใช้โปรแกรมแมทแลบ 
(MATLAB) และโปรแกรมแมทมาทิกา (Mathametica) ช่วยในการอินทิเกรตและจัดรูปสมการ 

1.5.5 เปรียบเทียบความแม่นย าและเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อน 
ระหว่างการใช้รูปแบบปิดและการใช้วิธีดั้งเดิมซึ่งใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์  

1.5.6 ประยุกต์ใช้เมทริกซ์ของการน าความร้อนที่ได้จากสมการที่อยู่ในรูปแบบปิดกับปัญหา
การน าความร้อนในสองมิติท่ีทราบผลเฉลยแม่นตรง 

1.5.7 เปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ได้กับผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาเพื่อตรวจสอบความถูกต้อง 
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1.5.8 วิเคราะห์ สรุปผลการวิจัย และจัดพิมพ์วิทยานิพนธ์ 
 1.5.9 สอบวิทยานิพนธ์ 
 
1.6 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

1.6.1 ได้รับความรู้และมีความเข้าใจในการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการวิเคราะห์
ปัญหาการน าความร้อน 

1.6.2 ได้พัฒนาทักษะในการน าโปรแกรมแมทแลบ (MATLAB) และโปรแกรมแมทมาทิกา 
(Mathametica) ไปใช้ในการเขียนโปรแกรมส าหรับการวิเคราะห์ปัญหาด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์ 
เอลิเมนต์ 

1.6.3 ผลลัพธ์ที่อยู่ในรูปแบบปิดสามารถน าไปใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อน
ส าหรับปัญหาการน าความร้อนในสองมิติท่ีต้องการความแม่นย าสูง 

1.6.4 เป็นแนวทางในการศึกษาเพ่ือพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ต่อไปในอนาคต 
 
 



 

 

บทที ่2 
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

 
เนื่องจากงานวิจัยนี้ได้ท าการศึกษาโดยการน าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยุกต์ใช้ใน

การวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อน ในบทนี้จึงเริ่มจากอธิบายถึงความหมายของระเบียบวิธีไฟไนต์  
เอลิเมนต์ ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ จากนั้นจะอธิบายรายละเอียดของระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อน และสุดท้ายจะเป็นการสร้างสมการไฟไนต์ 
เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนในสองมิติซึ่งจะได้น าไปใช้วิเคราะห์ปัญหาการน าความ
ร้อนในสองมิตติ่อไป 
 
2.1 ความหมายของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นการใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพ่ือหาผลลัพธ์โดยประมาณของ
ปัญหาโดยแบ่งรูปร่างลักษณะของปัญหาออกเป็นชิ้นส่วนย่อย ๆ ที่เรียกว่าเอลิเมนต์ (elements)  
เอลิเมนต์เหล่านี้ เชื่อมต่อกันที่ จุดต่อ (nodes) ซึ่งเป็นต าแหน่งที่จะค านวณหาค่าตัวแปรตาม 
(dependent variables) ที่ต้องการ หลักการเริ่มจากการพิจารณาสร้างสมการที่สอดคล้องกับปัญหา
ส าหรับแต่ละเอลิเมนต์แล้วจึงน าสมการจากทุกเอลิเมนต์มาประกอบรวมเข้าด้วยกัน ประยุกต์เงื่อนไข
ขอบเขตและท าการแก้ทั้งระบบสมการเพ่ือหาผลเฉลยโดยประมาณที่ต าแหน่งต่าง ๆ ของปัญหา ซึ่ง
จะได้แสดงรายละเอียดไว้ในหัวข้อต่อ ๆ ไป 

 

จุดต่อ

เอลิเมนต์แบบอย่าง

x

y

 

รูปที่ 2.1 การแบ่งขอบเขตรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อยๆ 
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2.2 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

ขั้นตอนที่ 1 การแบ่งรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ 
 ส าหรับปัญหาในสองมิติโดยทั่วไปสามารถแบ่งรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ได้ 2 
รูปแบบ ได้แก่ เอลิเมนต์สามเหลี่ยม และเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม โดยการแบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าจะท าให้ได้รูปร่างที่ถูกต้องใกล้เคียงกับปัญหาจริงมากที่สุด ดังที่ได้อธิบายไว้ในบท
ที่ 1 จากนั้นจึงหาสมการเชิงอนุพันธ์ที่สอดคล้องกับปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์นั้น สมการเชิงอนุพันธ์
โดยทั่วไปสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบ ดังนี้ 

 ( ) 0L    (2.1) 

โดย  L คือตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ (differential operator)  
 คือตัวแปรตามแม่นตรง 

ขั้นตอนที่ 2 การเลือกฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์  
ในแต่ละเอลิเมนต์จะประกอบไปด้วยจุดต่อซึ่งเป็นต าแหน่งที่ตั้งของตัวไม่รู้ค่า (nodal 

unknowns) ซึ่งคือ 
i  ส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ จะประกอบด้วย 4 จุดต่อ ( 1, 2, 3, 4i  ) และ

ส าหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนตัวไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อคือค่าของอุณหภูมิ ซึ่งลักษณะการกระจายของผล
เฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต์สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของฟังก์ชันการประมาณภายใน         
เอลิเมนต์และตัวไม่รู้ค่าที่จุดต่อได้ คือ 

 
1 1 2 2 3 3 4 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y N x y N x y N x y N x y         (2.2) 

โดย ( , )iN x y , 1, 2, 3, 4i   แทนฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ (element interpolation 
functions) ซ่ึงสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของเมทริกซ์ได้ คือ 

 
 

 
 

1

2

1 2 3 4

4 11 43

4

( , )x y N N N N N




 







 
 
 

        
 
  

 (2.3) 

โดย  N    คือเมทริกซ์ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์  

   คือเวกเตอร์เมตริกซ์ท่ีประกอบด้วยตัวไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อของเอลิเมนต์นั้น 
 โดยขั้นตอนการสร้างฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์สองมิติรูปสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าได้
แสดงไว้ในหัวข้อ 3.2 



 

 

10 

ขั้นตอนที่ 3 การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ (finite element equations)  
ส าหรับสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ จะอยู่ในรูปแบบดังนี้  

 
11 12 13 14 1 1

21 22 23 24 2 2

31 32 33 34 3 3

41 42 43 44 4 4e ee

k k k k F

k k k k F

k k k k F

k k k k F









     
     

        
     
         

 (2.4) 

 

ซึ่งการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์สามารถท าได้โดย 
ก. วิธีการตรง (direct approach) ซึ่งเหมาะกับปัญหาในหนึ่งมิติ 

ข. วิธีการแปรผัน (variational approach) เป็นระเบียบวิธีที่นิยมกันในยุคแรกเพ่ือเน้น

วิเคราะห์ปัญหาทางด้านโครงสร้าง โดยมีหลักการส าคัญคือต้องหาหรือสร้างฟังก์ชันซึ่ง

เมื่อท าการหาค่าต่ าสุด (minimization) ของฟังก์ชันนั้นแล้ว ก่อให้เกิดสมการเชิงอนุพันธ์

และเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคล้องกับปัญหาที่ท าการวิเคราะห์ 

ค. วิธีการถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง (method of weighted residuals) ซึ่งเป็นวิธีที่นิยมใน

การน าไปใช้สร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาทั่วไปเนื่องจากสามารถสร้าง

สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ได้โดยการใช้สมการเชิงอนุพันธ์โดยตรง ไม่จ าเป็นต้องทราบ

ฟังก์ชันแปรผันที่สอดคล้องกับสมการเชิงอนุพันธ์ของปัญหานั้น ๆ โดยได้อธิบายหลักการ

ไว้ในหัวข้อ 2.3 

ขั้นตอนที่ 4 การน าสมการของแต่ละเอลิเมนต์ที่ได้มาประกอบรวมกันเข้าก่อให้เกิดระบบ
สมการรวม (system of simultaneous equations) ในรูปแบบดังนี้ 

      
sys sys sys

K F   (2.5) 

โดย   K  คือเมทริกซ์ของความแข็งเกร็ง (stiffness matrix) 
     คือเวกเตอร์ซึ่งประกอบด้วยตัวไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อ  
  F  คือโหลดเวกเตอร์ที่จุดต่อ (load vector)  
  ดัชนีล่าง (subscript) sys  แทนค าว่า system ซึ่งหมายถึงระบบสมการรวม  

ขั้นตอนที่ 5 ท าการประยุกต์เงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ลงในระบบสมการ
รวม (2.5) แล้วจึงแก้ระบบสมการรวมเพ่ือหา  

sys
  อันประกอบด้วยตัวไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อ  

เอลิเมนต์เมทริกซ์ของความแข็งเกร็ง โหลดเวกเตอร์ของเอลิเมนต์ 
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ขั้นตอนที่ 6 เมื่อค านวณค่าต่าง ๆ ที่จุดต่อออกมาได้แล้วก็สามารถน ามาใช้เพ่ือหาค่าอ่ืน ๆ ที่
ต้องการต่อไปได้ เช่น เมื่อรู้ค่าอุณหภูมิที่จุดต่อก็สามารถค านวณหาปริมาณการถ่ายเทความร้อนได้ 
เป็นต้น 
 
2.3 การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์โดยระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง 

ในวิทยานิพนธ์นี้ได้น าเสนอการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์โดยระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษ
ตกค้าง ซึ่งเหมาะส าหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนเนื่องจากสามารถสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ได้
โดยการใช้สมการเชิงอนุพันธ์โดยตรง โดยมีหลักการดังนี้ [25] 

ระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างใช้หลักการแทนผลเฉลยโดยประมาณดังแสดงในสมการ 
(2.3) ลงในสมการเชิงอนุพันธ์ (2.1) ซึ่งจะพบว่า ( )L   จะไม่เท่ากับ 0 แต่จะมีค่าความคลาดเคลื่อน
เกิดข้ึนหรือเศษตกค้าง (residual) นั่นคือ 

  
1

( ) ( ) ( )
m

i i

i

R L L N L N  


       (2.6) 

โดย  R  คือเศษตกค้าง 
m  คือจ านวนจุดต่อของเอลิเมนต์ 
โดยจะใช้วิธีกาเลอร์คิน (Galerkin) ซึ่งเป็นระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างที่ช่วยลดความ

ผิดพลาดให้เกิดน้อยท่ีสุด 

วิธีกาเลอร์คิน มีข้ันตอนดังนี ้
ขั้นตอนที่ 1 เริ่มจากการคูณเศษตกค้าง R  ด้วยฟังก์ชันน้ าหนัก (weighting function) W

จากนั้นจึงอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของเอลิเมนต์นั้นแล้วก าหนดผลที่ได้ให้เท่ากับศูนย์ นั่นคือ 

 1

0
0iW R d   1, 2, ,i m  (2.7)      

ซึ่งปกติจะเลือก 
i iW N  ซึ่งเป็นแบบบับโนฟ-กาเลอร์คิน (Bubnov-Galerkin) 

ขั้นตอนที่ 2 อินทิเกรตทีละส่วน (integrate by parts) โดยแทนสมการ (2.6) ลงในสมการ 
(2.7) แล้วอินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

  
( ) ( ) ( )1

( ) ( , , ) ( , , ) 0
e e e

m

i i i i i i i i i

i

W L N d W N d W N d  
  

         (2.8) 

 พจน์ที่เกี่ยวข้องกับโดเมน
ของเอลิเมนต์, ( )e  

พจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขต
ของเอลิเมนต์, ( )e  



 

 

12 

ขั้นตอนที่ 3 แทนพจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขตของเอลิเมนต์, ( )e , ด้วยภาวะขอบเขตอ่ืน ๆ ที่
เกี่ยวข้อง ซึ่งจะก่อให้เกิดสมการของเอลิเมนต์ที่สมบูรณ์ส าหรับปัญหานั้น 

ขั้นตอนที่ 4 เขยีนสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของแต่ละเอลิเมนต์ซึ่งมีทั้งหมด a  สมการให้อยู่ใน
รูปของเมทริกซ์ ซึ่งเขียนย่อได้เป็น 

      
( ) ( 1) ( 1)

e e e
a a a a

K F
  

  (2.9) 

 

2.4 การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนในสองมิติ 

ส าหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนที่จะใช้ในการวิเคราะห์นั้นก าหนดให้เป็นปัญหาสองมิติ 
โดยจะค านวณหาการกระจายของอุณหภูมิเนื่องจากการน าความร้อนในแผ่นโลหะที่สามารถผลิตความ
ร้อนได้เองภายใต้สถานะคงตัว (steady state) ดังแสดงในรูปที่ 2.2  

 
รูปที่ 2.2 การน าความร้อนในแผ่นโลหะที่ผลิตความร้อนได้เอง 

สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของปัญหานี้คือ  

 0yx

TT
k A QAk A

yx yx

    
     

    
 (2.10) 

โดย 
xk , yk  คือค่าสัมประสิทธ์ของการน าความร้อนในแนวแกน x  และ y  ตามล าดับ 

 Q   คืออัตราความร้อนที่ผลิตได้เองต่อพ้ืนที่  
 A    คือพ้ืนที่ของแผ่นโลหะ  
 ในทางปฏิบัติค่าสัมประสิทธ์การน าความร้อนนี้จะไม่คงตัว โดยจะเปลี่ยนแปลงไปตามระดับ
ของอุณหภูมิท าให้กลายเป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยแบบไม่เชิงเส้น  

S3

S1

S2

t

Q

ky

kx
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 ลักษณะการกระจายอุณหภูมิบนแผ่นโลหะนี้จะมีความซับซ้อนมากหรือน้อยขึ้นอยู่กับเงื่อนไข
ขอบเขตตลอดขอบนอกของแผ่นโลหะ ซึ่งเงื่อนไขขอบเขตที่เป็นไปได้ มีดังนี้ 

(ก) การก าหนดอุณหภูมิตลอดขอบ 
1S  เช่น 

 
1( , ) ( , )T x y T x y  (2.11) 

(ข) การก าหนดปริมาณความร้อนให้ไหลเข้าตลอดขอบ 2S  
 

  
รูปที่ 2.3 ความสมดุลของการถ่ายเทความร้อนเมื่อก าหนดปริมาณความร้อนไหลเข้า 

จากกฎของฟูริเยร์ (Fourier’s law) 

 x x y y

T T
q k n k n

x y

 
  

 
 (2.12) 

โดย 
xn  และ yn คือทิศทางโคไซน์ของเวกเตอร์หนึ่งหน่วย n̂  ที่ตั้งฉากกับขอบนั้น 

  ˆ ˆˆ
x yn n i n j   (2.13)                               

โดย  î  และ ĵ  คือเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศแกน x  และ y  ตามล าดับ 
 ก าหนดให้ปริมาณความร้อนที่ไหลเข้าขอบมีเครื่องหมายเป็นบวก ดังแสดงในรูปที่ 2.3 จะได้
ว่า  

 s x x y y

T T
q q k n k n

x y

 
   

 
 (2.14) 

โดย 
sq  คือปริมาณความร้อนที่ไหลเข้าขอบต่อพ้ืนที่หนึ่งหน่วย 

 
 
 
 
 
 

qs

q

n̂
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(ค) การพาความร้อนออกตลอดขอบ 3S  

 

รูปที่ 2.4 ความสมดุลของการถ่ายเทความร้อนเมื่อเกิดการพาความร้อน 

จากรูปที่ 2.4 จะได้ว่า  

 ( )q h T T   (2.15) 

โดย  h   คือสัมประสิทธิ์การพาความร้อน 
T   คืออุณหภูมิที่ขอบ ณ ต าแหน่งที่พิจารณานั้น 
T

 คืออุณหภูมิของอากาศรอบนอก 
จากสมการ (2.12) และสมการ (2.15) จะได้ว่า  

 ( )x x y y

T T
k n k n h T T

x y


 
   

 
 (2.16) 

การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับเอลิเมนต์ที่ประกอบด้วย a  จุดต่อ โดยระเบียบวิธี
ถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างท าได้ดังนี้ 

 
( )

0
e

iW R d


   1, 2, ,i a  (2.17) 

 
( )

0
e

yi x

TT
k QW dk

yx yx


    
            

  (2.18) 

 
( ) ( )

0
e e

yi ix

TT
kW d W Qdk

yx yx
 

    
             

   (2.19) 

จากนั้นท าการอินทิเกรตทีละส่วนบนพจน์แรกของสมการ (2.19) ซึ่งเป็นพจน์อนุพันธ์อันดับ
สอง โดยจะใช้ทฤษฎีบทของเกาส์ (Gauss’s theorem) ดังนี้ 

  
( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( )
e e e

u d u V n d u V dV
  

            (2.20) 

 

n̂

h(T-T∞ )

q
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เปรียบเทียบสมการ (2.19) กับสมการ (2.20) จะได้ว่า 

 
iu W  (2.21) 

  

ˆ ˆ

ˆ ˆ
yx

x y

i j
x y TT

kkV
yT T x yx

V k i k j
x y

  
          

               
  

 (2.22) 

เนื่องจาก ˆ ˆˆ
x yn n i n j   ดังนั้น 

 ˆ
x x y y

T T
V n k n k n

x y

 
  

 
 (2.23) 

 ˆ( ) x x y yi

T T
k n k nu V n W

x y

  
   

  
 (2.24) 

 ˆ ˆi iW W
u i j

x y

 
  

 
 (2.25) 

 i i
x y

W WT T
u V k k

x x y y

  
   

   
 (2.26) 

จากนั้นให้ 
i iW N  สมการ (2.19) จะกลายเป็น 

( ) ( ) ( )

0
e e e

i i
x x y y x yi i

N NT T T T
k n k n k kN d d N Q d

x y x x y y
  

      
         

        
     

1, 2, ,i a  (2.27) 

 แทนพจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขตของเอลิเมนต์ , ( )e , ด้วยเงื่อนไขขอบเขต จากสมการ 
(2.27) พจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขตของเอลิเมนต์ก็คือพจน์แรก นั่นคือ เป็นปริมาณความร้อนที่ถ่ายเท
เข้าและออกตลอดขอบเขตของเอลิเมนต์ ซึ่งเอลิเมนต์อาจวางตัวอยู่กลางแผ่นโลหะหรือติดอยู่กับขอบ
นอกของแผ่นโลหะ หากอยู่ในต าแหน่งขอบนอกของแผ่นโลหะจะต้องแทนพจน์นี้ด้วยเงื่อนไขขอบเขต
ของสมการ (2.11), (2.14) หรือ (2.15) ตามความเหมาะสม  ดังนั้นสมการ (2.27) สามารถเขียนเป็น
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับเอลิเมนต์ทั่วไปที่อาจวางตัวอยู่ ณ ต าแหน่งใด ๆ บนแผ่นโลหะได้ 
ดังนั้น 

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3
e e e e

x x y yi s i i i

s s s

T T
k n k nN q ds N hT ds N hT ds N d

x y




  
    

  
      

            
( ) ( )

0
e e

i i
x y i

N NT T
k k d N Q d

x x y y
 

   
     

    
     1, 2, ,i a       (2.28) 
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ซึ่งเขียนสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ให้อยู่ในรูปเมทริกซ์ ได้ว่า 

       
( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

e e e e

x x y ys

s s s

T T
k n k nN q ds N hT ds N hT ds N d

x y




  
    

  
     

    
( ) ( )

0
e e

x y

NT TN
k k d N Q d

yx yx
 

   
          

   (2.29) 

   
( ) ( )

3
e e

x y

s

NT TN
k k d N hT ds

yx yx


   
        

   

       
( ) ( ) ( ) ( )

2 3
e e e e

x x y y s

s s

T T
k n k nN d N Q d N q ds N hT ds

x y


 

  
      

  
     

  (2.30) 
ในแต่ละเอลิเมนต์ สมมุติลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณอยู่ในรูป 

  
(1 ) ( 1)

( , )
a a

T T x y N T
 

       (2.31) 

ดังนั้น   
( 1)

(1 )
a

a

T N
T

x x 


  
    

  และ  
( 1)

(1 )

a

a

T N
T

y y 



  
  

  
  (2.32) 

สมการไฟไนต์เอลิเมนต์จึงกลายเป็น  

       
( ) ( )

3
(1 )( 1) ( 1) ( 1)

(1 )( 1) ( 1) (1 )
e e

x y

aa a asaa a a

N N N N
k k d T N h N ds Tx x y y

     

        
                   

 
   

 

        
( ) ( ) ( ) ( )

2 3
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)e e e e

x x y y s
a a a as s

T T
k n k nN d N Q d N q ds N hT ds

x y


    

  
      

  
   

  

 (2.33) 

หรือเขียนได้ว่า 

              Q qc h c h
Q QK K T Q Q       (2.34) 

โดย  cK   คือเมทริกซ์ของการน าความร้อน (conduction matrix) 

 hK  คือเมทริกซ์ของการพาความร้อน (convection matrix) 

 
( )

h
a a

K


 
( )

c
a a

K


 
( 1)

c
a

Q


 
( 1)

q

a

Q


 
( 1)

Q

a

Q


 
( 1)

h
a

Q

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 T  คือเวกเตอร์ของอุณหภูมิที่จุดต่อ (vector of nodal temperature) 

 cQ   คือโหลดเวกเตอร์การน าความร้อน (conduction load vector) 

 QQ  คือโหลดเวกเตอร์ความร้อนผลิตเอง (heat generation load vector) 

 qQ  คือโหลดเวกเตอร์ความร้อนที่ก าหนดให้ (specified heating load vector) 

 hQ  คือโหลดเวกเตอร์การพาความร้อน (convection load vector) 
 

2.5 บทสรุป 

ในการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติด้วยการประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์ 
เอลิเมนต์จ าเป็นต้องมีความรู้พ้ืนฐานเกี่ยวกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยในบทนี้ได้น าเสนอ
ขั้นตอน วิธีการ และสมการต่าง ๆ ที่ใช้ในการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการถ่ายเท
ความร้อนในสองมิติ เ พ่ือน าไปวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อน ซึ่งสมการไฟไนต์เอลิเมนต์
ประกอบด้วยเมทริกซ์ต่าง ๆ ที่ซับซ้อน โดยในบทต่อไปจะได้น าเสนอวิธีการสร้างเมทริกซ์ของการน า
ความร้อนและการสร้างโหลดเวกเตอร์ความร้อนผลิตเอง ซึ่งจะน าเสนอท้ังวิธีดั้งเดิมที่มีการประยุกต์ใช้
การอินทิเกรตเชิงตัวเลขและวิธีใหม่ที่หลีกเลี่ยงการอินทิเกรตเชิงตัวเลขตลอดจนการตรวจสอบ
ประสิทธิภาพกับวิธีดั้งเดิม 
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บทที ่3 
การหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมในรูปแบบปิด 

 
จากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ประดิษฐ์ไว้ในบทที่ 2 ส าหรับการวิเคราะห์ปัญหาการน าความ

ร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมที่มีแบบสี่จุดต่อในปัญหาสองมิติ ความยากล าบากอยู่ที่การอินทิเกรต 
เมทริกซ์ของการน าความร้อนที่ต้องอินทิเกรตรอบเนื้อที่ของขอบเขตทั้งหมดของเอลิเมนต์เนื่องจาก
สมการมีความซับซ้อนมาก ในบทนี้จะแสดงขั้นตอนในการแปลงสมการไฟไนต์เอลิเมนต์การน าความ
ร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมในพิกัด x y  ไปเป็นสมการไฟไนต์เอลิเมนต์การน าความร้อนของ 
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมในพิกัดธรรมชาติ    แล้วจึงแสดงการอินทิเกรตเมทริกซ์ของการน าความร้อน
ด้วยวิธีดั้งเดิมซึ่งประยุกต์สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์และการอินทิเกรตด้วยวิธีรูปแบบปิด 
โดยจะแสดงการขั้นตอนการประดิษฐ์รูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อนส าหรับเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าและรูปแบบปิดของโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เอง และ
อธิบายถึงลักษณะของรูปแบบปิด ตลอดจนการตรวจสอบประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด 
 
3.1 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์การน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม  

จากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ในการวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อน (2.33) สมการไฟไนต์
เอลิเมนต์เมทริกซ์ซึ่งเกี่ยวข้องกับการน าความร้อน (heat conduction) ส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม
แบบสี่จุดต่อในปัญหาสองมิติท่ีสามารถผลิตความร้อนได้เองภายใต้สถานะคงตัวเป็นดังนี้ 

     
( ) ( )(4 1) (4 1)(4 1) (1 4) (4 1) (1 4)
e e

x y

N N N N
k k d T N Q dx x y y

    

        
                 

 
   (3.1) 

หรือเขียนได้ว่า 
     

(4 4) (4 1) (4 1)

Qc
QK T

  

  (3.2) 

ส าหรับแผ่นโลหะที่มีเนื้อเดียวกัน (homogeneous material) และคุณสมบัติสม่ าเสมอ 
(isotropic material) เมทริกซ์ของการน าความร้อนเป็นดังนี้  

  
 

 
       

4 4
1 44 1 4 1 1 4

c

A

N N N N
K k tdA

x x y y
  

        
              

 

  (3.3) 

โดย  k  คือสัมประสิทธิ์การน าความร้อน 
 A  คือพ้ืนที่ของเอลิเมนต์ 
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 t   คือความหนาของเอลิเมนต์ 
 สมการ (3.3) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบ 

      
(4 4) (4 2) (2 4)

T

c

A

K k B B t dxdy
  

   (3.4) 

โดย     ( , )B B x y  คือเมทริกซ์ที่แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความชันของอุณหภูมิในทิศแกน x  
และ y  กับค่าของอุณหภูมิที่จุดต่อทั้งสี่ นั่นคือ 

 
131 2 4

2

31 2 4 3

4

TNT N N N

Tx x x x x

T NN N N T

y y y y y T

      
          

    
       

             

  (3.5) 

          
 ส่วนโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองหาได้จากสมการ (2.33) คือ 

    
(4 1)(4 1)

Q

A

Q Q N t dxdy


   (3.6) 

 
3.2 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์การน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมในพิกัดธรรมชาติ  

 x

y

(x4,y4)
(x3,y3)

(x2,y2)

(x1,y1)

1
2

3
4

T4

T3

T2

T1

t

T(x, y)

 
รูปที่ 3.1 การกระจายของอุณหภูมิบนเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า 

ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ของเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าประกอบด้วย
สมการที่มีความซับซ้อนมากเนื่องจากต้องน าไปหาค่าอนุพันธ์แล้วจึงอินทิเกรตสมการที่ซับซ้อนมาก
เหล่านี้บนพ้ืนที่ของเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า ดังนั้นเพ่ือลดความยุ่งยากจึงแปลงรูปเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าซึ่งอยู่ในพิกัด x y  ให้ไปอยู่ในรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสในพิกัดธรรมชาติ    ดังแสดง
ในรูปที่ 3.2  

 ( , )B x y
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(-1,1)

(1,-1)(-1,-1)

(1,1)

1

4

2

3

 

 

x

y

 

 

(x4,y4)

(x3,y3)

(x2,y2)
(x1,y1)

1
2

3
4

 
(ก) พิกัด x y   (ข) พิกัดธรรมชาติ    

รูปที่ 3.2 การแปลงเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าไปเป็นสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

โดยรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสใหม่ประกอบด้วยระยะทั้งในแกน   และแกน   จาก 1  ถึง 1  
และความสัมพันธ์ระหว่างระบบพิกัด x y  และ    คือ 

  1 1 2 2 3 3 4 4

(1 4) (4 1)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx N x N x N x N x N x
 

          (3.7ก) 

  1 1 2 2 3 3 4 4

(1 4) (4 1)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆy N y N y N y N y N y
 

       
 (3.7ข) 

โดย  ˆ
iN , 1, 2, 3, 4i   คือฟังก์ชันสัณฐานซึ่งเขียน ˆ

iN  ให้อยู่ในรูปแบบ   และ   ได้ดังนี้ 

     
1

1ˆ 1 1
4

N        (3.8ก) 

   
2

1ˆ 1 1
4

N      (3.8ข) 

   
3

1ˆ 1 1
4

N      (3.8ค) 

    4

1ˆ 1 1
4

N                        (3.8ง) 

ส าหรับเอลิเมนต์ที่ประกอบด้วย 4 จุดต่อ โดยปกติเราจะสมมุติการกระจายของผลเฉลย
โดยประมาณบนเอลิเมนต์นั้นให้อยู่ในรูปแบบ ดังนี้  

 
 

 
 

1 1 2 2 3 3 4 4
1 4 4 1

T N T N T N T N T N T
 

         (3.9) 

โดย  iN , 1, 2, 3, 4i   แทนฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์  

iT ,  1, 2, 3, 4i   แทนค่าอุณหภูมิที่จุดต่อทั้งสี่  
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หากเราเลือกฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ให้อยู่ในรูปแบบเช่นเดียวกันกับฟังก์ชัน
สัณฐาน นั่นคือ 

     
1

1
1 1

4
N        (3.10ก) 

   
2

1
1 1

4
N      (3.10ข) 

   
3

1
1 1

4
N      (3.10ค) 

    4

1
1 1

4
N                        (3.10ง) 

เอลิเมนต์ที่มีการใช้ฟังก์ชันตัวแปรเดียวกันในการแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์และการสมมุติ
ลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต์  เรียกว่า ไอโซพาราเมทริกซ์เอลิเมนต์ 
(isoparametric element) ซึ่งใช้กันโดยแพร่หลายในการวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อน 

เมทริกซ์  B  สามารถหาได้จากความชันของอุณหภูมิ T x   และ T y   โดยใช้กฎลูกโซ่ 
(chain rule) ดังนี้ 

 T T x T y

x y  

    
 

    
 (3.11ก) 

 T T x T y

x y  

    
 

    
   (3.11ข) 

หรือ   

T x y T

x

TT x y

y

  

  

        
           

    
      

           

    (3.12) 

 

โดย   J  คือเมทริกซ์แบบจาโคเบียน (Jacobian matrix) 

   11 12

21 22

x y

J J
J

J J x y

 

 

  
   
       
   

  (3.13) 

  

4 4

1 1

4 4

1 1

i i i i

i i

i i i i

i i

N x N y

J

N x N y

 

 

 

 

     
         

     
    

     

 

 

 (3.14) 

 J
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จากสมการ (3.12) จะได้ว่าความชันของอุณหภูมิ T x   และ T y   คือ 

  
1

TT

x
J

T T

y







   
      

   
    

       

 (3.15) 

ก าหนดให้ 

  
* *

1 11 12

* *

21 22

1

y y

J J
J

x y x y x xJ J

 

     



  
   

                                      

 (3.16) 

สมการ (3.15) จึงเขียนใหม่ได้ว่า 

 
* *

11 12

* *

21 22

TT

J Jx

T TJ J

y





   
       

         
       

 (3.17) 

แทนค่าสมการ (3.12) และ (3.14) ลงในสมการ (3.17) จะได้ 

 

131 2 4

* *
211 12

* *
331 2 421 22

4

TNN N NT

TJ Jx

T TNN N NJ J

y T

   

   

       
           

             
             

 (3.18) 

จะพบว่าเมทริกซ์  B  คือ 

   11 12 13 14

21 22 23 24

( , )
B B B B

B
B B B B

 
 

  
 

 (3.19) 

  

31 2 4

* *

11 12

* *
31 2 421 22

( , )

NN N N

J J
B

NN N NJ J

   
 

   

   
     
   

    
     

 (3.20) 

ดังนั้นเมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าในสมการ (3.4) เมื่อ
แปลงเป็นพิกัด    โดยใช้ความสัมพันธ์ J d d dxdy dA     จึงเป็น  
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  
 

 
 

 
 

1 1

4 4 4 2 2 41 1

( , ) ( , )
T

cK k B B t J d d     
   

    (3.21) 

โหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองหาได้ โดยการแทนค่าฟังก์ชันการ
ประมาณภายในเอลิเมนต์จากสมการ (3.10) ลงในสมการ (3.6) นั่นคือ 

    
1 1

(4 1) 1 1

( , )QQ Q N t J d d   
  

    (3.22) 

 ดังนั้น เมื่อท าการแปลงรูปเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าซึ่งอยู่ในพิกัด x y  ให้ไปอยู่ในรูป
สี่เหลี่ยมจัตุรัสในพิกัดธรรมชาติ    จะได้ 

  

  

  

  

  

1 1

1 1

1
1 1

4

1
1 1

4

1
1 1

4

1
1 1

4

QQ Q t J d d

 

 

 

 

 

 

 
  

 
  
 

  
  
 
 
  
 

   (3.23) 

 โดยค่าดีเทอร์มิแนนท์ของจาโคเบียนเมทริกซ์คือ 

              2 4 1 3 1 3 2 4 1 2 3 4 3 4 1 2

1

8
J x x y y x x y y x x y y x x y y             

        1 4 2 3 2 3 1 4x x y y x x y y        (3.24) 

สมการที่ (3.21) หากเขียนในรูปแบบหลังจากกระท าการคูณกันจะได้สมการที่ยาวและมี
ความซับซ้อนซึ่งยากแก่การอินทิเกรตแก้สมการ ส าหรับการน าไปใช้โดยทั่วไปจะน าการอินทิเกรต 
เชิงตัวเลขเข้ามาประยุกต์เพ่ือให้ได้ค าตอบ อย่างไรก็ตามวิทยานิพนธ์นี้จะได้น าเสนออีกวิธีหนึ่งนั่นคือ
วิธีรูปแบบปิดที่ไม่ได้ประยุกต์ใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขโดยจะแสดงถึงขั้นตอนของทั้งสองวิธีในหัวข้อ
ต่อไป 

 
3.3 การอินทิเกรตไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนโดยวิธีดั้งเดิม 

การค านวณไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมที่มีรูปร่าง
ลักษณะทั่วไป วิธีดั้งเดิมที่เป็นที่นิยมใช้คือการน าสูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์มาประยุกต์ใช้
ดังเช่นเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าซึ่งนิยมใช้กันมาก สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์ 
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(Gauss–Legendre integration formulas) เป็นการอินทิเกรตเชิงตัวเลขโดยถูกจัดขึ้นให้อยู่ ใน
รูปแบบเพ่ือสะดวกแก่การค านวณ ใช้ได้กับฟังก์ชัน ( )f x  ทั่วไป ซึ่งต้องแปลงโคออร์ดิเนตจากระบบ
พิกัด x  ไปสู่   ก่อนท าการอินทิเกรตโดยมีสมการดังนี้ 

 1

1
1

( ) ( )
NG

i i

i

I f d W f  




    (3.25)  

โดย NG   คือจ านวนของจุดเกาส์ (the number of Gauss points) 
 

iW  คือค่าน้ าหนัก (weights) 
 

i  คือต าแหน่งของจุดเกาส์ (Gauss point locations) 
 I   คือค่าอินทิกรัล 

ผลจากการอินทิเกรตที่ได้จะแม่นย ามากน้อยเพียงใดขึ้นอยู่กับลักษณะของฟังก์ชัน ( )f x  ที่
ก าหนดมาให้และจ านวนของจุดเกาส์ที่ใช้ในการอินทิเกรตนั้น โดยค่าของน้ าหนักที่ต าแหน่งของจุด
เกาสต์่าง ๆ จะแตกต่างกันออกไปดังแสดงในตาราง [25] 

 
ตารางที่ 3.1 น้ าหนักและต าแหน่งของจุดเกาส์ 

จ านวน ต าแหน่งจุดเกาส์ ค่าน้ าหนัก 

NG  i  iW  
1 0.0000000000 2.0000000000 

2 0.5773502692 1.0000000000 

3 
0.0000000000 0.8888888889 
0.7745966692 0.5555555556 

4 
0.3399810436 0.6521451549 

0.8611363116 0.3478548451 

5 

0.0000000000 0.5688888889 

0.5384693101 0.4786286705 

0.9061798459 0.2369268850 

6 

0.2386191861 0.4679139346 

0.6612093865 0.3607615730 
0.9324695142 0.1713244924 
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จากสมการ (3.21) สามารถน าสูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ในสมการ (3.23) มา
ประยุกต์ใช้กับเมทริกซ์ของการน าความร้อนในสมการ (3.21) ซึ่งเป็นปัญหาสองมิติได้ดังนี้ 

  
     4 4 1 1 4 2 2 4

( , ) ( , ) ( , )
NG NG

T

c i j i j i j i j

i j

K W W k B B t J     
    

         (3.26) 

โดย  
iW , jW  คือค่าน้ าหนัก  

i , j  คือต าแหน่งของจุดเกาส์ในแต่ละทิศของพิกัด 
 และประยุกต์ใช้กับโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองจากสมการ (3.22) 
ได้ดังนี ้

     
1 1(4 1) (4 1)

( , ) ( , )
NG NG

Q i j i j i j

i j

Q W W Q N t J   
  

   (3.27) 

 
3.4 การอินทิเกรตไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนโดยวิธีรูปแบบปิด 

การอินทิเกรตไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนโดยวิธีรูปแบบปิดเป็นการ
ค านวณโดยใช้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ในรูปแบบปิดและไม่มีการใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลข 
โดยขั้นตอนในการได้มาซึ่งสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ในรูปแบบปิด ลักษณะของเมทริกซ์ของการ
น าความร้อนในรูปแบบปิด ตลอดจนการตรวจสอบประสิทธิภาพของการอินทิเกรตโดยวิธีรูปแบบปิด
แสดงได้ดังนี้ 

3.4.1 ความยากล าบากในการอินทิเกรตไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อน 

จากการศึกษาผลงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวข้องพบว่าในช่วงเริ่มต้นของแนวคิดในการหารูปแบบ
ปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อนส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่านั้น ผู้วิจัยหลายท่านได้
พยายามอินทิเกรตเมทริกซ์ของการน าความร้อนโดยตรงแต่ไม่เป็นผลส าเร็จอาจเป็นผลเนื่องจาก
โปรแกรมการค านวณคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ในยุคสมัยนั้นยังไม่มีประสิทธิภาพเพียงพอ ดังนั้นในเวลา
ต่อมาผู้วิจัยหลายท่านจึงได้มุ่งเน้นไปที่การเพ่ิมประสิทธิภาพในการหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนซึ่ง
มีแนวทางหลัก ๆ สองแนวทางคือ จัดรูปสมการที่ได้จากการค านวณโดยวิธีดั้งเดิมที่ 2x2 จุดเกาส์และ 
3x3 จุดเกาส์ ซึ่งแนวทางนี้จะช่วยลดเวลาในการค านวณลงแต่ไม่สามารถหาค่าที่แม่นตรงได้ แนวทาง
อีกประการหนึ่งคือการหลีกเลี่ยงการอินทิเกรตโดยตรงแต่ประยุกต์ใช้ทฤษฎีอ่ืน ๆ ในการประดิษฐ์ 
เมทริกซ์ของการน าความร้อน เช่น ใช้วิธีฟลักซ์เชิงเส้น เป็นต้น ซึ่งช่วยลดเวลาในการค านวณลงได้และ
อาจเพิ่มความแม่นย าของผลลัพธ์ได้  
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อย่างไรก็ตามแนวทางต่าง ๆ ยังคงไม่ใช่ค่าแม่นตรงที่ได้จากการอินทิเกรตเมทริกซ์ของการน า
ความร้อน ซึ่งในปัจจุบันด้วยเทคโนโยลีที่มีความก้าวหน้าขึ้นและโปรแกรมการค านวณคณิตศาสตร์
สัญลักษณ์ที่มีประสิทธิภาพมากขึ้น ผู้เขียนวิทยานิพนธ์และอาจารย์ที่ปรึกษาวิทยานิพนธ์จึงคาดว่ามี
ความเป็นไปได้ทีจ่ะสามารถหาค่าที่แม่นตรงของการอินทิเกรตเมทริกซ์ของการน าความร้อนได้ จึงได้มี
ความพยายามอย่างมากในการให้ได้มาซึ่งเมทริกซ์ของการน าความร้อน ทั้งการจัดรูปและสังเกต
ความสัมพันธ์ของล าดับของการด าเนินการทางคณิตศาสตร์ การใช้โปรแกรมการค านวณคณิตศาสตร์
สัญลักษณ์ถึงสองโปรแกรมซึ่งท าการรันโดยใช้เครื่องคอมพิวเตอร์ที่มีหน่วยประมวลผลคือ Intel(R) 
Core(TM) i5 CPU 2.40 GHz เพ่ือท าการประดิษฐ์สมการรูปแบบปิดส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมในแต่
ละรูปแบบ โดยมีรายละเอียดขั้นตอนในการได้มาซึ่งเมทริกซ์ของการน าความร้อนในรูปแบบปิดเป็น
ดังนี้ 

1.) เริ่มต้นโดยน าสมการ (3.10) ถึงสมการ (3.21) ประดิษฐ์เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์โดยใช้
โปรแกรมแมทแลบดังรูปที่ 3.3 แต่โปรแกรมแมทแลบไม่สามารถรันเพ่ือหาเมทริกซ์ของการน าความ
ร้อนในรูปแบบปิดได้ดังแสดงในรูปที่ 3.4 

 
รูปที่ 3.3 โปรแกรมแมทแลบส าหรับการประดิษฐ์เมทริกซ์ของการน าความร้อน 

 
รูปที่ 3.4 ผลการรันจากโปรแกรมแมทแลบส าหรับการประดิษฐ์เมทริกซ์ของการน าความร้อน 
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2.) ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์อีกครั้งโดยน าสมการ (3.10) ถึงสมการ (3.21) ประดิษฐ์
เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์โดยใช้โปรแกรมแมทมาทิกาดังรูปที่ 3.5 แต่โปรแกรมแมทมาทิกาก็ไม่
สามารถอินทิเกรตเพ่ือหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนในรูปแบบปิดได้เช่นเดียวกับโปรแกรม 
แมทแลบดังแสดงในรูปที่ 3.6 

 
รูปที่ 3.5 โปรแกรมแมทมาทิกาส าหรับการประดิษฐ์เมทริกซ์ของการน าความร้อน 

 
รูปที่ 3.6 ผลการรันจากโปรแกรมแมทมาทิกาส าหรับการประดิษฐ์เมทริกซ์ของการน าความร้อน 
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3.) วิเคราะห์ถึงสาเหตุที่ท าให้ทั้งสองโปรแกรมอินทิเกรตไม่ได้ พบว่าสมการ (3.21) ประกอบ
ขึ้นจากเมทริกซ์  B  ซึ่งมีความซับซ้อนเนื่องจากสมการเป็นเศษส่วนที่ตัวเศษและตัวส่วนติดอยู่ในรูป
ของค่าอนุพันธ์ย่อย (partial derivative) ของตัวแปรในพิกัดธรรมชาติจึงเป็นการยากในการ
อินทิเกรต จึงท าการวิเคราะห์เมทริกซ์สุดท้ายก่อนเข้าสู่กระบวนการอินทิเกรตหาเมทริกซ์ของการน า
ความร้อนโดยด้วยเมทริกซ์  I  ดังสมการ (3.28) 

    
 

 
 (4 4)

4 2 2 4

( , ) ( , )
T

I k B B t J   


 

  (3.28) 

เริ่มต้นค านวณโดยโปรแกรมแมทมาทิกาแต่โปรแกรมไม่สามารถแสดงผลการรันได้ดังแสดงใน
รูปที่ 3.7 จึงท าการค านวณโดยโปรแกรมแมทแลบต่อไป 

 

รูปที่ 3.7 การค านวณเมทริกซ์  I  โดยโปรแกรมแมทมาทิกา 

จากการค านวณโดยโปรแกรมแมทแลบ ผลลัพธ์แสดงให้เห็นว่าสมการภายในเมทริกซ์  I  มี
ความยาวและซับซ้อนมากดังแสดงตัวอย่างบางส่วนของผลลัพธ์ในรูปที่ 3.8 

 
 

 

รูปที่ 3.8 การค านวณเมทริกซ์  I  โดยโปรแกรมแมทแลบ 
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4.) ท าการจัดรูปและสังเกตความสัมพันธ์ของล าดับของการด าเนินการทางคณิตศาสตร์  
(mathematical operations) ของสมาชิกแต่ละตัวในเมทริกซ์  I  พบว่าสมาชิกในเมทริกซ์  I  จะ
อยู่ในรูปแบบทั่วไปดังแสดงในสมการ (3.29) 

 
2 2

ij ij ij ij ij ij

ij

ij ij ij

h f g l m n
I

p q r

    

 

    


 
  เมื่อ , 1, 2, 3, 4i j   (3.29) 

 

โดยที่ก าหนดให้ , , , , , , ,ij ij ij ij ij ij ij ijh f g l m n p q  และ ijr  เป็นตัวแปรย่อยที่แทนสมการ

พีชคณิตซึ่งประกอบด้วยการด าเนินการทางคณิตศาสตร์ของตัวเลขและค่าพิกัดที่จุดต่อทั้งสี่ของ 

เอลิเมนต์นั่นคือ 
1 1 2 2 3 3 4, , , , , ,x y x y x y x  และ 

4y  ซึ่งสมการที่ใช้ค านวณตัวแปรย่อยส าหรับ

สมาชิกในเมทริกซ์  I  แถวที่ i  หลักท่ี j  มีรูปแบบที่ต่างกันซึ่งจะวิเคราะห์ต่อไป 

5.) วิเคราะห์สมการของสมาชิกในเมทริกซ์  I  แต่ละตัวพบว่าตัวแปรย่อย ,p q  และ r  
ของสมาชิกทุกตัวมีค่าเท่ากัน ส่วนตัวแปรย่อย , , , ,h f g l m  และ n  ของสมาชิกแต่ละตัวมีค่าต่างกัน 
และเมทริกซ์  I  เป็นเมทริกซ์สมมาตรจึงสามารถลดการค านวณเหลือเพียง 10 ตัว 

6.) สังเกตความสัมพันธ์ของค่าพิกัดและล าดับของการด าเนินการทางคณิตศาสตร์ พบว่า
บางส่วนมีล าดับการบวก ลบ คูณ หาร ที่เหมือนกันอย่างมีนัยส าคัญแต่มีค่าพิกัดต่าง ๆ วางตัวใน
สมการในต าแหน่งที่ต่างกันขึ้นอยู่กับต าแหน่งแถวและหลักของตัวแปรย่อยในเมทริกซ์  จากนั้นจึงจัด
กลุ่มสมการต่าง ๆ เพ่ือหารูปแบบปิดของตัวแปรย่อย , , , , , , ,ij ij ij ij ij ij ij ijh f g l m n p q  และ ijr  แถว
ที่ i  หลักที่ j  โดย , 1, 2, 3, 4i j   ทั้งนี้รูปแบบปิดของตัวแปรย่อยได้แสดงไว้ในภาคผนวก ก โดย
แบ่งรูปแบบปิดของตัวแปรย่อยในเมทริกซ์  I   ได้เป็น 4 กลุ่มดังสมการ (3.30) 

 
 4 4

cK


 
 
 
 
 
 

 

 

 (3.30) 

 ในที่นี้ , ,   และ  คือตัวแปรย่อยกลุ่มที่ 1, 2, 3 และ 4 ตามล าดับ 

7.) ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ืออินทิเกรตสมการรูปแบบทั่วไป (3.29) โดยใช้
โปรแกรมแมทแลบ ผลปรากฏว่าโปรแกรมแมทแลบไม่สามารถหาค่าได้ ดัง รูปที่ 3.9 จึงประดิษฐ์
โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ืออินทิเกรตสมการรูปแบบทั่วไป (3.29) อีกครั้งโดยใช้โปรแกรมแมทมาทิกา 
ผลลัพธ์ที่ได้จากโปรแกรมแมทมาทิกาเป็นดังรูปที่ 3.10 ซึ่งท าให้ได้สมการที่ยาวและซับซ้อนโดย
ก าหนดให้เป็นสมการหลัก 

symmetric 
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รูปที่ 3.9 ผลการอินทิเกรตสมการ (3.29) โดยใช้โปรแกรมแมทแลบ 

 
 

รูปที่ 3.10 ผลการอินทิเกรตสมการ (3.29) โดยใช้โปรแกรมแมทมาทิกา 

8.) ประดิษฐ์สมการในรูปแบบปิดส าหรับเมทริกซ์ของการน าความร้อนโดยน าสมการหลักซึ่ง
ได้จากการอินทิเกรตสมการรูปแบบทั่วไป (3.29) ด้วยโปรแกรมแมทมาทิกาและสมการรูปแบบปิดของ
ตัวแปรย่อยไปประดิษฐ์เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์โดยในวิทยานิพนธ์นี้เลือกใช้โปรแกรมแมทแลบ 
จากนั้นจัดรูปสมการผลลัพธ์อีกครั้งเพื่อลดความซับซ้อนของสมการและลดเวลาในการค านวณ 

9.) ทดสอบการใช้สมการในรูปแบบปิดส าหรับเมทริกซ์ของการน าความร้อนพบว่าจะใช้ได้กับ
สี่เหลี่ยมที่ไม่มีด้านใดที่ขนานกันเท่านั้น จึงท าการวิเคราะห์หาสาเหตุท าให้พบว่าเมื่อสี่เหลี่ยมมีด้าน
ขนานกันจะส่งผลให้ตัวแปรย่อยบางตัวเป็น 0 ท าให้ไม่สามารถใช้สมการในรูปแบบปิดนี้ได้ ดังนั้นจึงได้
ประดิษฐ์สมการหลักส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมทุกรูปแบบเพ่ิมเติมโดยมีหลักการเช่นเดียวกับที่กล่าว
มาแล้ว ซึ่งจะได้อธิบายลักษณะของสมการในรูปแบบปิดอย่างละเอียดในหัวข้อต่อไป 
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 10.) ประดิษฐ์รูปแบบปิดส าหรับโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองโดย
การอินทิเกรตสมการ (3.23) โดยตรงท าให้ได้สมการในรูปแบบปิดที่ประกอบด้วยตัวแปรย่อย ,p q  
และ r  ซึ่งใช้ได้กับสี่เหลี่ยมทุกกรณี ดังแสดงไว้ในภาคผนวก ก  

จากขั้นตอนต่าง ๆ ที่กล่าวมาจะเห็นได้ว่า ถึงแม้ว่าจะมีการพัฒนาโปรแกรมการค านวณ
คณิตศาสตร์สัญลักษณ์ให้มีประสิทธิภาพมากขึ้น แต่การอินทิเกรตไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน า
ความร้อนยังคงเป็นเรื่องยากหากท าการใส่ค่าโดยตรงจะไม่สามารถอินทิเกรตหาสมการในรูปแบบปิด
ได้ ด้วยเหตุผลนี้จึงท าให้นักวิจัยหลายท่านเชื่อว่าไม่สามารถหาค่าแม่นตรงได้และท าการหลีกเลี่ยงโดย
ประยุกต์ใช้วิธีอ่ืน ๆ ซึ่งในงานวิทยานิพนธ์นี้ได้น าเสนอรูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อนที่
ไม่ได้ประยุกต์ใช้วิธีอ่ืน รูปแบบปิดที่ได้มาจากกระบวนการสังเกต วิเคราะห์และจัดรูปอย่างเหมาะสม
ในหลาย ๆ ขั้นตอนเพ่ือช่วยให้โปรแกรมสามารถหาผลลัพธ์ได้ นอกจากนี้ยังต้องอาศัยโปรแกรมถึง
สองโปรแกรมช่วยในการหาผลลัพธ์ซึ่งแนวคิดเช่นนี้นี้ผู้เขียนวิทยานิพนธ์ยังไม่เคยพบว่าผู้ใดเคยท ามา
ก่อน สุดท้ายจึงท าให้ได้สมการรูปแบบปิดที่ใช้อินทิเกรตไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อน
ที่ให้ค่าแม่นตรง ซึ่งประกอบไปด้วยสมการที่ติดอยู่ในรูปการด าเนินการทางคณิตศาสตร์ระหว่างค่า
พิกัด 

1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , )x y x y x y  และ 
4 4( , )x y  ซึ่งได้แสดงไว้ในภาคผนวก ก 

3.4.2 ลักษณะของสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ในรูปแบบปิด 

 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ในรูปแบบปิดจะประกอบไปด้วยสมการหลักและสมการที่ใช้
หาตัวแปรย่อยซึ่งแสดงอย่างละเอียดไว้ในภาคผนวก ก โดยเมื่อพิจารณาตามลักษณะเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมแบบต่าง ๆ พบว่าเอลิเมนต์แต่ละกรณีจะมีรูปแบบของสมการหลักที่ไม่เหมือนกัน แต่มีสมการ
ที่ใช้หาตัวแปรย่อยที่มีรูปแบบเดียวกัน ซึ่งสามารถจ าแนกสมการหลักได้ 4 กรณี ดังนี้ 

กรณี 1 เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมที่ไม่มีด้านขนานกัน ดังรูปที่ 3.1 
น าสมการรูปแบบทั่วไป (3.29) ที่ได้กล่าวมาแล้วส าหรับสมาชิกเพียงหนึ่งตัวไปท าการ

อินทิเกรตซึ่งสมการที่น าไปอินทิเกรตเป็นดังนี้ 

 
1 1 2 2

1 1

h f g l m n
K d d

p q r

    
 

 
 

    


    (3.31) 

ภายหลังจากการอินทิเกรตโดยใช้โปรแกรมแมทมาทิกาท าให้ได้สมการหลักส าหรับสมาชิกใน
เมทริกซ์  cK  เป็นดังนี้ 

 1 2 3 4

3 36

B B B B
K A

q r

  
    (3.32) 
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โดยที่    
2 2

2

2

2 2 23 22 4

3

3 4gq r mpq fqr np gr mp
A

q r

qr lpr

r

    
   

 1 1

2 2

2 1
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3 ( (

( ) ( ) ( )

( ) ) 2 )) 2 ( (2 ) ))

B L r r q hq f l C p q r qp q r p q r p q r

gq nq C p q r qr mq C

r

p q r p q r qr

    

    

     

  



  
 

 2 1

2 2

2 1

og ( ( (3 (2 ) 2 ( ( 2 ) ))

3 ( ( ) 2 )) 2 ( (2 )

( ) ( ) ( )

( )))

B L r r q hq f l C p q r qr

gq nq C p q r qr mq

p q r p q r p

C

q r

q r p q r qrp

      

     

    

 



  
 

 3 1

2 2

2 1

og ( ( (3 (2 ) 2 ( ( 2 ) ))

3 ( ( ) 2 )) 2 ( (

( ) ( ) ( )

( ) 2 ) ))

B L r r q hq f l C p q r qr

gq n

p q r p q r p q

q C p q r qr mq C p qq q

r

p r rr

       



   

          
 

 4 1

2 2

2 1

og ( ( (3 (2 ) 2 ( ( 2 ) ))

3 ( ( )

( ) ( ) ( )

( ) 2 )) 2 ( (2 ) ))

B L r r q hq f l C p q r qp q r

gq nq C p q r qr mq C p

r p

q r

q r p q r

p r qrq

          

      



    
 

และ
  

2 2 2

1

2 2 2

2 2 2

C p q r

C p q r

  

  
 

กรณี 2 เอลิเมนต์ที่มีด้านระหว่างจุดต่อ 1 และ 2 ขนานกับด้านระหว่างจุดต่อ 3 และ 4 ดังรูปที่ 3.11 

1 2

34

     
1 2

34

 
รูปที่ 3.11 เอลิเมนต์ที่ด้านระหว่างจุดต่อ 1 และ 2 ขนานกับด้านระหว่างจุดต่อ 3 และ 4 

 จากรูปที่ 3.11 เมื่อ 12  ขนานกับ 34  จะได้ว่าความชันมีค่าเท่ากันคือ 

   

 

 

 
3 41 2

1 2 3 4

y yy y

x x x x




 
 (3.33) 

จัดรูปใหม่ได้เป็น       1 2 3 4 3 4 1 2 0x x y y x x y y       (3.34) 

ซึ่งจะได้ว่า 0q   นั่นเอง ดังนั้นจากสมการรูปแบบทั่วไป (3.29) สมการส าหรับน าไปอินทิเกรตจึง
กลายเป็น  

  
1 1 2 2

1 1

h f g l m n
K d d

p r

    
 


 

    


   (3.35) 

ภายหลังจากการอินทิเกรตท าให้ได้สมการหลักส าหรับสมาชิกในเมทริกซ์  cK  เป็นดังนี้ 

2 2 2 2

3

12 12 (6 6 6 2 )( ( ) ( ))

3

mpr gr mp gpr hr lr Log p r Log
K

p r

r

        
  (3.36) 
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กรณี 3 เอลิเมนต์ที่มีด้านระหว่างจุดต่อ 1 และ 4 ขนานกับด้านระหว่างจุดต่อ 2 และ 3 ดังรูปที่ 3.12 

1 2

3

4

         
1 2

3

4

 
รูปที่ 3.12 เอลิเมนต์ทีด่้านระหว่างจุดต่อ 1 และ 4 ขนานกับด้านระหว่างจุดต่อ 2 และ 3 

 จากรูปที่ 3.12 เมื่อ 14  ขนานกับ 23  จะได้ว่าความชันมีค่าเท่ากันคือ 

   

 

 

 
2 31 4

1 4 2 3

y yy y

x x x x




 
 (3.37) 

จัดรูปใหม่ได้เป็น       1 4 2 3 2 3 1 4 0x x y y x x y y       (3.38) 

ซึ่งจะได้ว่า 0r   นั่นเอง ดังนั้นจากสมการรูปแบบทั่วไป (3.29) สมการส าหรับน าไปอินทิเกรตจึง
กลายเป็น  

  
1 1 2 2

1 1

h f g l m n
K d d

p q

    
 


 

    


   (3.39) 

ภายหลังจากการอินทิเกรตท าให้ได้สมการหลักส าหรับสมาชิกในเมทริกซ์  cK  เป็นดังนี้ 

 
2 2 2 2

3

12 12 (6 6 6 2 )( ( ) ( ))

3

lpq fq lp fpq hq mq Log p q Log p q
K

q

        
  (3.40) 

กรณี 4 เอลิเมนต์ที่มีด้านขนานกัน 2 คู่ดังรูปที่ 3.13 

1 2

34

          
1 2

34

 
รูปที่ 3.13 เอลิเมนต์ที่มีด้านขนานกัน 2 คู่ 

 จากรูปที่ 3.13 เอลิเมนต์ลักษณะแบบนี้ ได้แก่ เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมผืนผ้า เอลิเมนต์สี่เหลี่ยม
จัตุรัส เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมขนมเปียกปูน และเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านขนาน นั่นคือเป็นทั้งกรณี 1 และ 2 
จะได้ว่า 0q r   ดังนั้นจากสมการรูปแบบทั่วไป (3.29) สมการส าหรับน าไปอินทิเกรตจึง
กลายเป็น  
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1 1 2 2

1 1

h f g l m n
K d d

p

    
 

 

    
    (3.41) 

ภายหลังจากการอินทิเกรตท าให้ได้สมการหลักส าหรับสมาชิกในเมทริกซ์  cK  เป็นดังนี้ 

 4(3 )

3

h l m
K

p

 
  (3.42) 

ในการค านวณสมาชิกแต่ละตัวของเมทริกซ์  cK  จะเริ่มต้นโดยหาค่าตัวแปรย่อย 

, , , , , , ,ij ij ij ij ij ij ij ijh f g l m n p q  และ ijr  ที่จ าเป็นต้องใช้ในสมการหลักของเอลิเมนต์แต่ละกรณี  

ภายหลังจึงแทนค่าลงไปในสมการหลักของเอลิเมนต์แต่ละกรณี (3.32), (3.36), (3.40) และ (3.42) 

หลังจากนั้นน าเมทริกซ์  cK  และโหลดเวกเตอร์  QQ ซึ่งแสดงสมการรูปแบบปิดไว้ในภาคผนวก ก 

แทนค่าลงในสมการ (3.2) ประกอบกับแทนค่าเงื่อนไขขอบเขตอุณหภูมิที่จุดต่อที่ทราบค่า จากนั้นจึง

แก้สมการหาอุณหภูมิที่ไม่รู้ค่าต่อไป 

จากการแบ่งเป็น 4 กรณีจะพบว่าส าหรับกรณีที่เอลิเมนต์นั้นมีด้านขนานกัน ตัวสมการจะลด

ความซับซ้อนลงมากและใช้จ านวนตัวแปรน้อยลงจึงช่วยให้ใช้เวลาในการค านวณลดลง ดังนั้นหากใน

การวิเคราะห์ที่ประกอบไปด้วยเอลิเมนต์ที่มีด้านขนานกันจ านวนมากจะส่งผลให้การวิเคราะห์ด้วยวิธี

รูปแบบปิดใช้เวลาน้อยลงตามไปด้วย 

3.4.3 การตรวจสอบประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด 

เพ่ือตรวจสอบประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด (Closed-form Method) ซึ่งเป็นการหา 
ไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนโดยใช้สมการที่อยู่ในรูปแบบปิดจึงท าการตรวจสอบ
ความถูกต้องและเวลาที่ใช้ค านวณโดยเปรียบเทียบกับวิธีดั้งเดิม (Conventional Method) ซึ่งเป็น
การหาไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์โดยใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์ต่าง ๆ 
โดยจะพิจารณาที่ 1x1, 2x2, 3x3, 4x4, 5x5 และ 6x6 จุดเกาส์ เอลิเมนต์ที่ใช้ทดสอบมีทั้งหมดสาม
ประเภทซึ่งอ้างอิงตามโปรแกรม AUTOMESH-2D คือ 

1) เอลิเมนต์ที่มีมุมภายในตั้งแต่ 60 องศา ถึง 120 องศา  
2) เอลิเมนต์ที่มีมุมภายในน้อยกว่า 60 องศา หรือมากกว่า 120 องศา 
3) เอลิเมนต์ที่มีมุมภายในน้อยกว่า 30 องศา หรือมากกว่า 150 องศา 

เอลิเมนต์ประเภทที่หนึ่งมีคุณภาพมากที่สุดเนื่องจากมีการบิดเบี้ยวค่อนข้างน้อย ในการ
วิเคราะห์ตัวโปรแกรม AUTOMESH-2D จะพยายามสร้างเอลิเมนต์ประเภทนี้มากที่สุด แต่ในปัญหา
โดยทั่วไปมีรูปร่างซับซ้อนจึงจ าเป็นต้องสร้างเอลิเมนต์ประเภทที่สองและสามประกอบการวิเคราะห์
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ด้วย ส าหรับเอลิเมนต์ที่ใช้ตรวจสอบประสิทธิภาพของการวิ เคราะห์ด้วยวิธีรูปแบบปิดเป็นดังรูปที่ 
3.14 

   
 (ก) ประเภท 1  (ข) ประเภท 2      (ค) ประเภท 3 

รูปที่ 3.14 เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าท่ีใช้ตรวจสอบประสิทธิภาพในการค านวณเอลิเมนต์เมทริกซ์
ของการน าความร้อนด้วยวิธีรูปแบบปิด 

พิจารณาความแม่นย าของการอินทิเกรตไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนของทั้ง
สองวิธีโดยเปรียบเทียบค่าเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนที่คิดรวมความคลาดเคลื่อนของสมาชิกทั้ง 16 
ตัวในเอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อน  cK  ซึ่งค านวณค่าเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนได้จาก
สมการ (3.43) [8, 12] 

 

% ความคลาดเคลื่อน  
 

4
2

, 1

4

, 1

100

closed form conventional

ij ij

i j

closed form
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i j

K K

K











 




  

(3.43) 

โดย closed form

ijK  , , 1, 2, 3, 4i j   แทนสมาชิกในแถวที่  i  หลักที่ j  ของ  cK  ที่ได้จากวิธี
รูปแบบปิด  
 conventional

ijK , , 1, 2, 3, 4i j   แทนสมาชิกในแถวที่  i  หลักที่ j  ของ  cK   ที่ได้จากวิธี
ดั้งเดิม 

จากการแทนค่าพิกัด 
1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , )x y x y x y  และ 

4 4( , )x y  ลงในโปรแกรมการค านวณ
คณิตศาสตร์สัญลักษณ์ที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีรูปแบบปิดและที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีดั้งเดิมส าหรับค านวณ
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าท าให้ได้ค่าของไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อน  cK  ที่มี
ค่าแตกต่างกัน ผลการเปรียบเทียบเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนของค่าที่ได้จากวิธีดั้งเดิมซึ่งใช้สูตร
การอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์ตั้งแต่ 2x2 จุดเกาส์ถึง 6x6 จุดเกาส์เปรียบเทียบ
กับค่าที่ได้จากวิธีรูปแบบปิดส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าทั้งสามประเภทแสดงได้ดังรูปที่ 3.15 

76° 45° 

143° 

115° 
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รูปที่ 3.15 เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนของเอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์ที่ได้
จากวิธีดั้งเดิมเทียบกับวิธีรูปแบบปิด 

กราฟแสดงให้เห็นว่าค่าของไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนที่ค านวณจากวิธี
ดั้งเดิมที่จ านวนจุดเกาส์ที่เพ่ิมขึ้นลู่เข้าสู่ค่าที่ได้จากวิธีรูปแบบปิดโดยสังเกตได้จากค่าความคลาด
เคลื่อนที่ลดลง ซึ่งส าหรับเอลิเมนต์ประเภทอ่ืนก็ยังคงให้แนวโน้มเช่นเดียวกัน จึงสรุปได้ว่าโปรแกรมที่
ค านวณ  cK  ซึ่งประดิษฐ์โดยวิธีรูปแบบปิดมีความถูกต้อง  

นอกจากนี้กราฟยังแสดงให้เห็นว่าผลลัพธ์จากวิธีดั้งเดิมส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมประเภท 3 
ซึ่งบิดเบี้ยวมากจะมีความคลาดเคลื่อนมากที่สุดส่วนเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมประเภท 1 ซึ่งบิดเบี้ยวน้อยจะมี
ความคลาดเคลื่อนน้อยที่สุด 

เปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณโดยการรันโปรแกรมแมทแลบซึ่งประดิษฐ์ขึ้นจากวิธี
รูปแบบปิดและที่ประดิษฐ์จากวิธีดั้งเดิมในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อนส าหรับเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าโดยท าการรัน 1000 รอบ ซึ่งการค านวณวิธีเดียวกันส าหรับเอลิเมนต์ที่มีรูปร่าง
ต่างกันจะใช้เวลาเท่ากันเนื่องจากมีจ านวนและล าดับในการด าเนินการทางคณิตศาสตร์ที่เหมือนกัน 
ดังนั้นจึงได้น าเสนอเวลาที่ใช้ในการค านวณเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าในรูปที่ 3.14(ค) เพียงกรณี
เดียวซึ่งส าหรับเอลิเมนต์รูปแบบอ่ืนก็ให้แนวโน้มเดียวกัน โดยพล็อตกราฟเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการ
ค านวณกับเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนที่จุดเกาส์ต่างกันดังแสดงในรูปที่ 3.16 
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รูปที่ 3.16 เวลาที่ใช้ในการค านวณเอลิเมนต์เมทริกซ์และเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนในแต่ละวิธี 

 ผลการเปรียบเทียบเวลาของแต่ละวิธีที่ใช้ในการรัน 1000 รอบแสดงให้เห็นว่าวิธีรูปแบบปิด
ใช้เวลาใกล้เคียงกับวิธีดั้งเดิมที่ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 1x1 จุดเกาส์ และใช้เวลา
เพ่ิมข้ึนเมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ในการค านวณ 
 ผลการเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณกับเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนที่จุดเกาส์ต่างกัน
จะเห็นได้ว่าเมื่อเพ่ิมจุดเกาส์ค่าที่ได้จะแม่นย ามากขึ้นแต่จะส่งผลให้ใช้เวลาเพ่ิมขึ้นตามไปด้วย ส าหรับ
การวิเคราะห์ปัญหาที่มีขนาดใหญ่ซึ่งมีเอลิเมนต์จ านวนมาก ความแม่นย าและเวลาที่ใช้ในการค านวณ
จึงเป็นเรื่องที่ส าคัญ ดังนั้นผู้เขียนวิทยานิพนธ์จึงเลือกใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 2x2 
จุดเกาส์ในการวิเคราะห์วิธีดั้งเดิมเพ่ือเปรียบเทียบกับวิธีรูปแบบปิดส าหรับปัญหาต่อไปเนื่องจากที่
ระดับความแม่นย าที่ 2x2 จุดเกาส์ ใช้เวลาในการค านวณไม่มากและเป็นระดับความแม่นย าเดียวกัน
กับท่ีใช้ในโปรแกรมวิเคราะห์ทั่วไป 
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3.5 บทสรปุ 

ในบทนี้ได้น าเสนอเกี่ยวกับวิธีการหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมโดย
น าเสนอวิธีการอินทิเกรตทั้งวิธีดั้งเดิมซึ่งประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์ และวิธี
รูปแบบปิดซึ่งได้น าเสนอวิธีการประดิษฐ์สมการรูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อนและ
รูปแบบปิดของโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ 
ที่จะน าไปใช้ได้โดยง่าย ตลอดจนแสดงการตรวจสอบประสิทธิภาพของการใช้วิธีรูปแบบปิดในการหา
ไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนซึ่งตรวจสอบความถูกต้องและเวลาที่ใช้ค านวณกับวิธี
ดั้งเดิมซึ่งประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์ตั้งแต่ 2x2 จุดเกาส์ถึง 
6x6 จุดเกาส์ โดยสมการต่าง ๆ ที่ได้น าเสนอนี้จะน าไปประดิษฐ์เป็นไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรม
คอมพิวเตอร์ต่อไปเพ่ือใช้หาค่าอุณหภูมิของปัญหาการน าความร้อน ซึ่งรายละเอียดของโปรแกรมนั้น
น าเสนอไว้ในบทต่อไป 

 

 

  



 

 

39 

บทที ่4 
ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ส าหรับปัญหาการน าความร้อนในสองมิต ิ

 
ปัญหาการถ่ายเทความร้อนในสองมิติโดยทั่วไปในทางปฏิบัติล้วนมีลักษณะรูปร่างที่ซับซ้อน 

เพ่ือความแม่นย าของผลลัพธ์จึงจ าเป็นต้องใช้เอลิเมนต์เป็นจ านวนมากในการวิเคราะห์  ท าให้ต้อง
อาศัยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ช่วยในการค านวณ ในบทนี้จะได้น าเอาสมการไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์
เอลิเมนต์เมทริกซ์ที่ ได้ประดิษฐ์ขึ้นในบทที่  3 มาท าการประดิษฐ์ ไฟไนต์เอลิเมนต์ โปรแกรม
คอมพิวเตอร์ที่สอดคล้องกันด้วยแมทแลบเพ่ือใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติ 
โดยเป็นโปรแกรมเพ่ือค านวณหาอุณหภูมิที่ต าแหน่งจุดต่อต่าง ๆ บนแผ่นระนาบโดยใช้เอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า โดยท าการวิเคราะห์ปัญหาโดยใช้โปรแกรม 2 โปรแกรม ได้แก่ โปรแกรม HeatCF 
ที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีรูปแบบปิดซึ่งใช้สมการรูปแบบปิดในส่วนของการค านวณเมทริกซ์ของการน า
ความร้อน และโปรแกรม HeatG ที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีดั้ ง เดิมซึ่ งใช้สูตรการอินทิเกรตของ 
เกาส์-เลอจองด์ในส่วนของการค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อนดังที่ได้อธิบายไว้ในบทที่ 3 โดย
การแก้ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติโดยไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ดังกล่าวสามารถ
ท างานบนเครื่องคอมพิวเตอร์ส่วนบุคคลได้ และยังสามารถท าความเข้าใจได้โดยง่าย ซึ่งมีรายละเอียด
ดังต่อไปนี้ 

 
4.1 ลักษณะของโปรแกรม  

4.1.2 ลักษณะของโปรแกรม HeatCF 

โปรแกรม HeatCF ประกอบด้วยโปรแกรมหลัก (main program) และ 4 โปรแกรมย่อย 
(subroutines) โดยมีขั้นตอนส าคัญในการท างานของโปรแกรมเป็นดังนี้ 
 (ก) โปรแกรมเริ่มต้นการท างานโดยให้ผู้ใช้พิมพ์ชื่อไฟล์ข้อมูลน าเข้าของปัญหาทางด้านการน า
ความร้อน (input file) เช่น จ านวนจุดต่อ จ านวนเอลิเมนต์ทั้งหมดของปัญหา คุณสมบัติต่าง ๆ ของ
วัสดุ ต าแหน่งพิกัดของทุกจุดต่อ เงื่อนไขขอบเขต หมายเลขของจุดต่อที่ประกอบขึ้นเป็นเอลิเมนต์ต่าง 
ๆ และค่าความร้อนที่ผลิตได้เอง ซึ่งได้อธิบายไฟล์ข้อมูลน าเข้าโดยละเอียดในหัวข้อ 4.3 ซึ่งจะท าการ
อ่านไฟล์ข้อมูลน าเข้าในช่วงแรกของโปรแกรมหลัก [Main Program] 
 (ข) เรียกโปรแกรมย่อย KCFT [Subroutine KCFT] เพ่ือค านวณหาไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์
ของการน าความร้อนของทุกเอลิเมนต์ โดยภายในโปรแกรมย่อย KCFT ประกอบไปด้วยสมการ
รูปแบบปิดที่ ใช้หาตัวแปรย่อย , , , , , , ,ij ij ij ij ij ij ij ijh f g l m n p q  และ ijr  ดังในสมการ (3.29) 
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ภายหลังจึงเรียกโปรแกรมย่อย calK [Subroutine calK] เพ่ือแทนค่าตัวแปรย่อยลงในสมการหลัก 
ค านวณหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนของทุกเอลิเมนต์แล้วสร้างเป็นเมทริกซ์ของการน าความร้อน
ของระบบสมการรวม  

(ค) เรียกโปรแกรมย่อย QCFT [Subroutine QCFT] เพ่ือค านวณหาโหลดเวกเตอร์ อัน
เนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองของทุกเอลิเมนต์ โดยภายในโปรแกรมย่อย QCFT ประกอบไป
ด้วยสมการรูปแบบปิดที่ใช้หาตัวแปรย่อย ,ij ijp q  และ ijr  ดังในสมการ (3.29) และสมการรูปแบบ
ปิดของโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้ เอง แล้วจึงสร้างโหลดเวกเตอร์อัน
เนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองของระบบสมการรวม 

(ง) เรียกโปรแกรมย่อย SOLTEMP [Subroutine SOLTEMP] เพ่ือรวมเมทริกซ์ต่าง ๆ เป็น
ระบบสมการรวมส าหรับปัญหาการน าความร้อน แล้วจึงประยุกต์เงื่อนไขขอบเขตซึ่งประกอบด้วย
เงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิของจุดต่อก่อนท าการแก้ระบบสมการรวมเพ่ือหาผลลัพธ์ของอุณหภูมิที่
ทุกจุดต่อ 

(จ) พิมพ์ผลลัพธ์ของอุณหภูมิที่จุดต่อที่ค านวณได้ทางหน้าจอแสดงผลและบันทึกลงในไฟล์
ผลลัพธ์ที่ต้องการ  

ล าดับขั้นตอนต่าง ๆ นี้ สามารถสรุปดังแสดงในรูปที่ 4.1 

4.1.2 ลักษณะของโปรแกรม HeatG 

โปรแกรม HeatG ประกอบด้วยโปรแกรมหลักและ 3 โปรแกรมย่อย โดยมีขั้นตอนส าคัญใน
การท างานของโปรแกรมเป็นดังนี้ 
 (ก) โปรแกรมเริ่มต้นการท างานโดยให้ผู้ใช้พิมพ์ชื่อไฟล์ข้อมูลน าเข้าของปัญหาทางด้านการน า
ความร้อน เช่น จ านวนจุดต่อ จ านวนเอลิเมนต์ทั้งหมดของปัญหา คุณสมบัติต่าง ๆ ของวัสดุ ต าแหน่ง
พิกัดของทุกจุดต่อ เงื่อนไขขอบเขต หมายเลขของจุดต่อที่ประกอบขึ้นเป็นเอลิเมนต์ต่าง ๆ และค่า
ความร้อนที่ผลิตได้เอง ซึ่งได้อธิบายไฟล์ข้อมูลน าเข้าโดยละเอียดในหัวข้อ 4.3 ซึ่งจะท าการอ่าน
ไฟล์ข้อมูลน าเข้าในช่วงแรกของโปรแกรมหลัก [Main Program] 
 (ข) เรียกโปรแกรมย่อย KGT [Subroutine KGT] เพ่ือค านวณหาไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์
ของการน าความร้อนของทุกเอลิเมนต์ ภายในโปรแกรมย่อย KGT ประกอบไปด้วยขั้นตอนการค านวณ
ตามวิธีดั้งเดิมซึ่งใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์ 2x2 จุดเกาส์ ค านวณหา
เมทริกซ์ของการน าความร้อนของทุกเอลิเมนต์แล้วสร้างเป็นเมทริกซ์ของการน าความร้อนของระบบ
สมการรวม 

(ค) เรียกโปรแกรมย่อย  QGT [Subroutine QGT] เ พ่ือค านวณหาโหลดเวกเตอร์ อัน
เนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองของทุกเอลิเมนต์ โดยภายในโปรแกรมย่อย QGT ประกอบไป
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ด้วยขั้นตอนการค านวณตามวิธีดั้งเดิมซึ่งใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์ 
2x2 จุดเกาส์ แล้วจึงสร้างโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองของระบบสมการรวม 

(ง) เรียกโปรแกรมย่อย SOLTEMP [Subroutine SOLTEMP] เพ่ือรวมเมทริกซ์ต่าง ๆ เป็น
ระบบสมการรวมส าหรับปัญหาการน าความร้อน แล้วจึงประยุกต์เงื่อนไขขอบเขตซึ่งประกอบด้วย
เงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิของจุดต่อก่อนท าการแก้ระบบสมการรวมเพ่ือหาผลลัพธ์ของอุณหภูมิที่
ทุกจุดต่อ 

(จ) พิมพ์ผลลัพธ์ของอุณหภูมิที่จุดต่อที่ค านวณได้ทางหน้าจอแสดงผลและบันทึกลงในไฟล์
ผลลัพธ์ที่ต้องการ  

ล าดับขั้นตอนต่าง ๆ นี้ สามารถสรุปดังแสดงในรูปที่ 4.2 
 

เริ่มการท างาน

อ่านข้อมูลของปัญหาจาก
ไฟล์ข้อมูลน าเข้า [Main]

สร้างไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนของทุกเอลิเมนต์ด้วยวิธีรูปแบบปิด
โดยเริ่มจากค านวณตัวแปรย่อยแล้วจึงส่งค่าไปค านวณตามสมการหลัก [calK] จากนั้น

จึงส่งค่ากลับเพื่อรวมเป็นเมทริกซ์ใหญ่ของระบบสมการรวม [KCFT]

สร้างโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองของทุกเอลิเมนต์ด้วยวิธี
รูปแบบปิดและท าการรวมเป็นโหลดเวกเตอร์ใหญ่ของระบบสมการรวม [QCFT]

รวมเมทริกซ์ต่าง ๆ เป็นระบบสมการรวม ประยุกต์เงื่อนไขขอบเขต  
และแก้ระบบสมการรวมเพื่อหาค่าอุณหภูมิที่จุดต่อ [SOLTEMP]

บันทึกข ้อมูลผลลัพธ์ที่ได้ลงในไฟล์ผลลัพธ์ [Main]

สิ้นสุดการค านวณ  

รูปที่ 4.1 ขั้นตอนการท างานของโปรแกรม HeatCF 



 

 

42 

เริ่มการท างาน

อ่านข้อมูลของปัญหาจาก
ไฟล์ข้อมูลน าเข้า [Main]

สร้างไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนของทุกเอลิเมนต์ด้วยวิธี
ด้ังเดิมและท าการรวมเป็นเมทริกซ์ใหญ่ของระบบสมการรวม [KGT]

สร้างโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองของทุกเอลิเมนต์ด้วยวิธี
ด้ังเดิมและท าการรวมเป็นโหลดเวกเตอร์ใหญ่ของระบบสมการรวม [QGT]

รวมเมทริกซ์ต่าง ๆ เป็นระบบสมการรวม ประยุกต์เง ื่อนไขขอบเขต  
และแก้ระบบสมการรวมเพื่อหาค่าอุณหภูมิที่จุดต่อ [SOLTEMP]

บันทึกข้อมูลผลลัพธ์ที่ได้ลงในไฟล์ผลลัพธ์ [Main]

สิ้นสุดการค านวณ
 

รูปที่ 4.2 ขั้นตอนการท างานของโปรแกรม HeatG 

4.2 รายละเอียดของโปรแกรม 

รายละเอียดของโปรแกรม HeatCF และโปรแกรม HeatG แสดงไว้ในภาคผนวก ข 
 

4.3 ลักษณะไฟลข์้อมูลน าเข้า  

ไฟล์ข้อมูลน าเข้าที่โปรแกรม HeatCF และโปรแกรม HeatG ต้องการมีลักษณะเหมือนกันซึ่ง
จ าแนกออกเป็น 5 ส่วนย่อยได้แก่ 

ส่วนที่1 ประโยคอธิบายก ากับลักษณะของไฟล์ : 
บรรทัดแรก  ตัวเลขระบุจ านวนบรรทัดที่เป็นตัวอักษร 
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บรรทัดต่อ ๆ ไป  ประโยคต่าง ๆ เพื่อใช้อธิบายที่มีจ านวนบรรทัดเท่าที่ระบุไว้ 
ตัวอย่างเช่น :   

2 

PLATE WITH INTERNAL HEAT GENERATION. 

CRUDE MESH WITH 15 NODES AND 8 ELEMENTS. 

 
ส่วนที่ 2 ขนาดของปัญหา :  

บรรทัดแรก  ค าระบุจ านวนจุดต่อและจ านวนเอลิเมนต์ 
บรรทัดที่สอง ตัวเลขแสดงจ านวนจุดต่อและจ านวนเอลิเมนต์ 

ตัวอย่างเช่น : 
NPOIN   NELEM  

15       8 

 
ส่วนที่ 3 คุณสมบัติต่าง ๆ ของปัญหา : 
 บรรทัดแรก ค าระบุคุณสมบัติต่าง ๆ ของวัสดุ 
 บรรทัดที่สอง  ตัวเลขแสดงค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อนและความหนาของแผ่น 
ตัวอย่างเช่น :  

TK       THICK 

1.      .1 

 
ส่วนที่ 4 ลักษณะของจุดต่อ :   

บรรทัดแรก  ค าระบุลักษณะของจุดต่อ 
บรรทัดต่อ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขของจุดต่อ เงื่อนไขขอบเขต ต าแหน่งในแนวแกน x

และ y  และอุณหภูมิของจุดต่อนั้น ๆ 
ตัวอย่างเช่น :  

NODAL BOUNDARY CONDITIONS AND COORDINATES: 

1 0 0 0 0 

2 0 0.12 0 0 

3 0 0.8 0 0 

4 0 0.9 0 0 

5 1 1 0 0 

      

15 0 0.5 0.5 0 

 

หมายเหตุ :  เงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ในคอลัมน์ที่สองมีค่าเท่ากับ 1 หรือ 0 
โดยมีความหมายดังนี้ 
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 ค่าเป็น 1 หมายถึง จุดต่อนั้นถูกก าหนดให้มีอุณหภูมิตามค่าที่ให้ไว้ และไม่ต้องท า
การค านวณหาค่าท่ีจุดต่อดังกล่าว  

 ค่าเป็น 0 หมายถึง ให้ท าการค านวณหาอุณหภูมิที่จุดต่อนั้น 
 
ส่วนที่ 5 ลักษณะของเอลิเมนต์ : 
 บรรทัดแรก  ค าระบุลักษณะของเอลิเมนต์ 
  บรรทัดต่อ ๆ ไป  ตัวเลขแสดงหมายเลขของเอลิเมนต์ หมายเลขจุดต่อทั้งสี่ที่ประกอบเป็น 
เอลิเมนต์นั้น และปริมาณความร้อนท่ีผลิตได้เองของเอลิเมนต์นั้น 
 ตัวอย่างเช่น :  

ELEMENT NODAL CONNECTIONS AND HEAT LOADS: 

1 1 2 13 12 1 

2 2 3 14 13 1 

3 3 4 15 14 1 

      

8 11 12 13 14 1 

 

หมายเหตุ : หมายเลขจุดต่อทั้งสี่ของทุกเอลิเมนต์ ให้ใส่ตัวเลขในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

4.4 ตัวอย่างการใช้โปรแกรม  

ลักษณะการใช้โปรแกรม HeatCF และ HeatG มีลักษณะเหมือนกันโดยจะแตกต่างกันที่
กระบวนการค านวณและข้อมูลการแสดงผล ในหัวข้อนี้จะแสดงตัวอย่างข้อมูลน าเข้าที่โปรแกรม
ต้องการและข้อมูลที่โปรแกรมจะแสดงผลโดยยกตัวอย่างการใช้โปรแกรมกับปัญหาในหัวข้อ 5.4 ซึ่ง
เป็นปัญหาที่ง่ายต่อการท าความเข้าใจ ส าหรับปัญหานี้เป็นปัญหาการน าความร้อนในแผ่นโลหะ
สี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 2x2 หน่วย ดังแสดงในรูปที่ 4.3 โดยสามารถผลิตความร้อนได้เองเท่ากับ 1 
ภายในสถานะคงตัว และมีค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อนเท่ากับ 1 อุณหภูมิรอบขอบนอกมีค่าเท่ากับ
ศูนย ์

k

2

2

y

x

Q

 
รูปที่ 4.3 ปัญหาตัวอย่างลักษณะข้อมูลน าเข้า 
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เนื่องจากปัญหามีความสมมาตรจึงวิเคราะห์โดยใช้ขอบเขตเพียง 1

4
 ของขอบเขตทั้งหมดซึ่ง

วางตัวทางด้านขวาบนของแผ่นสี่เหลี่ยมโดยแบ่งเป็น 8 เอลิเมนต์ 15 จุดต่อ โดยหมายเลขจุดต่อเป็น
ดังแสดงในรูปที่ 4.4(ก) และหมายเลขเอลิเมนต์เป็นดังแสดงในรูปที่ 4.4(ข) 

6

12

10

1

11

8 79

13

14

x

y

3 4 52

15

  
x

y

1 2

3

7
4

56

8

 
(ก) หมายเลขจุดต่อ        (ข) หมายเลขเอลิเมนต์ 

รูปที่ 4.4 การแบ่งเอลิเมนต์ส าหรับปัญหาตัวอย่างลักษณะข้อมูลน าเข้า 

 เริ่มต้นโดยสร้างไฟล์ข้อมูลน าเข้าส าหรับปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์ ส าหรับปัญหาตัวอย่างนี้
ไฟล์ข้อมูลน าเข้ามีชื่อว่า ‘Exam_CH4.txt’ ดังที่จะแสดงในหัวข้อ 4.4.1 จากนั้นเมื่อผู้ใช้เริ่มท าการรัน
โปรแกรมหน้าจอแสดงผลจะถามถึงไฟล์ข้อมูลน าเข้า หลังจากใส่ไฟล์ข้อมูลน าเข้าของปัญหาโปรแกรม
จะท าการค านวณไปตามขั้นตอนดังที่ได้อธิบายในหัวข้อ 4.1 เมื่อค านวณเสร็จสิ้นโปรแกรมจะแสดง
ผลลัพธ์อุณหภูมิที่จุดต่อทุกจุดต่อของปัญหาซึ่งลักษณะการแสดงผลส าหรับโปรแกรม HeatCF และ 
HeatG จะแสดงไว้ที่หัวข้อ 4.4.2 และ 4.4.3 ตามล าดับ 

4.4.1 ไฟล์ข้อมูลน าเข้าที่โปรแกรมต้องการ 

2 

PLATE WITH INTERNAL HEAT GENERATION. 

CRUDE MESH WITH 15 NODES AND 8 ELEMENTS. 

   NPOIN   NELEM  

    15       8 

   TK       THICK 

    1.      .1 

NODAL BOUNDARY CONDITIONS AND COORDINATES: 

1 0 0 0 0 

2 0 0.12 0 0 

3 0 0.8 0 0 

4 0 0.9 0 0 
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5 1 1 0 0 

6 1 1 0.85 0 

7 1 1 1 0 

8 1 0.85 1 0 

9 1 0 1 0 

10 0 0 0.9 0 

11 0 0 0.8 0 

12 0 0 0.12 0 

13 0 0.08 0.08 0 

14 0 0.2 0.2 0 

15 0 0.5 0.5 0 

ELEMENT NODAL CONNECTIONS AND HEAT LOADS: 

1 1 2 13 12 1 

2 2 3 14 13 1 

3 3 4 15 14 1 

4 15 4 5 6 1 

5 15 6 7 8 1 

6 15 8 9 10 1 

7 10 11 14 15 1 

8 11 12 13 14 1 

 

4.4.2 ข้อมูลที่โปรแกรม HeatCF แสดงผลทางหน้าจอ 

>> HeatCF 

Enter the input file name: Exam_CH4.txt 

The FE model includes the following heat transfer mode(s): 

    >>  Heat conduction 

    >>  Internal heat generation 

--- The FE model consists of 15 nodes and 8 elements --- 

Nodal temperature solutions [   15]: 

   Node     Temperature 

      1     3.000421e-001 

      2     2.949540e-001 

      3     1.310358e-001 

      4     8.908350e-002 

      5     0.000000e+000 

      6     0.000000e+000 

      7     0.000000e+000 

      8     0.000000e+000 

      9     0.000000e+000 

     10     8.908350e-002 

     11     1.310358e-001 

     12     2.949540e-001 

     13     2.970526e-001 

     14     2.730569e-001 

     15     1.816305e-001 
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4.4.3 ข้อมูลที่โปรแกรม HeatG แสดงผลทางหน้าจอ 

>> HeatG 

Enter the input file name: Exam_ch4.txt 

The FE model includes the following heat transfer mode(s): 

    >>  Heat conduction 

    >>  Internal heat generation 

--- The FE model consists of 15 nodes and 8 elements ---   

Nodal temperature solutions [   15]: 

   Node     Temperature 

      1   3.000383e-001 

      2   2.950585e-001 

      3   1.364186e-001 

      4   9.370927e-002 

      5   0.000000e+000 

      6   0.000000e+000 

      7   0.000000e+000 

      8   0.000000e+000 

      9   0.000000e+000 

     10   9.370927e-002 

     11   1.364186e-001 

     12   2.950585e-001 

     13   2.969953e-001 

     14   2.732728e-001 

     15   1.816548e-001 

 
4.5 บทสรุป 

ในบทนี้ได้น าสมการไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ที่ได้ประดิษฐ์ขึ้นในบทที่ 3 
ประกอบกับการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ซึ่งได้อธิบายไว้ในบทที่ 2 มาท าการประดิษฐ์เป็นไฟไนต์
เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ส าหรับการค านวณหาอุณหภูมิเพ่ือความสะดวกและความถูกต้องของ
ผลลัพธ์ โดยน าเสนอโปรแกรมสองโปรแกรมได้แก่ โปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีรูปแบบปิด 
[HeatCF] และโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีดั้งเดิม [HeatG] โดยได้อธิบายถึงลักษณะการท างาน
ของโปรแกรม ลักษณะไฟล์ข้อมูลน าเข้าที่โปรแกรมต้องการ และแสดงตัวอย่างการใช้โปรแกรม
ตลอดจนลักษณะข้อมูลที่โปรแกรมแสดงผลทางหน้าจอ โดยรายละเอียดของโปรแกรมนั้นแสดงไว้ใน
ภาคผนวก ข จากตัวอย่างของลักษณะข้อมูลที่โปรแกรมแสดงผลจะเห็นได้ว่าทั้งสองโปรแกรมมี
ลักษณะคล้ายกันและให้ค่าใกล้เคียงกัน ซึ่งความแม่นย าของผลลัพธ์ที่ได้จากทั้งสองโปรแกรมจะได้ท า
การวิเคราะหใ์นบทต่อไป  
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บทที ่5 
การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรม 

 
ในบทนี้จะแสดงการตรวจสอบความถูกต้องของไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่

ประดิษฐ์ขึ้นเพ่ือใช้วิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในของแข็งซึ่งวิเคราะห์ด้วยเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม 
จากนั้นท าการเปรียบเทียบการวิเคราะห์ระหว่างวิธีรูปแบบปิด (Closed-form) ซึ่งประดิษฐ์จาก
สมการเมทริกซ์ของการน าความร้อนในรูปแบบปิด โดยใช้โปรแกรม [HeatCF] กับวิธีดั้งเดิม 
(Conventional) ซึ่งประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์โดยใช้โปรแกรม [HeatG] 
ตลอดจนแสดงการเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณระหว่างสองวิธีด้วย 

ส าหรับ 2 ปัญหาแรกจะแสดงการตรวจสอบความถูกต้องโดยวิธีแพทช์เทสต์ (Patch Test) 
หลังจากนั้นจะน าโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นไปทดสอบกับปัญหาพ้ืนฐานที่มีผลเฉลยแม่นตรง 4 ปัญหา 
เพ่ือตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมและเปรียบเทียบกับวิธีดั้งเดิม ปัญหาสุดท้ายจะน าโปรแกรม
ดังกล่าวไปวิเคราะห์ปัญหาที่มีความซับซ้อนดังได้แสดงในบทนี้  
 
5.1 ปัญหาแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่การกระจายของอุณหภูมิเป็นแบบเชิงเส้น 

แผ่นโลหะรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้ากว้าง 10 หน่วย ยาว 20 หน่วย และหนา 0.1 หน่วย ถูกก าหนด
อุณหภูมิให้มีค่าเท่ากับศูนย์ตลอดขอบด้านซ้าย อุณหภูมิตลอดขอบด้านขวาเท่ากับ 100  หน่วย  
ในขณะที่ตลอดขอบด้านบนและด้านล่างหุ้มฉนวน มีค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อนเท่ากับ 1 หน่วย 
และไม่มีการผลิตความร้อนภายในแผ่นโลหะดังรูปที่ 5.1 

x

y

ฉนวน

ฉนวน

T=0 T=10010

20  

รูปที่ 5.1 แผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่การกระจายของอุณหภูมิเป็นแบบเชิงเส้น 
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ผลเฉลยแม่นตรงของปัญหานี้คือ  
 ( , ) 5T x y x  (5.1) 

ในปัญหานี้จะวิเคราะห์เ พ่ือดูการกระจายของอุณหภูมิโดยการแบ่งปัญหาออกเป็น 
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า 4 เอลิเมนต์ 9 จุดต่อ แล้วหาอุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่ทราบค่านั่นคือจุดต่อที่
พิกัด (10,10) , (8,6)  และ (17,0)  เพ่ือดูความแม่นย าของผลลัพธ์ ส าหรับรูปแบบจ าลองไฟไนต์ 
เอลิเมนต์และค่าพิกัดท่ีจุดต่อต่าง ๆ แสดงไว้ดังรูปที่ 5.2 

x

y

(0,0) (17,0) (20,0)

(20,10)(10,10)

(20,4)

(0,10)

(0,5) (8,6)

 
รูปที่ 5.2 จุดต่อบนแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

ภายหลังการวิเคราะห์การกระจายของอุณหภูมิบนแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้าโดยใช้ไฟไนต์ 
เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่ได้ประดิษฐ์ขึ้นด้วยวิธีรูปแบบปิดท าให้ได้ผลลัพธ์การกระจายของ
อุณหภูมิในรูปแบบสองมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.3(ก) และรูปแบบสามมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.3(ข) โดยค่า
อุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่ทราบค่าแสดงไว้ดังตารางที่ 5.1 ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้มีค่าเท่ากับผลเฉลยแม่นตรง   

 

 (ก) รูปแบบสองมิติ (ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.3 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 

x 

y 

x 
y 

อุณหภูมิ 
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ตารางที่ 5.1 ค่าอุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่ทราบค่าของปัญหาแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่การกระจายของ
อุณหภูมิเป็นแบบเชิงเส้น 

ต าแหน่งจุดต่อ  

( , )x y  

อุณหภูมิ 

ผลเฉลยแม่นตรง วิธีรูปแบบปิด 

(17,0)  85 85 

(8,6)  40 40 

(10,10)  50 50 

 
ซึ่งส าหรับปัญหาที่มีลักษณะการกระจายของอุณหภูมิเป็นแบบเชิงเส้นในแนวแกน x  นี้ ไม่

จ าเป็นต้องใช้เอลิเมนต์จ านวนมากในการวิเคราะห์ เนื่องจากสมการรูปแบบปิดถูกประดิษฐ์ขึ้นจากการ
สมมุติฟังก์ชันการประมาณภายในของเอลิเมนต์ที่มีลักษณะการกระจายแบบเชิงเส้นคู่นั่นคือแปรผัน
เชิงเส้นตรงทั้งในแนวแกน x  และ y  ดังนั้นเมื่อวิเคราะห์ปัญหาที่มีลักษณะของผลเฉลยเป็นแบบเชิง
เส้นด้วยวิธีรูปแบบปิดจึงท าให้ผลลัพธ์ที่ได้มีความแม่นย าแม้จะวิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์จ านวนน้อย 
 
5.2 ปัญหาแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่การกระจายของอุณหภูมิเป็นแบบเชิงเส้นคู่ 

แผ่นโลหะรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสมีความยาวด้านเท่ากับ 2 หน่วย หนา 0.1 หน่วย มีค่าสัมประสิทธิ์
การน าความร้อนเท่ากับ 1 หน่วย ไม่มีการผลิตความร้อนภายในเอลิเมนต์และมีการกระจายของ
อุณหภูมิเป็นดังรูปที่ 5.4 

x

y

2

2

T(x,y) = 1+2x+3y

 
รูปที่ 5.4 แผ่นโลหะสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่การกระจายของอุณหภูมิเป็นแบบเชิงเส้นคู่ 

ผลเฉลยแม่นตรงของปัญหานี้คือ [25] 
 ( , ) 1 2 3T x y x y    (5.2) 
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ท าการแบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่ เท่า 4 เอลิเมนต์ 9 จุดต่อ แล้วจึง
วิเคราะห์เพ่ือหาค่าของอุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่ทราบค่า กล่าวคือจุด (1,1)  ในรูปที่ 5.5 โดยก าหนดให้
ขอบเขตทั้งสี่ด้านเป็นไปตามสมการ (5.2) จากนั้นจึงเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ได้กับผลเฉลยแม่นตรงเพ่ือ
ดูความแม่นย าของผลลัพธ์ ส าหรับรูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์และค่าพิกัดที่จุดต่อต่าง ๆ แสดงไว้
ดังรูปที่ 5.5 

T(x,y) = 1+2x+3y

x

y

2

2     (1.5,0)(0,0) (2,0)

(2,0.5)

(2,2)(0.8,2)(0,2)

(0,0.4)

(1,1)

x

y

 
รูปที่ 5.5 จุดต่อบนแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

หลังจากวิเคราะห์ด้วยวิธีรูปแบบปิดท าให้ได้ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิในรูปแบบสอง
มิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.6(ก) และรูปแบบสามมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.6(ข) โดยค่าอุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่
ทราบค่าคือที่พิกัด (1,1)  ค านวณอุณหภูมิได้เท่ากับ 6 ซึ่งมีค่าเท่ากับผลเฉลยแม่นตรง   

 
       (ก) รูปแบบสองมิติ        (ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.6 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 

ส าหรับปัญหานี้มีลักษณะการกระจายของอุณหภูมิเป็นเชิงเส้นคู่นั่นคือแปรผันเชิงเส้นตรงทั้ง
ในแนวแกน x  และ y  ดังนั้นจึงวิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์จ านวนน้อยด้วยเหตุผลเช่นเดียวกับท่ีอธิบาย
ในหัวข้อ 5.1 กล่าวคือ สมการรูปแบบปิดถูกประดิษฐ์ขึ้นจากการสมมุติฟังก์ชันการประมาณภายใน

อุณหภูมิ 

x y x 

y 
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ของเอลิเมนต์ที่มีลักษณะการกระจายแบบเชิงเส้นคู่ ดังนั้นเมื่อน ามาใช้วิเคราะห์ปัญหานี้จะท าให้ได้ผล
ลัพธ์ที่มีความแม่นย าแม้จะวิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์จ านวนน้อย 

 
5.3 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ขอบมีการก าหนดอุณหภูมิและถูกหุ้มฉนวน 

ปัญหาการน าความร้อนในแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าภายในสถานะคงตัวโดยมีขนาดกว้าง 2 หน่วย 
ยาว 4 หน่วย และหนา 0.1 หน่วย ซึ่งถูกหุ้มฉนวนสองด้านและก าหนดอุณหภูมิสองด้าน โดยมีเงื่อนไข
ขอบเขตดังแสดงในรูปที่ 5.7 ผลเฉลยแม่นตรงส าหรับการกระจายของอุณหภูมิในแผ่นคือ [26] 

 
 

cosh cos
8 8( , )

cosh
4

y x

T x y

 



   
   
   

   (5.3) 

 

x

y

ฉนวน

T = cos(πx/8)  

T = 0
2

ฉนวน

4  

รูปที่ 5.7 แผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ก าหนดอุณหภูมิที่ขอบและถูกหุ้มฉนวน 

แบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ด้วยโปรแกรม AUTOMESH-2D [27, 28] โดยแบ่ง
ขอบเขตเป็น 50 เอลิเมนต์ 66 จุดต่อ ซึ่งจะได้เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมมุมฉากโดยรูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิ
เมนต์แสดงได้ดังรูปที่ 5.8 
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รูปที่ 5.8 รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

จากนั้นท าการสร้างไฟล์ข้อมูลน าเข้าและท าการวิเคราะห์ ผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีรูปแบบปิดแสดง
ให้เห็นว่าการกระจายของอุณหภูมิไม่สมมาตรโดยผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติ
แสดงได้ดังรูปที่ 5.9(ก) รูปแบบสามมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.9(ข) 

 

(ก) รูปแบบสองมิติ 

 

(ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.9 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 

x 

y 

x 

y 

อุณหภูมิ 

x 
y 
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จากนั้นเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีดั้งเดิมและวิธีรูปแบบปิด โดยพล็อตกราฟการกระจาย

ของอุณหภูมิในแนวแกน x  ที่ 0y   ดังรูปที่ 5.10 แล้วเลือกจุดต่อที่มุมล่างซ้ายหรือต าแหน่ง (0,0)  

ซึ่งถูกหุ้มฉนวนมาพิจารณาเปรียบเทียบอุณหภูมิเพ่ือตรวจสอบความแม่นย าของโปรแกรม โดยค านวณ

เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงจากสมการ (5.4) 

 % ความคลาดเคลื่อน  ( , )
100

x y exact

exact

T T

T


   (5.4) 

ค่าอุณหภูมิที่ต าแหน่ง (0,0)  มีเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงและ
เวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์ของการน าความร้อนแสดงไว้ดังตารางที่ 5.2  

 
รูปที่ 5.10 การกระจายของอุณหภูมิในแนวแกน x  ที่ 0y   

ตารางที่ 5.2 การเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนและเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความ
ร้อนของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ขอบมีการก าหนดอุณหภูมิและถูกหุ้มฉนวน 

 อุณหภูมิที่ต าแหน่ง   

(0,0)  

% ความคลาดเคลื่อน เวลาที่ใช้ค านวณ  cK  

(วินาที) 

ผลเฉลยแม่นตรง 0.75494   
วิธีดั้งเดิม 0.75414 0.10625 0.00390 

วิธีรูปแบบปิด 0.75414 0.10625 0.00090 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 1 2 3 4

อุณ
หภ

ูมิ

x

Exact

Conventional

Closed-form
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ผลลัพธ์ที่ได้แสดงให้เห็นว่าปัญหาที่มีรูปร่างและลักษณะกระจายของอุณหภูมิที่ไม่ซับซ้อนท า
ให้สามารถแบ่งเอลิเมนต์ได้อย่างเป็นระเบียบและการค านวณโดยใช้วิธีรูปแบบปิดและวิธีดั้งเดิมให้
ผลลัพธ์ที่แม่นย าโดยวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาค านวณน้อยกว่าซึ่งอธิบายได้ว่าส าหรับเอลิเมนต์ ที่มีด้าน
ขนานกันจะใช้สมการในรูปแบบปิดที่อยู่ในรูปแบบสั้นและมีตัวแปรที่ต้องค านวณน้อยลงจากเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าที่บิดเบี้ยวมากในขณะที่วิธีดั้งเดิมจะใช้เวลาในการค านวณเท่ากันส าหรับเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมทุกกรณีเนื่องจากมีกระบวนการค านวณเท่ากันท่ีจ านวนจุดเกาส์เดียวกัน 

 
5.4 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ผลิตความร้อนได้เอง 

ปัญหาการน าความร้อนในแผ่นโลหะจัตุรัสขนาด 2x2 หน่วย ดังแสดงในรูปที่ 5.11 ซึ่งปัญหา
นี้เป็นปัญหาตัวอย่างของลักษณะข้อมูลน าเข้าและตัวอย่างการใช้ โปรแกรมตลอดจนตัวอย่างการ
แสดงผลทางหน้าจอที่เสนอในหัวข้อ 4.3 และ 4.4 ในบทที่ 4 โดยแผ่นโลหะสามารถผลิตความร้อนได้
เองเท่ากับ 1 ภายในสถานะคงตัว และมีค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อนเท่ากับ 1 อุณหภูมิรอบขอบ
นอกมีค่าเท่ากับศูนย์ มีผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาคือ [1] 
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รูปที่ 5.11 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ผลิตความร้อนได้เอง 

วิเคราะห์โดยใช้ขอบเขตเพียง 1

4
 ของขอบเขตทั้งหมดซึ่งวางตัวทางด้านขวาบนของแผ่น

สี่เหลี่ยมเนื่องจากปัญหามีความสมมาตร เริ่มต้นวิเคราะห์ความแม่นย าของผลลัพธ์โดยแบ่งปัญหาเป็น
เอลิเมนต์แบบหยาบด้วยเหตุผลที่ว่าการวิเคราะห์ด้วยเอลิเมนต์แบบหยาบจะท าให้การจ าลองผลลัพธ์
ไม่สมจริงส่งผลให้เกิดความคลาดเคลื่อนมากซึ่งในขั้นตอนนี้ต้องการให้เห็นความคลาดเคลื่อนของ
ผลลัพธ์ได้อย่างชัดเจนจึงท าการแบ่งเป็นเอลิเมนต์แบบหยาบโดยแบ่งเป็น 8 เอลิเมนต์ 15 จุดต่อ  
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นอกจากนี้ในการแบ่งเอลิเมนต์ในขั้นตอนนี้เลือกเอลิเมนต์ประเภท 2 และประเภท 3 ที่แสดง
ในหัวข้อ 3.4.1 ซึ่งเป็นเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าที่มีความบิดเบี้ยวมากด้วยเหตุผลที่ว่าผลลัพธ์ที่ได้
จากวิธีรูปแบบปิดและวิธีดั้งเดิมที่วิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์ประเภท 2 และประเภท 3 จะมีความ
แตกต่างของผลลัพธ์มากดังแสดงในรูปที่ 3.15 ดังนั้นเพ่ือให้เห็นการเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อน
ของผลลัพธ์ที่ได้จากทั้งสองวิธีได้อย่างชัดเจนจึงเลือกใช้เอลิเมนต์ประเภท 2 และประเภท 3 โดย
รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์แสดงดังรูปที่ 5.12(ก) และหมายเลขเอลิเมนต์แสดงโดยละเอียดไว้ใน
รูปที่ 4.4(ข) 

                      

 
  (ก) รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์     (ข) หมายเลขจุดต่อ 

รูปที่ 5.12 การแบ่งเอลิเมนต์แบบหยาบส าหรับปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ผลิตความร้อนได้เอง 

สร้างไฟล์ข้อมูลน าเข้าและท าการวิเคราะห์ ผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีรูปแบบปิดของการกระจาย
ของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิตแิสดงไดดั้งรูปที่ 5.13(ก) และรูปแบบสามมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.13(ข)  
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  (ก) รูปแบบสองมิติ          (ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.13 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 

จากนั้นพิจารณาความแม่นย าของผลลัพธ์โดยพล็อตกราฟการกระจายของอุณหภูมิใน

แนวแกน x  ที่ 0y   ดังแสดงในรูปที่ 5.14 และเพ่ือแสดงให้เห็นถึงความคลาดเคลื่อนของผลลัพธ์ที่

ได้จากทั้งสองวิธีอย่างชัดเจนจึงแสดงผลการค านวณอุณหภูมิที่จุดต่อในแนวแกน x  ที่ 0y   ด้วยวิธี

ต่าง ๆ และแสดงเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนซึ่งค านวณจากสมการ (5.4) ไว้ดังตารางที่ 5.3 โดย

ต าแหน่งจุดต่อเป็นดังรูปที่ 5.12(ข)  

 
รูปที่ 5.14 การกระจายของอุณหภูมิในแนวแกน x  ที่ 0y   

0.00

0.10

0.20

0.30

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

อุณ
หภ

ูมิ

x

Conventional

Closed-form

Exact



 

 

58 

ตารางที่ 5.3 ผลลัพธ์อุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่ทราบค่าและการเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนของผลลัพธ์
ของแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ผลิตความร้อนได้เอง 

จุดต่อ 
อุณหภูมิ % ความคลาดเคลื่อน 

ผลเฉลยแม่นตรง วิธีรูปแบบปิด วิธีดั้งเดิม วิธีรูปแบบปิด วิธีดั้งเดิม 

1 0.29469 0.30004 0.30004 1.82 1.82 

2 0.29108 0.29495 0.29506 1.33 1.37 
3 0.11617 0.13104 0.13642 12.80 17.43 
4 0.06267 0.08908 0.09371 42.15 49.53 
5 0.00000 0.00000 0.00000 0.00 0.00 

 

ผลลัพธ์อุณหภูมิที่จุดต่อในแนวแกน x  ที่ 0y   แสดงให้เห็นว่าวิธีรูปแบบปิดแม่นย ามากว่า

วิธีดั้งเดิมโดยมีความแตกต่างของเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนสูงถึง 7.38 % ที่จุดต่อ 4 และเพ่ือให้

เห็นถึงการจ าลองการกระจายของอุณหภูมิที่ถูกต้องส าหรับปัญหานี้จึงท าการแบ่งเป็นเอลิเมนต์อย่าง

ละเอียดซึ่งแบ่งเป็น 421 เอลิเมนต์ 462 จุดต่อ ซึ่งจะได้รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นเอลิเมนต์

สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าไร้ระเบียบดังแสดงในรูปที่ 5.15 โดยผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีรูปแบบปิดของการกระจาย

ของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิตแิสดงไดดั้งรูปที่ 5.16(ก) และรูปแบบสามมิติแสดงไดดั้งรูปที่ 5.16(ข) 

 

รูปที่ 5.15 รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ผลิตความร้อนได้เองแบบละเอียด 

y 

x 
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(ก) รูปแบบสองมิติ      (ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.16 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 

จากนั้นเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีดั้งเดิมและวิธีรูปแบบปิด โดยพล็อตกราฟการกระจาย
ของอุณหภูมิในแนวแกน x  ที่ 0y   ดังรูปที่ 5.17 โดยอุณหภูมิที่จุดกึ่งกลางของปัญหาหรือต าแหน่ง 
(0,0)  มีเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงและเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์ของ
การน าความร้อนแสดงไว้ดังตารางที่ 5.7 ซึ่งกราฟแสดงให้เห็นว่าค่าทั้งสองวิธีให้ค่าเท่ากันซึ่งมีค่า
ใกล้เคียงกันกับผลเฉลยแม่นตรงตลอดระยะในแนวแกน x  ที่ 0y   ส าหรับการเปรียบเทียบเวลาใน
การค านวณวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาในการสร้างเมทริกซ์ของการน าความร้อนน้อยกว่าวิธีดั้งเดิม 

 

รูปที่ 5.17 การกระจายของอุณหภูมิในแนวแกน x  ที่ 0y   
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ตารางที่ 5.4 การเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนและเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความ
ร้อนของแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ผลิตความร้อนได้เอง 

 อุณหภูมิที่ต าแหน่ง   

(0,0)  

% ความคลาดเคลื่อน เวลาที่ใช้ค านวณ  cK  

(วินาที) 

ผลเฉลยแม่นตรง 0.29469   

วิธีดั้งเดิม 0.29473 0.01333 0.03023 

วิธีรูปแบบปิด 0.29473 0.01333 0.01284 

 
5.5 ปัญหาแผ่นสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง 

แผ่นโลหะสามเหลี่ยมด้านเท่าสามารถผลิตความร้อน Q  ได้เอง มีอุณหภูมิตลอดขอบเท่ากับ
ศูนย์ และมีขนาดดังแสดงในรูปที่ 5.18 ผลเฉลยแม่นตรงของอุณหภูมิส าหรับปัญหานี้คือ [29] 

 ( , ) ( 2 3 )( 3 )
4

Q
T x y y x y x y

k
     (5.6) 

 

รูปที่ 5.18 แผ่นสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง 

วิเคราะห์โดยแบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ และเพ่ือให้เห็นความคลาดเคลื่อนของ
ผลลัพธ์ได้อย่างชัดเจนจึงวิเคราะห์โดยแบ่งเป็นเอลิเมนต์แบบหยาบประกอบกับเลือกเอลิเมนต์
ประเภท 2 และประเภท 3 ที่แสดงในหัวข้อ 3.4.1 ด้วยเหตุผลดังที่ได้อธิบายไวในหัวข้อ 5.4  
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ส าหรับขั้นตอนนี้จะวิเคราะห์ความแม่นย าของผลลัพธ์อุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่ทราบค่าภายใน
โดเมนของปัญหาที่ค านวณโดยวิธีดั้งเดิมและวิธีรูปแบบปิด โดยแบ่งเป็น 8 เอลิเมนต์ 14 จุดต่อ ดัง
รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์ในรูปที่ 5.19(ก) และหมายเลขจุดต่อแสดงดังในรูปที่ 5.19(ข)  

 

 

              

     (ก) รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์         (ข) หมายเลขจุดต่อ 

รูปที่ 5.19 การแบ่งเอลิเมนต์แบบหยาบส าหรับปัญหาแผ่นสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง 

สร้างไฟล์ข้อมูลน าเข้าและท าการวิเคราะห์ ผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีรูปแบบปิดของการกระจาย
ของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิตแิสดงไดดั้งรูปที่ 5.20(ก) และรูปแบบสามมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.20(ข) 

 

(ก) รูปแบบสองมิติ (ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.20 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 
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จากนั้นพิจารณาความแม่นย าของผลลัพธ์โดยพล็อตกราฟการกระจายของอุณหภูมิใน

แนวแกน y  ท่ี 1

3
x   ดังแสดงในรูปที่ 5.21 และเพ่ือแสดงให้เห็นถึงความคลาดเคลื่อนของผลลัพธ์

ที่ได้จากทั้งสองวิธีอย่างชัดเจนจึงแสดงผลการค านวณอุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่ทราบค่าซึ่งอยู่ภายในแผ่น

สามเหลี่ยมด้วยวิธีต่าง ๆ และแสดงเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนซึ่งค านวณจากสมการ (5.4) ไว้ดัง

ตารางที่ 5.5 

 

รูปที่ 5.21 การกระจายของอุณหภูมิในแนวแกน y  ท่ี 1

3
x   

ตารางที่ 5.5 ผลลัพธ์อุณหภูมิที่จุดต่อที่ไม่ทราบค่าและการเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนของผลลัพธ์
ของแผ่นสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง 

จุดต่อ 
อุณหภูมิ % ความคลาดเคลื่อน 

ผลเฉลยแม่นตรง วิธีรูปแบบปิด วิธีดั้งเดิม วิธีรูปแบบปิด วิธีดั้งเดิม 

6 0.01128 0.02580 0.02832 128.72 151.03 

8 0.01733 0.02005 0.02025 15.68 16.81 

10 0.01699 0.01977 0.01996 16.34 17.49 
11 0.01330 0.01962 0.01984 47.48 49.16 
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ผลลัพธ์อุณหภูมิที่จุดต่อแสดงให้เห็นว่าวิธีรูปแบบปิดแม่นย ามากว่าวิธีดั้งเดิมโดยมี ความ

แตกต่างของเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนสูงถึง 22.31 % ทีจุ่ดต่อ 6 และเพ่ือให้เห็นถึงการจ าลองการ

กระจายของอุณหภูมิที่ถูกต้องส าหรับปัญหานี้จึงท าการวิเคราะห์อีกครั้งโดยแบ่งเป็น 996 เอลิเมนต์ 

1069 จุดต่อ ซึ่งจะได้รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์แบบไร้ระเบียบที่ละเอียดมากขึ้นดังแสดงในรูปที่ 

5.22 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.23(ก) และรูปแบบสามมิติ

แสดงได้ดังรูปที่ 5.23(ข)  

 

 

รูปที่ 5.22 รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของแผ่นสามเหลี่ยม 

x 

y 
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(ก) รูปแบบสองมิติ 

 

(ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.23 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 

หลังจากนั้นเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีดั้งเดิมและวิธีรูปแบบปิดโดยพล็อตกราฟการ

กระจายของอุณหภูมิในแนวแกน y  ท่ี 1

3
x   ดังรูปที่ 5.24 เลือกจุดต่อท่ีมีอุณหภูมิสูงที่สุดนั่นคือที่

ประมาณจุดกึ่งกลางของแผ่นสามเหลี่ยมหรือที่พิกัด (0.6,0.5)  เพ่ือพิจารณาตรวจสอบความแม่นย า

ของโปรแกรม โดยการค านวณวิธีรูปแบบปิดให้ผลลัพธ์ใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรงมากกว่าวิธีดั้งเดิม

ในขณะที่ใช้เวลาน้อยกว่า และแสดงให้เห็นว่าปัญหานี้ต้องการการแบ่งเอลิเมนต์แบบละเอียดจึงจะ

y 

x 

y x 

อุณหภูมิ 
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สามารถจ าลองได้ใกล้เคียงกับลักษณะการกระจายของอุณหภูมิมากที่สุด ซึ่งค่าผลต่างอุณหภูมิที่

ต าแหน่ง (0.6,0.5)  เมื่อเปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนเทียบกับผล

เฉลยแม่นตรงและเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์ของการน าความร้อนแสดงไว้ดังตารางที่ 5.6  

 

รูปที่ 5.24 การกระจายของอุณหภูมิในแนวแกน y  ที ่ 1

3
x   

ตารางที่ 5.6 การเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนและเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความ
ร้อนของปัญหาแผ่นสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง 

 ผลต่างอุณหภูมิที่ต าแหน่ง  

(0.6,0.5)   
เทียบกับผลเฉลยแม่นตรง 

% ความคลาดเคลื่อน เวลาที่ใช้ค านวณ  cK  

(วินาที) 

วิธีดั้งเดิม 1.70775 x 10-5 0.05591 0.06800 

วิธีรูปแบบปิด 1.55075 x 10-5 0.05077 0.05113 
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5.6 ปัญหาแผ่นวงกลมที่สามารถผลิตความร้อนได้เอง 

ปัญหาการน าความร้อนในแผ่นวงกลมรัศมีเท่ากับ 1 หน่วย หนา 0.1 หน่วย ดังแสดงในรูปที่ 
5.25 โดยที่แผ่นสามารถผลิตความร้อน Q  ได้เองภายในสถานะคงตัวโดยมีค่าสัมประสิทธิ์การน า
ความร้อนในแผ่นวงกลมเท่ากับ k  อุณหภูมิตลอดขอบนอกของแผ่นมีค่าเท่ากับศูนย์ และก าหนดให้ 

20
Q

k
  ผลเฉลยแม่นตรงส าหรับการกระจายอุณหภูมิในแผ่นคือ [30] 

 2 2( , ) 5(1 )T x y x y    (5.7) 

Q

y

x

1

T=0

 
 

รูปที่ 5.25 แผ่นวงกลมที่สามารถผลิตความร้อนได้เอง 

วิเคราะห์ปัญหาโดยใช้ขอบเขตเพียง 1

4
 ของขอบเขตทั้งหมดทางด้านขวาบนของแผ่นวงกลม

เนื่องจากปัญหามคีวามสมมาตร แบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ด้วยโปรแกรม AUTOMESH-2D 
โดยแบ่งขอบเขตเป็น 46 เอลิเมนต์ 60 จุดต่อ ซึ่งจะได้รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าไร้ระเบียบดังแสดงในรูปที่ 5.26 
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รูปที่ 5.26 รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของครึ่งขวาบนของแผ่นวงกลม 

สร้างไฟล์ข้อมูลน าเข้าจากข้อมูลที่ได้จากโปรแกรม AUTOMESH-2D และท าการวิเคราะห์ 

ผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีรูปแบบปิดแสดงให้เห็นว่าที่จุดกึ่งกลางหรือต าแหน่ง  2

3
 ของแผ่นวงกลมจะมี

อุณหภูมิสูงสุดและอุณหภูมิจะลดลงตามแนวรัศมีจนมีค่าเท่ากับศูนย์ที่ขอบ ซึ่งส าหรับปัญหานี้ไม่
จ าเป็นต้องใช้เอลิเมนต์ที่ละเอียดมากก็สามารถจ าลองการกระจายของอุณหภูมิได้ใกล้เคียงกับผลเฉลย
แม่นตรงโดยผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.27(ก) รูปแบบสาม
มิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.27(ข)  

 
(ก) รูปแบบสองมิติ (ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.27 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 

x 

y 

x 

y 

x 

อุณหภูมิ 

y 
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  จากนั้นเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีดั้งเดิมและวิธีรูปแบบปิด โดยพล็อตกราฟการกระจาย
ของอุณหภูมิในแนวรัศมีที่ 0y   ดังรูปที่ 5.28 ค่าอุณหภูมิที่จุดกึ่งกลางหรือต าแหน่ง (0,0)  มี
เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงและเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์ของการน า
ความร้อนแสดงไว้ดังตารางที่ 5.7 

 

 

รูปที่ 5.28 การกระจายของอุณหภูมิในแนวรัศมีที ่ 0y   

ตารางที่ 5.7 การเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนและเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความ
ร้อนของแผ่นวงกลมที่สามารถผลิตความร้อนได้เอง 

 อุณหภูมิที่ต าแหน่ง 

(0,0)   

% ความคลาดเคลื่อน เวลาที่ใช้ค านวณ  cK  

(วินาที) 

ผลเฉลยแม่นตรง 5.00000   

วิธีดั้งเดิม 4.99572 0.08570 0.00406 

วิธีรูปแบบปิด 4.99573 0.08546 0.00292 
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5.7 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ามีรูกลมอยู่ภายในและผลิตความร้อนได้เอง 

ปัญหาการน าความร้อนภายในแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ามีรูกลมอยู่ภายในเป็นปัญหาที่มีความ
ซับซ้อนขึ้นมาอีกระดับหนึ่งซึ่งลักษณะของปัญหาแสดงไว้ดังรูปที่ 5.29 ก าหนดให้ขอบภายนอกของ
แผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าทั้งสี่ด้านมีอุณหภูมิเป็นศูนย์ ค่าสัมประสิทธ์การน าความร้อนมีค่าเท่ากับ 40 วัตต์
ต่อเมตร-องศาเซลเซียส มีความหนาเท่ากับ 0.1 เมตร และอัตราปริมาณความร้อนที่ผลิตได้เองเท่ากับ 
10 วัตต์ต่อลูกบาศก์เมตรตลอดทั้งแผ่นสี่เหลี่ยม โดยจะวิเคราะห์เพ่ือหาลักษณะการกระจายของ
อุณหภูมิใน 2 กรณีซึ่งมีข้อแตกต่างคือกรณีที่ 1 ก าหนดอุณหภูมิที่ขอบของรูกลมเป็นศูนย์ส่วนกรณีที่ 
2 หุ้มฉนวนตลอดขอบของรูกลม [31] 

 
รูปที่ 5.29 แผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ามีรูกลมอยู่ภายใน 

เริ่มต้นวิเคราะห์โดยแบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ด้วยโปรแกรม AUTOMESH-2D 
เนื่องจากปัญหามีรูปร่างซับซ้อนจึงใช้รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์แบบละเอียดโดยแบ่งขอบเขตของ
ปัญหาออกเป็น 2831 เอลิเมนต์ 2931 จุดต่อ ลักษณะการวางตัวของเอลิเมนต์จะค่อนข้างไร้ระเบียบ
และเลือกใช้เอลิเมนต์ที่มีความละเอียดมากบริเวณกลางแผ่นสี่เหลี่ยมและรอบรูกลมเนื่องจากเป็น
บริเวณท่ีคาดว่าจะมีความชันของอุณหภูมิสูงและเป็นบริเวณที่ขอบเขตของปัญหามีความซับซ้อน [32] 
ซ่ึงแสดงได้ดังรูปที่ 5.30 โดยจะใช้รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์นี้กับปัญหาทั้งสองกรณี 
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รูปที่ 5.30 รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ามีรูกลมอยู่ภายใน 

5.7.1 อุณหภูมิที่ขอบของรูกลมเป็นศูนย์ 

กรณีนี้ขอบของปัญหาและขอบรูกลมถูกก าหนดให้มีอุณหภูมิเท่ากับศูนย์ เริ่มต้นโดยสร้าง
ไฟล์ข้อมูลน าเข้าและท าการวิเคราะห์โดยใช้วิธีรูปแบบปิด ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิในรูปแบบ
สองมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.31(ก) และรูปแบบสามมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.31(ข) เนื่องด้วยปัญหาไม่มีผล
เฉลยแม่นตรงจึงได้ตรวจสอบความแม่นย ากับวิธีดั้งเดิมโดยพล็อตกราฟการกระจายของอุณหภูมิใน
แนวแกน x  ที่ 3y   ซึ่งเป็นแนวเส้นที่แบ่งรูปสามเหลี่ยมเป็นสองส่วนอย่างสมมาตรกัน ผลการ
เปรียบเทียบแสดงให้เห็นว่าค่าที่ได้จากทั้งสองวิธีมีค่าตรงกันโดยกราฟจะเป็นลักษณะเส้นโค้งคว่ าสอง
เส้นและมีช่วงระยะ x  ช่วงหนึ่งที่ไม่มีข้อมูลอุณหภูมิปรากฏในกราฟเนื่องจากเป็นช่วงของรูกลม
ภายในแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าดังแสดงในรูปที่ 5.32 และเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของ
การน าความร้อนพบว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธีดั้งเดิมซึ่งแสดงได้ดังตารางที่ 
5.8 

x 

y 
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(ก) รูปแบบสองมิติ 

 
(ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.31 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 

x 

y 

อุณหภูมิ 

y 

x 
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รูปที่ 5.32 การกระจายของอุณหภูมิในแนวแกน x  ที่ 3y   

5.7.2 หุ้มฉนวนตลอดขอบของรูกลม  

กรณีนีข้อบของปัญหามีอุณหภูมิเท่ากับศูนย์และขอบรกูลมเป็นผนังแบบหุ้มฉนวน เริ่มต้นโดย
สร้างไฟล์ข้อมูลน าเข้าและท าการวิเคราะห์โดยใช้วิธีรูปแบบปิด ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิใน
รูปแบบสองมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.33(ก) และรูปแบบสามมิติแสดงได้ดังรูปที่ 5.33(ข) เนื่องด้วยปัญหา
ไม่มีผลเฉลยแม่นตรงจึงได้ตรวจสอบความแม่นย ากับวิธีดั้งเดิมโดยพล็อตกราฟการกระจายของ
อุณหภูมิในแนวแกน x  ที่ 3y    ซึ่งเป็นแนวเส้นที่แบ่งรูปสามเหลี่ยมเป็นสองส่วนอย่างสมมาตรกัน 
ผลการเปรียบเทียบแสดงให้เห็นว่าค่าที่ได้จากทั้งสองวิธีมีค่าตรงกันโดยกราฟจะมีลักษณะเหมือนเส้น
โค้งเดียวกันแต่ขาดช่วงซึ่งนั่นคือช่วงที่เป็นรูกลมภายในแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าดังแสดงในรูปที่ 5.34 และ
เปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อนพบว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาในการ
ค านวณน้อยกว่าวิธีดั้งเดิมซึ่งแสดงได้ดังตารางที่ 5.8 
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(ข) รูปแบบสองมิติ 

 

(ข) รูปแบบสามมิติ 

รูปที่ 5.33 ผลลัพธ์การกระจายของอุณหภูมิ 
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รูปที่ 5.34 กราฟการกระจายของอุณหภูมิในแนวแกน x  ที่ 3y   

ตารางที่ 5.8 เวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อนของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ามี 
รูกลมอยู่ภายในและผลิตความร้อนได้เอง 

กรณี 
เวลาที่ใช้ค านวณ  cK  (วินาที) 

วิธีดั้งเดิม วิธีรูปแบบปิด 

อุณหภูมิที่ขอบของรูกลมเป็นศูนย์ 0.223277 0.152209 

หุ้มฉนวนตลอดขอบของรูกลม 0.214911 0.152299 

 
 

5.8 บทสรุป 

ในบทนี้เป็นการตรวจสอบความถูกต้องของไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์โดยการ
ตรวจสอบกับปัญหาที่ทราบผลเฉลยแม่นตรง เปรียบเทียบความแม่นย าระหว่างผลลัพธ์ที่ได้จาก
โปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีดั้งเดิมซึ่งประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์และ
โปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีรูปแบบปิด ตลอดจนเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณระหว่างสอง
วิธีด้วย ซึ่งเริ่มต้นวิเคราะห์ปัญหาด้วยวิธีแพทช์เทสต์จากนั้นจึงทดสอบกับปัญหาพ้ืนฐานที่มีผลเฉลย
แม่นตรงแล้วจึงน าไปวิเคราะห์ปัญหาที่มีความซับซ้อนมากยิ่งข้ึน  

ส าหรับปัญหาที่มีลักษณะการกระจายของอุณหภูมิเป็นเชิงเส้นและแบบเชิงเส้นคู่นั่นคือ 
แปรผันเชิงเส้นตรงในแนวแกน x  หรือ y  หรือทั้งในแนวแกน x  และ y  ดังเช่นปัญหาในหัวข้อ 
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5.1 และ 5.2 สามารถวิเคราะห์โดยวิธีรูปแบบปิดโดยใช้เอลิเมนต์จ านวนน้อยเนื่องจากสมการรูปแบบ
ปิดถูกประดิษฐ์ขึ้นจากการสมมุติฟังก์ชันการประมาณภายในของเอลิเมนต์ที่มีลักษณะการกระจาย
แบบเชิงเส้นคู่ ดังนั้นเมื่อน ามาใช้วิเคราะห์ปัญหาลักษณะนี้จะท าให้ได้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าแม้จะ
วิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์จ านวนน้อย 

ในการวิเคราะห์ปัญหาที่มีลักษณะการกระจายของอุณหภูมิที่ไม่ซับซ้อนใช้การแบ่งเอลิเมนต์
แบบหยาบก็สามารถให้ผลลัพธ์ที่แม่นย าได้ดังเช่นปัญหาในหัวข้อ 5.3 และ 5.6 แต่ส าหรับบางปัญหา
การแบ่งเอลิเมนต์แบบหยาบอาจส่งผลให้ผลลัพธ์อุณหภูมิมีความคลาดเคลื่อนสูงซึ่งหากต้องการให้ผล
ลัพธ์ที่แม่นย ามากขึ้นท าได้โดยแบ่งเอลิเมนต์ให้ละเอียดยิ่งขึ้นดังเช่นปัญหาในหัวข้อ 5.4 และ 5.5 
นอกจากนี้ส าหรับปัญหาที่มีความสมมาตรอาจลดหน่วยความจ าในการค านวณและเวลาที่ใช้ในการ
ค านวณได้โดยวิเคราะห์เพียงบางส่วนของปัญหา 

ผลการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในบทนี้สามารถสรุปได้ว่า การวิเคราะห์โดยใช้สมการ
รูปแบบปิดมีความแม่นย ามากว่าวิธีดั้งเดิมและใช้เวลาน้อยกว่าวิธีดั้งเดิมโดยวิธีรูปแบบปิดจะใช้เวลาใน
การค านวณไม่เท่ากันภายใต้การวิเคราะห์ปัญหาที่มีเอลิเมนต์หรือจุดต่อจ านวนเท่ากัน ทั้งนี้เนื่องจาก
เวลาในการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดจะขึ้นอยู่กับลักษณะของเอลิเมนต์ที่เลือกใช้ซึ่งมีทั้งหมดสี่กรณี
ดังที่อธิบายไว้ที่ภาคผนวก ก เนื่องจากสมการหลักของแต่ละกรณีมีความยาวและซับซ้อนต่างกัน โดย
หากเลือกใช้เอลิเมนต์กรณี 4 ซึ่งมีสมการหลักที่ยาวและซับซ้อนมากที่สุดจะส่งผลให้ใช้ เวลาในการ
ค านวณน้อยกว่าการเลือกใช้เอลิเมนต์กรณี 1 ซึ่งมีสมการหลักที่ซับซ้อนน้อยที่สุด ตัวอย่างเช่นปัญหา
ในหัวข้อ 5.3 ที่ใช้จ านวนเอลิเมนต์และจุดต่อมากกว่าปัญหาในหัวข้อ 5.6 แต่ใช้เวลาการค านวณโดย
วิธีรูปแบบปิดน้อยกว่าปัญหาในหัวข้อ 5.6 ซึ่งการวิเคราะห์ที่สามารถประหยัดเวลาได้เช่นนี้จะเป็น
ประโยชน์อย่างยิ่งส าหรับการวิเคราะห์ปัญหาที่ต้องการประหยัดเวลาดังเช่นปัญหาที่มีการใช้เทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนต์ (adaptive meshing technique) ซึ่งมีการปรับขนาดเอลิเมนต์ตามการ
เปลี่ยนแปลงของค่าความชันของค าตอบ  
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บทที ่6 
บทสรุป ปัญหาที่พบ และข้อเสนอแนะ 

 
6.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธ์นี้ได้น าเสนอวิธีการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติโดยใช้เอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมแบบสี่จุดต่อ ซึ่งส าหรับปัญหาโดยทั่วไปจ าเป็นต้องแบ่งเอลิเมนต์ออกเป็นสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า
เพ่ือจะได้จ าลองรูปร่างของปัญหาให้ใกล้เคียงที่สุด ที่ผ่านมาเมทริกซ์ของการน าความร้อนของ 
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าไม่สามารถอินทิเกรตได้โดยตรงเนื่องจากสมการมีความซับซ้อนมาก 
กระบวนการปกติซึ่งเป็นวิธีดั้งเดิมในระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับการวิเคราะห์ปัญหาการน า
ความร้อนจะประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์ (Gauss-Legendre integration 
formulas) เพ่ือให้ได้มาซึ่งผลเฉลย ผลการอินทิเกรตที่ได้จะแม่นย ามากน้อยเพียงใดขึ้นอยู่กับลักษณะ
ของฟังก์ชันที่อินทิเกรตและจ านวนของจุดเกาส์ที่ใช้ในการอินทิเกรต ซึ่งในบางปัญหาหากต้องการผล
เฉลยที่แม่นย าสูงจะต้องเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ซึ่งมีผลท าให้กระบวนการค านวณต้องมีการท าซ้ ามากขึ้น 
นอกจากนี้ในปัญหาที่ต้องการความแม่นย าสูงจ าเป็นต้องแบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์จ านวนมากซึ่ง
ส่งผลให้ใช้เวลาในการค านวณมากขึ้นตามไปด้วย วิทยานิพนธ์นี้จึงได้น าเสนอรูปแบบปิดของเมทริกซ์
ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าซึ่งใช้โปรแกรมทางด้านการค านวณและ
คณิตศาสตร์สัญลักษณ์ช่วยในการวิเคราะห์ โดยมีจุดประสงค์เพ่ือหลีกเลี่ยงความคลาดเคลื่อนที่เกิด
จากการอินทิเกรตเชิงตัวเลขและลดเวลาที่ใช้ในการค านวณ ซึ่งจากการประเมินเมทริกซ์ของการน า
ความร้อนในรูปแบบปิดโดยวิเคราะห์เปรียบเทียบกับวิธี เดิมซึ่งใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์– 
เลอจองด์ที่ 2x2 จุดเกาส์ ผลลัพธ์ที่ได้มีความแม่นย ามากว่าวิธีดั้งเดิมและใช้เวลาในการค านวณน้อย
กว่า โดยวิทยานิพนธ์มีรายละเอียดที่ส าคัญดังนี้ 

ในการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติด้วยการประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์ 
เอลิเมนต์จ าเป็นต้องมีความรู้พ้ืนฐานเกี่ยวกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยในบทที่ 2 ได้แสดงถึง
ความหมายและขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยเริ่มตั้งแต่การแบ่งรูปร่างของปัญหา
ที่ต้องการวิเคราะห์ออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ การเลือกฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ การสร้าง
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ การน าสมการของแต่ละเอลิเมนต์ที่ได้มาประกอบรวมกันเข้าก่อให้เกิดระบบ
สมการรวม จากนั้นจึงค านวณหาค่าต่าง ๆ ที่จุดต่อ โดยได้แสดงขั้นตอนการสร้างสมการไฟไนต์ 
เอลิเมนต์โดยระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างอย่างละเอียด ตลอดจนแสดงขั้นตอนวิธีการสร้าง
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนในสองมิติเพ่ือน าไปวิเคราะห์ปัญหาต่อไป 
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ส าหรับในบทที่ 3 ได้น าเสนอเกี่ยวกับวิธีการหาเมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์
สี่เหลี่ยม โดยเริ่มต้นตั้งแต่การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการน าความร้อนในสองมิติซึ่ง
อยู่ในพิกัด x y  การประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์การน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่
เท่าซึ่งอยู่ในพิกัด    ซึ่งข้ันตอนต่อไปทีเ่ป็นความยากล าบากอยู่ที่การอินทิเกรตเมทริกซ์ของการน า
ความร้อนที่ต้องอินทิเกรตตลอดพ้ืนที่ทั้งหมดของเอลิเมนต์ ซึ่งวิทยานิพนธ์นี้ได้น าเสนอวิธีการ
อินทิเกรตท้ังวิธีดั้งเดิมซึ่งประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์ และวิธีรูปแบบปิดที่ได้จาก
การอินทิเกรตโดยตรง ซึ่งได้น าเสนอรูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อนและรูปแบบปิดของ
โหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ ที่จะสามารถ
น าไปใช้ได้โดยง่าย โดยส าหรับสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าได้แสดงขั้นตอนในการประดิษฐ์และลักษณะของ
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ในรูปแบบปิดโดยละเอียด และแสดงการตรวจสอบประสิทธิภาพของ
การใช้สมการรูปแบบปิดในการหาไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ของการน าความร้อนซึ่งตรวจสอบความ
ถูกต้องและเวลาที่ใช้ค านวณกับวิธีดั้งเดิม 

ปัญหาปกติล้วนมีรูปร่างลักษณะซับซ้อนและมีการแบ่งเอลิเมนต์เป็นจ านวนมากในการ
ค านวณหาผลลัพธ์ เพ่ือความสะดวกและความถูกต้องของผลลัพธ์จึงจ าเป็นต้องประดิษฐ์ไฟไนต์  
เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ือช่วยในการค านวณ ในบทที่ 4 จึงได้น าเอาสมการไฟไนต์เอลิเมนต์
และไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ที่ประดิษฐ์ขึ้นในบทที่ 3 ประกอบกับการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์
ซึ่งได้อธิบายไว้ในบทที่ 2 มาท าการประดิษฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ือค านวณหา
อุณหภูมิที่ต าแหน่งจุดต่อต่าง ๆ บนแผ่นระนาบซึ่งมีเงื่อนไขขอบเขตเช่นใดก็ได้ ทั้งการวิเคราะห์การ
น าความร้อนบนแผ่นระนาบอันเนื่องมาจากแผ่นระนาบนั้นผลิตความร้อนได้เอง (heat generation) 
หรือมีการให้ความร้อนที่ผิว (specified surface heating) ก่อให้ เกิดการน าความร้อน (heat 
conduction) ในแนวระนาบของแผ่น จะวิเคราะห์โดยใช้โปรแกรมสองโปรแกรมเปรียบเทียบกันซึ่ง
ได้แก่ โปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีดั้งเดิมซึ่งประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์ และ
โปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจากสมการรูปแบบปิด โดยได้อธิบายถึงลักษณะการท างานของโปรแกรม 
ลักษณะข้อมูลที่โปรแกรมต้องการ และแสดงตัวอย่างการใช้โปรแกรมตลอดจนลักษณะข้อมูลที่
โปรแกรมแสดงผลทางหน้าจอ 

ส าหรับในบทที่ 5 เป็นการตรวจสอบความถูกต้องของไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์
โดยจะท าการตรวจสอบกับปัญหาที่ทราบผลเฉลยแม่นตรง เปรียบเทียบความแม่นย าระหว่างผลลัพธ์
ที่ได้จากโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธีรูปแบบปิด [HeatCF] และโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจากวิธี
ดั้งเดิม [HeatG] ตลอดจนเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณระหว่างสองวิธีด้วย ซึ่งปัญหาที่น ามา
วิเคราะห์ ได้แก่ ปัญหาแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่การกระจายของอุณหภูมิเป็นแบบเชิงเส้น  ปัญหา
แผ่นโลหะสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่การกระจายของอุณหภูมิเป็นแบบเชิงเส้นคู่ ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่
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ก าหนดอุณหภูมิที่ขอบและถูกหุ้มฉนวน ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่สามารถผลิตความร้อนได้เอง 
ปัญหาแผ่นสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง ปัญหาแผ่นวงกลมที่สามารถผลิตความร้อนได้เอง และ
ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ามีรูกลมอยู่ภายในและผลิตความร้อนได้เอง ผลการวิเคราะห์สรุปได้ว่าการ
วิเคราะห์โดยใช้สมการรูปแบบปิดมีความแม่นย ามากว่าวิธีดั้งเดิมและใช้เวลาน้อยกว่าวิธีดั้งเดิมโดยวิธี
รูปแบบปิดจะใช้เวลาในการค านวณไม่เท่ากันภายใต้การวิเคราะห์ปัญหาที่มีเอลิเมนต์หรือจุดต่อ
จ านวนเท่ากัน ทั้งนี้เนื่องจากเวลาในการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดจะขึ้นอยู่กับลักษณะของเอลิเมนต์ที่
เลือกใช้ซึ่งมีทั้งหมดสี่กรณีดังที่อธิบายไว้ที่ภาคผนวก ก เนื่องจากสมการหลักของแต่ละกรณีมีความ
ยาวและซับซ้อนต่างกัน  

กล่าวโดยสรุปได้ว่าวิทยานิพนธ์นี้ได้เสนอรูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อนของ  
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าเพ่ือใช้วิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนซึ่งเป็นการปรับปรุงวิธีดั้งเดิมของ
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่มีการประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์ซึ่งท าให้เกิด
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการอินทิเกรตเชิงตัวเลข และจากการประเมินพบว่าการวิเคราะห์โดยใช้
สมการรูปแบบปิดท าให้ได้ค่าที่แม่นย ามากขึ้นและยังสามารถลดเวลาในการค านวณได้เป็นอย่างมาก 
โดยรูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าและรูปแบบปิดของ
โหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ สามารถจะ
น าไปใช้ได้โดยง่าย  

 
6.2 ปัญหาที่พบในขณะท าวิทยานิพนธ์ 

ปัญหาที่พบในขณะท าวิทยานิพนธ์คือในวิทยานิพนธ์นี้ได้แบ่งขอบเขตของปัญหาเป็น 
เอลิเมนต์โดยใช้โปรแกรมภายนอกคือ AUTOMESH-2D ซึ่งบางครั้งไม่สามารถสร้างเอลิเมนต์ขึ้นมาได้ 
เนื่องจากอาจก าหนดจุดและขนาดของความหนาแน่นสัมพัทธ์ไม่เหมาะสม ท าให้ต้องใช้เวลาในการ
ปรับแก้อยู่พอสมควร 

ความยากล าบากที่ส าคัญอีกประการหนึ่งคือการหารูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความ
ร้อนเนื่องจากสมการติดในรูปของการอินทิเกรตที่มีตัวส่วนเป็นดีเทอมิแนนท์ของเมทริกซ์แบบ 
จาโคเบียนซึ่งอยู่ในพิกัด    ซึ่งมคีวามซับซ้อนมากและประกอบด้วยตัวแปรเป็นจ านวนมาก หลาย
ครั้งที่โปรแกรมไม่สามารถรันได้ ต้องอาศัยการวิเคราะห์และจัดรูปอย่างเหมาะสมประกอบกับการใช้
ความสามารถของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ถึงสองโปรแกรมแมทแลบและแมทมาทิกาสลับกันในการรัน
เพ่ืออินทิเกรตหารูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อน 
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6.3 ข้อเสนอแนะส าหรับงานวิจัยในอนาคต 

จากการศึกษาพบว่าการวิเคราะห์โดยใช้สมการรูปแบบปิดท าให้ได้ค่าที่แม่นย ามากข้ึนและยัง
สามารถลดเวลาในการค านวณได้เป็นอย่างมากเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีดั้งเดิมของระเบียบวิธีไฟไนต์  
เอลิเมนต์ที่มีการประยุกต์ใช้สูตรการอินทิเกรตของเกาส์–เลอจองด์ อย่างไรก็ตามวิทยานิพนธ์เล่มนี้
เป็นเพียงการน าเสนอการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติเท่านั้น ดังนั้นเพ่ือให้สามารถใช้
งานได้จริงในงานทางวิศวกรรมจึงควรพัฒนาให้สามารถใช้ได้กับปัญหาการน าความร้อนในสามมิติ 
และปัญหาการถ่ายเทความร้อนชนิดอื่นเพ่ิมเติม 
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ภาคผนวก ก  
รูปแบบปิดของเมทริกซ์ของการน าความร้อน 

 

ในการค านวณปัญหาการน าความร้อนในสองมิติด้วยวิธีรูปแบบปิดส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม
แบบสี่จุดต่อที่สามารถผลิตความร้อนได้เองภายใต้สถานะคงตัวประกอบไปด้วยรูปแบบปิดของสมการ
หลักซ่ึงใช้ค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อน และรูปแบบปิดของโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการ
ผลิตความร้อนได้เอง ซึ่งในรูปแบบปิดยังประกอบไปด้วยตัวแปรย่อย ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 

รูปแบบปิดของสมการหลัก 

จากสมการ (3.21) เมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า ที่มีค่าสัม
ประสิทธ์การน าความร้อนเท่ากับ k  และมีความหนาเท่ากับ t  คือ  
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สมการหลักท่ีใช้ค านวณเมทริกซ์ของการน าความร้อนของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ ได้เป็น 4 กรณีดังนี ้

กรณี 1  เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า ดังแสดงในรูปที่ 3.1 
ส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าหรือเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมที่ไม่มีด้านขนานกัน มีสมการหลัก
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โดยที่ 

 

1

2

3

4

E p q r

E p q r

E p q r

E p q r

  

  

  

  

 

 
2 2 2

1

2 2 2

2 2 2

C p q r

C p q r

  

  
 

 
กรณี 2  เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมคางหมูแบบที่ 1 ดังแสดงในรูปที่ 3.11 

ส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมคางหมูแบบที่ 1 หรือเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมที่มีด้านระหว่างจุดต่อ 1 
และ 2 ขนานกับด้านระหว่างจุดต่อ 3 และ 4 มีสมการหลักในรูปแบบปิดคือ 

 
2 2 2 2

3

12 12 (6 6 6 2 )( ( ) ( ))

3
ij

mpr gr mp gpr hr lr Log p r Log p r

r
K k t

         
 
 

  

    ; , 1,2,3,4i j    (ก.2) 

กรณี 3  เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมคางหมูแบบที่ 2 ดังแสดงในรูปที่ 3.12 
ส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมคางหมูแบบที่ 2 หรือเอลิเมนต์ที่มีด้านระหว่างจุดต่อ 1 และ 4 

ขนานกับด้านระหว่างจุดต่อ 2 และ 3 มีสมการหลักในรูปแบบปิดคือ 

 
2 2 2 2

3

12 12 (6 6 6 2 )( ( ) ( ))

3
ij

lpq fq lp fpq hq mq Log p q Log p q
K k t

q

         
  

 
  

    ; , 1,2,3,4i j    (ก.3) 

กรณี 4  เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมมุมฉากและเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านขนาน ดังแสดงในรูปที่ 3.13 
 ส าหรับเอลิเมนต์ที่มีด้านขนานกัน 2 คู่ ซึ่งได้แก่ เอลิเมนต์สี่ เหลี่ยมจัตุรัส เอลิเมนต์
สี่เหลี่ยมผืนผ้า เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านขนาน และเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมขนมเปียกปูน มีสมการหลักใน
รูปแบบปิดคือ 

 4(3 )

3
ij

h l m
K k t

p

  
  

 
 ; , 1,2,3,4i j     (ก.4) 

 
 

  



 

 

87 

รูปแบบปิดของโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เอง 

สมการรูปแบบปิดของโหลดเวกเตอร์อันเนื่องมาจากการผลิตความร้อนได้เองเท่ากับ Q  และ
มีความหนาเท่ากับ t  ส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ ทุกกรณีคือ 

  

3 3

3 3

64

3 3

3 3

Q

q r
p

q r
p

Qt
Q

q r
p

q r
p

 
   

 
   
 

  
   
 
 
   
 

  (ก.5) 

รูปแบบปิดของตัวแปรย่อย 

 สมการหลักในรูปแบบปิดจะประกอบด้วยตัวแปรย่อย , , , , , , ,f g h l m n p q  และ r  ซึ่ง
รูปแบบปิดของตัวแปรย่อยส าหรับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ ทุกกรณีมีรูปแบบเดียวกัน ส าหรับรูปแบบ
ปิดของตัวแปรย่อยก าหนดให้ ij i jx x x  และ , 1,2,3,4i j   ซึ่งแสดงได้ดังนี้ 

  รูปแบบปิดของตัวแปรย่อย ,p q  และ r  เป็นดังนี้ 

24 13 13 2 48( )p x y x y   

4 3 1 2 1 2 4 38( )q x y x y   

1 4 2 3 2 3 1 48( )r x y x y   

 รูปแบบปิดของตัวแปรย่อย , , , ,f g h l m  และ n  ในการค านวณ ijK  ซึ่งเป็นสมาชิกใน 
เมทริกซ์  cK  ในแถวที่ i  หลักท่ี j  แบ่งออกได้เป็น 4 กลุ่มดังนี ้

กลุ่มท่ี 1:  (1,1)K , (2,2)K , (3,3)K , (4,4)K  
 

 

 

 

2 4 3 4 2 4 3 4

1 3 3 4 1 3 3 4
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f x x y y
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 

 

 

 

 

 

 
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g x x y y

g x x y y

g x x y y

g x x y y

 

 

  

  
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n x x y y
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 

 

 

กลุ่มท่ี 2:  (2,1)K , (4,3)K  

13 2 4 13 2 4(2,1) (4,3)h h x x y y    
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       

กลุมท่ี 3:  (3,2)K , (4,1)K  
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กลุ่มท่ี 4:  (3,1)K , (4,2)K  
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   
 

2 2 2 2

13 2 4 13 2 4 4 2 4 2

2 2 2 2

13 2 4 13 2 4 3 1 3 1

(3,1)

(4,2)

g x x y y x x y y

g x x y y x x y y

     

     
 

2 2

24 24

2 2

13 13

(

(

3,1)

4,2)h

h x y

x y

 
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 
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ภาคผนวก ข  
รายละเอียดโปรแกรม 

รายละเอียดโปรแกรม HeatCF 
 
filename = input('Enter the input file name: ', 's'); 

fid = fopen(filename, 'r'); 

% 

%  Read the title of computation: 

% 

ntitle = fscanf(fid,'%i',1); 

for i = 1:ntitle+1 

    text1 = fgetl(fid); 

end 

% 

%  Read input data: 

% 

text2 = fgetl(fid); 

npoin = fscanf(fid,'%i',1); 

nelem = fscanf(fid,'%i',1); 

for i=1:2 

    text3 = fgetl(fid); 

end 

tk    = fscanf(fid,'%f',1); 

thick = fscanf(fid,'%f',1); 

for i=1:2 

    text4 = fgetl(fid); 

end 

noddata = fscanf(fid,'%i %i %f %f %f',[5 npoin]); 

noddata = noddata'; 

% 

nodid = squeeze(noddata(:,1)); 

ibc   = squeeze(noddata(:,2)); 

coord(nodid,1) = squeeze(noddata(:,3)); 

coord(nodid,2) = squeeze(noddata(:,4)); 

temp  = squeeze(noddata(:,5)); 

% 

for ip = 1:npoin 

    if noddata(ip,1) ~= ip 

        fprintf(' node no. %5d in data file is missing', ip); 

        pause; 

        break 

    end 

end 

% 

for i=1:2 

    text5 = fgetl(fid); 

end 

eledata = fscanf(fid,'%i %i %i %i %i %f',[6 nelem]); 

eledata = eledata'; 

eleid = squeeze(eledata(:,1)); 

intmat(eleid,1) = squeeze(eledata(:,2)); 

intmat(eleid,2) = squeeze(eledata(:,3)); 

intmat(eleid,3) = squeeze(eledata(:,4)); 

intmat(eleid,4) = squeeze(eledata(:,5)); 

iqele  = squeeze(eledata(:,6)); 

% 

iq = 0; 

for ie = 1:nelem 

    if eledata(ie,1) ~= ie 
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        fprintf(' element no. %5d in data file is missing', ie); 

        pause; 

        break 

    end 

    if iqele(ie)  ~= 0., iq  = 1; end 

end 

fprintf('\nThe FE model includes the following heat transfer mode(s):'); 

fprintf('\n    >>  Heat conduction'); 

if iq==1 

    fprintf('\n    >>  Internal heat generation'); 

end 

fclose(fid); 

% 

%-------------------------- calculation ----------------------------% 

% 

neq  = npoin; 

sysq = zeros(neq, 1); 

sysk = zeros(neq); 

fprintf('\n--- The FE model consists of %5d nodes and %5d elements ---  \n', 

npoin, nelem); 

%          

[sysk] = KCFT(nelem, intmat, coord, tk, thick, sysk ); 

[sysq] = QCFT(nelem, intmat, coord, thick, iqele, sysq); 

%               

%  Gathering a list of the specified nodes and their temperatures, applying 

%  boundary conditions and solve for the nodal temeratures solutions: 

% 

ifixnode = find(ibc); 

ifixtemp = squeeze(temp(ifixnode)); 

%  

temp = soltemp(sysk, sysq, ifixnode, ifixtemp); 

%  

%-------------------- Print out Solution --------------------------% 

% 

%  Print out the nodal temperatures into a file and on the screen: 

% 

filename = input('\n Enter file name for temperature solutions: ', 's'); 

fid = fopen(filename, 'w'); 

fprintf(fid,' Nodal temperature solutions [%5d]:\n', npoin); 

fprintf(    ' Nodal temperature solutions [%5d]:\n', npoin); 

fprintf(fid,'\n   Node     Temperature\n'); 

fprintf(    '\n   Node     Temperature\n'); 

for ip = 1:npoin 

    fprintf(fid,' %6d  %14.6e\n', ip, temp(ip)); 

    fprintf(    ' %6d    %14.6e\n', ip, temp(ip)); 

end 

fclose(fid); 

 

%******************************************************************* 

 

function [sysk] = KCFT(nelem, intmat, coord, tk, thick, sysk ) 

% 

%  Establish element matrices and assemble them for system equations 

% 

%  Loop over the number of elements: 

% 

for ie = 1:nelem 

    eq = intmat(ie,:); 

% 

%  Find element nodal coordinates: 

% 

%   nodexy = [x1,y1; x2,y2; x3,y3; x4, y4]; 

    ii = intmat(ie,1); 

    jj = intmat(ie,2); 
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    zz = intmat(ie,3); 

    ll = intmat(ie,4); 

    x1 = coord(ii,1); 

    x2 = coord(jj,1); 

    x3 = coord(zz,1); 

    x4 = coord(ll,1); 

    y1 = coord(ii,2); 

    y2 = coord(jj,2); 

    y3 = coord(zz,2); 

    y4 = coord(ll,2); 

% 

% ---------------------------- closed-form K -----------------------% 

% 

%Group1:  K(1,1), K(2,2), K(3,3), K(4,4) 

% 

h(1,1)= -(x2-x4)^2 - (y2-y4)^2; 

h(2,2)= -(x1-x3)^2 - (y1-y3)^2; 

h(3,3)=  h(1,1);          

h(4,4)=  h(2,2);          

f(1,1)=  2*(x2-x4)*(x3-x4) + 2*(y2-y4)*(y3-y4); 

f(2,2)=  2*(x1-x3)*(x3-x4) + 2*(y1-y3)*(y3-y4); 

f(3,3)=  2*(x1-x2)*(x2-x4) + 2*(y1-y2)*(y2-y4); 

f(4,4)=  2*(x1-x2)*(x1-x3) + 2*(y1-y2)*(y1-y3); 

g(1,1)=  2*(x2-x3)*(x2-x4) + 2*(y2-y3)*(y2-y4); 

g(2,2)=  2*(x1-x3)*(x1-x4) + 2*(y1-y3)*(y1-y4); 

g(3,3)= -2*(x1-x4)*(x2-x4) - 2*(y1-y4)*(y2-y4); 

g(4,4)= -2*(x1-x3)*(x2-x3) - 2*(y1-y3)*(y2-y3); 

l(1,1)= -(x3-x4)^2 - (y3-y4)^2; 

l(2,2)=  l(1,1);          

l(3,3)= -(x1-x2)^2 - (y1-y2)^2; 

l(4,4)=  l(3,3);          

m(1,1)= -(x2-x3)^2 - (y2-y3)^2; 

m(2,2)= -(x1-x4)^2 - (y1-y4)^2; 

m(3,3)=  m(2,2);           

m(4,4)=  m(1,1);           

%-------------------------------------------------------------------- 

% 

%Group2:  K(2,1), K(4,3) 

% 

h(2,1)=  (x1-x3)*(x2-x4) + (y1-y3)*(y2-y4); 

h(4,3)=  h(2,1);           

f(2,1)= -(x1+x2)*(x3-x4) - (y1+y2)*(y3-y4) + x3^2 - x4^2 + y3^2 - y4^2; 

f(4,3)=  (x3+x4)*(x1-x2) + (y3+y4)*(y1-y2) - x1^2 + x2^2 - y1^2 + y2^2; 

g(2,1)= -(x1-x3)*(x2-x3)-(x1-x4)*(x2-x4)-(y1-y3)*(y2-y3)-(y1-y4)*(y2-y4); 

g(4,3)=  (x1-x3)*(x1-x4)+(x2-x3)*(x2-x4)+(y1-y3)*(y1-y4)+(y2-y3)*(y2-y4); 

l(2,1)=  (x3-x4)^2 + (y3-y4)^2; 

l(4,3)=  (x1-x2)^2 + (y1-y2)^2; 

m(2,1)=  (x1-x4)*(x2-x3) + (y1-y4)*(y2-y3); 

m(4,3)=  m(2,1);     

%-------------------------------------------------------------------- 

% 

%Group3:  K(3,2), K(4,1) 

% 

h(3,2)= -(x1- x3)*(x2-x4) - (y1-y3)*(y2-y4); 

h(4,1)=  h(3,2);     

f(3,2)=  (x1-x2)*(x1-x3)+(x2-x4)*(x3-x4)+(y1-y2)*(y1-y3)+(y2-y4)*(y3-y4); 

f(4,1)=  (x1-x2)*(x2-x4)+(x1-x3)*(x3-x4)+(y1-y2)*(y2-y4)+(y1-y3)*(y3-y4); 

g(3,2)=  (x2+x3)*(x1-x4) + (y2+y3)*(y1-y4) - x1^2 + x4^2 - y1^2 + y4^2; 

g(4,1)=  (x1+x4)*(x2-x3) + (y1+y4)*(y2-y3) - x2^2 + x3^2 - y2^2 + y3^2; 

l(3,2)= -(x1-x2)*(x3-x4) - (y1-y2)*(y3-y4); 

l(4,1)=  l(3,2);    

m(3,2)=  (x1-x4)^2 + (y1-y4)^2; 

m(4,1)=  (x2-x3)^2 + (y2-y3)^2; 

%-------------------------------------------------------------------- 
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% 

%Group4:  K(3,1) , K(4,2) 

% 

h(3,1)=  (x2-x4)^2 + (y2-y4)^2; 

h(4,2)=  (x1-x3)^2 + (y1-y3)^2; 

f(3,1)= -(x1+x3)*(x2-x4) - (y1+y3)*(y2-y4) + x2^2 - x4^2 + y2^2 - y4^2; 

f(4,2)=  (x2+x4)*(x1-x3) + (y2+y4)*(y1-y3) - x1^2 + x3^2 - y1^2 + y3^2; 

g(3,1)=  (x1+x3)*(x2-x4) + (y1+y3)*(y2-y4) - x2^2 + x4^2 - y2^2 + y4^2; 

g(4,2)=  (x2+x4)*(x1-x3) + (y2+y4)*(y1-y3) - x1^2 + x3^2 - y1^2 + y3^2; 

l(3,1)=  (x1-x2)*(x3-x4) + (y1-y2)*(y3-y4); 

l(4,2)=  (x1-x2)*(x3-x4) + (y1-y2)*(y3-y4); 

m(3,1)= -(x1-x4)*(x2-x3) - (y1-y4)*(y2-y3); 

m(4,2)=  m(3,1);    

%-------------------------------------------------------------------- 

% 

% p q r  

% same every K 

p = (x2*y1 - x1*y2 + x1*y4 - x2*y3 + x3*y2 - x4*y1 - x3*y4 + x4*y3)*8; 

q = (x1*y3 - x3*y1 - x1*y4 - x2*y3 + x3*y2 + x4*y1 + x2*y4 - x4*y2)*8; 

r = (x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y4 - x4*y2 - x3*y4 + x4*y3)*8; 

%-------------------------------------------------------------------- 

% 

if (abs(q)> 10^(-5))& (abs(r)> 10^(-5))  

n(1,1)= -2*(x2-x3)*(x3-x4) - 2*(y2-y3)*(y3-y4); 

n(2,2)= -2*(x1-x4)*(x3-x4) - 2*(y1-y4)*(y3-y4); 

n(3,3)=  2*(x1-x2)*(x1-x4) + 2*(y1-y2)*(y1-y4); 

n(4,4)=  2*(x1-x2)*(x2-x3) + 2*(y1-y2)*(y2-y3); 

n(2,1)=  (x1+x2)*(x3-x4)+(y1+y2)*(y3-y4)- x3^2 + x4^2 - y3^2 + y4^2; 

n(4,3)=  (x3+x4)*(x1-x2)+(y3+y4)*(y1-y2)- x1^2 + x2^2 - y1^2 + y2^2;     

n(3,2)=  (x2+x3)*(x1-x4)+(y2+y3)*(y1-y4)- x1^2 + x4^2 - y1^2 + y4^2; 

n(4,1)= -(x1+x4)*(x2-x3)-(y1+y4)*(y2-y3)+ x2^2 - x3^2 + y2^2 - y3^2;     

n(3,1)=  (x1-x2)*(x2-x3)-(x1-x4)*(x3-x4)+(y1-y2)*(y2-y3)-(y1-y4)*(y3-y4); 

n(4,2)=  (x1-x2)*(x1-x4)-(x2-x3)*(x3-x4)+(y1-y2)*(y1-y4)-(y2-y3)*(y3-y4);     

% same every K 

E1 = p-q-r; 

E2 = p-q+r; 

E3 = p+q-r; 

E4 = p+q+r; 

C1 = p^2+q^2+r^2; 

C2 = p^2-2*q^2-2*r^2; 

%-------------------------------------------------------------------- 

% 

K(1,1) = 

calK(p,q,r,h(1,1),f(1,1),g(1,1),l(1,1),m(1,1),n(1,1),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(2,1) = 

calK(p,q,r,h(2,1),f(2,1),g(2,1),l(2,1),m(2,1),n(2,1),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(3,1) = 

calK(p,q,r,h(3,1),f(3,1),g(3,1),l(3,1),m(3,1),n(3,1),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(4,1) = 

calK(p,q,r,h(4,1),f(4,1),g(4,1),l(4,1),m(4,1),n(4,1),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(2,2) = 

calK(p,q,r,h(2,2),f(2,2),g(2,2),l(2,2),m(2,2),n(2,2),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(3,2) = 

calK(p,q,r,h(3,2),f(3,2),g(3,2),l(3,2),m(3,2),n(3,2),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(4,2) = 

calK(p,q,r,h(4,2),f(4,2),g(4,2),l(4,2),m(4,2),n(4,2),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(3,3) = 

calK(p,q,r,h(3,3),f(3,3),g(3,3),l(3,3),m(3,3),n(3,3),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(4,3) = 

calK(p,q,r,h(4,3),f(4,3),g(4,3),l(4,3),m(4,3),n(4,3),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

K(4,4) = 

calK(p,q,r,h(4,4),f(4,4),g(4,4),l(4,4),m(4,4),n(4,4),E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

% q == 0 and r==0    

% 12 // 43 and 23 // 14        
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elseif (abs(q) <= 10^(-5)) & (abs(r) <= 10^(-5))  

K(1,1) = zeroqr(p,h(1,1),l(1,1),m(1,1)); 

K(2,1) = zeroqr(p,h(2,1),l(2,1),m(2,1)); 

K(3,1) = zeroqr(p,h(3,1),l(3,1),m(3,1)); 

K(4,1) = zeroqr(p,h(4,1),l(4,1),m(4,1)); 

K(2,2) = zeroqr(p,h(2,2),l(2,2),m(2,2)); 

K(3,2) = zeroqr(p,h(3,2),l(3,2),m(3,2)); 

K(4,2) = zeroqr(p,h(4,2),l(4,2),m(4,2)); 

K(3,3) = zeroqr(p,h(3,3),l(3,3),m(3,3)); 

K(4,3) = zeroqr(p,h(4,3),l(4,3),m(4,3)); 

K(4,4) = zeroqr(p,h(4,4),l(4,4),m(4,4)); 

% q==0 

% 12 // 43 

elseif (abs(q) <= 10^(-5))   

K(1,1) = zeroq(p,r,h(1,1),g(1,1),l(1,1),m(1,1)); 

K(2,1) = zeroq(p,r,h(2,1),g(2,1),l(2,1),m(2,1)); 

K(3,1) = zeroq(p,r,h(3,1),g(3,1),l(3,1),m(3,1)); 

K(4,1) = zeroq(p,r,h(4,1),g(4,1),l(4,1),m(4,1)); 

K(2,2) = zeroq(p,r,h(2,2),g(2,2),l(2,2),m(2,2)); 

K(3,2) = zeroq(p,r,h(3,2),g(3,2),l(3,2),m(3,2)); 

K(4,2) = zeroq(p,r,h(4,2),g(4,2),l(4,2),m(4,2)); 

K(3,3) = zeroq(p,r,h(3,3),g(3,3),l(3,3),m(3,3)); 

K(4,3) = zeroq(p,r,h(4,3),g(4,3),l(4,3),m(4,3)); 

K(4,4) = zeroq(p,r,h(4,4),g(4,4),l(4,4),m(4,4)); 

% r==0  

% 23 // 14        

elseif (abs(r) <= 10^(-5))  

K(1,1) = zeror(p,q,h(1,1),f(1,1),l(1,1),m(1,1)); 

K(2,1) = zeror(p,q,h(2,1),f(2,1),l(2,1),m(2,1)); 

K(3,1) = zeror(p,q,h(3,1),f(3,1),l(3,1),m(3,1)); 

K(4,1) = zeror(p,q,h(4,1),f(4,1),l(4,1),m(4,1)); 

K(2,2) = zeror(p,q,h(2,2),f(2,2),l(2,2),m(2,2)); 

K(3,2) = zeror(p,q,h(3,2),f(3,2),l(3,2),m(3,2)); 

K(4,2) = zeror(p,q,h(4,2),f(4,2),l(4,2),m(4,2)); 

K(3,3) = zeror(p,q,h(3,3),f(3,3),l(3,3),m(3,3)); 

K(4,3) = zeror(p,q,h(4,3),f(4,3),l(4,3),m(4,3)); 

K(4,4) = zeror(p,q,h(4,4),f(4,4),l(4,4),m(4,4)); 

end  

% 

K(1,2) = K(2,1); 

K(1,3) = K(3,1); 

K(1,4) = K(4,1); 

K(2,3) = K(3,2); 

K(2,4) = K(4,2); 

K(3,4) = K(4,3); 

% 

KC = tk*thick*K; 

%------------------------------------------------------------------- 

%  Element conduction matrix: 

   sysk(eq, eq) = sysk(eq, eq) + KC; 

end 

 

%******************************************************************* 

 

function KK = calK(p,q,r,h,f,g,l,m,n,E1,E2,E3,E4,C1,C2) 

%  

A = ((- 3*g*q^2*r + 2*m*p*q^2 + 3*f*q*r^2 + n*p*q*r - 

4*l*p*r^2)*2/3/(q^2*r^2)) + ((g*r-m*p)*4/r^2); 

%  

part1 = (((( p*(q-2*r)-q*r+C1)*2*l + 3*q*(2*h*q-f*E3))*r - 3*g*q^2*E2 + 

n*q*( 2*q*r+p*(q+r)+C2))*r + (-q*r-p*(2*q-r)+C1)*2*m*q^2)*E1*log(E1); 

%  

part2 = (((( p*(q+2*r)+q*r+C1)*2*l + 3*q*(2*h*q-f*E4))*r - 3*g*q^2*E1 - 

n*q*( 2*q*r-p*(q-r)-C2))*r + ( q*r-p*(2*q+r)+C1)*2*m*q^2)*E2*log(E2);  
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part3 = ((((-p*(q+2*r)+q*r+C1)*2*l + 3*q*(2*h*q-f*E1))*(-r) + 3*g*q^2*E4 + 

n*q*( 2*q*r+p*(q-r)-C2))*r - (q*r+p*(2*q+r)+C1)*2*m*q^2)*(-E3)*log(E3); 

%  

part4 = ((((-p*(q-2*r)-q*r+C1)*2*l + 3*q*(2*h*q-f*E2))*(-r) + 3*g*q^2*E3 + 

n*q*(-2*q*r+p*(q+r)-C2))*r - (-q*r+p*(2*q-r)+C1)*2*m*q^2)*(-E4)*log(E4); 

%  

K = A + (part1-part2-part3+part4)/(6*q^3*r^3); 

%  

KK = real(K); 

end 

 

%******************************************************************** 

 

function [sysq] = QCFT(nelem, intmat, coord, thick, iqele, sysq) 

% 

%  Establish element matrices and assemble them for system equations 

% 

%  Loop over the number of elements: 

% 

for ie = 1:nelem 

    eq = intmat(ie,:); 

%  Find element nodal coordinates: 

    ii = intmat(ie,1); 

    jj = intmat(ie,2); 

    zz = intmat(ie,3); 

    ll = intmat(ie,4); 

    x1 = coord(ii,1); 

    x2 = coord(jj,1); 

    x3 = coord(zz,1); 

    x4 = coord(ll,1); 

    y1 = coord(ii,2); 

    y2 = coord(jj,2); 

    y3 = coord(zz,2); 

    y4 = coord(ll,2); 

    %nodexy = [x1,y1; x2,y2; x3,y3; x4, y4]; 

    Qq = iqele(ie); 

% 

%-------------------------- closed-form Q -------------------------% 

% 

% p q r 

% same every K 

p = (x2*y1 - x1*y2 + x1*y4 - x2*y3 + x3*y2 - x4*y1 - x3*y4 + x4*y3)*8; 

q = (x1*y3 - x3*y1 - x1*y4 - x2*y3 + x3*y2 + x4*y1 + x2*y4 - x4*y2)*8; 

r = (x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y4 - x4*y2 - x3*y4 + x4*y3)*8; 

%-------------------------------------------------------------------- 

qq(1,1) = -p + q/3 + r/3;  

qq(2,1) = -p - q/3 + r/3; 

qq(3,1) = -p - q/3 - r/3; 

qq(4,1) = -p + q/3 - r/3; 

QQ = Qq*thick*qq/64 ; 

%--------------------------------------------------------------------  

%  Element conduction matrix: 

   sysq(eq, 1)  = sysq(eq, 1) + QQ; 

end 

 

%******************************************************************** 

 

function temp = soltemp(K, Q, fixeq, nodval) 

% 

%  Apply boundary conditions and solve for nodal temperatures 

% 

% fixeq is the list of equation numbers with specified nodal temp: 

dof = length(Q); 
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% Use the setdiff command for matrix partitioning: 

df = setdiff(1:dof, fixeq); 

% So that the system equations contain only unknown equations: 

Kf = K(df, df); 

Qf = Q(df) - K(df, fixeq)*nodval; 

% Then use the \ command to solve such set of partitioning equations: 

sol = Kf\Qf; 

temp = zeros(dof,1); 

temp(fixeq) = nodval; 

% Finally, fill back the computed unknowns to all nodal solutions: 

temp(df) = sol; 

 

%******************************************************************* 

 

รายละเอียดโปรแกรม HeatG 
 

filename = input('Enter the input file name: ', 's'); 

fid = fopen(filename, 'r'); 

% 

%  Read the title of computation: 

% 

ntitle = fscanf(fid,'%i',1); 

for i = 1:ntitle+1 

    text1 = fgetl(fid); 

end 

% 

%  Read input data: 

% 

text2 = fgetl(fid); 

npoin = fscanf(fid,'%i',1); 

nelem = fscanf(fid,'%i',1); 

for i=1:2 

    text3 = fgetl(fid); 

end 

tk    = fscanf(fid,'%f',1); 

thick = fscanf(fid,'%f',1); 

for i=1:2 

    text4 = fgetl(fid); 

end 

noddata = fscanf(fid,'%i %i %f %f %f',[5 npoin]); 

noddata = noddata'; 

nodid = squeeze(noddata(:,1)); 

ibc   = squeeze(noddata(:,2)); 

coord(nodid,1) = squeeze(noddata(:,3)); 

coord(nodid,2) = squeeze(noddata(:,4)); 

temp  = squeeze(noddata(:,5)); 

% 

for ip = 1:npoin 

    if noddata(ip,1) ~= ip 

        fprintf(' node no. %5d in data file is missing', ip); 

        pause; 

        break 

    end 

end 

% 

for i=1:2 

    text5 = fgetl(fid); 

end 

eledata = fscanf(fid,'%i %i %i %i %i %f',[6 nelem]); 

eledata = eledata'; 

% 

eleid = squeeze(eledata(:,1)); 
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intmat(eleid,1) = squeeze(eledata(:,2)); 

intmat(eleid,2) = squeeze(eledata(:,3)); 

intmat(eleid,3) = squeeze(eledata(:,4)); 

intmat(eleid,4) = squeeze(eledata(:,5)); 

iqele  = squeeze(eledata(:,6)); 

% 

iq = 0; 

for ie = 1:nelem 

    if eledata(ie,1) ~= ie 

        fprintf(' element no. %5d in data file is missing', ie); 

        pause; 

        break 

    end 

    if iqele(ie)  ~= 0., iq  = 1; end 

end 

fprintf('\nThe FE model includes the following heat transfer mode(s):'); 

fprintf('\n    >>  Heat conduction'); 

if iq==1 

    fprintf('\n    >>  Internal heat generation'); 

end 

fclose(fid); 

% 

%------------------------- Calculation ------------------------------% 

%  

neq  = npoin; 

sysq = zeros(neq, 1); 

sysk = zeros(neq); 

fprintf('\n--- The FE model consists of %5d nodes and %5d elements --- \n', 

npoin, nelem); 

      

[sysk] = KGT(nelem, intmat, coord, tk, thick, sysk); 

[sysq] = QGT(nelem, intmat, coord, thick, iqele, sysq); 

               

%  Gathering a list of the specified nodes and their temperatures, applying 

%  boundary conditions and solve for the nodal temeratures solutions: 

% 

ifixnode = find(ibc); 

ifixtemp = squeeze(temp(ifixnode)); 

  

temp = soltemp(sysk, sysq, ifixnode, ifixtemp); 

%  

%--------------------- Print out Solution ---------------------------% 

% 

%  Print out the nodal temperatures into a file and on the screen: 

% 

filename = input('\n Enter file name for temperature solutions: ', 's'); 

fid = fopen(filename, 'w'); 

fprintf(fid,' Nodal temperature solutions [%5d]:\n', npoin); 

fprintf(    ' Nodal temperature solutions [%5d]:\n', npoin); 

fprintf(fid,'\n   Node     Temperature\n'); 

fprintf(    '\n   Node     Temperature\n'); 

for ip = 1:npoin 

    fprintf(fid,' %6d  %14.6e\n', ip, temp(ip)); 

    fprintf(    ' %6d  %14.6e\n', ip, temp(ip)); 

end 

fclose(fid); 

 

%******************************************************************* 

 

function [sysk] = KGT(nelem, intmat, coord, tk, thick, sysk) 

% 

%  Establish element matrices and assemble them for system equations 

% 

%  Loop over the number of elements: 
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% 

for ie = 1:nelem 

    eq = intmat(ie,:); 

% 

%  Find element nodal coordinates: 

% 

    ii = intmat(ie,1); 

    jj = intmat(ie,2); 

    zz = intmat(ie,3); 

    ll = intmat(ie,4); 

    x1 = coord(ii,1); 

    x2 = coord(jj,1); 

    x3 = coord(zz,1); 

    x4 = coord(ll,1); 

    y1 = coord(ii,2); 

    y2 = coord(jj,2); 

    y3 = coord(zz,2); 

    y4 = coord(ll,2); 

    nodexy = [x1,y1; x2,y2; x3,y3; x4, y4]; 

% ng = 2 Gauss point 

%--------------------------------------------------------------------  

sq3 = 1/sqrt(3); 

w11 = 1*1;  

location = [-sq3,-sq3; -sq3,sq3; sq3,-sq3; sq3,sq3]; 

weight = [w11, w11, w11, w11]; 

%-------------------------------------------------------------------- 

% Compute element matrices for 4-node quadrilateral element 

% Using (ng x ng) Gauss point integration 

  kk=zeros(4);  

  for i=1:length(weight) 

    s = location(i, 1); t = location(i, 2); w = weight(i); 

    dnds = [-(1-t)/4,  (1-t)/4,  (1+t)/4, -(1+t)/4]; 

    dndt = [-(1-s)/4, -(1+s)/4,  (1+s)/4,  (1-s)/4]; 

    J11 = dnds*nodexy(:,1); J12 = dnds*nodexy(:,2); 

    J21 = dndt*nodexy(:,1); J22 = dndt*nodexy(:,2); 

    detJ = J11*J22-J12*J21; 

    JI = [J22, -J12; -J21, J11]/detJ; 

    u = [dnds; dndt]; 

    b(1,1) = JI(1,1)*u(1,1)+JI(1,2)*u(2,1); 

    b(1,2) = JI(1,1)*u(1,2)+JI(1,2)*u(2,2); 

    b(1,3) = JI(1,1)*u(1,3)+JI(1,2)*u(2,3); 

    b(1,4) = JI(1,1)*u(1,4)+JI(1,2)*u(2,4); 

    b(2,1) = JI(2,1)*u(1,1)+JI(2,2)*u(2,1); 

    b(2,2) = JI(2,1)*u(1,2)+JI(2,2)*u(2,2); 

    b(2,3) = JI(2,1)*u(1,3)+JI(2,2)*u(2,3); 

    b(2,4) = JI(2,1)*u(1,4)+JI(2,2)*u(2,4); 

    bt(1,1)= b(1,1); 

    bt(2,1)= b(1,2); 

    bt(3,1)= b(1,3); 

    bt(4,1)= b(1,4); 

    bt(1,2)= b(2,1); 

    bt(2,2)= b(2,2); 

    bt(3,2)= b(2,3); 

    bt(4,2)= b(2,4); 

    btb(1,1) = bt(1,1)*b(1,1) + bt(1,2)*b(2,1) ; 

    btb(1,2) = bt(1,1)*b(1,2) + bt(1,2)*b(2,2) ; 

    btb(1,3) = bt(1,1)*b(1,3) + bt(1,2)*b(2,3) ; 

    btb(1,4) = bt(1,1)*b(1,4) + bt(1,2)*b(2,4) ; 

    btb(2,1) = bt(2,1)*b(1,1) + bt(2,2)*b(2,1) ; 

    btb(2,2) = bt(2,1)*b(1,2) + bt(2,2)*b(2,2) ; 

    btb(2,3) = bt(2,1)*b(1,3) + bt(2,2)*b(2,3) ; 

    btb(2,4) = bt(2,1)*b(1,4) + bt(2,2)*b(2,4) ; 

    btb(3,1) = bt(3,1)*b(1,1) + bt(3,2)*b(2,1) ; 

    btb(3,2) = bt(3,1)*b(1,2) + bt(3,2)*b(2,2) ; 
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    btb(3,3) = bt(3,1)*b(1,3) + bt(3,2)*b(2,3) ; 

    btb(3,4) = bt(3,1)*b(1,4) + bt(3,2)*b(2,4) ; 

    btb(4,1) = bt(4,1)*b(1,1) + bt(4,2)*b(2,1) ; 

    btb(4,2) = bt(4,1)*b(1,2) + bt(4,2)*b(2,2) ; 

    btb(4,3) = bt(4,1)*b(1,3) + bt(4,2)*b(2,3) ; 

    btb(4,4) = bt(4,1)*b(1,4) + bt(4,2)*b(2,4) ; 

    kk = kk + tk*w*btb*thick*detJ; 

  end 

%  Element conduction matrix: 

   sysk(eq, eq) = sysk(eq, eq) + kk; 

end 

 

%******************************************************************* 

 

function [sysq] = QGT(nelem, intmat, coord, thick, iqele, sysq) 

% 

%  Establish element matrices and assemble them for system equations 

% 

%  Loop over the number of elements: 

for ie = 1:nelem 

    eq = intmat(ie,:); 

% 

%  Find element nodal coordinates: 

% 

    ii = intmat(ie,1); 

    jj = intmat(ie,2); 

    zz = intmat(ie,3); 

    ll = intmat(ie,4); 

    x1 = coord(ii,1); 
    x2 = coord(jj,1); 

    x3 = coord(zz,1); 

    x4 = coord(ll,1); 

    y1 = coord(ii,2); 

    y2 = coord(jj,2); 

    y3 = coord(zz,2); 

    y4 = coord(ll,2); 

  nodexy = [x1,y1; x2,y2; x3,y3; x4, y4]; 

  q = iqele(ie); 

% ng = 2 Gauss point  

%--------------------------------------------------------------------  

sq3 = 1/sqrt(3); 

w11 = 1*1;  

location = [-sq3,-sq3; -sq3,sq3; sq3,-sq3; sq3,sq3]; 

weight   = [w11, w11, w11, w11]; 

%--------------------------------------------------------------------% 

Compute element matrices for 4-node quadrilateral element 

% Using (ng x ng) Gauss point integration 

  rq  = zeros(4,1);   

  for  i = 1:length(weight) 

    s    = location(i, 1); t = location(i, 2); w = weight(i); 

    dnds = [-(1-t)/4,  (1-t)/4,  (1+t)/4, -(1+t)/4]; 

    dndt = [-(1-s)/4, -(1+s)/4,  (1+s)/4,  (1-s)/4]; 

    J11  = dnds*nodexy(:,1); J12 = dnds*nodexy(:,2); 

    J21  = dndt*nodexy(:,1); J22 = dndt*nodexy(:,2); 

    detJ = J11*J22-J12*J21;     

    n  = [(1-s)*(1-t)/4; (1+s)*(1-t)/4; (1+s)*(1+t)/4; (1-s)*(1+t)/4]; 

    rq = rq + w*q*n*thick*detJ; 

  end 

%  Element conduction matrix: 

   sysq(eq, 1)  = sysq(eq, 1) + rq;  

end 

 

%******************************************************************* 
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function temp = soltemp(K, Q, fixeq, nodval) 

% 

%  Apply boundary conditions and solve for nodal temperatures 

% 

% fixeq is the list of equation numbers with specified nodal temp: 

dof = length(Q); 

% Use the setdiff command for matrix partitioning: 

df  = setdiff(1:dof, fixeq); 

% So that the system equations contain only unknown equations: 

Kf  = K(df, df); 

Qf  = Q(df) - K(df, fixeq)*nodval; 

% Then use the \ command to solve such set of partitioning equations: 

sol = Kf\Qf; 

temp = zeros(dof,1); 

temp(fixeq) = nodval; 

% Finally, fill back the computed unknowns to all nodal solutions: 

temp(df) = sol; 

 

%******************************************************************  
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