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              This thesis presents a finite element computational method for two-dimensional metal flow 
under extrusion in which metal flow has the non-Newtonian fluid behavior condition.  The thermal 
effect from metal deformation and internal heat flow is coupled in the system.  Finite element 
equations corresponding to the problem were derived from the related governing differential 
equations using the Galerkin weighted residuals method.  These derived finite element equations 
were then used in the development of the computer program that can be executed on the standard 
personal computers.  The program was verified by comparison with the results from the metal 
deformation analysis theory and experimental data.  
 
              Various extrusion problems were carried out using the developed programs for predicting 
detailed flow behavior.  The program was also used in the analysis of sheet metal rolling problems.  
Results were verified with solutions from theory of metal rolling as well as experimental data.  The 
rolling force and rolling torque were computed and the flow phenomena consisting of velocity,  
pressure and temperature were presented.  The adaptive remeshing technique was also applied for 
improving result and effective computation. 
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หนา 

รูปที่  ง.7     ตัวอยางสนามของเสนสลิปไลนที่เกิดในลักษณะศูนยกลางรูปใบพัด       192 
รูปที่  ง.8     เสนสลิปไลนของปญหาการอัดรีดแบบผนังล่ืนและมีอัตราสวนการลดขนาด      194 
       มากกวา 0.5 
รูปที่  ง.9     เสนสลิปไลนของปญหาการอัดรีดแบบผนังล่ืนและมีอัตราสวนการลดขนาด       194 
       เทากับ 0.5 
 



คําอธิบายสญัลักษณ 
              [ ]A  เมตริกซคงที่เชิงความเร็ว 

[ ]B  เมตริกซคงที่เชิงอนุพันธ x 
[ ]C  เมตริกซคงที่เชิงอนุพันธ y 
c  ความจุความรอนจําเพาะ 
D/Dt คาอนุพันธสัมบูรณ 
⎣ ⎦H  เมตริกซฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสําหรับความดัน 

oh  ความหนาโลหะทางเขาลูกรีด 
fh  ความหนาโลหะทางออกลกูรีด 

k  สัมประสิทธิ์การนําความรอน 
pL  ความยาวฉายของสวนโคงสัมผัสของลูกรีดบนแกน x 
tM  แรงบิดรีด 

⎣ ⎦N  เมตริกซฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสําหรับความเร็วและอณุหภูม ิ
P  แรงดันอัดรีด(ปญหาการอัดรีด) , แรงรีด(ปญหาการรีด) 
p  ความดัน 
Q  พลังงานความรอนที่กอกําเนดิขึ้นเอง 
q  ปริมารฟลักซความรอน 
R  อัตราสวนการลดขนาด 

              T  อุณหภูม ิ
u  ความเร็วตามแนวแกน x 
v  ความเร็วตามแนวแกน y 

iW  ฟงกชันน้ําหนกั 
ijε&  อัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด 
ε&  อัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล 
η  สัมประสิทธิ์ความเสียดทาน 
ρ  ความหนาแนน 

              σ  ความเคนตั้งฉาก  
              yieldσ  ความเคนคราก 
              µ  ความหนดื 

τ  ความเคนเฉือน 
yieldτ  ความเคนเฉือนคราก 



บทที่  1 
บทนํา 

 
 

1.1  ความสําคัญและความเปนมาของวิทยานิพนธ 
 
 การขึ้นรูปโลหะ (Metal Forming)  ถือเปนขั้นตอนทีสํ่าคัญในกระบวนการผลิตผลิตภัณฑ
ตางๆที่มีโลหะเปนสวนประกอบ  การขึน้รูปมีวัตถุประสงคเพื่อที่จะเปลี่ยนรูปของโลหะตนแบบใหมี
รูปรางลักษณะตามที่ตองการเพื่อที่จะนําไปประกอบเปนสวนหนึ่งของผลิตภัณฑ หรือนําไปใชงานใน
รูปแบบอื่นๆตามแตที่ตองการ  การขึ้นรูปโลหะมีอยูหลากหลายวิธี   เชน  การปมขึ้นรูป (Stamping)   
การอัดขึ้นรูป  (Forging)  การรีดขึ้นรูป (Rolling)  เปนตน  การอัดรีด (Extrusion) ก็เปนอีกวิธีหนึ่งใน
การเปลี่ยนรูปโลหะซึ่งการอัดรีดนี้ก็สามารถแยกออกไดหลายลักษณะตามแตลักษณะของผลิตภัณฑที่
ตองการจากการอัดรีด  ตัวอยางผลิตภัณฑที่เห็นไดชัดของการขึ้นรูปวธีินี้ก็คือคานที่มีหนาตัดตางๆ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 1.1   ภาพจําลองการอัดรีดโลหะผานแมพิมพลดขนาด 

 
 การอัดรีดเพื่อลดขนาดความหนาของโลหะก็เปนอกีลักษณะหนึ่ง  มวีัตถุประสงคเพื่อที่จะลด
ขนาดความหนาของโลหะกอนที่จะนําเขาไปสูกระบวนการผลิตอื่นๆตอไป  ในการอัดรีดเพือ่ลด
ขนาดความหนานี้ทําไดโดยการออกแรงอดัผานแทนอดั (Ram) เพื่อที่จะใหโลหะสําหรบัอัดรีด 
(Billet)  ที่บรรจุอยูในแทนบรรจุ (Container)  ไหลผานแมพิมพ (Die) ที่ทําจากวัสดุที่มีความแข็งแรง

โลหะสําหรับอัดรีด (Billet) 

แทนบรรจุ (Container) 

แมพิมพ (Die) 

แรงดันอัดรีด 
(Extrusion Pressure) 

แทนอัด (Ram) 

x 
y 

z 
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เปนพิเศษ  เพื่อใหไดผลิตภัณฑทีม่ีขนาดความหนาทีล่ดลงตามขนาดที่ตองการดังรูปที่ 1.1  ใน
กระบวนการนี้มีหลายสิ่งหลายอยางเกดิขึน้กับระบบ กลาวคือโลหะอัดรีดจะถูกอัดจนกระทั่งเปลี่ยน
รูปในเชิงพลาสติก (Plastic Deformation) โดยการเปลี่ยนรูปของโลหะทําใหเกดิการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิ อีกทั้งที่ผิวสัมผัสของโลหะอัดรีดจะมแีรงดันเกิดขึ้นซึ่งผลที่ตามมาก็คือจะเกิดแรงเสยีดทาน
ในทิศทางตรงขามกับทิศทางการไหลของโลหะ  

คําถามที่สําคัญที่สุดที่เกิดขึน้กับวิศวกรผูออกแบบก็คือ  ตองใชแรงดันเทาไรจึงเพยีงพอที่จะ
ทําใหโลหะไหลผานแมพิมพดวยความเรว็ที่ตองการ ซ่ึงในการที่จะตอบคําถามขอนี้จะตองทําความ
เขาใจอยางถองแทถึงพฤติกรรมโดยธรรมชาติของโลหะจึงจะทําใหทราบวามีสาเหตใุดบางที่จะทําให
แรงดันที่ใชเปล่ียนแปลงไป คุณสมบัติของวัสดุเปนปจจัยหลักปจจยัหนึ่งที่สงผลใหแรงดันอดัรดีที่ใช
เปล่ียนแปลงไป  ซ่ึงคุณสมบัติของวัสดุที่สําคัญสําหรับปญหานี้ก็คือคาความเคนครากของวัสดุ  ดังนั้น
หากคาความเคนครากเปลี่ยนแปลงไปจะสงผลโดยตรงตอแรงดันอัดรดี  และหากพิจารณาปจจัยที่ทํา
ใหคาความเคนครากเปลี่ยนแปลงไป จะพบวามีอยูสามปจจัยดวยกนัก็คือ อุณหภูมิ  ความเครียด
(Strain) และอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด  (Strain Rate)   

 ลักษณะทางกายภาพสําหรับการอัดรีดเปนสิ่งที่จําเปนที่จะตองศึกษาเพือ่ที่จะเขาใจพฤติกรรม
ของโลหะเมื่อเกิดการเปลี่ยนรูป  ซ่ึงสามารถศึกษารายละเอียดไดจากหนังสืออางอิง [7-14]  ลักษณะ
ทางกายภาพทีสํ่าคัญมีอยูหลายประการดวยกันคือ 

1.  เนื่องจากในกระบวนการอัดรีดโลหะ  โลหะสําหรับอัดรีด (Billet)  จะถูกแรงดันที่เพียงพอ
จนกระทั่งความเคนในอนภุาคมีคามากกวาความเคนที่จดุคราก โลหะจงึจะเคลื่อนตวัผานแมพิมพ   ซ่ึง
เปนการเปลี่ยนรูปในเชิงพลาสติก (Plastic Deformation)  ซ่ึงมีขนาดของความเครียดอยูในระดบัสูง  
และความเครยีดในชวงพลาสติกจะมีคามากกวาความเครียดที่เกิดขึน้ในชวงอีลาสติกมากทําใหการ
วิเคราะหปญหานี้จึงสามารถละทิ้งคาความเครียดในชวงอลีาสติกได   

2  จากเหตผุลในขอแรกโลหะที่อยูในชวงพลาสติกจะมีลักษณะเหมอืนของไหลโดยทั่วไป ดังนั้น
ปญหาจึงอยูในรูปแบบของการไหลแบบหนืด (Viscous Flow) แตมีความแตกตางระหวางของไหล
โดยทั่วไปและของไหลที่เปนโลหะ คือคุณสมบัติของของไหลโดยทั่วไปจะอยูในรูปแบบของนิวโท
เนียน (Newtonian) ซ่ึงความหนืดจะมีคาคงที่ แตโลหะไหลจะมพีฤติกรรมในลักษณะของนอนนวิโท
เนียน(Non-Newtonian)  จะมีคาความหนืดที่ไมใชคาคงที่ แตจะเปลี่ยนแปลงเกี่ยวเนื่องกับการ
เปลี่ยนแปลงความเร็วในระบบ ดวยเหตผุลนี้เองจึงทําใหระบบสมการเชิงอนุพันธของปญหานี้จะเปน
แบบไมเชิงเสน (Nonlinear) 
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3.  ลักษณะที่สําคัญอีกประการหนึ่งของวัสดทุี่อยูในชวงพลาสติกคือคุณสมบัติการอัดตัวไมได
(Incompressible)  กลาวคือการเปลี่ยนรูปของวัสดุจะมเีฉพาะการเปลีย่นรูปในลกัษณะของการเสยีรูป
(Distortion)  แตไมมีการเปลี่ยนปริมาตร (Dilatation) คุณสมบัตินี้สามารถเรียกไดอีกอยางวาคุณสมบัติ
การอนุรักษมวลแสดงไดโดยสมการเชิงอนุพันธสําหรับการอนุรักษมวลดังที่จะไดแสดงในบทที่ 2 

4.  เนื่องจากปญหาการอัดรีดเพือ่ลดขนาดความหนาของโลหะ  โลหะสําหรับอัดรีด (Billet) จะมี
ขนาดความยาวในแนวตั้งฉากกับระนาบการไหล x-y มากเมื่อเทียบกบัความหนา  ดังนั้นจึงสามารถ
วิเคราะหปญหาไดในรูปแบบของความเครียดในระนาบ (Plane Strain)  กลาวคือการเปลี่ยนรูปจะอยู
ในระนาบการไหลไมสงผลตอแนวทีต่ั้งฉากกับระนาบการไหล   

5.  อุณหภูมิเปนอกีปจจยัหนึ่งทีส่งผลอยางมากตอการเปลี่ยนแปลงของระบบ เนื่องจากการ
เปล่ียนรูปของโลหะจะสงผลใหอุณหภูมิในระบบเพิ่มขึ้น และการเพิม่ขึ้นนี้จะสงผลตอคาความเคน
ครากของวัสด ุ ซ่ึงเมื่อความเคนครากที่ตําแหนงใดๆบนโดเมนการไหลเปลี่ยนแปลงไป จะสงผลตอ
แรงดันอัดรีดซึ่งเปนคําตอบของปญหาที่สําคัญที่สุด  

6.  แรงเสียดทานที่ผิวสัมผัสระหวางแทนบรรจุกับโลหะสําหรับอัดรีด  และแมพิมพกับโลหะ
สําหรับอัดรีด ถือวาเปนสวนสําคัญสวนหนึง่ที่จะสงผลตอแรงดันอัดรีด  เนื่องจากวาหากสัมประสิทธ
ความเสียดทานระหวางผิวสัมผัสสูงยอมสงผลใหแรงดันอัดรีดที่ตองใชสูงตามไปดวย 

7.  ความจริงอีกประการหนึ่งก็คอืระบบการอัดรีดจะเริ่มเขาสูภาวะอยูตวัเมือ่โลหะสําหรับอัดรีด
ไดผานพนแมพิมพไปชวงหนึ่ง  และกอนที่จะออกจากแมพิมพอีกชวงหนึ่ง ซ่ึงในระหวางชวงทั้งสอง
หากพื้นผิวไมมีแรงเสียดทานแรงดันอดัรีดที่ใชจะคงที ่ และสภาวะภายในโลหะอัดรีดแทบจะไม
เปล่ียนแปลง   

 วิทยานพินธทีน่ําเสนอนี้จะทาํการศึกษาการอัดรีดเพื่อลดขนาดความหนาของโลหะในสองมิติ 
โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต   (Finite Element Method) โดยจะทําการศึกษาถงึลักษณะการไหล
ของโลหะในสภาวะทีเ่ปนพลาสติก (Plastic) ที่เปนการไหลแบบนอนนวิโทเนยีน ผานแมพมิพลด
ขนาด  โดยจะจําลองแบบใหอยูในรูปของความเครียดในระนาบ (Plane Strain) และมีวัสดุเปนแบบ
พลาสติกอุดมคติ (Ideal Plastic)   เพื่อใหไดมาซึ่งคําตอบ ก็คือความเร็วของการไหล  ความดันและ
อุณหภูมิในตําแหนงตางๆบนระนาบการไหลของโลหะขณะไหลผานแมพิมพที่สภาวะอยูตัว  

 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะถูกทําการประยุกตเขากับสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของโดยใช
เอลิเมนตสองมิติแบบสามเหลี่ยมในลกัษณะของความเครียดในระนาบ (Plane Strain)  ประกอบกับ
การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยวธีิการถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Method of Weighted 
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Residuals) [1] กอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สามารถนําไปประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
สามารถใชไดบนคอมพิวเตอรสวนบุคคลโดยทั่วไป  โดยโปรแกรมที่ถูกประดิษฐขึ้นนี้จะใชพื้นฐาน
ของสมการอนุรักษโมเมนตัม สมการอนุรักษมวล  และสมการอนุรักษพลังงาน [3] ประกอบกับ
เทคนิคการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับการแกปญหาที่เปนแบบไมเชิงเสน การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตที่
สอดคลองกับความเปนจริง ทําใหไดคําตอบโดยประมาณที่สภาวะอยูตัว (Steady State) ของระบบ  
โดยผลของการคํานวณจะอยูในรูป ความเรว็  ความดนั และอุณหภูมิทีจุ่ดตอของเอลิเมนต  คําตอบที่
ไดจะถกูเปรียบเทียบกับทฤษฎีสลิปไลน [7-11] และผลการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรมที่ประดิษฐขึน้ กอนที่จะนําไปวเิคราะหผลการอัดรีดในรูปแบบอื่นๆ 

 วิทยานพินธนีจ้ะทําการศกึษาและวิเคราะหปญหาการรีดโลหะ (Metal Rolling) สําหรับโลหะ
แผนบางซึ่งเปนอีกรูปแบบหนึ่งของการขึ้นรูปโลหะ โดยใชโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้สําหรับวิเคราะห
ปญหาการอัดรีด  เนื่องจากวาปญหาทั้งสองประเภทจะมีพฤติกรรมของวัสดุที่เหมอืนกัน  สามารถ
วิเคราะหที่ภาวะอยูตัวไดเชนเดียวกนั แตจะมีขอแตกตางตรงแบบจําลองและเงื่อนไขขอบเขตที่ไม
เหมือนกนั  คําตอบที่สําคัญของปญหาการรีดก็คือ แรงรีด (Rolling Force) และแรงบิดรีด (Rolling 
Torque) สามารถคํานวณไดโดยใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลข [2] ที่ประยุกตกับโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น  
โดยคําตอบจะถูกเปรียบเทียบกับผลจากทฤษฎีอ่ืนรวมทัง้การทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการรีด กอนที่จะนําไปวิเคราะหปญหาในรูปแบบอื่นๆ 

        เพื่อใหไดคําตอบที่ไดมีความถูกตองมากที่สุด และเกิดประสิทธิภาพในการคํานวณสูงสุด 
ของการวิเคราะหปญหาโดยโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้ จึงไดทําการประยุกตเอาวิธีการปรับขนาดของเอ
ลิเมนตโดยอัตโนมัติ โดยอิงกับพื้นฐานความเขาใจในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่วา บริเวณที่มี
ขนาดอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของคาํตอบ (Solution Gradient) สูง บริเวณนัน้ควรที่จะมีความถี่
ของเอลิเมนตมากกวาบริเวณที่มีอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของคาํตอบนอย [5] ซ่ึงวิธีดังกลาวจะ
ชวยจดัการขนาดและความถี่ของเอลิเมนตที่เหมาะสมกบัปญหา ทําใหลดความสิ้นเปลืองที่เกิดจาก
เวลาในการคํานวณและหนวยความจําทีใ่ชบนคอมพิวเตอรสวนบุคคลทั่วไป 
 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 
1.  ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาการอัดรีดขึ้นรูป   
2. ประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐขึ้น โดยใชโปรแกรม 

คอมพิวเตอรภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) 
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3.  นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นมาวิเคราะหปญหาและความสัมพันธของตัวแปรตางๆ  คือความเร็ว  
ความดัน และอุณหภูมิ  ในปญหาการอัดรีด  

4.    ปรับปรุงผลที่ไดจากการคํานวณ   โดยใชเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
เพื่อใหเกิดประสิทธิภาพในการคํานวณสูงสุด 

 
 
1.3  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 
1.    ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหา 
2.  ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหปญหาสองมิติแบบความเครียด

ในระนาบ โดยโปรแกรมจะใชคํานวณหาความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิที่จุดตอ โดยใชเอลิ
เมนตสามเหลีย่มแบบหกจดุตอเพื่อที่จะคํานวณหาความเร็วและอณุหภมูิ  เอลิเมนตสามเหลี่ยม
แบบสามจุดตอสําหรับคํานวณหาความดนั  

3. นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้มาทําการวิเคราะหปญหาการอัดรีดที่มีอัตราการเปลี่ยนแปลงพื้นที่
ของโลหะที่ทางเขาตอทางออกแตกตางกันไปเพื่อคํานวณหาแรงดันทีใ่ชในการอัดรีด  

4.   นําโปรแกรมที่ประดิษฐมาวิเคราะหปญหาของการอัดรีด สําหรับปญหาที่มีรูปแบบของแมพิมพที่
แตกตางกนั 

5. ศึกษาถึงผลของการอัดรีดที่ทาํใหเกดิการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ  และผลของการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิที่มีตอคุณสมบัติของวัสดุ   

6.  ทําการวิเคราะหผลของความเร็วในการอัดรดีที่มีตอการกระจายของอณุหภูมิที่สวนตางๆบนขอบ 
เขตของปญหา 

7.   ประยุกตวิธีการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาที่ทําการวเิคราะห 
 
 
1.4   ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 
1.  เก็บรวบรวมขอมูลเอกสารและองคความรูที่เกี่ยวของกับทฤษฎีทางดานการไหลของโลหะ

โดยเฉพาะในดานของการอดัรีดขึ้นรูป 
2.    ศึกษาการประยุกตโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตกับการอดัรีดขึ้นรูป 
3.     ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธ 
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4.  เร่ิมประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตจากสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาทีย่ังไมมีการ
ถายเทความรอนเขามาเกีย่วของ 

5.  ทดสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้กับปญหาที่สามารถหาผลเฉลยโดยทฤษฎีสลิปไลน (Slip Line 
Theory)  เพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 

6.   ประยุกตสมการอนุรักษพลังงานเขาสูระบบเดิม 
7.  นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้มาวิเคราะหการอัดรีดลดขนาดในรูปแบบตางๆ  
8.   ประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  
9.     เขียนวิทยานพินธ 
10 .  สอบวิทยานิพนธ 
 
 
1.5  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 
1.   สามารถนําโปรแกรมไปใชแกปญหาการอัดรีดขึ้นรูปเพื่อลดขนาดความหนาของโลหะที่มีลักษณะ

แมพิมพ และสภาวะแวดลอมของระบบแตกตางกันไป 
2. ผลของแรงดันและความรอนที่ไดจากการวิเคราะห  จะเปนประโยชนอยางมากในการนําไป

ออกแบบแมพมิพอัดรีด 
3.  ผลของความดันโดยรวมทําใหทราบถึงขนาดของแรงดันที่ตองใชในการดันโลหะใหไหลผาน

แมพิมพลดขนาด   ซ่ึงเปนประโยชนตอผูออกแบบเครื่องจักรทําใหลดเวลาในการออกแบบและ
การลองผิดลองถูก 

4. เพื่อเปนจดุเริ่มตนในการพัฒนาโปรแกรมสําหรับงานขึ้นรูปโลหะ ใหเกดิความหลากหลายและ
ครอบคลุมปญหาที่มีอยูในอตุสาหกรรมขึ้นรูปโลหะใหมากที่สุด  ซ่ึงเกือบทั้งหมดไดยนือยูบน
พื้นฐานทีว่ิทยานิพนธฉบับนีไ้ดนําเสนอ  เพียงแตมีรายละเอียดที่แตกตางกันไป  เชนลักษณะของ
เอลิเมนตที่ใช  และกระบวนวิธีทางการคํานวณเชิงตัวเลขที่แตกตางกนัไป เปนตน 

5. สามารถนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปประยุกตใชกับการวิเคราะหปญหาการรีดโลหะ (Sheet 
Metal Rolling)  สําหรับลดขนาดความหนาของโลหะแผนบาง 

6.   โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึน้  ประกอบกับการประยุกตการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติ  ทําใหโปรแกรมสามารถใชกับคอมพิวเตอรสวนบคุคลทั่วไปที่มีขนาดของ
หนวยความจํา (RAM) ที่จํากัด  และขนาดของปญหาที่มีขนาดใหญ 

 
 



บทที่ 2 
สมการเชิงอนุพันธการไหลของโลหะ 

 
 

 ในการวิเคราะหการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีดจะอยูภายใตความเปนจริงที่วาหาก
โลหะถูกแรงกระทําจนกระทัง่ความเคนมากกวาความเคนคราก โลหะจะมพีฤติกรรมเหมือนของไหล
โดยทั่วไปแตเปนของไหลแบบนอนนวิโทเนียน (Non-Newtonian) [13] กลาวคอืคาความหนดืจะ
ไมใชคาคงที่ แตจะเปนฟงกชันที่เกี่ยวเนื่องกับการเปลี่ยนแปลงความเร็วในระบบ ดังนั้นวิทยานพินธ
ฉบับนี้จะทําการวิเคราะหการไหลของโลหะโดยใชทฤษฎีของการไหลแบบหนืดทีอั่ดตัวไมได โดย
ของไหลจะเปนแบบเปนแบบนอนนวิโทเนียน  สมการเชิงอนุพันธถือเปนหวัใจสําคัญของการ
วิเคราะหปญหา เนื่องจากสมการเชิงอนุพนัธเหลานี้จะอธิบายความเปนจริงของปญหา ซ่ึงปญหาการ
ไหลของโลหะนี้จะอาศัยความจริงในเรื่องของการอนุรักษมวล โมเมนตัม และพลังงาน เชนเดียวกบั
การวิเคราะหการไหลของของไหลโดยทัว่ไป  

ในบทนี้จะอธบิายสมการเชงิอนุพันธของปญหาการไหลของโลหะใน 2 มิติ จะประกอบไป
ดวย 4 สมการดวยกัน คือ สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 1 สมการ สมการเชิงอนุพันธของ
การอนุรักษโมเมนตัม จํานวน 2 สมการ  และสมการเชงิอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน  1 สมการ 
โดยจะสอดแทรกสมมุติฐานตางๆที่สอดคลองกับความเปนจริงเพื่อลดความซับซอนของระบบสมการ 
 
 
2.1  สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 
 
 จากความเปนจริงที่วามวลของของไหลจะไมสูญหายตลอดโดเมนการไหล จะกอใหเกิด
สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวลนี้ขึ้น  โดยหากพิจารณาถึงอนภุาคสี่เหล่ียมทีต่ําแหนงใดๆบน
โดเมนการไหล มีขนาดความกวาง dx และ dy  มีความลึก 1 หนวย ดังแสดงในรูปที่ 2.1 [3]  แลวที่
ตลอดขอบดานซายของอนภุาคมีความกวาง dy จะมีปริมาณฟลกัซของมวลที่ไหลเขามีคาเทากับ 
[ ]dyuρ  โดย ρ  คือความหนาแนนของของไหล และ u คือความเร็วตามแนวแกน x และจะมีการ
เปล่ียนแปลงตลอดในทิศทางแกน x  กอใหเกิดปริมาณฟลักซของมวลที่ไหลออกทางดานขวาของ
อนุภาคคือ ( )dydx)x/)u((u ∂ρ∂+ρ   ดังนั้นปริมาณฟลักซที่เพิ่มขึ้นในทิศทางแกน x คือ 

[ ] dxdy
x

)u(dyudydx
x

)u(u
∂
ρ∂

=ρ−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
ρ∂

+ρ      (2.1) 
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รูปที่ 2.1  ฟลักซของมวลที่เกิดขึ้นกับอนภุาคขนาดเล็กบนโดเมนการไหล 
 

 ปริมาณฟลักซของมวลที่เพิ่มขึ้นในทิศทางแกน y ก็สามารถหาไดในลักษณะเดยีวกนั โดยให 
v คือความเร็วตามแนวแกน y  

[ ] dxdy
y

)v(dxvdxdy
y

)v(v
∂
ρ∂

=ρ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ               (2.2) 

 ปริมาณมวลในกรอบสี่เหล่ียมนี้คือ dydxρ  ดังนัน้อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณฟลักซ
ของมวลที่ลดลงไปคือ 

    dxdy
t∂
ρ∂

−                      (2.3) 

 จากกฏของการอนุรักษมวล  มวลที่เปล่ียนแปลงในอนุภาคสี่เหล่ียมนี้จะตองไมสูญหาย  
ดังนั้นปริมาณฟลักซของมวลที่เพิ่มขึ้นเนื่องจากการไหลผานขอบตามแนวแกน x และ y  จะตอง
เทากับปริมาณฟลักซของมวลที่ลดลงไป นั่นคือ 

                                           dxdy
t

dxdy
y

)v(dxdy
x

)u(
∂
ρ∂

−=
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂      (2.4) 

หารตลอดสมการ (2.4) ดวย dxdy แลวจัดรูปจะได  

0
y

)v(
x

)u(
t

=
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂       (2.5) 

 

x 

y 
dxdy

y
)v(v ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ  

dydx
x

)u(u ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
ρ∂

+ρ  [ ]dyuρ  

[ ]dxvρ  

dx 

dy 
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 และเนื่องจากการไหลของโลหะจะสมมุติใหคาความหนาแนนเปนคาคงที่และไม
เปล่ียนแปลงตามเวลา  ดังนัน้สมการที่ (2.5) จะลดรูปลงเหลือ 

0
y
v

x
u

=
∂
∂

+
∂
∂        (2.6) 

 สมการที่ (2.6) นี้ก็คือสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวลสําหรับปญหาทีม่ีคาความ
หนาแนนคงทีแ่ละไมแปรผนัตามเวลา  สมการนี้เองจะสอดคลองกับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปของโลหะ
ที่วา  อนภุาคของโลหะที่เปลี่ยนรูปจะมีลักษณะที่อัดตวัไมได (Incompressible) [14]  ดังนั้นอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียดตามแนวแกน x ( xε& ) ซ่ึงมีคาเทากับ x/u ∂∂   จะมคีาเทากับอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียดตามแนวแกน y ( yε& ) ซ่ึงมีคาเทากับ y/v ∂∂  ในทิศทางตรงกันขาม 
 
 
2.2  สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม 
 
 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมนี้เกิดจากความเปนจริงตามกฏขอที่สองของนิว
ตัน (Newton’s second law)  ที่วา   แรงมคีาเทากับมวลคูณดวยอัตราเรง     หากพจิารณาผลของแรงที่
เกิดกับอนุภาคเล็กๆบนโดเมนการไหลจะประกอบไปดวย สามสวนหลักๆ คือแรงเนื่องจากการ
เปล่ียนแปลงความเคนในทิศทางตางๆ   แรงเนื่องจากน้ําหนักของตวัมนัเอง  แรงเนือ่งจากความเฉือ่ย  
ในเรื่องการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีดนี้  จะเปนการไหลที่ชาดังนั้นจึงสามารถละแรงเนื่องจาก
ความเฉื่อยไวได       อีกทั้งแรงเนื่องจากน้ําหนักของตวัมนัเองนอยมากเมื่อเทียบกับแรงจากการเปลี่ยน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.2  สวนประกอบของแรงตามแนวแกน x ที่เกิดขึ้นกับอนุภาคขนาดเล็กบนโดเมนการไหล 

 

x 

y dxdy
y
yx

yx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+τ  

dydx
x

x
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
σ∂

+σ  dyxσ  

dxyxτ  

dx 

dy 
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แปลงความเคน แรงในสวนนี้จึงสามารถละทิ้งไดเชนเดียวกัน ดังนัน้สมการเชิงอนุพันธนี้จะพิจารณา
เฉพาะแรงที่เกดิจากการเปลี่ยนแปลงความเคนในทิศทางตางๆ  หากพิจารณาอนุภาคสีเ่หล่ียมที่มีขนาด
ความกวาง dx และ dy มีความลึกหนึ่งหนวยจะมีสวนประกอบของแรงตามแนวแกน x ดังแสดงในรูป
ที่ 2.2 [3] 

 ผลรวมของแรงตามแนวแกน x จะมีคาดังนี้ 

0dxdxdy
y

dydydx
x yx

yx
yxx

x
x =τ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+τ+σ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
σ∂

+σ     (2.7) 

ผลรวมของแรงที่เกิดขึ้นตามแนวแกน y ก็สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันมีคาดังนี ้  

               0dxdxdy
y

dydydx
x y

y
yxy

xy
xy =σ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

σ∂
+σ+τ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+τ     (2.8) 

ในที่นี ้   xσ    คือความเคนตั้งฉาก (Normal Stress) ตามแนวแกน x;   yσ    คือความเคนตั้งฉาก 
(Normal Stress) ตามแนวแกน y;     yxxy ,ττ     คือความเคนเฉอืน (Shear Stress)  ทําการหารทั้ง 2 
ขางของสมการทั้งสองดวย dxdy แลวทําการจัดรูป  จะได 

0
yx
yxx =

∂

τ∂
+

∂
σ∂         (2.9a) 

0
yx

yxy =
∂

σ∂
+

∂

τ∂      (2.9b) 

 ในทฤษฎีกลศาสตรของแข็ง สมการทั้งสองนี้คือสมการสมดุล (Equilibrium Equation) [7] 
โดยสวนประกอบของความเคนจะมีอยูสองสวนดวยกัน [14]  ก็คือความเคนเฉลี่ย (Mean Stress, mσ ) 
ซ่ึงมีลักษณะทางกายภาพเหมือนกับความดัน (p) แตมทีิศทางตรงกันขาม และจะมทีิศทางตั้งฉากกับ
ขอบอนุภาคโดยมีขนาดเทากันทุกทิศทาง  อีกสวนหนึ่งก็คือความเคนเบี่ยงเบน (Deviatoric Stress, 
σ′ ) ซ่ึงเปนสวนที่ทําใหโลหะเกิดการเสียรูปในเชิงพลาสติก (Plastic Deformation)  เนื่องจากมี
สวนประกอบของความเคนเฉือนอยูดวย  ดังนั้นความเคนในสองมิตสิามารถเขียนใหอยูในรูปแบบ
ของเทนเซอร (Tensor) โดยสัญลักษณตวัหอยตวัแรกจะหมายถึงทิศทางตั้งฉาก (Normal Direction) 
ของระนาบทีค่วามเคนนัน้กระทําอยู  สวนตัวหอยตัวหลังคือทิศทางของความเคนนัน้ๆ  ดังนี้ [14]   

     ijijmij σ′+δσ=σ      (2.10) 
หรือ     ijijij p σ′+δ−=σ        (2.11) 
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โดย   ijδ    คือ Kronecker delta ซ่ึง   ijδ  = 1 เมื่อ  i = j  ; ijδ  = 0  เมื่อ i  ≠  j  

 ความสัมพันธของเทนเซอรความเคนเบีย่งเบนและอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด (Strain 
rate, ε& )  สามารถเขียนไดในรปู [7] 

                 ijij 2 εµ=σ′ &        (2.12) 

โดย                 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

=ε
i

j

j

i
ij x

u
x
u

2
1

&       (2.13) 

ในที่นี ้    µ    แทนคาความหนืด  และ    u    คือคาความเร็วตามแนวแกนตางๆ  แทนคาสมการ (2.13) 
ลงใน (2.12) จะได และแทนคา (2.12) ลงใน (2.11)  จะได 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

µ+δ−=σ
i

j

j

i
ijij x

u
x
up                                              (2.14) 

ซ่ึงสามารถเขียนในรูปแบบทัว่ไปของความเคนใน 2 มิติไดคือ 

    
x
u2px ∂
∂

µ+−=σ                  (2.15a) 

y
v2py ∂
∂

µ+−=σ                  (2.15b) 

                 )
x
v

y
u(yxxy ∂

∂
+

∂
∂

µ=τ=τ                 (2.15c) 

โดย    u    คือความเร็วในทศิทางแกน x;    v    คือความเร็วในทิศทางแกน y;     p    คือความดัน 

 หากแทนคาสมการ (2.15 a-c)  ลงในสมการ (2.9 a,b)  จะกอใหเกิดสมการเชิงอนุพันธของ
การอนุรักษโมเมนตัมสําหรบัปญหาการไหลแบบเชื่องชา โดยของไหลสมมุติใหมีความหนาแนนคงที่  
ไมคํานึงถึงแรงเนื่องจากน้ําหนักตวัของมนัเอง  เปนการไหลที่สภาวะสมดุล  และหากสมมุตใิหคา
ความหนดืมีคาคงที่ดังเชนกรณีของไหลแบบนิวโทเนยีน สมการจะมรูีปแบบดังนี ้

  0
x
p)

y
u

x
u( 2

2

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

µ                             (2.16a) 

  0
y
p)

y
v

x
v( 2

2

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

µ                              (2.16b) 
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 สําหรับกรณีการไหลของโลหะซึ่งเปนของไหลเแบบนอนนิวโทเนียน คาของความหนืดจะ
ถูกกําหนดจากความสัมพันธของความเคนและอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดสําหรับวัสดุที่อยู
ในชวงพลาสติก  โดยเพอรเซียนา (Perzyna) [21] ไดนําเสนอทฤษฎีความสัมพนัธดังกลาวโดยใช
หลักการของการหาพลังงานศักยเชิงพลาสติก (Plastic Potential) โดยความสัมพันธนี้ไดถูกนํามาใช
ประกอบในการวิเคราะหปญหาการขึ้นรูปโลหะโดยไดถูกนําเสนอในบทความและหนังสือทางดานนี้
หลายฉบับดวยกันดังเชนเอกสารอางอิง [16] [31]  คาความหนดืที่ถูกนําเสนอ ใชสําหรับวัสดุที่เปน
พลาสติกอุดมคติ (Ideal Plastic) โดยจะเปนฟงกชันของคาความเคนครากและอัตราการเปลี่ยนแปลง
ความเครียดประสิทธิผล (Effective Strain Rate) ดังแสดงในรูป 

        
ε

σ
=µ

&3
yield       (2.17) 

โดย  ε&   คืออัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล (Effective Strain Rate) มีคาเทากับ  
ijij2 εε &&   [31]   

สวนคาของ ความเคนคราก yieldσ  สามารถกําหนดใหเปนคาคงที่ หรือฟงกชนักับอุณหภูมใิน
รูปแบบใดๆตามแตทฤษฎีและสมมุติฐานที่ใชในการวิเคราะห แตโดยสวนใหญในวิทยานพินธฉบับนี้
หากวเิคราะหปญหาที่มีอุณหภูมิมาเกี่ยวของ จะใชความสัมพันธแบบเชิงเสนและกําหนดอุณหภมูิใน
ลักษณะอุณหภูมิสัมพัทธกับอุณหภูมิเร่ิมตนดังความสัมพันธตอไปนี ้

          )T1(yieldyield β−σ=σ′      (2.18) 

โดย  β    คือคาคงที่ที่ขึ้นอยูกับคุณสมบัติของวัสด ุ และ  T    คืออุณหภูม ิ
  
  
2.3  สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน 
 

เนื่องจากการขึ้นรูปของโลหะโดยทัว่ไปมขีนาดของการเปลี่ยนรูปสูง  ดังนั้นการเปลีย่นแปลง
ของอุณหภูม ิ  ไมวาจะเกดิจากแหลงความรอนภายนอก  หรือวาความรอนที่เกิดจากการเปลี่ยนรูปตาม
ธรรมชาติของโลหะ  ยอมสงผลตอการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุนั่นคือความเคนการไหล หรือ
ความเคนที่จดุคราก ( yieldσ ) นั่นเอง  ในกรณีเชนนีก้ารเปลี่ยนรูปของโลหะจะสงผลตอการ
เปล่ียนแปลงอณุหภูมิ  และการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมจิะสงผลตอคาคุณสมบัติของวสัดุทําใหสงผลถึง
แรงดันที่ใชในการอัดรีด ดังนั้นการคํานวณสมการอนุรักษพลังงานควบคูไปกับสมการเชิงอนุพันธทั้ง
สองที่ไดกลาวไปแลว จึงมีความจําเปนอยางยิ่ง 
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ในการประดิษฐสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานนี้จะอาศัยกฎของความเปนจริง
ที่วา พลังงานจะไมสูญหายไปไหน สามารถนําเสนอโดยการใชอนภุาคสี่เหล่ียมทีม่ีฟลักซความรอน
ในลักษณะตางๆไหลผานดังแสดงในรูปที่ 2.3  [3] 

 
 

 

 
 

 

  

รูปที่ 2.3  งานที่เกิดขึ้นและปริมาณฟลักซความรอนตามแนวแกน x ที่เกิดขึ้นกับ 
      อนุภาคขนาดเล็กบนโดเมนการไหล 

 จากกฎขอแรกของเทอรโมไดนามิคส ซ่ึงกลาววา อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอน
มวลจะเทากับปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกกอนมวลบวกกับอัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรง
ตางๆที่กระทําบนกอนมวลนัน้  สามารถเขียนในรูปแบบของสัญลักษณคือ 
 
    A     =     B   +   C      (2.19) 

โดย     A      แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานภายในกอนมวล       
            B      แทนปริมาณฟลกัซความรอนที่ใหแกกอนมวล         
            C      แทนอัตราของงานที่เกิดขึน้เนือ่งจากแรงตางๆบนกอนมวล 

 จะเริ่มตนพิจารณาหาคา C ซ่ึงคืออัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตางๆที่กระทําบนกอน
มวล  ซ่ึงหากไมพิจารณาถึงงานเนื่องจากแรงของน้ําหนกัตัวมันเอง (Body Force)  จะคงเหลือ
เฉพาะงานที่เกดิจากความเคนตามแนวแกนตางๆดังนี ้

อัตราของงานที่เกิดจากความเคนตั้งฉาก xσ  ตามแนวแกน x คือ 

dydx
x

)u(dyudydx
x

)u(u x
x

x
x ∂

σ∂
=σ−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
σ∂

+σ               (2.20a) 

 

x 

y 
( )

dxdy
y

u
u yx

yx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ  

( )
dydx

x
uu x

x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
σ∂

+σ  dyu xσ  

dxu yxτ  

dx 

dy 
dyq x  dydx

x
qq x

x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+  
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อัตราของงานที่เกิดขึ้นจากความเคนเฉือน yxτ  ตามแนวแกน x  คือ 

dydx
y

)u(
dxudxdy

y
)u(

u yx
yx

yx
yx ∂

τ∂
=τ−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ             (2.20b) 

อัตราของงานที่เกิดจากความเคนในทิศทางแกน y กส็ามารถหาไดในทํานองเดียวกัน  ดังนัน้งาน
ทั้งหมดที่เกดิขึ้นเนื่องจากแรงตางๆ คือ 

  dxdy
y

)v(
x

)v(
y

)u(
x

)u(
C yxyyxx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

=    (2.21) 

 สําหรับปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกมวลซึ่งแสดงโดยสัญลักษณ B นั้น ประกอบไปดวย
สองสวน สวนแรกคือปริมาณฟลักซความรอนที่เกิดขึน้เองบนกอนมวล  ดังเชนความรอนที่เกดิจาก
การเปลี่ยนรูปของโลหะนั่นเอง  หาก Q   แทนปริมาณฟลักซความรอนที่เกิดขึน้ตอหนึ่งหนวยมวล  
ดังนั้นปริมาณฟลักซความรอนที่เกิดขึ้นตอมวลทั้งหมดคือ 

     dydxQρ  

อีกสวนหนึ่งกค็ือฟลักซความรอนสุทธิที่เกิดจากการถายเทความรอน  ในรูปที่ 2.3 จะแสดงในทศิทาง
แกน x  คือ 

dydx
x

q
dydx

x
q

qq xx
xx ∂

∂
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+−                (2.22a) 

ฟลักซความรอนสุทธิที่เกิดจากการถายเทความรอนในแนวแกน y  กส็ามารถหาไดในทํานองเดียวกัน 
คือ 

  dydx
y

q
dxdy

y
q

qq yy
yy ∂

∂
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+−                (2.22b) 

ดังนั้นปริมาณฟลักซความรอนทั้งหมดที่เกิดขึ้นบนอนุภาคสี่เหล่ียมนี้คอื 

            dydx
y

q
x

q
QB yx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

−ρ=     (2.23) 
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ตามกฎของฟูริเยร (Fourier’s law) ปริมาณฟลักซความรอน xq  และ  yq  จะแปรผันกับความ
ชันของอุณหภมูิ  (Temperature Gradient) ดังนี้   

    
x
Tkq x ∂
∂

−=  และ  
y
Tkq y ∂
∂

−=     (2.24) 

โดย    k   คือสัมประสิทธิ์การนําความรอน (Thermal Conductivity) ของของไหล  ดังนั้นสามารถ
เขียนพจน B ไดคือ 

dydx
y
Tk

yx
Tk

x
QB ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−ρ=    (2.25) 

 สวนพจน A  ซ่ึงแทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอนมวล  จะประกอบไปดวย
สองสวนดวยกัน  คือพลังงานภายใน (Internal Energy) ซ่ึงเกิดจากการเคลื่อนที่ของโมเลกุลภายใน
ของไหล  ใชสัญลักษณ e  และพลังงานจลน (Kinetic Energy)  ซ่ึงเกิดจากการไหลของของไหลมีคา
เทากับ V2/2  โดย V คือความเร็วของมวล   พลังงานทั้งคูมีหนวยเทากับหนึ่งหนวยมวล ดังนั้นพลังงาน
ทั้งหมดที่เกดิกับปริมาณมวลทั้งกอนซึ่งเทากับ dydxρ    คือ 

dxdy
2

Ve
Dt
DA

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ=      (2.26) 

 คาของ Dt/D   คือคาอนุพันธสัมบูรณ  (Substantial Derivative)  ซ่ึงหมายความถึงการ
เปล่ียนแปลงสมับูรณของอนภุาคใดๆที่ถูกเฝามองบนโดเมนปญหา  ซ่ึงการเปลี่ยนแปลงเหลานี้จะ
ประกอบไปดวยการเปลี่ยนแปลงเมื่อเทียบกับเวลา และการเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนตางๆของ
อนุภาคที่เคลื่อนที่ดวยความเร็วตามแนวแกน x และ y มีคาเทากับ u และ v ตามลําดับ หรือเรียกไดอีก
อยางหนึ่งวาการพา (Convection)  ดังนั้นสามารถเขียนความสัมพันธในระบบ 2 มิติไดดังนี ้

    
y

v
x

u
tDt

D
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡      (2.27) 

หรือ    )V(
tDt

D
∇⋅+

∂
∂

≡
rr       (2.28) 

โดย         jviuV
))r

+≡       (2.29) 
  j

y
i

x
))r

∂
∂

+
∂
∂

≡∇                    (2.30) 
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ทําการแทนพจน  A   B  และ  C   กลับลงในสมการ (2.19)  แลวหารตลอดดวย dxdy  จะได 

                            ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ

y
Tk

yx
Tk

x
Q

2
Ve

Dt
D 2

 

                                   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+
y

)v(
x

)v(
y

)u(
x

)u( yxyyxx        (2.31) 

 ขั้นตอนตอไปจะทําการแปลงคาอนุพันธสัมบูรณใหอยูในรูปของคาอนุพันธปกต ิ เพื่อจะใช
ในการคํานวณรวมกับสมการเชิงอนุพันธทัง้สองสมการที่ไดประดษิฐไปแลว โดยเริ่มจากการพจิารณา 
แรงที่กระทําตามแนวแกน x ของอนุภาคสี่เหล่ียมใดๆทีเ่คลื่อนที่ดวยความเรง  ax    ดังนั้นสมการ 
(2.9a) สามารถเขียนในรูปแบบที่รวมแรงเฉื่อย คือ 

    dxdy
yx

ma yxx
x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+

∂
σ∂

=     (2.32) 

โดย                                   dydxm ρ=       (2.33) 
         

Dt
Dua x =                      (2.34) 

แทนคาสมการที่  (2.32)  แลวหารตลอดดวย dxdy จะได 

                
yxDt

Du yxx

∂

τ∂
+

∂
σ∂

=ρ      (2.35) 

แรงตามแนวแกน y ในรูปแบบที่รวมความเฉื่อยก็สามารถหาไดในทํานองเดียวกนัคอื 

               
yxDt

Dv yxy

∂

σ∂
+

∂

τ∂
=ρ      (2.36) 

คูณตลอดสมการ (2.35) และ (2.36) ดวยความเร็ว u และ v ตามลําดับ 

                                           
y

u
x

u
Dt

)2/u(D yxx
2

∂

τ∂
+

∂
σ∂

=ρ                             (2.37a) 

                                           
y

v
x

v
Dt

)2/v(D yxy
2

∂

σ∂
+

∂

τ∂
=ρ                             (2.37b) 

รวมสองสมการนี้เขาดวยกัน และอาศัยความสัมพันธ  222 Vvu =+   จะได 

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+

∂
σ∂

=ρ
yx

v
yx

u
Dt

)2/V(D yxyyxx
2

  (2.38) 
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นําสมการ (2.38) ลบออกจากสมการ (2.31)  จะได 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=ρ
y
Tk

yx
Tk

x
Q

Dt
De  

                           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

σ+
∂
∂

τ+
∂
∂

τ+
∂
∂

σ+
y
v

x
v

y
u

x
u

yxyyxx    (2.39) 

เนื่องจาก  yxxy τ=τ   ดังนั้น 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=ρ
y
Tk

yx
Tk

x
Q

Dt
De  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

τ+
∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
x
v

y
u

y
v

x
u

xyyx       (2.40) 

 พจนของคาอนุพันธสัมบูรณทางดานซายของสมการ (2.40)  สามารถทําการเปลี่ยนใหอยูใน
รูปแบบของอนุพันธธรรมดา  โดยการนําสมการ (2.28) ประยุกตกับคา e แลวคูณตลอดดวยคา ρ   

        eV
t
e

Dt
De

∇⋅ρ+
∂
∂

ρ=ρ
rr      (2.41) 

เนื่องจากพิจารณาระบบที่สภาวะสมดุล  ดังนั้นพจนแรกทางดานขวาจะมีคาเทากับ 0 

ทําการประยกุตความสัมพันธไดเวอรเจนซ (Divergence)  ลงบนผลคูณของประมาณสกาลาร
(Scalar) และเวกเตอร(Vector) ที่พจนหลังทางดานขวา 

              e)V()V(e)Ve( ∇⋅ρ+ρ⋅∇=ρ⋅∇
rrrrrr     

ดังนั้น                             )V(e)Ve(e)V(
rrrrrr

ρ⋅∇−ρ⋅∇=∇⋅ρ     (2.42) 

แทนคาสมการ (2.42) ในสมการ (2.41) จะได 

                     )V(e)Ve(
Dt
De rrrr

ρ⋅∇−ρ⋅∇=ρ     (2.43) 

 เนื่องจากความหนาแนนคงที ่  และจากสมการอนุรักษมวล ทําใหพจนหลังทางดานขวาของ
สมการ (2.43) มีคาเปน 0 ดังนั้น 

        )Ve(
Dt
De rr

ρ⋅∇=ρ      (2.44) 
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แทนคาในสมการ (2.40) จะได 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣
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 สมการที่ (2.45) อยูในรูปของเฉพาะพลงังาน e  แตการเปลี่ยนแปลงพลังงานทั้งหมดจะ
ประกอบไปดวยทั้งพลังงานภายในและพลงังานจลน ดังนั้นพจนทางดานซายของสมการ (2.31)  
สามารถเขียนในรูปของอนพุันธธรรมดาไดเชนกนั  ดวยการเปลี่ยนพจนพลังงานภายใน e  ไปเปน
พลังงานรวม  e + V2/2  ในสมการ(2.44) จะได 
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แทนคาในสมการ (2.31) จะได 
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สมการ (2.47) นี้เปนรูปแบบทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานทีภ่าวะสมดุล  และ
หากความหนาแนนเปนคาคงที่ สามารถเขียนสมการของการอนุรักษพลังงานที่สภาวะสมดุลไดในรูป 
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ซ่ึงหากกระจายเทอมทางดานซาย และเทอมหลังดานขวาจะได 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ
y
vv

x
vuv

y
uv

x
uuu

y
ev

x
eu  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+

∂
σ∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=
yx

v
yx

u
y
Tk

yx
Tk

x
Q yxyyxx  

                            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

τ+
∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
x
v

y
u

y
v

x
u

xyyx       (2.49) 



 19

 หากพิจารณาใหเปนการไหลแบบเชื่องชา พจนที่ 2 และ 3 ทางดานซายของสมการจะเปน 0 
และจากสมการอนุรักษโมเมนตัม  พจนที ่4 และ 5 ทางดานขวาของสมการจะเปน 0 เชนกัน   ดังนั้น
สมการที่ (2.49) นี้จะลดรูปลงเหลือ  
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แทนคาความเคนจากสมการ  (2.15 a-c)  ลงในสมการ (2.50) จะได. 
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โดย Φ  คือพลังงานของการกระจายความหนดื (Viscous Energy Dissipation) [3] โดย 
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 พลังงานของการกระจายความหนืดนีก้็คืออัตราการสูญเสียพลังงานทางกล (Mechanical 
Energy) ในการแปรรูปเปนพลังงานความรอน (Thermal Energy)  [6]  เนื่องจากในสมมุติฐานของ
วิทยานพินธฉบับนี้ที่เปนการไหลแบบเชื่องชา ดังนั้นการสูญเสียพลังงานจึงมีคานอย เทอมนีจ้ึง
สามารถละได สมการ (2.51) จึงลดรูปลงเหลือ 
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กําหนดใหคาพลังงงานภายในมีความสัมพันธแบบเชิงเสนกับอุณหภมูิในรูปแบบ 

            )TT(cee oo −+=      (2.54) 

โดย      eo     คือพลังงานภายในของของไหลที่อุณหภูมเิฉลี่ย  เปนคาคงที่  
            To    คืออุณหภูมิเฉลี่ยของของไหล เปนคาคงที่ 
             c     คือคาความจุความรอนจําเพาะของของไหล  ซ่ึงมักจะแปรผันขึ้นอยูกับ ความดัน(p)  และ
อุณหภูมิ (T) 
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 หากกําหนดใหคาสัมประสิทธิ์ตางๆที่เปนคุณสมบัติของวัสดุ  คือคาความจุความรอนจําเพาะ 
(c)  คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน (k)  และความหนาแนน (ρ ) เปนคาคงที่  แลวแทนคาสมการ 
(2.54) ลงในสมการ (2.53)  จะได 

   2

2

2

2

y
Tk

x
TkQ

y
Tv

x
Tuc

∂
∂

+
∂
∂

+ρ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ     (2.55) 

ฟลักซความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเอง ( Qρ ) ในกรณีของการไหลของโลหะนี้คือความรอนเนื่องจากการ
เปล่ียนรูปของโลหะตอหนึ่งหนวยปริมาตร ใชสัญลักษณ Q ดังนั้นสมการ (2.55)  เขียนใหมไดคือ 
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คาของความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเอง (Q) นี้ก็คืออัตราของงานที่เกดิจากการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติก 
(Plastic work-rate) ภายใตสมมุติฐานที่วาอัตราของงานทางกลทั้งหมดถูกเปลี่ยนรูปเปนพลังงานความ
รอนโดยไมมกีารสูญเสีย  อัตราของงานทางกล  เขียนไดในรูป [16] 

               ijijpW εσ′= &       (2.57) 

จากสมการ (2.12)             ijijp )2(W εεµ= &&      (2.58) 

 เนื่องจากอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล (Effective Strain Rate , ε& ) มีคา
เทากับ  ijij2 εε &&   [31] ดังนั้น 

                ( )2pW εµ= &       (2.59) 

ดังนั้นฟลักซความรอนที่กอกําเนิดขึน้เองเนื่องจากการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติกตอหนึง่หนวยปริมาตร
สามารถหาไดจากการหารดวยคาคงที่ที่ใชเปล่ียนแปลงหนวยจากงานใหเปนพลังงาน คือ 

     ( )
J

Q
2εµ

=
&       (2.60) 

โดย  J   คือคาคงที่สําหรับแปลงงานทางกล (Mechanical Equivalent of Heat)  มีคาเทากับ 42.65 
kg.cm/cal   แทนคาสมการ (2.60)ใน (2.56) จะได 
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สมการนี้จะเปนสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานที่นํามาใชในการวิเคราะหการไหลของ
โลหะที่เกิดจากการอัดรีด รวมกับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวลและโมเมนตัม ดังที่ไดกลาว
ไวแลวขางตน 

   

 
 



บทที่ 3 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการไหลของโลหะ 

 
 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) มีบทบาทอยางมากในการวิเคราะห
ปญหาทางวิศวกรรมในดานตางๆรวมทั้งการไหลของโลหะภายใตภาวะการอัดรีด  หลักการทั่วไปของ
ทฤษฎีไฟไนตเอลิเมนตคือจะทําการแบงปญหาซึ่งมีลักษณะของความตอเนื่องทั่วทั้งบนโดเมนใหเปน
เอลิเมนตยอยๆโดยแตละเอลิเมนตจะใชเปนตัวแทนของปญหาจริงซึ่งจะมีพฤติกรรมอยูภายใตสมการ
เชิงอนุพันธของปญหาตางๆ  โดยการกระจายของคําตอบบนเอลิเมนตนั้นๆจะถูกกาํหนดโดยฟงกชัน
การประมาณภายใน (Interpolation Function)  ซ่ึงมีรูปแบบตางๆ เชน แบบเชิงเสน หรือแบบฟงกชนั
กําลังสอง เปนตน   แตละเอลิเมนตที่ตอกนัอยูจะตองมีความตอเนื่องซึง่กันและกัน ดงันั้นเมื่อเอลิเมนต
เล็กๆเหลานี้มาตอกันเปนระบบขนาดใหญซ่ึงมีรูปรางเสมือนปญหาจรงิ    เอลิเมนตขนาดเล็กกค็ือ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาที่อยูในรูปเมตรกิซที่มีขนาดไมใหญนัก และเมื่อเอลิเมนตเล็กๆ
มาตอกันเปนระบบขนาดใหญก็คือแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่มีขนาดใหญที่อยูในรูปแบบที่
สามารถคํานวณหาคําตอบไดโดยการแกระบบสมการขนาดใหญนั้นโดยอาศัยการเขยีนโปรแกรม
คอมพิวเตอรในการคํานวณ  ทําใหไดคําตอบที่จุดตอ (Nodes) ตางๆบนเอลิเมนตตอเนื่องกันทั้งระบบ  
รายละเอียดและเทคนิคตางๆในระเบยีบวิธีนี้สามารถศึกษาไดจากหนังสืออางอิง [1][16][17] 

 ขั้นตอนตางๆในการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  สามารถจําแนกไดเปน 6 
ขั้นตอนหลักๆ [1] ดังนี้ 

ขั้นตอนที ่ 1  ทําการแบงขอบเขตของปญหาที่ตองการจะหาผลเฉลยออกเปนเอลิเมนตยอยๆดังแสดง
ในรูปที่ 3.1 
 
 
 
 
 
 
 
         

รูปที่ 3.1    การแบงขอบเขตของปญหาใหเปนเอลิเมนตยอยๆ 

ขอบเขตของปญหา 

เอลิเมนต (element) 

จุดตอ (node) 
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ขั้นตอนที่ 2  เลือกฟงกชันประมาณภายในเอลิเมนต (Element Interpolation Function) ซ่ึงเปนรูปแบบ
การประมาณของผลเฉลยเหนือขอบเขตที่ทําการแบงในขั้นตอนที1่ ซ่ึงการประมาณนีจ้ะมีอยูหลาย
รูปแบบดวยกนั  แตที่จะยกตวัอยางเปนการประมาณแบบเชิงเสนโดยใชเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมที่
ประกอบดวย 3 จุดตอ  ดังแสดงในรูป 3.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   รูปที่ 3.2  เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 3 จุดตอ 
 

โดยจุดตอแตละจุดจะเปนตําแหนงของตวัไมรูคา (Nodal Unknown) สมมุตใิหคือ 321 ,, ΦΦΦ   
ดังนั้นลักษณะการกระจายของคําตอบบนเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมนี้สามารถเขียนไดดังนี ้

332211 )y,x(N)y,x(N)y,x(N)y,x( Φ+Φ+Φ=Φ                    (3.1) 

โดย      Ni(x,y);  i = 1,2,3      คือฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต  สามารถเขียนในรูปเมตริกซ
ไดดังนี้     

⎣ ⎦
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Φ
Φ
Φ

=Φ

3

2

1

321 NNN)y,x(  

                                   ⎣ ⎦{ }Φ=
×× 1331

N                                                                         (3.2) 

โดย       ⎣ ⎦N        คือเมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต     { }Φ       คือ  เวกเตอร
เมตริกซที่ประกอบดวยตวัไมรูคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น 
ขั้นตอนที่ 3  สรางสมการของเอลิเมนต (Element Equations)  จากสมการเชิงอนุพันธของปญหา  
รูปแบบสุดทายของสมการไฟไนตเอลิเมนตสามารถเขียนไดในรูปของเมตริกซที่มีขนาดเทากับ
จํานวนตัวไมรูคาบนเอลิเมนตนั้น  ดังเชนเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมที่ม ี 3 ตัวไมรูคาสามารถเขียนได
ดังนี ้

2Φ

1Φ

1 

3 

2 
3Φ  
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⎨
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
                     (3.3) 

สามารถเขียนไดโดยยอเปน 

[ ] { } { }eee FK =Φ                      (3.4) 

 ในการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการเชิงอนุพนัธจะมีอยู 3 วธีิหลักดวยกันคือ 

1.  วิธีการโดยตรง (Direct Approach) 
2.  วิธีการแปรผัน (Variational Approach) 
3.  วิธีการถวงน้ําหนกัเศษตกคาง (Method of Weighted Residuals)  

 ทั้งสามวิธีนี้ วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกตางเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุด เพราะสามารถ
นํามาประยกุตใชกับปญหาไดอยางกวางขวางมากกวาสองวิธีแรกที่มีขอจํากัดอยางมาก  ใน
วิทยานพินธฉบับนี้ก็เชนกัน ไดใชวิธีการถวงน้ําหนกัเศษตกคางมาใชในการสรางสมการไฟไนตเอลิ
เมนต   
 
ขั้นตอนที่ 4  นําสมการของแตละเอลิเมนตที่ไดในขัน้ตอนที่ 3  มาประกอบกนัเปนเมตริกซขนาดใหญ  
ซ่ึงแสดงความสัมพันธแบบตอเนื่องของแตละเอลิเมนตในระบบโดยมีจุดตอ (Nodes) เปนจุดที่มคีวาม
ตอเนื่องของเอลิเมนตที่เชื่อมตอกัน  สามารถเขียนระบบสมการในรูปแบบดังนี ้
 
                          [ ] { } { }syssyssys FK)EquationsElement( =Φ∑ ⇒                    (3.5) 
 
ขั้นตอนที่ 5   ทําการประยกุตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  ลงในสมการที่ (3.5)   แลวทํา
การแกระบบสมการนั้น เพื่อหาเวกเตอรคําตอบ { }sysΦ   อันประกอบไปดวยตัวไมรูคาที่จุดตอ ดังเชน  
ความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ  สําหรับปญหาการไหล เปนตน 
 
ขั้นตอนที่ 6  เมื่อไดคําตอบที่จุดตอตางๆในขั้นตอนที่ 5 แลว  สามารถนําคําตอบนั้นมาคํานวณหาคา
อ่ืนๆที่เกี่ยวของ  ดังเชน เมื่อรูความเร็วของการไหล ก็สามารถนํามาคํานวณหาอัตราการไหลได 

 ในบทนี้จะกลาวถึงรายละเอยีดการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต ตลอดจนเอลิเมนตเมตริกซ
ตางๆอยางละเอียดเพื่อทีจ่ะนาํเอลิเมนตเมตริกซตางๆที่ไดไปใชในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร
เพื่อวิเคราะหปญหา 
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3.1  สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการไหลของโลหะ 
 

3.1.1  สมการเชิงอนพุันธของปญหาในรปูแบบเทนเซอร 

 การไหลของโลหะภายใตภาวะการอัดรีดสําหรับปญหาความเครียดในระนาบสามารถอธิบาย
ไดโดยสมการเชิงอนุพันธ 4 สมการดวยกันคือ สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมจํานวน 2 
สมการ ดังแสดงในสมการ (2.9 a,b) ประกอบกับสมการ (2.15 a-c) สมการเชิงอนุพันธของการ
อนุรักษมวล สมการ (2.6)  และสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน สมการ (2.61) สามารถ
เขียนสมการไดในรูปแบบของเทนเซอรโดยใชเครื่องหมายจุลภาค (Comma) แทนการหาคาอนพุันธ
ของพจนนั้นๆ  เชน  x/x ∂σ∂  สามารถเขียนในรูปแบบของเทนเซอรคือ  x,xσ  เปนตน สมการ
ทั้งหมดสามารถเขียนไดตามลําดับดังนี ้

 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม 

0y,xyx,x =τ+σ       (3.6a) 
0y,yx,xy =σ+τ       (3.6b) 

โดย                                   x,x u2p µ+−=σ       (3.7a) 
                 y,y v2p µ+−=σ       (3.7b) 
                )vu( x,y,xy +µ=τ       (3.7c) 

และจากสมการ (2.17)                       
ε

σ
=µ

&3
yield  

 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 

    0vu y,x, =+          (3.8) 

 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน 

       )vTuT(cQ))T()T((k y,x,y,y,x,x, +ρ=++        (3.9) 

จากสมการ(2.60)                ( )
J

Q
2εµ

=
&  
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สัญลักษณทั้งหมดในสมการขางตนมีความหมายดังนี ้

  xσ  คือความเคนตัง้ฉาก (Normal Stress) ตามแนวแกน x 
  yσ  คือความเคนตัง้ฉาก (Normal Stress) ตามแนวแกน y 
  xyτ  คือความเคนเฉือน (Shear Stress) 
  µ  คือคาความหนืด 
  u  คือความเร็วตามแนวแกน x 
  v  คือความเร็วตามแนวแกน y 
  p  คือคาความดัน 
  k  คือคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน 
  c  คือคาความจุความรอนจําเพาะ 
  ρ  คือคาความหนาแนน 
  Q  คือคาความรอนที่กอกําเนิดขึน้เอง 
  yieldσ  คือคาความเคนคราก 
  ε&  คือคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล  
  J คือคาคงที่สําหรับแปลงงานทางกล (= 42.65 kg.cm/cal) 
 
 3.1.2  ฟงกชนัการประมาณภายในของเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม 

 วิทยานพินธฉบับนี้เลือกใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมมาประยกุตใช  โดยเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม
นี้จะมีฟงกชันการประมาณภายใน (Interpolation Function) อยู 2 ลักษณะคือ  เอลิเมนตสามเหลี่ยม
แบบ 6 จุดตอ [6]  จะมีลักษณะการประมาณภายในแบบควอดราติก (Quadratic Interpolation) สําหรับ
คํานวณตัวแปร ความเร็วและอุณหภูมิ อีกลักษณะคือเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 3 จุดตอซ่ึงมีลักษณะ
การประมาณภายในเปนแบบเชิงเสน (Linear Interpolation)  สําหรับคํานวณตัวแปรความดันดังรูป3.3 

 

 

 

 

 
 

1 

2 

3 

4 
5 

6 

u1,v1,T1,p1 

u2,v2,T2,p2 

u3,v3,T3,p3 
u4,v4,T4 

u5,v5,T5 

u6,v6,T6 

รูปที่ 3.3  เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอสําหรับตัวแปรความเร็วและอุณหภูม ิ
       และสามจดุตอมุม สําหรับตัวแปรความดัน 
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สามารถเขียนฟงกชันการประมาณภายในใหอยูในรูปแบบดังนี้  

⎣ ⎦{ } ∑== ii
1x66x1

u)y,x(NuN)y,x(u  

⎣ ⎦{ } ∑== ii
1x66x1

v)y,x(NvN)y,x(v  

⎣ ⎦{ } ∑== ii
1x33x1

p)y,x(HpH)y,x(p  

⎣ ⎦{ } ∑== ii
1x66x1

T)y,x(NTN)y,x(T  

โดย    ⎣ ⎦N      แทนเมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตแบบควอดราติก    
           ⎣ ⎦H     แทนเมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตแบบเชิงเสน 
 
 ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตทั้งสองแบบของเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจดุตอ  มี
ความสัมพันธกับฟงกชันพิกดัของพื้นที่ในรูปแบบดังตอไปนี ้

)LL(LLN 321
2
11 +−=                 (3.11a) 

)LL(LLN 132
2
22 +−=                 (3.11b) 

)LL(LLN 213
2
33 +−=                 (3.11c) 

324 LL4N =                  (3.11d) 
135 LL4N =                  (3.11e) 
216 LL4N =                  (3.11f) 

 ii LH =                           i = 1,2,3                 (3.12) 

โดย     Li      แทนฟงกชันพิกดัของพื้นที่  ซ่ึงหาไดจากสมการ   

                                         ycxbaL iiii ++=          ;    i = 1,2,3                 (3.13) 
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A2
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yxyxa
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b
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yxyx
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A2
xx

c
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b

A2
yxyx
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3

1221
3

31
2

13
2

3113
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32
1

2332
1

−
=

−
=

−
=

−
=

−
=

−
=

−
=

−
=

−
=

      (3.14) 

A    แทนพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  คํานวณไดจาก 

                                         ( )[ ])yy(x)yy(xyyx
2
1A 213132321 −+−+−=                 (3.15) 

(3.10) 
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 3.1.3  การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต 

 หลังจากไดสมการเชิงอนุพันธของปญหาประกอบกับลักษณะการประมาณภายในของเอลิ
เมนต   จึงสามารถทําการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยใชวิธีการถวงน้ําหนกัเศษตกคาง (Method 
of Weighted Residuals)  โดยเริ่มจาก [1] 

∫ =Ω
Ω

0dRWi  i = 1,2,3,…,m    (3.16) 

โดย      iW       คือฟงกชันน้ําหนัก (Weighted Function) 
              R        คือเศษตกคาง (Residual) 

m        คือจํานวนตวัไมรูคาในเอลิเมนต 

และโดยปกติเราจะเลือก  ii NW =  ซ่ึงเรียกวาบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin)  

ทําการประยกุตสมการเชิงอนุพันธทั้ง 4 สมการ คือสมการ (3.6a,b), (3.8), (3.9)  ตามลําดับ 
โดยใชวิธีการถวงน้ําหนกัเศษตกคางสมการ (3.16)  

0dA)(N
A

y,xyx,xi =τ+σ∫                 (3.17a) 

∫ =σ+τ
A

y,yx,xyi 0dA)(N                 (3.17b) 

           ∫ =+
A

y,x,i 0dA)vu(H                 (3.17c) 

[ ] 0dAQ)T(k)T(k)vTuT(Nc
A

y,y,x,x,y,x,i =∫ −−−+ρ               (3.17d) 

ประยุกตทฤษฎีบทของเกาส  (Gauss’s Theorem) เขากับสมการ (3.17a-d)  เพื่อกอใหเกิดคาอินทกิรัล 
บนขอบเขตของเอลิเมนตไดดังตอไปนี ้

  ∫ ∫ ∫ σ−σ=σ
A A A

xx,ix,xix,xi dANdA)N(dAN    

                                         ∫ ∫ σ−σ=
0S A

xx,i0xi dANldSN                (3.18a) 

  ∫ ∫ ∫ τ−τ=τ
A A

xy
A

y,iy,xyiy,xyi dANdA)N(dAN  

              dANmdSN xy
S A

y,i0xyi
0

τ−τ= ∫ ∫                (3.18b) 

  ∫∫∫ τ−τ=τ
A

xyx,i
A

x,xyi
A

x,xyi dANdA)N(dAN  

              ∫ ∫ τ−τ=
0S A

xyx,i0xyi dANldSN                (3.19a) 
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   ∫ ∫ ∫ σ−σ=σ
A A A

yy,iy,yiy,yi dANdA)N(dAN  

                            ∫ ∫ σ−σ=
0S A

yy,i0yi dANmdSN                (3.19b) 

                         ∫ ∫ ∫−=
A A A

x,x,ix,x,ix,x,i dATNdA)TN(dA)T(N  

     ∫ ∫−=
wS A

x,x,iwx,i dATNldSTN                (3.20a) 

                         ∫ ∫ ∫−=
A A A
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                            ∫ ∫−=
wS A

y,y,iwy,i dATNmdSTN                (3.20b) 

โดยแสดงดังรูปที่ 3.4     l  และ m  คือทิศทางโคไซนของเวกเตอรหนึ่งหนวย  n)  ที่ตั้งฉากกับขอบของ
ปญหานั้นๆ      So      คือขอบที่รับภาระทางกล     Sw    คือขอบที่รับภาระความรอน   A   คือพื้นที่ของ 
เอลิเมนต  

 
 
 
 
 
 
 
     

รูปที่ 3.4  เงื่อนไขขอบเขตของโดเมนปญหา 

แทนคาอินทิกรัลในสมการ (3.18) ถึง (3.20) ลงในสมการ (3.17 a,b,d) 

∫ ∫ τ+σ=τ+∫ σ
A S

0xyxixyy,i
A

xx,i
o

dS)ml(NdANdAN                (3.21a) 

∫ ∫ σ+τ=σ+∫ τ
A S

0yxyiyy,i
A

xyx,i
o

dS)ml(NdANdAN                      (3.21b) 

∫ ∫ ∫+++ρ
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y,y,ix,x,iy,x,i dATNkdATNkdA)vTuT(Nc  

         ∫+∫ +=
A

i
S

wy,x,i QdANdS)mTlT(Nk
w

              (3.21c) 

ทําการแทนคาความเคนจากสมการ (3.7) เขาไปในสมการ (3.21a) และ (3.21b) แลวทําการจัดรูปใหม 
และหารสมการ (3.21c) ตลอดดวย cρ  โดยคาของ µ  ถูกกําหนดใหคงที่ตลอดพื้นที่เอลิเมนต จะได
ชุดสมการดังนี้  

So 

So 

Sw 

Sw 

jmiln
))) +=  

โดเมนปญหา 



 30

∫ ∫ ∫ ∫=+µ+µ+−
A A A S

0xix,y,y,ix,x,ix,i
0

dSPNdA)vu(NdAuN2pdAN               (3.22a) 

    ∫∫ ∫∫ =µ+−+µ
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y,y,iy,ix,y,
A

x,i dSPNdAvN2pdANdA)vu(N               (3.22b) 

∫ ∫ ∫ρ
+

ρ
++

A A A
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c
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c
kdA)vTuT(N  

                                                      ∫∫ ρ
+

ρ
=

A
i

S
wwi QdAN

c
1dSqN

c
1

w

               (3.22c) 

โดย       mlP xyxx τ+σ=                  (3.23a) 
mlP yxyy σ+τ=                  (3.23b) 

             mkTlkTq y,x,w +=                   (3.24) 

ในที่นี ้ Px , Py   คือแรงทางกลกระทาํที่ขอบของโดเมนปญหา   qw  คือปริมาณความรอนที่ไหลผาน
ขอบของโดเมนปญหา 

สมการ (3.22a,b) สมการ (3.17c) และสมการ (3.22c)  สามารถเขียนและจัดรปูใหอยูใน
รูปแบบของคาอนุพันธตามลําดับไดดังนี ้
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ฟงกชันการประมาณภายในของความเร็วและอุณหภูมิดังสมการที่ (3.10) สามารถเขียนใหอยู
ในรูปอนุพันธตามแนวแกน x และ y  ไดดงันี้ 

{ }u
x
N

x
u

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

=
∂
∂         ;     { }u

y
N

y
u

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=
∂
∂  

{ }v
x
N

x
v

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

=
∂
∂          ;     { }v

y
N

y
v

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=
∂
∂     (3.26) 

{ }T
x
N

x
T

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

=
∂
∂         ;    { }T

y
N

y
T

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=
∂
∂  



 31

แทนคาสมการ (3.10) และ (3.26) ลงใน (3.25 a-d) จะได 
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     { } { }QdAN
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1
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Sw

∫∫ ρ
+

ρ
=                (3.27d) 

สมการ (3.27 a-d) สามารถเขียนไดในรูปแบบดังตอไปนี้ 

   [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }uxxyyyxx RpHvMuMuM2 =−µ+µ+µ               (3.28a) 
 [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }vyyyxxyx RpHvM2vMuM =−µ+µ+µ               (3.28b) 

                                  [ ] { } [ ] { } { }0vHuH T
y

T
x =+               (3.28c) 

                      [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } { }QDTM
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++                (3.28d) 
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  [ ] { } dA
y
NNK

A
y ∫ ⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
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=                              (3.29g) 

 { } { } o
S

xu dSPNR
o

∫=                  (3.29h) 

 { } { } o
S

yv dSPNR
o

∫=                   (3.29i) 

    { } { } w
S

wdSqN
c

1D
w

∫ρ
=                 (3.29j) 

    { } { }dAN
c

QQ
A
∫ρ

=                              (3.29k) 

หมายเหตุ :   

1.  เนื่องจากในกระบวนการคํานวณจะแยกระหวางสมการ (3.28a-c) กับ (3.29d)  ดังนั้นตัวแปร u และ 
v ในสมการ (3.28d) จะถือวาเปนคาคงที่ที่ไดจากการคํานวณสมการ (3.28a-c) นั่นเอง ดังจะกลาวโดย
ละเอียดในหวัขอ 3.3 

2.  เมตริกซ { }D  สมการที่  (3.29j) คือเมตริกซที่เกิดจากการถายเทความรอนผานขอบของโดเมน
ปญหา เนื่องจากวิทยานิพนธฉบับนี้ไมพิจารณาถึงกรณีดงักลาว จึงสามารถกําหนดใหเปน 0 

เมตริกซที่อยูในรูปของคาอินทิกรัลบนพืน้ที่ของเอลิเมนตดังแสดงในสมการ (3.29a-k) จะอยู
ในรูปของเอลิเมนตเมตริกซที่สามารถแปลงรูปใหอยูในลักษณะที่สามารถนําไปใชในการประดษิฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตเอลิเมนตดงัที่จะแสดงในหัวขอถัดไป 
 
 
3.2  การสรางเอลิเมนตเมตริกซ 
 
 ในการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตจะตองทําการสรางเอลิเมนตเมตริกซจากเดิมที่อยู
ในรูปของการอินทิเกรตบนพื้นที่ หรือการอินทิเกรตบนขอบ ใหอยูในรูปที่สามารถใชในการประดษิฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอร สําหรับเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม จะมีสูตรสําเร็จในการหาคาอินทิเกรต
ดังกลาว โดยจะเริ่มจากการเขียนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตจากสมการ(3.11) และ (3.12) 
ในรูปแบบดังนี้ [4] 
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ทําการหาอนุพนัธของฟงกชันการประมาณภายในเมื่อเทียบกับแกน x  และ y 
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 หาอนุพันธของเวกเตอร { }R   จากสมการ (3.30)  โดยคาตางๆในเวกเตอรนี้จะอยูในรูปแบบ
ตางๆของฟงกชันพิกัดของพืน้ที่ดังแสดงในสมการ (3.13) ซ่ึงจะอยูในรูปของตัวแปร x และ y  ทําให
สามารถหาคาอนุพันธไดโดยงายคือ 
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   [ ] { }HB T=                      (3.37) 

ในทํานองเดียวกัน 
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      [ ] { }HC T=         (3.39) 

 ดังนั้นสามารถเขียนสมการ (3.35) ใหมไดดังนี ้
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T      (3.41) 
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[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎡

=

0cc
c0c
cc0
c200
0c20
00c2

C

12

13

23

3

2

1

T      (3.42) 

 จะพบวาเมตรกิซ  [ ]TA   [ ]TB   และ [ ]TC    เปนคาคงที่ ในขณะที่ { }R  และ { }H  จะอยูใน
รูปผลคูณของฟงกชันพกิัดของพื้นที ่  โดยในการหาเอลิเมนตเมตริกซมีความจําเปนตองทําการอินทิ
เกรตคาตางๆเหลานี้   ซ่ึงสามารถหาไดโดยใชสูตรสําเร็จดังนี ้[4] 

      A2
)!2(

!!!dALLL 32
A

1 +γ+β+α
γβα

=γβα∫     (3.43) 

โดย    A    คือพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม 

 เอลิเมนตเมตรกิซตางๆในสมการ (3.29 a-k) สามารถหาไดโดยตรงจากการแทนคาเมตริกซที่
สรางขึ้นในสมการที่  (3.30-3.42) ประกอบกับการอินทิเกรตดังสมการที่ (3.43) ดังตอไปนี ้
 
การหาเมตริกซ [ ]xxM , [ ]yyM , [ ]xyM  

 ในการหา [ ]xxM  ดังสมการที่ (3.29 a)   

[ ] dA
x
N

x
NM

A
xx ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫  

จะเริ่มจากการแทนคาโดยสมการ (3.40a) 

                                          [ ] [ ] [ ] { }⎣ ⎦ [ ][ ]ABdAHHBAM
A

TT
xx ∫=  

[ ] [ ] [ ][ ]ABdA

LLLLL

LLLLL

LLLLL

BA
A

2
33231

32
2
221

3121
2
1

TT
∫

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=  

[ ] [ ] [ ][ ]AB

211

121

112

12
ABA TT

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=     (3.44) 

                                          [ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ]ABGBAM TT
xx =       (3.45) 
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โดย                 [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

211
121
112

12
AG       (3.46) 

เมตริกซ  [ ]yyM  และ [ ]xyM   ก็สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันโดย 

   [ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ]ACGCAM TT
yy =        (3.47) 

   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ]ABGCAMM TTT
yxxy ==     (3.48) 

 
การหาเมตริกซ   [ ]xH ,  [ ]yH  

 เมตริกซ [ ]xH และ [ ]yH   สามารถหาไดในทํานองเดียวกันคือ 

  [ ] ⎣ ⎦dAH
x
NH

A
x ∫

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

=  

           [ ] [ ] { }⎣ ⎦dAHHBA T

A

T
∫=  

           [ ] [ ] { }⎣ ⎦∫=
A

TT dAHHBA      (3.49) 

               [ ] [ ] [ ] [ ]GBAH TT
x =       (3.50) 

สามารถหา [ ]yH   ไดในลักษณะเดียวกัน 

                [ ] [ ] [ ] [ ]GCAH TT
y =       (3.51) 

 
การหาเมตริกซ   [ ]xK ,  [ ]yK  

 เมตริกซ [ ]xK และ [ ]yK  ก็สามารถหาไดเชนเดยีวกับกรณีขางตน  คือจากสมการ (3.29f) 

                   [ ] { } dA
x
NNK

A
x ∫ ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢
∂
∂

=   

แทนคาดวยสมการ (3.31) และ (3.40 a)จะได  

  [ ] [ ] [ ] ⎣ ⎦[ ][ ]∫=
A

TT
x dAABHRAK  

           [ ] { }⎣ ⎦ [ ][ ]ABdAHRA
A

T
∫=     (3.52) 

  [ ] [ ] [ ][ ][ ]ABFAK T
x =      (3.53) 
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เชนเดยีวกัน เมตริกซ [ ]yK  จะมคีาเทากับ 

       [ ] [ ] [ ][ ][ ]ACFAK T
y =      (3.54) 

โดย                        [ ] { }⎣ ⎦∫=
A

dAHRF       (3.55) 

            ⎣ ⎦ dALLL
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∫
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎢
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⎣

⎡

=  

จากสูตรอินทิเกรต สมการ (3.43)  จะได 

      [ ]
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การหาเมตริกซ { }uR , { }vR  

 ลักษณะทางกายภาพของเวกเตอรเมตริกซ  { }uR และ{ }vR  ก็คือแรงดันที่กระทําที่ขอบของ
เอลิเมนต เนื่องจากลักษณะของอินทิกรัลจะอยูในลักษณะอินทกิรัลตลอดขอบของเอลิเมนต  หากขอบ
เหลานี้เปนของเอลิเมนตที่อยูภายในโดเมนปญหา  แรงดังกลาวจะสมดุล กลาวคือคาจะเปนศนูย แต
หากขอบของเหลานี้เปนของเอลิเมนตที่เปนขอบของโดเมนปญหาจะเกิดไดสองกรณี คือหากไมมีแรง
ที่เกิดจากภายนอกมากระทํากับโดเมนของปญหา  คาจะเปนศูนย  แตถาหากมแีรงจากภายนอกมา
กระทํา  คาจะไมเปนศูนย  ดังเชนปญหาการอัดรีด หากที่ผิวของโลหะที่ใชอัดรีดมีความเสียดทานกับ
ผิวของแทนบรรจุ (Container)   คาจะไมเปนศูนย เปนตน  ซ่ึงเรื่องของความเสียดทานที่มีผลตอระบบ
นี้จะไดกลาวถึงในบทถัดไป  ตัวอยางของแรงดันที่ขอบเอลิเมนตแสดงโดยรูปที่ 3.5 

 

 

 

 

 

 

 

   

 ตัวอยางนี้จะมแีรงดันกระทําที่ขอบของเอลิเมนตดานจุดตอ 3-4-2  ที่มีความยาว L  สามารถ
เขียนเวกเตอรเมตริกซ  { }uR และ{ }vR  ไดดังนี ้
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0

6
Lp

R y3y2
u                (3.57a) 

p3 

p2 
1 

2 

3 

4 5 

6 

L 

x 

y 

รูปที่ 3.5  แรงดันกระทําที่ขอบของเอลิเมนตสามเหลี่ยม 
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{ }
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LpR x3x2

v                (3.57b) 

โดย    p2      คือความดันที่จุดตอหมายเลข 2 
              p3      คือความดันทีจุ่ดตอหมายเลข 3 

Lx      คือความยาวภาพฉายของดาน 2-3  ของเอลิเมนตบนแกน x 
 Ly      คือความยาวภาพฉายของดาน 2-3  ของเอลิเมนตบนแกน y 

เครื่องหมายของเวกเตอรเมตริกซจะขึ้นอยูกับทิศทางของแรงลัพธ ในทิศทางแกน x และแกน y  หากมี
ทิศทางเดียวกบัแกนก็จะมีคาเปนบวก หากสวนทิศทางกัน ก็จะมีคาเปนลบ 
 
การหาเมตริกซ   { }Q  

 เมตริกซนี้จะหมายถึงคาความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเองภายในเอลิเมนตเนือ่งจากการเปลีย่นรูป
ของโลหะ ดังสมการ (3.29k) 

{ } { }dAN
c

QQ
A
∫

ρ
=  

โดยการแทนสมการ (3.31) ลงในสมการ (3.29k)  จะได 

    { } [ ] { }∫
ρ

=
A

T dARA
c

QQ                   (3.58) 

    { } [ ] { }EA
c

QQ T

ρ
=       (3.59) 
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โดย  

{ } { }∫

⎪
⎪
⎪
⎪
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1
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2

2

12
AdARE                   (3.60) 

การหาคา µ   และ Q    

 เนื่องจากคาความหนืด (µ )  และคาความรอนที่กอกําเนดิขึ้นเองภายใน (Q) แสดงโดยสมการ 
(2.17)  และสมการ (2.60)  ตามลําดับ คือ 

  
ε

σ
=µ

&3
yield  

                    
J
)(Q

2εµ
=

&  

จะเห็นวาคาดงักลาวขึ้นอยูกบัอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสทิธิผล ( ε& )  ซ่ึงเปลี่ยนแปลงไป
ตามเอลิเมนต  ดังนั้นคาความหนืดและคาความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเองภายใน ก็จะเปลี่ยนแปลงไปตาม
เอลิเมนตเชนเดียวกัน คาของความเครียดประสิทธิผลคือ [31] 

   ijij2 εε=ε &&&  
      )2(2 xyxyyyxx εε+εε+εε= &&&&&&    (3.61) 

โดยคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดแสดงโดยสมการ (2.13)  

x
u

x ∂
∂

=ε&                  (3.62a) 

y
v

y ∂
∂

=ε&                  (3.62b) 

            )
x
v

y
u(

2
1

xy ∂
∂

+
∂
∂

=ε&                 (3.62c) 
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 ในการหาคา  ε&   สามารถใชฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตแบบเชิงเสน  โดยใช
ความเร็วจดุตอที่มุมมาคํานวณหาคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดตางๆ  ฟงกชันการประมาณ
ภายในแบบเชงิเสนแสดงโดยสมการ (3.12) สามารถเขียนในรูปเมตริกซคือ 

     ⎣ ⎦ ⎣ ⎦321 LLLH =  

โดยคาของ Li  แสดงโดยสมการ (3.13)  

ycxbaL iiii ++=   ;  i = 1,2,3 

คา  ai , bi , ci  แสดงโดยสมการ (3.14) 

ดังนั้นคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดสามารถเขียนไดในรูป 

 { } 332211x ubububu
x
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⎢
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∂

=ε&       (3.63) 

 { } 332211y vcvcvcv
y
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⎢
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⎢
∂
∂

=ε&      (3.64) 

      { } { } 332211332211xy vbvbvbucucucv
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⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=ε&     (3.65) 

คาตางๆสามารถนําไปประดษิฐโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด
ประสิทธิผล  และจะนําไปสูคาความหนดืและคาความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเองภายใน 

 

 
3.3  กระบวนวิธีในการคาํนวณหาคําตอบ 

หลังจากที่ไดสมการไฟไนตเอลิเมนตและเอลิเมนตเมตริกซตางๆของปญหาการไหลของ
โลหะภายใตภาวะการอัดรีด ก็จะนําเอลเิมนตเมตริกซที่ไดนี้ไปประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต
เพื่อคํานวณหาคําตอบที่จุดตอตางๆก็คือความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ  ในหวัขอนี้จะนําเสนอ
กระบวนวิธีทีจ่ะใชในการแกปญหาเพื่อใหไดมาซึ่งคําตอบจากสมการเชิงอนุพันธทั้ง 4 สมการซึ่ง
สอดคลองซึ่งกันและกัน  โดยลักษณะของปญหาที่เกิดจากสมการเชิงอนุพันธดังกลาวจะอยูในรูปแบบ
ของสมการไมเชิงเสน (Nonlinear Equations) ดังนั้นจึงตองอาศัยการทาํซ้ํา (Iteration) เพื่อใหไดมาซึ่ง
ผลเฉลยที่ลูเขาสูคําตอบที่ถูกตอง โดยจะทําการประดษิฐโปรแกรมคอมพิวเตอรสองโปรแกรมแยก
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ตามกรณีศึกษาของปญหา  โปรแกรมแรกจะเปนปญหาที่ไมคํานึงถึงความรอนที่เกิดขึน้ในระบบ 
ดังนั้นจะทําการแกสมการเชงิอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมพรอมไปกับสมการเชงิอนุพันธของ
การอนุรักษมวลเพื่อใหไดมาซึ่งตัวไมรูคาคือความเร็วและความดนั  โปรแกรมที่สองจะเปนกรณีที่
คํานึงถึงความรอนที่เกิดขึ้นในระบบ โดยจะทําการคํานวณสมการอนุพันธของการอนุรักษมวลและ
โมเมนตัมควบคูไปกับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน  โดยรายละเอียดของการคํานวณ
ของทั้งสองโปรแกรมไดอธิบายโดยละเอียดในหัวขอยอยตอไปนี ้
 
 3.3.1  กรณีท่ีไมคํานึงถงึความรอนในระบบ 

 จากสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม สมการ(3.6a,b) จะเหน็วารูปแบบของ
สมการจะเปนแบบไมเชิงเสน (Nonlinear) เนื่องจากคาความหนดืจะไมใชคาคงที่ แตจะเปนฟงกชัน
ของความเร็วซ่ึงเปนตัวไมรูคา ดังนั้นการคํานวณจึงตองมีกระบวนการทําซ้ําจนกระทั่งคําตอบลูเขาสู
คําตอบที่ถูกตองโดยถือเกณฑกําหนดคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับไดเปนมาตรฐานตรวจสอบการลู
เขา ดังจะกลาวถึงในหมายเหตุขอ 2   โดยกระบวนการทาํซ้ําจะมีลําดับขั้นตอนดังนี ้

1.  ทําการสมมุติคาความหนืดในรอบแรกของการคํานวณ  
2.  หาคาเอลิเมนตเมตริกซตางๆในสมการ(3.28a-c)   ซ่ึงสามารถเขียนในรูปแบบดังนี้ 
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จะเห็นวาสมการดานบนจะอยูในรูปแบบของระบบสมการเชิงเสน  เนื่องจากคาความหนืดในแตละ
รอบจะเปนคาคงที่และจะถกูเปลี่ยนแปลงเปนคาที่เหมาะสมในแตละรอบ 
3.   ทําการประกอบเอลิเมนตเมตริกซแตละเอลิเมนตเขาสูระบบสมการรวม แลวทําการกําหนด
เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) กอนที่จะแกระบบสมการเพือ่ใหไดคาตวัไมรูคา u  v  และ p 
ที่จุดตอตางๆ 
4.  ตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนของคาที่คํานวณไดจากขอ 3  โดยเปรียบเทียบกับคาที่คํานวณได
จากรอบกอนหนานี้  ขั้นตอนนี้สามารถขามไปไดในรอบแรกของการคํานวณ 
5.  หากผลความคลาดเคลื่อนยังไมนอยกวาเกณฑที่กําหนดไว  ก็จะทาํการคํานวณหาคาความหนดืคา
ใหมโดยใชสมการ(2.17) และใชความเรว็ที่คํานวณไดจากขอ 3  โดยในแตละเอลิเมนตจะมีคาความ
หนืดไมเทากนัขึ้นอยูกับผลของความเร็วที่เอลิเมนตนั้นๆ 
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6.  กลับไปขอ 2  เพื่อสรางเอลิเมนตเมตริกซใหมโดยใชคาความหนดืคาใหมของเอลิเมนตนั้นๆ   เปน
เชนนี้เร่ือยไปจนกระทั่งผลเฉลยลูเขาสูคําตอบที่ถูกตอง 
 

 3.3.2  กรณีท่ีคํานึงถงึความรอนท่ีเกิดขึ้นในระบบ 

 ในกรณีนี้จะทาํการคํานวณสมการเชิงอนุพนัธของการอนุรักษพลังงานควบคูไปกับสมการ
เชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมและมวล  ซ่ึงไดทําการประดษิฐโปรแกรมตามกระบวนวธีิใน
หัวขอ 3.3.1  โดยจะทําการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตเพิ่มเติมขึ้นโดยใชสมการ (3.28d)  ซ่ึง
มีตัวแปรความเร็ว u และ v  ปรากฎอยูในสมการ  สืบเนื่องจากพลังงานความรอนที่เกิดขึน้จากการ
เปล่ียนรูปจะมากหรือนอยจะขึ้นอยูกับความเร็วดังแสดงในสมการ (2.60) ซ่ึงตัวแปร u  และ v นี้หาได
จากการแกระบบสมการในหัวขอยอยที่ 3 ในหวัขอ 3.3.1 นั่นเอง  นอกจากสมการอนุรักษโมเมนตัม
และมวลจะสงผลโดยตรงตอสมการอนุรักษพลังงานแลว  ในทางกลับกันสมการอนุรักษพลังงานก็
สงผลตอสมการอนุรักษโมเมนตัมและมวล เนื่องจากคาความหนดืซึ่งเปนตัวแปรสําคัญจะขึ้นอยูกบัคา
ความเคนคราก ซ่ึงถูกสมมุติใหคงที่ในหวัขอยอยทีแ่ลว  แตตามความเปนจริงจะไมคงที่แตจะขึน้อยู
กับอุณหภูมิทีจุ่ดตอตางๆซึ่งไดจากการคํานวณสมการอนุรักษพลังงาน   ดังนั้นจะเห็นวาสมการเหลานี้
มีความจําเปนตองทําการคํานวณควบคูกนัไป และทําการปรับปรุงคาจนกระทั่งผลเฉลยลูเขาสูคําตอบ
ที่ถูกตอง  ในการคํานวณจะแยกกันชัดเจนระหวางสมการอนุรักษโมเมนตัมและมวลเพื่อคํานวณหา
ความเร็ว ความดัน  และสมการอนุรักษพลังงานเพื่อคํานวณหาอุณหภูมิ ขั้นตอนในการคํานวณ
สามารถอธิบายเปนขอๆไดดงันี้ 

1.  ในชวงแรกจะเหมือนกับหัวขอยอยที่แลวคือเริ่มตนดวยการสมมุติคาความหนืดใหเทากนัทุกเอลิ
เมนต 
2.   หาคาเอลิเมนตเมตริกซตางๆในสมการ (3.28a-c)   ซ่ึงสามารถเขียนในรูปแบบสมการ (3.66) โดย
ในรอบแรกจะใชคาความหนดืในแตละเอลิเมนตที่สมมุติขึ้นจากขอ 1  ในรอบตอๆไปก็จะ
เปล่ียนแปลงใหคาโดยใชคาความหนดืที่คาํนวณจากความเร็วและอณุหภูมิในรอบนัน้ๆ  หรือจาก
ขั้นตอนที่ 4 นั่นเอง 
3.  ทําการประกอบเอลิเมนตเมตริกซใหเปนเมตรกิซในระบบใหญ แลวกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 
สุดทายแกระบบสมการเพื่อใหไดคาความเร็วและความดนั 
4.  คํานวณคาความหนดืของแตละเอลิเมนต  ดังที่กลาวไวแลวคาความหนืดจะขึ้นอยูกับความเร็วและ
อุณหภูมิ  ความเร็วไดจากการคํานวณในขัน้ตอนที่ 3  สวนอุณหภูมใินรอบแรกของการคํานวณให
สมมุติใหเทากนัทุกเอลิเมนต  สวนรอบถัดไปใหใชอุณหภูมิที่คํานวณไดจากขั้นตอนที่ 7 
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5.  ทําการคํานวณคาของความรอนที่เกดิขึ้นจากการเปลี่ยนรูปของแตละเอลิเมนตซ่ึงเปนฟงกชันของ
คาความหนดืและความเรว็โดยใชคาความหนืดที่คํานวณไดจากขัน้ตอนที่ 4 และความเร็วที่คํานวณได
ในขั้นตอนที่ 3 
6.  ทําการสรางเอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน สมการ (3.28d) 
ซ่ึงสามารถเขียนไดในรูปแบบดังนี้  
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7.  ทําการประกอบเอลิเมนตเมตริกซของสมการอนุรักษพลังงานเขาสูระบบรวม  แลวทําการกําหนด
เงื่อนไขขอบเขตกอนที่จะแกระบบสมการเพื่อใหไดมาซึ่งคําตอบก็คืออุณหภูมิที่จุดตอ 
8.  ทําการตรวจสอบการลูเขาของคําตอบของตัวไมรูคา ก็คือความเรว็ความดันและอุณหภูมิ  โดยทํา
การเปรียบเทยีบกับคาที่ไดจากรอบการคํานวณกอนหนานี ้  หากคาความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดนอย
กวาเกณฑที่ตั้งไวกจ็ะเสร็จสิน้การคํานวณ  แตถาหากยงัไมถึงเกณฑกจ็ะกลับไปเริ่มทําการคํานวณใน
รอบที่ 2 ใหม จนกระทั่งไดคาํตอบที่มีความคลาดเคลื่อนตามเกณฑที่กาํหนด 
 
หมายเหตุ :   
1.  เนื่องจากคาของความหนืดจากสมการ (2.17)  หากวาคาความเครยีดประสิทธิผลมีคานอยมากจน
เขาใกล 0  นั่นหมายถึงบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของความเร็วเมื่อเทยีบกับแกนตางๆนอยมาก  จะทํา
ใหคาของความหนืดมีคาเขาสูอนันต  ซ่ึงจะทําใหคําตอบลูออกจากคําตอบที่ถูกตอง  ดังนั้นจึงตองทํา
การจํากัดคาทีม่ากที่สุดของความหนดืไวที่คามากคาหนึ่ง   
2.  เกณฑกําหนดคาความคลาดเคลื่อน เปนเกณฑที่ใชพิจารณาความแตกตางของผลการคํานวณของ
รอบปจจุบัน เมื่อเทียบกับรอบที่ผานมา  หากคานอยกวาเกณฑทีก่ําหนด ซ่ึงโดยทั่วไปจะใชประมาณ 
1% ของคําตอบในรอบที่ผานมาก็จะหยุดทําการคํานวณ  เกณฑที่ใชในวิทยานพินธฉบับนี้มีอยูสอง
ลักษณะ  เกณฑแรกจะใชกบัความเร็ว และอุณหภูมิ  เกณฑที่สองจะใชกับความดนั 
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 -  สําหรับความดัน 
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โดย   Ψ     คือความเร็วหรืออุณหภูม ิ
          m     คือจํานวนจุดตอของความเร็ว ความดัน หรืออุณหภูม ิ
          n      คือรอบที่ทําการคํานวณ 
 



บทที่ 4 
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับ 

ปญหาการไหลของโลหะ 
 
 
 หลังจากที่ไดศกึษาถึงการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและเอลิเมนตเมตริกซตางๆแลว  
สามารถนําความรูเหลานี้มาประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตโดยใชภาษามาตรฐานใดๆตามแตผู
ประดิษฐจะถนัด  ในวิทยานิพนธฉบับนี้เลือกใชโปรแกรมภาษาฟอรแทรน (FORTRAN)  ซ่ึงเปนที่
นิยมใชในการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตโดยทัว่ไป  ในเรือ่งของการไหลของโลหะที่เกิด
จากการอัดรีดนี้จะแบงการเขียนโปรแกรมเปน 2 โปรแกรมดวยกนัเพื่อเปนกรณีศกึษาสําหรับการอัด
รีด 2 สภาวะ โดยโปรแกรมแรกจะใชในการคํานวณการอัดรีดในกรณีทีไ่มมีความรอนมาเกี่ยวของ  ใช
ชื่อโปรแกรมวา MTFlow(v1) สวนโปรแกรมที่สองจะคํานึงถึงการเปลี่ยนแปลงความรอนภายใน
ระบบ  ใชชือ่โปรแกรมวา MTFlow(v2)   ในบทนี้จะอธิบายถึงขั้นตอนรายละเอียดในการเขยีน
โปรแกรม  ตลอดจนลักษณะของไฟลขอมูลที่ใชกับโปรแกรมทั้งสองและไฟลผลลัพธที่เปนคําตอบ
จากการคํานวณ 
 
4.1  โปรแกรม MTFlow(v1) 
 
 เปนโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้เพื่อที่จะใชคํานวณปญหาการอัดรีดแบบ 2 มิติในลักษณะ
ความเครียดในระนาบ (Plane Strain) สําหรับกรณีที่ไมมีความรอนมาเกี่ยวของในระบบโดยจะทําการ
คํานวณจากระบบสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมและมวล  เพื่อใหไดมาซึ่งผลลัพธก็คือ
ความเร็วและความดันทีจุ่ดตอตางๆในภาวะสมดุลของการอัดรีด  รายละเอียดตางๆของโปรแกรม
รวมทั้งการเตรยีมไฟลขอมูลมีดังนี ้
 
 4.1.1  ขั้นตอนการคํานวณ 

 ลําดับขั้นตอนในการเขยีนโปรแกรมจะอิงกบักระบวนวธีิของการคํานวณดังที่ไดกลาวไวใน
หัวขอ 3.3.1  โดยโปรแกรมนี้จะประกอบไปดวย 1 โปรแกรมหลัก (Main Program) และ 9 โปรแกรม
ยอย (Subroutine) โดยมีรายละเอียดขั้นตอนการเขียนโปรแกรมและคําอธิบายโปรแกรมตาง ๆ ดังนี้ 

1.  การทํางานของโปรแกรมจะเริ่มจากการอานไฟลขอมูลที่โปรแกรมหลัก  โดยโปรแกรมจะถามให
ผูใชบงชี้ชื่อไฟลของขอมูล  และตอจะใหใสชื่อไฟลที่จะใชเก็บคําตอบผลลัพธ  รายละเอียดของ
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ไฟลขอมูลนําเขาไดแสดงโดยละเอียดในหวัขอ 4.1.3  และตัวอยางไฟลขอมูล และไฟลผลลัพธได
แสดงไวในภาคผนวก ก  

2.  เร่ิมสรางเอลิเมนตเมตริกซโดยเรียกโปรแกรมยอย TRI โดยภายในโปรแกรมยอยนี้จะทําการสราง
เอลิเมนตเมตรกิซตางๆซึ่งอยูในรูปการคูณกันของเมตริกซ  ในการคูณกันของเมตริกซนี้จะเรยีกใช
โปรแกรมยอย MULMAT  สุดทายในขั้นตอนนีจ้ะทําการประกอบเอลิเมนตเมตริกซนี้เขาสูระบบ
เมตริกซรวมโดยใชโปรแกรมยอย ASSMBLE เมตริกซรวมนี้จะเปนเมตรกิซจตุรัสที่มีความสมมาตร 
มีขนาดเทากับจํานวนตัวไมรูคาของระบบ นั่นคือจํานวนตัวไมรูคาของ u v และ p รวมกัน ซ่ึงจะ
เทากับสองเทาของจํานวนจุดตอทั้งหมดรวมกับจํานวนจดุตอที่มุม ลักษณะอีกประการหนึ่งของ
เมตริกซนี้คือในแนวแกนเฉยีง (Diagonal Term) จะมีคาบางคาเปนศูนย   สําหรับในรอบแรกของการ
คํานวณจะตองสมมุติคาความหนืดของแตละเอลิเมนต  โดยคาที่สมมุติผูใชสามารถกําหนดไดใน
ไฟลขอมูลนําเขา 

3.  กําหนดเงื่อนไขขอบเขตเขาสูระบบเมตริกซรวมโดยเรียกโปรแกรมยอย APPLYBC  

4.  ทําการแกระบบสมการขนาดใหญโดยในระเบียบวธีิการกําจัดแบบเกาส (Gauss Elimination) โดย
เรียกโปรแกรมยอย GAUSS และในโปรแกรมยอยนี้จะมกีารเรียกใชโปรแกรมยอย PIVOT และ 
SCALE เพื่อปรับปรุงแกไขความผิดพลาดเชงิตัวเลขอันอาจเกิดขึ้นไดจากวิธีการกําจัดแบบเกาส  
ดังเชนการปรบัปรุงลักษณะของขอมูลเมตริกซที่มีคาเปนศูนยตามแนวทะแยงใหสามารถคํานวณได 
เปนตน 

5.  ตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนของผลลัพธในรอบปจจุบัน เมื่อเทียบกับผลลัพธในรอบกอนโดย
ใชสูตรการคํานวณดังสมการ (3.69) และ (3.70)  โดยเรียกโปรแกรมยอย CONVERGE  หากคาความ
คลาดเคลื่อนเทากับหรือนอยกวาเกณฑทีก่ําหนด คือ 1% ก็ใหขามไปขั้นตอนการแสดงผล   

6.  หากคาความคลาดเคลื่อนยังมากกวาเกณฑทีก่ําหนดใหทําการคํานวณคาความหนืดของแตละเอลิ
เมนต โดยเรยีกใชโปรแกรมยอย ELEVIS  โดยใชความเร็วทีไ่ดจากขั้นตอนที่ 4 หลังจากนัน้จะ
กลับไปคํานวณขอ 2-6 ใหมตามลําดับจนกระทั้งคาความคลาดเคลื่อนของผลลัพธนอยกวาเกณฑที่
กําหนด 

8.  ไฟลผลลัพธจะเก็บไวในชื่อที่ไดกําหนดไวในขอ 1.  นอกจากนี้โปรแกรมจะบนัทึกคาความคลาด
เคลื่อนที่เกิดขึน้ในแตละรอบไวในไฟลทีช่ื่อ conv.out เพื่อเปนขอมูลในการตรวจสอบ 

 ขั้นตอนการทาํงานของโปรแกรมสามารถสรุปไดโดยแผนภูมิการทํางาน (Flow Chart) ดัง
แสดงในรูป 4.1 
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 4.1.2  รายละเอียดของโปรแกรม 

 รายละเอียดของโปรแกรม MTFlow(v1)  ไดแสดงโดยละเอยีดในภาคผนวก ก  ทาย
วิทยานพินธฉบับนี้ 

 

 

ไมใช 

เร่ิมการทํางาน 

อานไฟลขอมูล[MAIN] 

สรางเอลิเมนตเมตริกซ [TRI] 
ประกอบเมตรกิซ [ASSMBLE] 

สมมุติคา 
ความหนดืเริ่มตน

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC] 

แกระบบสมการรวม [GAUSS] 

ตรวจสอบการลูเขา 
[CONVERGE] 

พิมพไฟลขอมลูผลลัพธ 
ใช 

จบการทํางาน 

คํานวณคาความหนืด 
ของแตละเอลิเมนต 

[ELEVIS] 

รูปที่ 4.1  แผนภูมิการทํางานของโปรแกรมMTFlow(v1) 
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 4.1.3  รายละเอียดไฟลขอมูลนําเขา 

 ลักษณะของไฟลขอมูลที่ปอนใหกับโปรแกรมMTFlow(v1) ประกอบดวยสวนตางๆจํานวน 5 
สวนดวยกัน ตัวอยางทีย่กประกอบในสวนตางๆเปนเพยีงบางบรรทัดของตัวอยางปญหาในภาคผนวก 
ก  คําอธิบายของขอมูลนําเขาแตละสวนมีรายละเอียดดังนี้ 

สวนท่ี 1   เปนขอความที่ใชอธิบายรายละเอยีดของปญหา 
           ตัวอยาง    
                                                           2 
                DIRECT EXTRUSION R=0.6 WITHOUT THERMAL EFFECT 
                MESH WITH 183 NODES AND 76 ELEMENTS 

บรรทัดแรก       ระบุจํานวนบรรทัดของรายละเอียด 
              บรรทัดตอมา    อธิบายรายละเอียดของขอมูลที่มีจํานวนบรรทัดเทากับที่ระบุ 

สวนท่ี 2  ขอมูลขนาดของปญหา  
 ตัวอยาง  
                 NPOIV   NPOIP   NELEM      
                  183      54      76 

 บรรทัดแรก    อธิบายลักษณะขอมูล  จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนต 
 บรรทัดตอมา  จํานวนจุดตอของความเร็วและความดัน  และจํานวนเอลิเมนต 

สวนท่ี 3  ขอมูลคาคุณสมบัติตางๆ 
 ตัวอยาง  
          YIELD STRESS    INITIAL VISCOSITY    MAX ITERATION 

             1500.00            1000.00              20 

บรรทัดแรก  อธิบายลักษณะขอมูล ของความเคนคราก ความหนืดเริ่มตน และจํานวนรอบ      
สูงสุดที่ใชในการคํานวณ 

บรรทัดตอมา  ระบุขนาดความเคนคราก  คาความหนดืเริ่มตน และจํานวนรอบสูงสุดในการ
คํานวณ 

สวนท่ี 4  ขอมูลจุดตอ 
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 ตัวอยาง  
   NODE IBCU IBCV IBCP   X-COOR  Y-COOR    V-VEL   U-VEL  PRESSURE 
    1    0   1   0      14.000   .000     .0000   .0000   .0000 
    2    0   1   0      16.000   .000     .0000   .0000   .0000 
 
 
 
   183   0   1  -1      11.000 10.000     .0000   .0000   .0000 

 บรรทัดแรก    อธิบายขอมูลของจุดตอ 
              บรรทัดตอมา  หมายเลขตัวแรกคือหมายเลขจดุตอ         สามตัวถัดมาคือรหัสเงื่อนไขขอบเขต 

สําหรับความเร็ว u , v และความดัน p โดย 0  หมายถึงตัวแปรนัน้เปนตัวแปร   
อิสระ ดังนั้นโปรแกรมจะทําการคํานวณคาที่จุดตอนั้นๆ  1  หมายถึงคาของตัว
แปรนั้นเปนคาของเงื่อนไขขอบเขตที่ถูกระบุโดยผูใช  ดังนั้นจะไมมกีาร
คํานวณคาดังกลาว  ตัวเลขสองตัวถัดมาก็คอืคาระยะพิกัด x และ y เมื่อเทียบ
กับระบบแกนใหญ (Global Coordinate) สามคาถัดมาก็คือคาของความเร็ว u , 
v  และความดนั p หากเงื่อนไขขอบเขตของคาตัวแปรใดเปน 1  โปรแกรมจะ
อานคาตัวแปรดังกลาวไปใชคํานวณ หากเปนตัวแปรอิสระใหใสคา 0.0  ที่
คาตัวแปรนัน้ 

สวนท่ี 5  ขอมูลการจัดเรียงจดุตอภายในเอลิเมนต 
 ตัวอยาง 
                 ELEMENT NODAL CONNECTIONS [ 76]: 
                 1    14    22    21    104     88     89 
                 2    21    28    27    121    105    106 
                 3    27    35    34    140    122    123 
 
   
 
                76     8     9    13     82     81     79 

 บรรทัดแรก     อธิบายลักษณะขอมูล 
บรรทัดตอมา ขอมูลของเอลิเมนต  โดยตัวเลขตัวแรกคือหมายเลขของเอลิเมนต  หมายเลข  

ตัวที่ 2-4  เปนหมายเลขของจุดตอที่มุมของเอลิเมนตนัน้ๆ สวนหมายเลขตัวที่ 
5-7  เปนหมายเลขจุดตอตรงกึ่งกลางของเอลิเมนต 

หมายเหตุ :  ลักษณะการเรยีงหมายเลขของจุดตอของเอลิเมนตทั้ง 6 มีรูปแบบที่แนนอนคือ 
 -  หมายเลข 3 ตัวแรกตองเปนหมายเลขจุดตอที่มุม  โดยเรียงทวนเข็มนาฬิกา ดังรูปที่ 4.2 
              -  หมายเลข 3 ตัวถัดมาเปนหมายเลขที่กึ่งกลางดานของเอลิเมนต  โดยตวัแรกจะอยูดานตรง          

กันขามกับจดุตอที่มุมตัวแรก  อีกสองตัวถัดมาจะเรยีงทวนเข็มนาฬกิา ดังรูปที่ 4.2 
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 4.1.4  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 หลังจากเสร็จส้ินวงรอบการทําซ้ําของการคํานวณและไดคําตอบที่ลูเขา  โปรแกรมจะพิมพ
ขอมูลไวในไฟลที่ระบุช่ือไวเมื่อตอนเริ่มโปรแกรม  โดยขอมูลจะเปนผลลัพธของความเร็ว u, v และ 
ความดัน p ที่จดุตอ  ดังตัวอยางตอไปนี ้

 
           ***************************************** 
           *              MTFlow(v1)               * 
           * NODAL VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS * 
           ***************************************** 

 
    28-May-00   10:29:41   
 
        NUMBER OF VELOCITY NODES :   183 
        NUMBER OF PRESSURE NODES :    54 
 
    NODE    U-VELOCITY      V-VELOCITY      PRESSURE 
 

          1     .259984E+01     .000000E+00     .306955E+03 
          2     .259960E+01     .000000E+00     .227881E+02 
          3     .259949E+01     .000000E+00    -.374138E+02 

 
 

         54     .000000E+00     .000000E+00     .395505E+04 
 
 
 

        183     .156884E+00     .000000E+00 
 

 ขอมูลผลลัพธของตัวอยางนีไ้ดแสดงโดยเต็มรูปแบบในภาคผนวก ก  นอกจากนี้   โปรแกรม
ยังบันทึกขอมลูผลของความคลาดเคลื่อนซึ่งมีหนวยเปนเปอรเซ็นไวในไฟลที่ช่ือ conv.out  มีลักษณะ
ของขอมูลดังนี้ 

  

 

 

14 

22 21 

88 

104 

89 เอลิเมนตหมายเลข 1 

รูปที่ 4.2  ลักษณะการจัดเรยีงหมายเลขจุดตอบนเอลิเมนต 
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        ***************************************** 
        *              MTFlow(v1)               * 
        *    VELOCITY AND PRESSURE TOLERANCE    * 
        ***************************************** 
 

    LOOP          VELOCITY TOLERANCE          PRESSURE TOLERANCE 
      2                 8.0242                     61.0737 
      3                 2.7069                      2.8837 
      4                 1.7495                       .3972 
      5                 1.3106                       .3028 
      6                 1.0236                       .4713 
      7                  .8181                       .3888 
 

 
4.2  โปรแกรม MTFlow(v2)  
 
 เปนโปรแกรมที่ถูกพัฒนาขึ้นตอจาก MTFlow(v1) เพื่อทีจ่ะใหสามารถคํานวณปญหาการอัด
รีดสองมิติที่มีเปล่ียนแปลงความรอนเนื่องจากการไหลและการเปลี่ยนรูปของโลหะ  โดยการเพิม่การ
คํานวณสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานควบคูไปกับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษ
โมเมนตัมและมวล  ในหวัขอยอยนีจ้ะอธบิายถึงรายละเอียดของตัวโปรแกรมหลัก (Main Program) 
และโปรแกรมยอย (Subroutine)  รวมทั้งลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาและไฟลผลลัพธดังตอไปนี ้
 
 4.2.1  ขั้นตอนการคํานวณ 

 ในสวนของโปรแกรมจะประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก 1 โปรแกรมและโปรแกรมยอยอีก 
13 โปรแกรม  ขั้นตอนในการเขียนโปรแกรมมีรายละเอียดเปนลําดับขัน้ดังนี ้

1.  การทํางานของโปรแกรมจะเริ่มจากการอานไฟลขอมูลนําเขา  และใหผูใชระบช่ืุอไฟลที่จะใชทํา
การเก็บขอมูลผลลัพธ 

2.  ทําการคํานวณหาความเร็วและความดนัโดยเริ่มจากการสรางเอลิเมนตเมตริกซตางๆโดยโปรแกรม
ยอย TRI  ซ่ึงมี MULMAT ใชคํานวณการคูณกันของเมตริกซ หลังจากนั้นกจ็ะประกอบเอลิเมนตนั้นๆ
เขาสูระบบสมการรวมโดยโปรแกรมยอย ASSMBLE และในรอบแรกของการคาํนวณใหสมมตุิคา
ความหนดืคงที่ทุกเอลิเมนต 

3.  กําหนดเงื่อนไขขอบเขตโดยเรียกโปรแกรมยอย  APPLYBC 

4. แกระบบสมการโดยระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาส  โดยเรียกโปรแกรมยอย GAUSS   วิธีนี้จะมีการ
เรียกใชโปรแกรมยอย PIVOT, SCALE  เพื่อปรับปรุงแกไขความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้นจากการ
คํานวณเชิงตัวเลข  ในขั้นตอนนี้จะไดคําตอบของความเร็ว u , v  และความดัน p   
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5.  คํานวณหาคาความหนืดทีแ่ตละเอลิเมนตจากความเร็วที่คํานวณไดในขั้นตอนที่ 4  โดยใช
โปรแกรมยอย ELEVIS และเนื่องจากคาความเคนการไหล (Flow Stress)  จะเปนฟงกชันของอุณหภมูิ
ดังนั้นในรอบแรกของการคาํนวณซึ่งยังไมมีผลของอุณหภูมิ  จะใชสมมุติเร่ิมตนที่เทากันทุกเอลิเมนต 

6.   ทําการคํานวณหาอณุหภูมิที่แตละจุดตอโดยเรียกโปรแกรมยอย THERMAL   ภายในโปรแกรม
ยอยกจ็ะมีโปรแกรมยอยที่ใชในการสรางเอลิเมนตเมตริกซ (TRI_T)  ประกอบเอลิเมนตสูระบบรวม 
(ASSM_T) กาํหนดเงื่อนไขขอบเขต (APPLYBC_T) และคํานวณระบบสมการโดยวิธีการกําจัดแบบ
เกาส (GAUSS) ในขั้นตอนนี้จะไดคาของอุณหภูมิที่จุดตอ 

7.  ทําการตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนโดยเรียกโปรแกรมยอย CONVERGE หากคาความ
คลาดเคลื่อนของทั้งความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิสูงกวาที่กําหนดคอื 1 เปอรเซ็นต  ก็จะกลับไป
คํานวณขัน้ตอนที่ 2-6 ใหม  ทําซ้ําเชนนี้เร่ือยไปจนกระทั่งคาความคลาดเคลื่อนต่ํากวาที่กําหนด 

8.   ในขั้นตอนสุดทายหากโปรแกรมลูเขา  ก็จะพิมพขอมูลผลลัพธคือ ความเร็ว u,v ความดัน p และ
อุณหภูมิ T   ไวในไฟลที่ระบุในขอ 1  และจะสรางไฟล conv.out สําหรับเก็บขอมลูความคลาดเคลื่อน
ในแตละรอบของการคํานวณ 

 จากขั้นตอนทัง้หมดสามารถเขียนในรูปของแผนภูมกิารทํางาน (Flow Chart) ไดดังรูปที่ 4.3 
 
 4.2.2  รายละเอียดของโปรแกรม 

 รายละเอียดของโปรแกรม MTFlow(v2)  ไดแสดงโดยละเอยีดในภาคผนวก ข  ทาย
วิทยานพินธฉบับนี้ 
 
 4.2.3  รายละเอียดไฟลขอมูลนําเขา 

 ลักษณะของไฟลขอมูลที่ใชจะคลายกับ MTFlow(v1) คือแบงออกไดเปน 5 สวนดังทีไ่ด
อธิบายไวในหวัขอที่  4.1.3  แตจะแตกตางกันในสวนที่  3  และสวนที่ 4   รายละเอียดของไฟลขอมูล
ตัวอยางทั้งหมดไดแสดงไวในภาคผนวก ข  โดยมีคําอธิบายรายละเอยีดของสวนตางๆพอเปนสังเขป
ดังนี ้
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เร่ิมการทํางาน 

อานไฟลขอมูล[MAIN] 

สรางเอลิเมนตเมตริกซ [TRI] 
ประกอบเมตรกิซ [ASSMBLE] 

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC] 

สมมุติคา 
ความหนดืเริ่มตน

คํานวณคาความหนืดของแตละเอลิเมนต [ELEVIS] 

ตรวจสอบการลูเขา 
[CONVERGE] 

พิมพไฟลขอมลูผลลัพธ 
ใช 

จบการทํางาน 

ไมใช 

รูปที่ 4.3  แผนภูมิการทํางานของโปรแกรมMTFlow(v2) 

สรางเอลิเมนตเมตริกซความรอน[TRI_T] 
ประกอบเมตรกิซ [ASSM_T] 

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC_T] 

แกระบบสมการรวม [GAUSS] เพื่อหา u , v , p 

แกระบบสมการรวม [GAUSS] เพื่อหา T 

สมมุติคาอุณหภูม ิ
เร่ิมตนในรอบแรก 
ของการคํานวณ 
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สวนท่ี 1   เปนขอความที่ใชอธิบายรายละเอยีดของปญหา 
           ตัวอยาง    
                                                          2 
                DIRECT EXTRUSION R=0.6 WITH THERMAL COUPLING 
                MESH WITH 183 NODES AND 76 ELEMENTS 

บรรทัดแรก       ระบุจํานวนบรรทัดของรายละเอียด 
              บรรทัดตอมา    อธิบายรายละเอียดของขอมูลที่มีจํานวนบรรทัดเทากับที่ระบุ 

สวนท่ี 2  ขอมูลขนาดของปญหา  
 ตัวอยาง  
                 NPOIV   NPOIP   NELEM      
                  183      54      76 

              บรรทัดแรก    อธิบายลักษณะขอมลู  จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนต 
 บรรทัดตอมา  จํานวนจุดตอของความเร็วและความดัน  และจํานวนเอลิเมนต 

สวนท่ี 3  ขอมูลคาคุณสมบัติตางๆ 
 ตัวอยาง 
 YIELD    INI VIS   INI TEMP MAX ITER DENSITY  k     c      J 
1500.00  1000.00    100.00     20      .01   1.00 100.00  42.65 

บรรทัดแรก      อธิบายลักษณะความหมายของขอมูล 
บรรทัดตอมา ระบุขนาดความเคนคราก  คาความหนดืเริ่มตน อุณหภูมิเร่ิมตน จาํนวนรอบ

สูงสุดในการคาํนวณ ความหนาแนน  คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน  คา
ความจุความรอนจําเพาะ  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล 

สวนท่ี 4  ขอมูลจุดตอ 
 ตัวอยาง  
NODE IBCU IBCV IBCT IBCP   X-COOR  Y-COOR   U-VEL V-VEL TEMP PRESSURE 
  1   0    1    0    0     14.000   .000    .000  .000  .000  .000 
  2   0    1    0    0     16.000   .000    .000  .000  .000  .000 
  3   0    1    0    0     18.000   .000    .000  .000  .000  .000 
   
  
 
  
183   0    1    0   -1     11.000 10.000    .000  .000  .000  .000 

 บรรทัดแรก    อธิบายขอมูลของจุดตอ 
              บรรทัดตอมา  หมายเลขตัวแรกคือหมายเลขจดุตอ         ส่ีตัวถัดมาคือรหสัเงื่อนไขขอบเขต 
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สําหรับความเร็ว u , v อุณหภูมิ T และ ความดัน p  โดย 0  หมายถึงตัวแปรนั้น
เปนตัวแปรอิสระ ดังนั้นโปรแกรมจะทําการคํานวณคาที่จุดตอนั้นๆ  1  
หมายถึงคาของตัวแปรนัน้เปนคาของเงื่อนไขขอบเขตที่ถูกระบุโดยผูใช  
ดังนั้นจะไมมกีารคํานวณคาดังกลาว  ตวัเลขสองตัวถัดมาก็คือคาระยะพิกดั x 
และ y เมื่อเทยีบกับระบบแกนใหญ (Global Coordinate) ส่ีคาถัดมาก็คือคา
ของความเร็ว u , v  อุณหภูม ิT และความดนั p หากเงื่อนไขขอบเขตของคาตัว
แปรใดเปน 1  โปรแกรมจะอานคาตัวแปรดังกลาวไปใชคํานวณ หากเปนตัว
แปรอิสระใหใสคา 0.0  ที่คาตัวแปรนัน้ 

สวนท่ี 5  ขอมูลการจัดเรียงจดุตอภายในเอลิเมนต 
 ตัวอยาง 
                 ELEMENT NODAL CONNECTIONS [ 76]: 
                 1    14    22    21    104     88     89 
                 2    21    28    27    121    105    106 
                 3    27    35    34    140    122    123 
 
 
 
                76     8     9    13     82     81     79 

 บรรทัดแรก     อธิบายลักษณะขอมูล 
 บรรทัดตอมา ขอมูลของเอลิเมนต  โดยตัวเลขตัวแรกคือหมายเลขของเอลิเมนต  หมายเลข  

ตัวที่ 2-4  เปนหมายเลขของจุดตอที่มุมของเอลิเมนตนัน้ๆ สวนหมายเลขตัวที่ 
5-7  เปนหมายเลขจุดตอตรงกึ่งกลางของเอลิเมนต 

 
 4.2.4  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 ไฟลขอมูลผลลัพธหลังจากคําตอบลูเขาเปนที่เรียบรอยแลวจะมีอยู 2 ไฟล ก็คือไฟลคําตอบ
ของความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ  ไฟลนี้จะเก็บในชือ่ที่ระบุไวในตอนตนของโปรแกรม  อีกไฟล
หนึ่งก็คือไฟลที่เก็บคาความคลาดเคลื่อนในแตละรอบของการคํานวณ  ตัวอยางไฟลทั้งสองอยางเต็ม
รูปแบบไดแสดงไวในภาคผนวก ข  แตไดนํามาแสดงเปนบางสวนพอเปนสังเขปตามลําดับดังนี ้
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        ***************************************************** 
        *                     MTFlow(v2)                    * 
        * NODAL VELOCITY TEMPERATURE AND PRESSURE SOLUTIONS * 
        ***************************************************** 
 
    28-May-00    11:31:58   
 
        NUMBER OF VELOCITY NODES    :   183 
        NUMBER OF TEMPERATURE NODES :   183 
        NUMBER OF PRESSURE NODES    :    54 
 
   NODE     U-VELOCITY      V-VELOCITY      TEMPERATURE      PRESSURE 
 
     1     .260285E+01     .000000E+00     .539073E+02     .510018E+03 
     2     .260285E+01     .000000E+00     .588143E+02     .331173E+03 
     3     .260285E+01     .000000E+00     .623881E+02     .143078E+03 
 
 
 
    54     .000000E+00     .000000E+00     .651590E+02     .384544E+04  
 
 
 
   183     .188905E+00     .000000E+00     .615959E+02 
 
 
 
 
              ***********************************************               
              *                   MTFlow(v2)                *               
              * VELOCITY PRESSURE AND TEMPERATURE TOLERANCE *               
              ***********************************************               
                                                                              
   LOOP VELOCITY TOLERANCE   PRESSURE TOLERANCE  TEMPERATURE TOLERANCE  
     2          8.0242               49.7986                6.3705 
     3          2.9109                6.7565                4.8393 
     4          1.8713                 .6359                3.1494 
     5          1.3954                 .1203                2.3055 
     6          1.0866                 .3393                1.7679 
     7           .8660                 .3453                1.3945 
     8           .7027                 .3047                1.1240 
     9           .5791                 .2613                 .9224 



บทที่ 5 
การวิเคราะหการอัดรีด 2 มิติ 

 
 
 ในบทนี้จะทําการวิเคราะหการอัดรีด 2 มิติในลักษณะของความเครียดในระนาบในแงมุม
ตางๆทั้งทางดานการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโดเมนปญหา รวมทัง้การเปลี่ยนแปลงคาคุณลักษณะ
เฉพาะของวัสดุที่มีผลตอภาวะการอัดรีดโดยใชโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้  โดยคําตอบที่สําคัญที่สุดที่
ผูออกแบบระบบการอัดรีดตองหาคําตอบก็คือแรงดันทีใ่ชดันโลหะสําหรับอัดรีด (Billet)  ใหไหลผาน
แมพิมพ เรียกแรงดันนีว้าแรงดันอัดรีด  (Extrusion Pressure)    

 มีทฤษฎีไมมากนักที่เปนที่ยอมรับในการอธิบายพฤติกรรมการไหลของโลหะผานแมพิมพ 
หรือที่เรียกวาการอัดรีด ทฤษฎีทั้งหมดเปนทฤษฎีที่หาคาํตอบในเชิงการประมาณทั้งสิ้น สืบเนื่องจาก
ปญหานี้เปนปญหาที่ตองแกระบบสมการแบบไมเชิงเสน (Nonlinear Equations) ซ่ึงไมสามารถหาผล
เฉลยแมนตรงได วิทยานิพนธฉบับนี้ไดใชทฤษฎีสลิปไลน (Slip-Line Theory) ทฤษฎีที่นิยมและเปนที่
ยอมรับกันอยางกวางขวางในการวิเคราะหการไหลของโลหะที่ถูกนําเสนอโดย Hill [8] ในป 1948 มา
ใชตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้ Hillไดใชวิธีนี้คํานวณคาแรงดันอัดรดีของ
ปญหาความเครียดในระนาบสําหรับวัสดุทีไ่มมีความเครยีดแข็ง (Strain Hardening)  ผานแมพิมพฉาก
โดยสมมุติวาไมมีความเสียดทานระหวางโลหะอัดรีดและผนังของแทนบรรจุ ตอมาในป1955  
Johnson ไดนําเสนอทฤษฎีเดยีวกันนี้สําหรบัปญหาที่มีแรงเสียดทานที่ผิว 

 ทฤษฎีสลิปไลนนี้เปนทฤษฎทีี่ใชวิเคราะหปญหาสําหรับกรณีที่วัสดเุปนแบบพลาสตกิอุดม
คติ (Ideal Plastic)  คอืไมมคีวามเครียดแข็งนั่นเอง และไมพิจารณาถงึความเครียดที่เกิดขึ้นในชวงอีลา
สติกเพราะถือวานอยมากเมือ่เทียบกับความเครียดในชวงพลาสติก  วัสดุที่อยูในลักษณะดังกลาวก็คือ
วัสดุที่อยูในภาวะที่มีอุณหภมูิสูง  และอีกลักษณะหนึ่งกค็ือวัสดุเนื้อออนอยางเชนตะกั่วเปนตน  ทฤษฎี
นี้จะทําการสรางสนามของเสนทางการไหลที่หาจากทิศทางของความเคนเฉือนสูงสุด (Maximum 
Shear Stress)  เรียกเสนนีว้าสลิปไลนหรือเสนเฉือน (Shear Line)   อีกทั้งสามารถสรางความสัมพันธ
ของมุมและความดันในเสนเฉือนแตละเสนซึ่งจะนําไปสูการหาแรงดนัอัดรีด  โดยรายละเอียดตางๆ
ของทฤษฎีนี้อยูในภาคผนวก ง  หรือสามารถศึกษาเพิ่มเตมิไดจากหนังสืออางอิง [7-11][14] [18] 

 ในระยะตางๆของการเคลื่อนที่ของโลหะอัดรีดผานแมพิมพตั้งแตเร่ิมตนจนกระทั้งโลหะอัด
รีดไหลผานแมพิมพทั้งหมดไดแสดงไวในรูปที่ 5.1 ซ่ึงหากพล็อตความสัมพันธระหวางแรงดันอดัรีด
และระยะทางการเคลื่อนที่ของกานอัด (Ram) จะมีลักษณะดังแสดงในรปู 5.2  จากรูปจะเห็นวาการอัด 
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รูปที่ 5.1  ภาพถายโลหะอัดรดีที่ระยะตางๆของการเคลื่อนตัวผานแมพมิพ [18] 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

(i) (j) 
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รูปที่ 5.2  เสนโคงแสดงความสัมพันธของแรงดันอัดรีด และระยะการเคลื่อนที่ของแทนอัด 

รีดตั้งแตเร่ิมตนดันโลหะอัดรีดผานแมพิมพจนกระทั้งโลหะนั้นไหลผานแมพิมพจนหมดสามารถแบง
ออกไดเปน 3 เฟสดวยกัน  โดยเฟสแรกแรงดันจะพุงขึน้อยางรวดเร็ว เนื่องจากแรงดันเริ่มที่จะดันให
โลหะอัดตัวเตม็แทนบรรจุและเริ่มที่จะไหลออกจากแมพิมพดังแสดงในรูปที่ 5.1 a และ b  เฟสแรกจะ
ส้ินสุดตรงที่แรงดันขึ้นสูตําแหนงสูงสุดและเริ่มเขาสูเฟสที่ 2  ที่เฟสนี้แรงดันจะคอยๆลดลงอยางชาๆ
เนื่องจากระยะทางของผิวสัมผัสระหวางโลหะอัดรีดและแทนบรรจุลดลงตลอดการเคลื่อนที่ทําใหผล
ของความเสียดทานที่มีตอการอัดรีดลดนอยลงไปดวยทําใหแรงดนัที่ใชลดลง  ซ่ึงหากผนังถูกหลอล่ืน
เปนอยางดี คาของแรงดันในเฟสนี้จะคงที่  ที่เฟสที่ 2 นี้เองสามารถเรียกไดวาเปนภาวะอยูตัว (Steady 
State)  ซ่ึงการวิเคราะหโดยทฤษฎีตางๆรวมทั้งโดยโปรแกรม MTFlow จะกระทําทีภ่าวะอยูตัวนี้  ที่
ภาวะนี้สามารถแสดงภาพถายจากการทดลองในรูป 5.1 c-f  โดยชวง f ถือเปนจดุสุดทายของภาวะ
สมดุลเพราะหลังจากนั้นดานทายของโลหะอัดรีดจะถูกดึงขึ้นไปตรงกึ่งกลางของแมพิมพอัดรีดดัง
แสดงในรูป 5.1 g-j ที่ภาวะนีถื้อเปนเฟสที่ 3 ของการอัดรีด 

 สําหรับการอัดรีดเพื่อลดขนาดความหนาของโลหะนั้น สามารถจําลองแบบเพยีงแคคร่ึงหนึ่ง
เนื่องจากความสมมาตรตามแนวกึ่งกลางของความหนา และจะมีคาคาหนึ่งที่ใชเปนคาที่กําหนดขนาด
ความหนาของโลหะที่ไหลออกจากแมพิมพเมื่อเปรียบเทยีบกับขนาดความหนากอนที่จะเขาสูแมพมิพ  
เราเรียกคานีว้า  อัตราสวนการลดขนาด ใชสัญลักษณ R สามารถหาไดจาก 

     
B
A1R −=         (5.1) 

โดย    A    คือคร่ึงหนึ่งของความหนาของโลหะที่ไหลออกจากแมพิมพ  
           B    คือคร่ึงหนึ่งของความหนาของโลหะที่ไหลเขาแมพิมพ  ดังรูป 5.3 
 
 
 
 

ระยะการเคลื่อนที่ของแทนอดั 
แร
งด
ันอ

ัดร
ีด 

เฟส 2 เฟส 3 

เฟส 1 
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รูปที่ 5.3 อัตราสวนการลดขนาดของปญหาการอัดรีด 

 ในการวิเคราะหปญหาการอดัรีดในบทนี้จะเริ่มจากการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
MTFlow กอนที่จะนําไปวิเคราะหปญหาในแงมุมตางๆ 
 
 
5.1  การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
 
 ในหวัขอยอยนี้จะทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow  กับผลจาก
ทฤษฎีสลิปไลนและผลการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น   
 

5.1.1 เปรียบเทียบกับทฤษฎสีลิปไลน 

แบบจําลองการอัดรีดที่นํามาเปรียบเทียบจะเปนการอดัรีดแบบทางออกทางเดยีวที่มี
อัตราสวนการลดขนาด 0.5 โลหะอัดรีดมคีาความเคนคราก 1732 kg/cm2 ความเร็วอัดรีด 1 cm/s ขนาด
และรายละเอยีดแสดงดังรูปที่ 5.4  แบบจาํลองไฟไนตเอลิเมนตแสดงดังรูปที่  5.5 ซ่ึงประกอบดวยจดุ
ตอความเร็ว 2337 จุด จุดตอความดัน 613 จุด และมเีอลิเมนตจํานวน 1112 เอลิเมนต 
 
 
 
 
 
 
 
 

A 

B 

10 cm 

5 cm 

Free surface u = 1 cm/s 

v = 0 

u = 0 

v = 0 

12 cm 8 cm 

รูปที่ 5.4  แบบจําลองของปญหาสําหรับเปรียบเทียบผลการคํานวณ 

x 
y 
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รูปที่ 5.5  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการอัดรีดที่ม ีR = 0.5 

 ในการคํานวณปญหานี้ใชจํานวนรอบในการคํานวณทั้งสิ้น 5  รอบจึงลูเขาสูเกณฑที่กําหนด 
คาความคลาดเคลื่อนในแตละรอบของความเร็วและอณุหภูมิแสดงในรปูที่ 5.6 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.6  กราฟแสดงการลูเขาในแตละรอบของผลความเร็วและความดัน 

 ผลการวิเคราะหโดยใชโปรแกรม MTFlow(v1) จะไดผลลัพธความเร็ว และความดนัที่จุดตอ 
สามารถนํามาพล็อตลักษณะการกระจายของคําตอบไดดงัรูป 5.6  โดยรูป (a) เปนผลการกระจายของ
ความเร็ว  รูป (b) เปนผลเวกเตอรความเร็ว รูป (c) เปนผลการกระจายของความดัน  
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รูปที่ 5.7 ผลการกระจายและผลเวกเตอรคําตอบของปญหาการอัดรีดที่ม ีR = 0.5 
     โดยใชโปรแกรม MTFlow(v1) 

 
 จากผลของความดันที่จุดตอสามารถหาคาแรงดันอัดรีด(P)ไดจากคาเฉลี่ยของความดนับริเวณ
ทางเขาของโลหะอัดรีด  ซ่ึงปญหานี้จะมีคาเทากับ 2664.3 kg/cm2     สามารถนําคานี้มาใชเปรียบเทยีบ
กับผลการคํานวณจากทฤษฎสีลิปไลนในตอนทายของภาคผนวก ค  ซ่ึงไดคา P/(2 yieldτ )= 1.3   โดย
คา yieldτ  คือคาความเคนเฉือนคราก (Shear Yield Stress) มีคาเทากับ 3/yieldσ  [31] ซ่ึงในปญหานี ้ 
มีคาเทากับ 1000 kg/cm2   ดงันั้นสามารถคํานวณคา P ไดคือ 2600 kg/cm2   ซ่ึงผลของ MTFlow และ
ทฤษฎีสลิปไลนแตกตางกันประมาณ 2.5 เปอรเซ็นต   

 ตอไปจะทําการเปรียบเทียบผลของความเร็วอัดรีดที่มีตอแรงดันอัดรีด  ทําการวิเคราะหจาก
ปญหาเดิมโดยใชความเรว็ทีแ่ตกตางกนัไปคือ 0.1, 1, 2, 5, 10 cm/s  ไดผลของแรงดันอัดรีดดังแสดง
ในตารางที่ 5.1   

(b) ผลเวกเตอรความเร็ว 

(c)  ผลการกระจายความดนั (kg/cm2) 

3000 3500 4000 

0 500 1000 1500 2000 2500 
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ตารางที่ 5.1  ผลของแรงดันอัดรีดที่ความเรว็ตางๆ 

ความเร็วอัดรดี 
 (cm/s) 

แรงดันอัดรีด(P)   
(kg/cm2) 

P/2 yieldτ  
( yieldτ =1000 kg/cm2 ) 

         0.1 2663.8 1.33 
1 2664.3 1.33 
2                     2664.1 1.33 
5 2663.9 1.33 

10 2664.0 1.33 

 

 จากตารางจะเห็นวาความเรว็ไมมีผลตอแรงดันที่ใชในการอัดรีดเนื่องจากคาความเคนคราก
เปนคาคงที่ซ่ึงสอดคลองกับทฤษฎีสลิปไลน  แตถาหากความเคนครากไมคงที่ แตขึ้นอยูกับอุณหภูมจิะ
ทําใหคาแรงดนัอัดรีดไมคงที่ที่ความเร็วตางๆ ดังจะไดแสดงในหวัขอยอยถัดไป 

 ผลการเปรียบเทียบแรงดนัอัดรีดที่อัตราสวนการลดขนาดตางๆ ไดแสดงไวในตารางที่ 5.2  
พรอมทั้งนําไปพล็อตเพื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีสลิปไลนดังรูปที่ 5.8 
 

ตารางที่ 5. 2  ผลของแรงดันอัดรีดที่อัตราสวนการลดขนาดตางๆ 

อัตราสวนการลดขนาด 
(R) 

แรงดันอัดรีด (P) 
(kg/cm2) 

P/2 yieldτ  
( yieldτ =1000 kg/cm2 ) 

0.3 1721.3 0.86 
0.5 2664.3 1.33 
0.7 3791.6 1.89 
0.8 4473.3 2.24 
0.9 5784.6 2.89 
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รูปที่ 5.8  กราฟเปรียบเทยีบผลระหวางโปรแกรม MTFlow(v1)  กับ ทฤษฎีสลิปไลน 
 
 5.1.2 เปรียบเทียบกับผลการทดลอง 

 ในการเปรยีบเทียบกับผลการทดลองจะอางอิงผลการทดลองของ W.Johnson [23]  การ
ทดลองใชตะกัว่บริสุทธิ์ (Pure Lead) เปนโลหะสําหรับอัดรีด (Billet)  เนื่องจากตะกั่วเปนโลหะที่มี
เนื้อออนและไมมีความเครียดแข็ง (Strain Hardening) ที่อุณหภูมิหอง จึงมีคุณสมบัตเิหมือนกับโลหะ
เนื้อแข็งอื่นๆที่ภาวะอุณหภมูิสูง ซึ่งหากนาํโลหะเนื้อแขง็เหลานั้นมาทาํการทดลองจะตองเพิ่มอณุหภูมิ
โลหะและควบคุมอุณหภูมิใหคงที่ซ่ึงเปนเรื่องที่ยุงยาก และอาจสงผลใหคาที่ไดจากการทดลอง
ผิดพลาด ขนาดของโลหะอดัรีดจะมีขนาดความกวางมากกวาความหนา 2 เทาเปนอยางนอย เพื่อรักษา
สภาวะความเครียดในระนาบและเพื่อไมใหความเสียดทานสงผลตอผลการทดลองมากนัก 

ในการทดลองจะใชสารหลอล่ืนบริเวณพื้นผิวสัมผัสของตะกัว่กับแทนบรรจุเพื่อลดความ
เสียดทานใหต่าํที่สุดแตอยางไรก็ตามไมสามารถทําใหหมดไปได คาคุณสมบัตขิองตะกั่วไดมาจากการ
ทดลองโดยมคีาความเคนครากประมาณ 180 kg/cm2 ( yieldτ  = 104 kg/cm2) สําหรับการเปรียบเทียบ
กับโปรแกรม MTFlow(v1) จะใชแบบจําลองการอัดรีดทีม่ีอัตราสวนการลดขนาด 0.5 0.667  0.8  0.88 
และ 0.94  โดยใชความเร็วอัดรีด 1 cm/s  

ผลจากการคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v1)  เมื่อเปรีบเทียบกับผลการทดลอง     แสดงใน
ตารางที่ 5.3  และสามารถแสดงในรูปแบบของกราฟไดดงัในรูปที่ 5.9 
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ตารางที่ 5.3  ผลที่ไดจากโปรแกรม MTFlow(v1) เปรียบเทียบกับผลการทดลอง 

MTFlow(v1) อัตราสวนการลดขนาด
(R) P(kg/cm2) P/2 yieldτ  

ผลการทดลอง 
(P/2 yieldτ ) 

0.5 276.8 1.33 1.3 
0.667 373.5 1.8 2.1 
0.8 465.2 2.24 2.5 
0.88 581.9 2.8 3.0 
0.94 735.0 3.53 4.8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.9  กราฟแสดงการเปรียบเทียบผลจากโปรแกรม MTFlow(v1) และผลการทดลอง 
 

 จากผลการเปรียบเทียบจะพบวาผลที่คํานวณไดจากโปรแกรม MTFlow(v1) จะนอยกวาผล
จากการทดลองเล็กนอย สืบเนื่องจากแรงเสียดทานที่ไมสามารถทําใหหมดไปโดยสิ้นเชิงในทางปฏิบัติ  
จากกราฟจะพบวาผลจากโปรแกรม MTFlow(v1) จะแตกตางจากผลการทดลองมากขึ้นตามขนาดของ
อัตราสวนการลดขนาด เนื่องจากระยะการสัมผัสของแมพิมพและโลหะจะมากขึ้นดังนั้นผลของความ
เสียดทานก็จะมากขึ้นดวย  เหตุผลอีกประการหนึ่งก็คอืในการคํานวณจะสมมุตใิหคาความเคนคราก
เปนคาคงที่แตในความเปนจริงคาความเคนครากนี้จะสูงขึน้เมื่อคาความเครียดและอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียดสูงขึ้น  ดังนั้นทีอั่ตราสวนการลดขนาดยิ่งสูงเทาไรความเครียดและอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียดก็จะสูงตามไปดวยทําใหในการทดลองจริงจะไดคาแรงดันอัดรีดสูงกวาการ
คํานวณ 
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5.2  การวิเคราะหผลจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมภิายในโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
 

เนื่องจากอณุหภูมิมีผลอยางมากตอการเปลีย่นแปลงความเคนคราก โดยวัสดทุี่มีอุณหภูมิสูง
จะมีคาความเคนครากต่ํากวาวัสดุเดยีวกันที่อยูในภาวะอณุหภูมิต่ํา นั่นหมายถึงการเปลี่ยนแปลง
เพิ่มขึ้นของอุณหภูมิภายในเนื่องจากการเปลี่ยนรูปของวัสดุจะสงผลใหความเคนครากเปลี่ยนแปลง
และแรงดนัอัดรีดก็จะเปลี่ยนตามไปดวย  หัวขอยอยนีจ้ะใชโปรแกรม MTFlow(v2) เพื่อวิเคราะห
ปญหาการอัดรีดเพื่อศึกษาผลของการเปลี่ยนแปลงอณุหภูมิที่มีตอระบบในแงมุมตางๆ  

 
5.2.1  ผลการอัดรีดผานแมพิมพ R=0.5 โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

หัวขอยอยนีจ้ะทําการวเิคราะหหาคําตอบของการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.5 โดยมี
สภาวะเดยีวกบัปญหาในรูป 5.4 เพื่อที่จะศึกษาการกระจายของความเร็ว ความดนัและอุณหภูมิ โดย
ความเคนครากจะไมคงที่แตจะเปนฟงกชันของอุณหภูมดิงัแสดงในรูปแบบทั่วไปดังสมการ (2.18) 
กําหนดให β  มีคาเทากับ 0.0007 คาคุณสมบัติของวัสดุตางๆคือ มีคาความเคนคราก 1732 kg/cm2 คา
ความหนาแนน  0.01 kg/cm3 สัมประสิทธิ์การนําความรอน    1.0  cal/(s.cm.OC)  คาความจุความรอน
จําเพาะ 100.0 cal/(kg.OC)  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล (Mechanical Equivalent of 
Heat , J)  42.65  kg.cm/cal  และกําหนดความหนดืเริ่มตน  1000.0  kg.s/cm2  อุณหภูมิเร่ิมตนที่ใชใน
รอบแรกของการคํานวณ 100.0 OC  ความเร็วทางเขา 1.0 cm/s ในการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตจะเพิ่ม
การกําหนดอณุหภูมิสัมพัทธที่ดานซายสุดบนโดเมนปญหาใหมีคาเปน 0 ดังนั้นคาอุณหภูมิที่คํานวณ
ไดจะหมายถึงอุณหภูมิที่เพิ่มขึ้นจากเดิม  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตแสดงในรูป 5.5  ซ่ึง
ประกอบดวยจุดตอความเรว็และอณุหภูม ิ 2337 จุด จดุตอความดนั 613 จุด และมีเอลิเมนตจํานวน 
1112 เอลิเมนต   สมมุติฐานในการวิเคราะหปญหานีจ้ะสมมุติวาไมมีการถายเทความรอนระหวาง
โลหะอัดรีดและแทนบรรจหุรือแมพิมพ  นั่นหมายถึงไมมีการสูญเสียความรอนออกจากพืน้ผิวโลหะ
อัดรีด  สมมุตฐิานอีกประการหนึ่งคือ คาสัมประสิทธิ์ตางๆ เชน คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน และ
คาความจุความรอนจําเพาะ ใหถือวาเปนคาคงที่ ไมขึ้นอยูกับอุณหภูม ิ

ผลจากการคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v2) จะใชจํานวนรอบในการคํานวณทั้งสิ้น 5 รอบ
คาตัวแปรทั้งสามคือความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิจะลูเขาสูเกณฑทีก่ําหนด  ผลการกระจายของ
ความเร็ว ความดัน อุณหภูมิสัมพัทธและอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล (Effective 
Strain Rate)ไดแสดงไวในรปูที่  5.10. (a-d)  ตามลําดับ 
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รูปที่ 5.10   ผลการกระจายของคําตอบในการอัดรีด R = 0.5 โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
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5.2.2  ผลของความเร็วตอการกระจายอุณหภูมิสัมพัทธ และแรงดันอัดรีด 

 ในหวัขอนี้จะทําการศึกษาผลของความเร็วอัดรีดที่มีตอการเพิ่มขึ้นและการกระจายของ
อุณหภูมิสัมพทัธภายในโดเมนของปญหาโดยใชแบบจําลองการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.5 
โดยมีรายละเอยีดตางๆดังเชนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต  คาคุณสมบัติของวัสด ุ และสมมุติฐาน
เชนเดยีวกับหวัขอ 5.2.1  แตจะทําการเปลี่ยนแปลงคาของความเร็วอัดรีดคือ 0.1  0.5  1 และ 5 cm/s  
นอกจากนี้ยังสามารถคํานวณหาคาแรงดนัอัดรีดที่ความเร็วตางๆเพื่อศึกษาถึงผลกระทบของการ
เปล่ียนแปลงความเร็วที่มีตอแรงดันอัดรีด 

 ผลการกระจายของอุณหภูมสัิมพัทธที่ความเร็วอัดรีดตางๆไดแสดงไวในรูปที่ 5.11  และ
สามารถเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของความเร็วบนสวนตัด A-A  (จากรูปที่  5.5) ที่ความเร็ว
ตางๆไดดังรูปที่ 5.12 
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รูปที่ 5.11  ผลการกระจายอณุหภูมิสัมพัทธที่ความเร็วอัดรีดตางๆโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.12  การกระจายอณุหภูมิสัมพัทธตามแนวแกนตัด A-A ที่ความเร็วตางๆ 
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 จากผลการกระจายของอณุหภูมิสัมพัทธที่ความเร็วอัดรีดตางๆ จะเหน็วาบริเวณปลายของ
แมพิมพจะเปนบริเวณที่เกดิความรอนสูงที่สุด เนื่องจากบริเวณดงักลาวจะมีอัตราการเปลี่ยนแปลง
ความเครียดประสิทธิผลสูงที่สุดทําใหเกิดความรอนเนื่องจากงานของการเปลี่ยนรูปของโลหะสูงสุด
ดวย  และการอัดรีดที่ความเร็วสูงจะสงผลใหเกิดความรอนสูงกวาการอัดรีดที่ความเร็วต่ําเนื่องจาก
ความเร็วก็เปนอีกตัวแปรหนึง่ในสมการสมดุลความรอนที่ทําใหเกิดการเพิ่มขึ้นหรอืลดลงของ
พลังงานความรอนที่ตําแหนงใดๆนอกจากนี้ความรอนยังสงผลใหความเคนครากเปลี่ยนแปลงและทาํ
ใหแรงดนัอัดรดีเปลี่ยนแปลงไปดวย  จากผลการศึกษาแรงดันอัดรีดทีค่วามเร็วตางๆโดยใชโปรแกรม 
MTFlow(v1)  ซ่ึงความเคนครากไมขึ้นอยูกับอุณหภูมิดังตารางที่ 5.1 จะพบวาความเร็วจะไมสงผลตอ
แรงดันอัดรีด ในขณะที่หากวิเคราะหโดยโปรแกรม MTFlow(v2)  โดยกําหนดความสัมพันธเชิงเสน
ระหวางความเคนครากและอณุหภูมิ จะพบวาแรงดนัอัดรีดจะเปลี่ยนแปลงไปตามความเร็วดังตารางที่ 
5.4  โดยแรงดนัอัดรีดจะมีคาลดลงเมื่อใชความเร็วในการอัดรีดสูงขึ้น 

ตารางที่ 5.4  ผลของแรงดันอัดรีดที่ความเรว็ตางๆ 

ความเร็วอัดรดี (cm/s) แรงดันอัดรีด(kg/cm2) 
0.1 2614.9 
0.5 2580.4 
1 2575.1 
5 2552.5 

 
 5.2.3  ผลของอัตราสวนการลดขนาดตอการกระจายอุณหภูมิและแรงดันอัดรีด 

 ในหวัขอนี้จะทําการวิเคราะหผลของการเปลี่ยนแปลงอตัราสวนการลดขนาดที่มีตอการ
เพิ่มขึ้นและการกระจายของอุณหภูมิโดยใชโปรแกรม MTFlow(v2)  และเนื่องจากการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิทําใหแรงดันอัดรีดเปลี่ยนแปลงไปจึงทําการเปรยีบเทียบแรงดนัอัดรีดที่อัตราสวนการอัด
ตางๆที่คํานวณไดกับผลจากโปรแกรม MTFlow(v1) ดังแสดงในตาราง 5.2 

 แบบจําลองที่ใชจะมีอัตราสวนการอัด 0.3, 0.5, 0.7,  0.8 และ 0.9  โดยกําหนดความหนาของ
โลหะอัดรีดเทากับ 10 cm  ความเร็วอัดรีด 1 cm/s  คาคุณสมบัติของวัสดุ และสมมุติฐานตางๆถูก
กําหนดเชนเดยีวกับในหัวขอ 5.2.1  ในรูปที่ 5.13-5.16 ไดแสดงแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและผล
ของการกระจายของคําตอบก็คือความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิสัมพทัธที่อัตราสวนการลดขนาด 0.3, 
0.7, 0.8 และ 0.9 สวนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต และผลการกระจายของคําตอบสําหรับอัตราสวน
การลดขนาด 0.5 ไดแสดงไวแลวในรูปที่ 5.5  และ 5.10  ตามลําดับ 
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รูปที่ 5.13    ผลการวิเคราะหการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.3  โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 
0.8  0.6  0.4  0.2 

(b)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 

40 

1.2         1.4 

1.0 

0                   5    10            20                               30   

60             50 70 

(c)  ผลการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธ (oC) 

(c)  ผลการกระจายความดนั (kg/cm2) 

1500 

1000           500           500     1000           0 

2000  2500 3000  3500  4000  4500 
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 รูปที่ 5.14   ผลการวิเคราะหการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.7  โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(b)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 
4000 

1.2    1.5           2  2.5  3    3.3 

0.4 
0.8 
1 

0          1      5           10    20     40      60            70 

100    90      80 

(d)  ผลการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธ (oC) 

(c) ผลการกระจายความดัน (kg/cm2) 
3000  2500       2000  1500  1000  500       0  

3500 
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(b) ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 

รูปที่  5.15   ผลการวิเคราะหการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.8  โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

4000  3500  3000  2500  2000  1500  1000   
(c)  ผลการกระจายความดนั (kg/cm2) 

500    0   

4500 

0.7  
0.9 
1 
1.2 
1.5 
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3    4         5 

0             1    5     20   50 70   80     90 

110     100 

(d)  ผลการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธ (oC) 
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 รูปที่ 5.16   ผลการวิเคราะหการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.9  โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

(a) แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

1.5        2     4     8    10 
(b)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 

(d)  ผลการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธ (oC) 

0.5 
0.8 
1 

(c)  ผลการกระจายความดนั (kg/cm2) 
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80 
100 
130 
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6000 
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 จากผลการกระจายความเรว็ความดันและอุณหภูมิสัมพทัธที่อัตราสวนการลดขนาดตางๆ โดย
กําหนดความเร็วอัดรีดคงที ่  จะพบวาผลของความเร็วของโลหะที่ไหลผานแมพิมพจะเพิ่มขึ้น
ตามลําดับเนื่องจากคุณสมบตัิการอัดตัวไมไดของโลหะทําใหปริมาตรคงที่  ดังนั้นสามารถคํานวณ
ความเร็วของโลหะที่ทางออกไดโดยประมาณมีคาเทากับ 

R1
u
−

  โดย u  คือความเร็วอัดรดี  ผลความ

ความดันก็เชนกันจะเพิ่มขึ้นตามอัตราสวนการลดขนาดเนื่องจากตองใชพลังงานในการอัดรีดมากขึน้
ตามการเพิ่มของ R   ซ่ึงแรงดันอัดรีดไดแสดงไวในตารางที่  5.5  โดยเปรียบเทียบกบัผลการวิเคราะห
โดยโปรแกรม MTFlow(v1) สวนผลของการกระจายอณุหภูมิโดยรวมก็จะเพิ่มขึ้นตามอัตราสวนการ
ลดขนาดเชนกนัเนื่องจากความเร็วและคาความเครียดประสิทธิผลเพิ่มขึ้นสงผลใหความรอนที่
กอกําเนดิจากการเปลี่ยนรูปของโลหะเพิ่มขึ้น  
 
ตารางที่  5.5  ผลการเปรียบเทียบแรงดนัอัดรีดของโปรแกรม MTFlow(v1) และ MTFlow(v2) 
ที่อัตราสวนการลดขนาดตางๆ (kg/cm2) 

R MTFlow(v1) MTFlow(v2) 
0.3 1721.3 1672.3 
0.5 2664.3 2575.1 
0.7 3791.6 3580.9 
0.8 4473.3 4246.4 
0.9 5784.6 5432.2 

 
 
5.3  ผลของแรงเสียดทานที่มีตอการอัดรีด 
 
 เนื่องจากการอัดรีดไมสามารถหลีกเลี่ยงความเสียดทานทีเ่กิดขึ้นระหวางผิวโลหะอัดรดีและ
แทนบรรจุรวมทั้งแมพิมพ  ไมวาจะมีการหลอล่ืนที่ดีเพียงไรก็ตามดงันั้นการศึกษาถึงผลกระทบของ
ความเสียดทานตอระบบจึงเปนสิ่งจําเปน  แตเนื่องจากในการอัดรีดจริงๆพื้นผิวสัมผัสที่เกิดแรงเสียด
ทานจะลดลงเรื่อยๆขณะที่โลหะถูกดันออกจากแมพิมพซ่ึงเปนการยากที่จะวิเคราะหผลที่ถูกตองโดย
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตทีป่ระดิษฐขึน้เปนเพราะแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจะตองสมมุติใหเกดิ
คาความเสียดทานบนพื้นผิวท่ีไมแปรผันตามเวลา  ดังนั้นผลที่ไดจึงไมอยูในรูปแบบทั่วไปที่จะ
นําไปใชได แตจะเกิดประโยชนในแงของการวิจยัและพัฒนาระเบยีบวิธีเชิงตวัเลขเพื่อรองรับปญหา
ดังกลาว 
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 ในการอัดรีดแรงเสียดทานจะเกิดขึน้ที่ผิวสัมผัสระหวางโลหะกับแมพิมพในทิศทางตรงกัน
ขามกับทิศทางการไหลของโลหะ โดยในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตก็จะเกิดแรงทีข่อบของเอลิเมนต
ดังรูปที่ 5.17  เอลิเมนตมีความยาวขอบ L  มีแรงดันเฉลี่ยที่เอลิเมนตตอหนึ่งหนวยความยาว 

L
2

PPP 21
avg

+
=    โดย P1 และ P2 คือความดันปฏิกริยาที่แทนบรรจุกระทําตอโลหะอัดรีด ดังนั้นจะ

เกิดแรงเสยีดทานในทิศทางตรงกันขามกับทิศทางการไหลมีคาเทากับ avgPη  โดย η  คือสัมประสิทธิ์
ของแรงเสียดทาน และแรงเสียดทานสูงสุดเกิดขึ้นไดไมเกินคาความเคนเฉือนคราก ( yieldτ )  เนื่องจาก
ในกรณีที่เกดิแรงเสียดทานสงูสุดบนพื้นผิวหยาบกรณีเชนนี้จะเกดิความเคนเฉือนเพยีงอยางเดียว 
(Pure Shear) ในทิศทางตามแนวการเคลื่อนที่และจะมีคาเทากับคา  yieldτ  ดังรูป  5.18 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.17  แรงเสียดทานที่เกิดบนขอบของเอลิเมนต 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.18  ความเคนเฉือนสูงสุดที่เกิดบนผิวในกรณีที่เกดิแรงเสียดทานสูงที่สุด 
 
 ในการคํานวณแรงที่เกิดขึ้นบนขอบของเอลิเมนตซ่ึงถือเปนแรงภายนอกจะตองทําการสราง
เวกเตอรเมตริกซ{ }uR หรือ{ }vR   ดังสมการ (3.57 a,b)  ตามแตทิศทางของแรงเสียดทานนั้น  จาก
สมการดังกลาวจะเหน็วาแรงเสียดทานของแตละเอลิเมนตจะกระจายลงสูจุดตอแตละจุดกอนทีจ่ะ
สรางระบบสมการขนาดใหญ  

 ในการวิเคราะหจะใชโปรแกรม MTFlow(v1)  แบบจําลองการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลด
ขนาด 0.5  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและคุณสมบัตติางๆจะเหมือนกับหวัขอ 5.1 คือมีความเคน

yieldτ  

yieldτ  

2 

3 

P1 

ทิศทางการไหล 

1 

P2 

L 

Pavg 

F =  �Pavg 

Rough Surface 

pm −=σ  

pm −=σ  
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ครากคงที่เทากับ 1732 kg/cm2  และใชความเร็วอัดรีด 1 cm/s โดยจะทําการวิเคราะหผลของความเร็ว
และความดันที่คาสัมประสิทธิ์ของแรงเสียดทาน 0.05  0.1 0.15  และ 0.2 พื้นผิวความเสยีดทานจะ
เกิดขึ้นที่ทั้งผิวสัมผัสกับแทนบรรจุและผิวสัมผัสแมพิมพ โดยผลของแรงดันอัดรีดแสดงไวในตารางที่ 
5.6  จะเหน็วาที่สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสูงขึ้นจะตองใชแรงดันอดัรีดสูงตามไปดวยซ่ึงสอดคลอง
กับความเปนจริง สวนผลการกระจายความเร็วตามแนวผิวสัมผัสกับแทนบรรจุ (หนาตัด B-B ในรปูที่ 
5.5)   ที่สัมประสิทธิ์ความเสียดทานตางๆไดแสดงในรูปที่ 5.19  จะพบวาผลของความเร็วที่ผิวสัมผัสที่
มีสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสูงจะต่ํากวาทีม่ีสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานต่ํา 
 
ตารางที่ 5.6  ผลแรงดันอัดรีดที่สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานตางๆ 

สัมประสิทธิ์แรงเสียดทาน แรงดันอัดรีด (kg/cm2) 
0 2644.3 

0.05 2798.8 
0.1 2922.8 
0.15 3046.0 
0.2 3088.0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.19  กราฟแสดงการกระจายความเรว็ตามแนว B-B ที่สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานตางๆ 
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5.4   การอัดรีดแบบลดระดับ 
 
 เปนอีกรูปแบบหนึ่งของการอัดรีดโดยการคอยๆลดระดบัขั้นความหนาของแมพิมพดังรูปที่ 
5.20  และถาหากคา H มากเพียงพอเมื่อเทียบกับ eW ′    คาแรงดันที่ใชจะมีคาประมาณเทากับแรงดัน
อัดรีดของทั้งสองชั้นรวมกนั  กลาวคือเทากับแรงดันอัดรีดทีใ่ชสําหรับอัดโลหะผานแมพมิพที่มี
อัตราสวนการลดขนาด ce W/W1 ′−   รวมกับการอัดรีดผานแมพิมพลดขนาดที่มอัีตราสวนการลด
ขนาด ee W/W1 ′−   เมื่อไมมีการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุเนื่องจากความรอนมาเกี่ยวของ ซ่ึง
จะแสดงใหเหน็ในตวัอยางในหัวขอยอยนี ้
 
 
 
  

 

 

 
รูปที่ 5.20  แบบจําลองการอัดรีดลดระดับ 

 
 ตัวอยางทีจ่ะใชวิเคราะหปญหานี้จะใชการอัดรีดผานแมพิมพ  2 ระดับโดยระดับแรกและหลัง
จะมีอัตราสวนการลดขนาด 0.5  และ 0.7 ตามลําดับ  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจะแบงเอลิเมนต
แบบกระจายทีม่ีความละเอียดเพื่อที่จะไดคาํตอบที่มีความเที่ยงตรงสูง โดยมีจํานวนจุดตอความเร็ว 
2943  จุดตอ  จุดตอความดนั 778 จุดตอ จํานวนเอลิเมนต 1388 เอลิเมนต  วัสดุมคีาความเคนคราก  
1732 kg/cm2 คาความหนาแนน  0.01 kg/cm3 สัมประสิทธิ์การนําความรอน    1.0  cal/(s.cm.OC)  คา
ความจุความรอนจําเพาะ 100.0 cal/(kg.OC)  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล (Mechanical 
Equivalent of Heat , J)  42.65  kg.cm/cal  คาβ  สําหรับสมการ (2.18) มีคาเทากับ 0.0007 และกําหนด
ความหนดืเริ่มตน  1000.0  kg.s/cm2  อุณหภูมิเร่ิมตนทีใ่ชสําหรับรอบแรกของการคํานวณ 100.0 OC  
ความเร็วทางเขา 1.0 cm/s และพืน้ผิวไมมีความเสียดทาน ในการวิเคราะหจะใชโปรแกรม 
MTFlow(v1) เพื่อหาคาความดันเปรียบเทียบกับคาที่ไดจากแรงดันของ R = 0.5 รวมกับ R = 0.7  
เนื่องจากความรอนไมสงผลตอการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุ  สวนโปรแกรม MTFlow(v2) จะ
ใชเพื่อหาคาของการกระจายอุณหภูมิบนโดเมนปญหาอนัเนื่องมาจากการเปลี่ยนรูปของโลหะ  
รายละเอียดตางๆแสดงในรูปที่ 5.21 

eW ′  
eW  

cW  

H 
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รูปที่ 5.21  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการอัดรีดลดระดับ 
 
 ผลการวิเคราะหโดยใชโปรแกรม MTFlow(v1)  จะไดผลแรงดันอัดรีดเทากับ 6539 kg/cm2 

เมื่อเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหโดยโปรแกรมเดยีวกนักับปญหา R=0.5 รวมกับ R=0.7 จากตาราง 
5.2  จะไดผลแรงดันอัดรีดเทากับ 6459 kg/cm2   จะเหน็วาผลที่ใกลเคียงกันสนับสนุนความสัมพนัธ
ของทฤษฎีการคํานวณขางตน   ผลการกระจายความเร็ว ความดันและอุณหภูมิ รวมทั้งผลเวกเตอร
ความเร็วที่ไดจากการใชโปรแกรม MTFlow(v2)  แสดงในรูปที่ 5.22 (a-d) 
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(a)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 

(b)  ผลเวกเตอรความเร็ว 
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รูปที่ 5.22 ผลการคํานวณปญหาการอัดรีดลดระดับโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
 
 
5.5  การอัดรีดแบบทางออกหลายทาง 
 
 เปนการอัดรีดผานแมพิมพทีม่ีมากกวาหนึ่งชองทางออกดงัแสดงตัวอยางแบบจําลองในรูปที่ 
5.23  ซ่ึงมีอยูสามชองทางออกโดยสมมาตรตามแนวกึ่งกลาง  ดังนั้นสามารถจําลองแบบครึ่งหนึง่ของ
ปญหา  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตไดแสดงไวในรูปที่ 5.24  ซ่ึงเปนเอลิเมนตกระจายที่มีความ
ละเอียดสูง ประกอบไปดวย 3320 จุดตอความเร็ว 850 จดุตอความดนั และ1531 เอลิเมนต วัสดุมีคา
ความเคนคราก  1732 kg/cm2 คาความหนาแนน  0.01 kg/cm3 สัมประสิทธิ์การนําความรอน    1.0  
cal/(s.cm.OC)  คาความจุความรอนจําเพาะ 100.0 cal/(kg.OC)  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทาง
กล (Mechanical Equivalent of Heat , J)  42.65  kg.cm/cal  คาβ  สําหรับสมการ (2.18) มีคาเทากบั 
0.0007 และกาํหนดความหนืดเริ่มตน  1000.0  kg.s/cm2  อุณหภูมิเร่ิมตน 100.0 OC  ความเร็วทางเขา 

(c)  ผลการกระจายความดนั (kg/cm2) 
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1.0 cm/s และพื้นผิวไมมีความเสียดทาน วิเคราะหโดยใชโปรแกรม MTFlow(v2) เพื่อหาผลลัพธการ
กระจายของความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ รวมทั้งผลของเวกเตอรความเร็วที่สภาวะดังกลาว  และ
ผลลัพธตางๆไดแสดงไวในรปูที่ 5.25 
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รูปที่ 5.23  แบบจําลองการอัดรีดแบบทางออกหลายทาง 

รูปที่ 5.24  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการอัดรีดแบบหลายทางออก 
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(b)  ผลเวกเตอรความเร็ว 

(d)  ผลการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธ (oC) 
รูปที่ 5.25  ผลการคํานวณปญหาการอัดรีดแบบทางออกหลายทางโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
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บทที่ 6 
การรีดโลหะแผน (Sheet Rolling) 

 
 

 การรีดโลหะแผนเปนอีกลักษณะหนึ่งของปญหาการไหลเชิงพลาสติก (Plastic Flow) 
เชนเดยีวกับการอัดรีด  การรีดโลหะแผนมีวัตถุประสงคเพื่อที่จะลดขนาดความหนาของโลหะแผน
เพื่อที่จะนําไปสูในกระบวนการผลิตอื่นๆ เชนการขึ้นรูปตัวถังรถยนตเปนตน  ขั้นตอนในการรีด
โดยทั่วไปก็จะทําการผานโลหะแผนที่ถูกมวนเปนขดวงกลมเขาสูลูกรีด (Rolling Mills) อยางตอเนือ่ง 
ลูกรีดจะทําหนาที่กดอัดใหโลหะแผนนัน้เกิดการเปลีย่นรูปในเชิงพลาสติกในขณะทีเ่คลื่อนตัวผาน  
ดังนั้นจะเกิดความเคนอัด (Compressive Stress) ที่หนาตดัของโลหะแผนระหวางลูกรีดทั้งสอง  และที่
ผิวสัมผัสจะเกดิความเคนเฉอืนอันเนื่องมาจากความเสยีดทานระหวางพื้นผิว  และหากโลหะแผนถูก
ทําใหรอนกอนเขาสูกระบวนการ จะเรียกวาการรีดรอน (Hot Rolling)  และหากทําการรีดที่
อุณหภูมิหองจะเรียกวาการรีดเย็น (Cold Rolling)  ซ่ึงทั้งสองลักษณะจะมีขอดีขอเสียแตกตางกันไป  
การรีดรอนจะใชพลังงานในการรีดนอย แตผลิตภณัฑที่ไดจะมีผิวที่ไมเรียบอีกทั้งยังควบคุมขนาด
ความหนาที่ทางออกไดยากเนื่องจากมีการขยายตวัของโลหะอันเนื่องมาจากการเปลี่ยนแปลงความ
รอนมาเกี่ยวของ ขอเสียอีกประการหนึ่งกค็ือความแข็งแรงของโลหะแผนจะต่ํากวาการรีดเย็น    สวน
การรีดเย็นจะมีลักษณะตรงกันขามก็คือใชพลังงานในการรีดสูง  แตจะไดผลิตภัณฑที่มีผิวเรียบ  
สามารถควบคุมความหนาไดอยางแมนยํา และโลหะแผนจะมีความแข็งแรงสูง 

 เนื่องจากลักษณะทางกายภาพของปญหาการเปลี่ยนรูปของโลหะเนื่องจากการรีดเหมือนกับ
การอัดรีด ดังนั้นจึงสามารถนําเอาโปรแกรม MTFlow ที่ประดิษฐขึน้มาใชวเิคราะหปญหาไดโดยไม
ตองมีการปรับเปลี่ยนใดๆทั้งสิ้น  เพียงแตสรางรปูรางของแบบจําลองและเงื่อนไขขอบเขตให
สอดคลองกับปญหา  การอัดรีดจะสงแรงผานแทนอัดเพื่อที่จะดนัโลหะผานแมพิมพสวนการรีดจะสง
แรงผานลูกรีดเพื่อที่จะบดีอัดโลหะแผนใหมีขนาดความหนาที่ลดลง  โดยแรงรีด (Rolling Force) หรือ
แรงที่ลูกรีดใชในการกดใหโลหะแผนเปลีย่นรูป  และแรงบิดรีด (Rolling Torque) หรือแรงบิดที่ใชใน
การหมุนลูกรดี  จึงเปนคาที่จําเปนทีจ่ะตองวิเคราะหหาคําตอบเพือ่ที่จะนําไปใชในการออกแบบ
เครื่องจักรกลในการรีดโลหะ 

 ทฤษฎีที่ใชวิเคราะหหาแรงรีดและแรงบดิรีดนั้นมีอยูหลายทฤษฎีดวยกนั แตในวิทยานิพนธ
ฉบับนี้จะยกตวัอยางทฤษฎีของ Alexander และ Ford [22]  เพื่อที่จะนาํคําตอบที่ไดมาเปรียบเทียบกับ
คําตอบที่คํานวณไดจากโปรแกรม MTFlow  เพื่อยืนยันความถูกตองของโปรแกรมสําหรับปญหาการ
รีดโลหะแผน  หลังจากที่ยนืยนัความถูกตองสําหรับปญหาการอัดรีดไปแลวในบทที่ 5  และ
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เชนเดยีวกับการอัดรีด  ผลการคํานวณจากโปรแกรม MTFlow จะถูกเปรียบกับผลการทดลองเพื่อ
ตรวจสอบความถูกตองอีกครั้งกอนที่จะนําไปวิเคราะหปญหาในรูปแบบตางๆ โดยผลการทดลองที่
นํามาอางอิงในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชผลการทดลองของ Sims [24]     และเนื่องจากวาแบบจําลอง
ของวัสดุที่ใชในโปรแกรมจะเปนแบบวัสดุพลาสติกอุดมคติ (Ideal Plastic)  หรือเปนวัสดทุี่ไมมี
ความเครียดแข็ง (Strain Hardening)  โลหะที่มีคุณลักษณะใกลเคียงกค็ือโลหะท่ีมีเนื้อออน  หรือโลหะ
ที่ถูกทําใหรอน  ดังนั้นตัวอยางปญหาตางๆรวมทั้งการวิเคราะหจะอางอิงกับทฤษฎีการรีดรอนทั้งสิ้น  
สมมุติฐานที่สําคัญอีกประการหนึ่งก็คือลูกรีดจะทําจากวสัดุแข็งเกร็ง  กลาวคือไมมีการเปลี่ยนรูปใน
ทุกกรณ ี
 
 
6.1  ลักษณะทางกายภาพของปญหาการรีดโลหะแผน 
 
 จากรูปที่ 6.1 ไดแสดงความสัมพันธระหวางแบบจําลองการรีดโลหะแผนและแรงที่ลูกรีด
กระทําตอผิวของโลหะแผนที่ไหลผานลูกรีด  โลหะแผนที่มีความกวางตามแนวแกน z เทากับ b ความ
หนาตามแนวแกน y เทากบั ho ไดไหลเขาลูกรีดที่ระนาบตัด XX ดวยความเรว็  uo  และไหลออกที่
ระนาบตัด YY  ดวยความเร็ว uf  และมีความหนา hf ระหวางระนาบตัด XX และ YY โลหะแผนจะมี
ความหนาแปรผัน h และความเร็วแปรผัน u และเนื่องจากสมมุติฐานของความเครียดในระนาบทีว่าไม
มีการเปลี่ยนรูปตามแนวดานกวางของโลหะแผน  ดังนั้นสวนประกอบของแรงตามแนวแกน y  
ทั้งหมดจะทําใหเกิดการเปลี่ยนรูปเฉพาะในระนาบ xy เทานั้น และจากกฎการอนุรักษมวล ปริมาตร
ของโลหะที่ไหลผานลูกรีดตอหนึ่งหนวยเวลาที่ตําแหนงใดๆบนแกน x ตองเทากัน สามารถเขียน
ความสัมพันธไดดังนี้   

ffoo ubhbhuubh ==      (6.1) 
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รูปที่ 6.1   ลักษณะแบบจําลองการรีดโลหะแผน 
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ที่พื้นผิวสัมผัสระหวางโลหะแผนและลูกรีด  จะมีจดุๆหนึ่งบนโลหะแผนที่มีความเร็วเทากับ
ความเร็วลูกรดี (ur)  จุดนี้มชีื่อเรียกวาจุดเปนกลาง (Neutral Point)  กลาวคือจะไมมีการลื่นไถลระหวาง
ผิวลูกรีดและผวิโลหะแสดงโดยจดุ N ในรูปที่ 6.1  และที่ตําแหนงตางๆบนผิวสัมผัส เชนจุด A  จะมี
สวนประกอบของแรงเกิดขึน้ 2 สวนดวยกัน  คือสวนของแรงที่เกิดจากลูกรีดกระทําตอโลหะแผน Pr 
ทิศทางจะอยูในแนวรัศมีของลูกรีด  อีกสวนหนึ่งก็คือแรงเสียดทานที่ผิวสัมผัส F  โดยระหวาง
จุดเริ่มตนการสัมผัสจนถึงจุด N  โลหะแผนจะเคลื่อนทีช่ากวาลูกรีด  ดังนั้นทิศทางของ F จะวิ่งเขาหา
จุด N  ดังแสดงในรูปที่ 6.1  ในทางตรงกนัขาม  ระหวางจุด N จนถึงจุดที่โลหะไหลออกจากลกูรีด  
ความเร็วของผวิสัมผัสโลหะแผนจะเคลื่อนเร็วกวาลูกรีดทําใหทิศทางของ F จะอยูในทิศทางตรงกัน
ขามกับที่แสดงในรูปที่ 6.1  แตยังพุงเขาหาจุด N เชนเดิม 

ที่สวนประกอบของแรงตามแนวแกน y ของ Pr  ก็คือแรงรีด (Rolling Force) ใชสัญลักษณ P  
แรงรีดนี้คือแรงที่ลูกรีดกระทําตอโลหะแผนใหเกิดการเปลี่ยนรูปซึ่งจะมีคาเทากับแรงที่โลหะแผน
กระทําตอลูกรดีแตอยูในทิศทางตรงกันขาม  แรงนี้จะเรยีกวาแรงการแยก (Separating Force)  สวน
แรงดันรีดจําเพาะ (Specific Roll Pressure) ใชสัญลักษณ p  จะหมายถึงคาของแรงรีดหารดวยพืน้ที่
ผิวสัมผัสฉาย (Projected Area) ซ่ึงหาไดจากผลคูณของความกวางโลหะแผน (b) กับความยาวฉาย 
(Projected Length) ของสวนโคงบนแกน x  ใชสัญลักษณ Lp  โดย 
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ดังนั้นแรงดันรีดจําเพาะหาไดจาก 

        
pbL

Pp =          (6.3) 

 การกระจายของแรงดันรีด (px) บนสวนโคงของผิวสัมผัสเปนแรงดันที่กระทําตอลูกรีดดัง
แสดงในรูปที ่ 6.2  แรงดันจะเพิ่มสูงสุดทีต่ําแหนงจุดสมดุลกอนที่จะลดลง  โดยแรงรีด(P) จะหาได
จากพื้นทีภ่ายใตสวนโคงนี้ โดยแรงรีดจะกระทําที่จุดศูนยกลางมวล (Center of Gravity) พื้นที่ใตสวน
โคงสามารถคํานวณไดจากการอินทิเกรตคาของแรงดันรีดตลอดแนวสวนโคงดังสมการตอไปนี ้

        ∫=
dL

0
xdxpbP         (6.4) 
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รูปที่ 6.2  การกระจายของแรงดันรีด และแรงรีด 

แรงบิดรีด(Mt) สามารถหาไดจาก 

Pa2dx)xL(pb2M
dL

0
dxt ≈∫ −=       (6.5) 

โดย  a คือระยะหางระหวางจุดศูนยกลางมวลของพื้นที่ (Center of gravity)  กับเสนผาศูนยกลางลูกรีด  
โดยประมาณจะมีคาเทากับ 0.5 สําหรับการรีดรอน  0.45 สําหรับการรีดเย็น [14]  และแรงบิดรีดนี้จะ
คํานวณสําหรับลูกรีดทั้งสองลูก 
 
 
6.2  การหาแรงรีดและแรงบิดรีด (Rolling Force and Torque) 
 
 จากสมการที่ (6.3) และ (6.4) จะเห็นวาจะหาแรงรีดและแรงบิดรีดไดตองทราบการกระจาย
ของความดันรีด px  ซ่ึงมีหลากหลายทฤษฎี [27] ในการประมาณคาดังกลาว  รวมทั้งทฤษฎีของ
Alexander และ Ford [ 22]  พวกเขาไดนําเสนอสูตรทางคณิตศาสตรที่ใชหาคาแรงรดี (P) และแรงบิด
รีด (Mt)  ภายใตสมมุติฐานหลักคือ เปนปญหาแบบความเครียดในระนาบ วัสดุเปนแบบพลาสติกอุดม
คติ (Ideal Plastic)    โดยไมคํานึงถึงความเครียดในชวงอลีาสติก ลูกรีดไมมีการเปลี่ยนรูป อีกประการ
หนึ่งคือความเคนเฉือนคราก (Shear Yield  Stress) จะเกดิขึ้นที่ผิวสัมผัสระหวางลูกรีดและโลหะแผน  

P
px

a
R

x=0 x=Ldx
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ซ่ึงสมมุติฐานเหลานี้สอดคลองกับโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้  สมการที่ใชในการคํานวณจะกาํหนดคา
แรงดันรีดจําเพาะ (p)  อยูในรูป  

           yieldgk2p τ=         (6.6) 

โดย    yieldτ     คือคาความเคนเฉือนคราก 
            kg   คือคาคงที่ของแบบจําลอง (Geometrical Coefficient) มีคาเทากับ  

)Z(25.0k ag +π=        (6.7) 

ในที่นี้     Za    คืออัตราสวนเฉลี่ยทางคณิตศาสตรของบริเวณการเปลี่ยนรูป  (Arithmetic Average 
Aspect Ratio of Deformation Zone)  มีคาเทากับ  

     
fo

p
a hh

L2
Z

+
=         (6.8) 

แทนคาสมการ (6.6) – (6.8)  ลงในสมการ (6.3)  แลวจัดรูปโดยกําหนด b = 1 จะได 
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สวนแรงบิดรดีสามารถหาไดจากสมการ 
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สมการ (6.9) และ (6.10) สามารถใชในการคํานวณหาแรงรีดและแรงดันรีดไดโดยตรงหากรูคาคงที่
ตางๆของแบบจําลอง  ซ่ึงในหวัขอตอไปจะใชในการเปรยีบเทียบผลที่ไดกบัผลที่คํานวณจาก
โปรแกรม MTFlow  เพื่อตรวจสอบความถูกตองตอกรณกีารรีดโลหะแผน 
 
 
6.3  การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมในกรณีการรีดโลหะแผน 
 
 ในหวัขอยอยนี้จะยกตวัอยางการรีดโลหะแผนเพื่อทําการตรวจสอบแรงรีดและแรงบดิรีด  
โดยสําหรับโปรแกรม MTFlow โดยโปรแกรมสามารถคํานวณหาแรงดันที่ตําแหนงตางๆบนผิวสัมผัส 
โดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังนัน้จึงสามารถทําการอินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) เพื่อหา
คาของแรงรีดและแรงบิดรีด  ดังแสดงในสมการที่ (6.4) และ (6.5)  ตามลําดับ   เพื่อเปรียบเทยีบกับ
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แรงรีดและแรงบิดรีดที่คํานวณไดจากสูตรของ Alexander และ Ford ดังสมการที่ (6.9)  และ (6.10)  
ตามลําดับ นอกจากนีย้ังจะเปรียบเทียบผลกับการทดลองเพื่อยืนยันความถูกตองอีกครั้ง    

 ขอสมมุติฐานที่สําคัญของการวิเคราะหการรีดโลหะแผนโดยใชโปรแกรม MTFlow  ก็คือจะ
ไมมีการลื่นไถลที่ผิวสัมผัสระหวางโลหะแผนและลูกรีด กลาวคือความเร็วทีบ่ริเวณผิวสัมผัสที่
จําเปนตองกําหนดลงเปนเงือ่นไขขอบเขตของโปรแกรมจะเทากบัความเร็วที่ผิวลูกรีด  อีกประการ
หนึ่งลูกรีดจะถือวาเปนวัตถุแข็งเกร็ง  คือไมมีการเปลี่ยนรูปไมวากรณีใดๆ 
 
 6.3.1  การตรวจสอบความถูกตองกับทฤษฎีของ Alexander และ Ford 

 ตัวอยางแบบจาํลองที่ใชมีรายละเอียดดังนี ้
-  ความหนาของโลหะแผนขาเขา   ho  =  0.5  cm 

-  ความหนาของโลหะแผนขาออก hf  = 0.335  cm 
-  อัตราสวนการลดขนาด  R = 0.33 
-  ลูกรีดรัศมี 29  cm 
-  ความยาว Ld  คํานวณจากสมการ (6.2)  Ld = 2.187 cm 
- ความเร็วลูกรีดที่ผิวสัมผัส  5  cm/s 
-  ความเคนเฉอืนคราก   = 1000  kg/cm2 

 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่สรางสําหรับปญหานี้แสดงไวในรูปที่ 6.3 ซ่ึงประกอบไปดวย
จุดตอความเรว็ 1545 จุด  จดุตอความดนั 416  จุด  เอลิเมนตจํานวน 714 เอลิเมนต  การวิเคราะหจะใช
โปรแกรม MTFlow(v1)  และเนื่องจากสมมาตรตามแนวกึ่งกลางความหนาของโลหะแผนจึงสราง
แบบจําลองเพยีงครึ่งหนึ่ง 

 

 

 

 
                     

 
รูปที่ 6.3  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของตัวอยางการรีดโลหะแผน 

เสนผาศูนยกลางลูกรีด 
รัศมี  29  cm 

จุดเริ่มตนการสัมผัส จุดสิ้นสุดการสัมผัส 5  cm/s 
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 ผลของการกระจายความเรว็และความดัน รวมทั้งผลของเวกเตอรความเร็วแสดงในรปู 6.4 a-c 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 หลังจากไดคาความดันทีจุ่ดตอตางๆจะทําการคํานวณหาแรงรีดโดยการอินทิเกรตเชงิตัวเลข
เพื่อที่จะหาคาแรงรีดและแรงบิดรีดดังสมการที่ (6.4) และ (6.5) และเมื่อทําการเปรียบเทียบกับคาที่ได
จากการคํานวณโดยทฤษฎีของAlexander และFord จะไดผลดังตารางที่ 6.1 

ตารางที่ 6.1  ผลการเปรียบเทียบแรงรีดและแรงบิดรีดโดยโปรแกรม MTFlow(v1) และทฤษฎีของ 
Alexander และ Ford 

 MTFlow(v1) Alexander & Ford แตกตาง (%) 
แรงรีด (P/ yieldτ ) ,kg/cm 9.54 9.16 +4.2 

แรงบิดรีด(Mt/ yieldτ ),kg.cm/cm 19.88 19.05 +4.4 

(c) ผลเวกเตอรความเร็ว 

รูปที่ 6.4  ผลการคํานวณตวัอยางการรีดโลหะแผนโดยโปรแกรม MTFlow(v1) 

3.8   4   4.2   4.4  4.6   4.8   5.2   5.4 

(a)  ผลการกระจายความเรว็ 

100  1000  2000  3000  4000  5000  6000       6000  5000  4000  3000  2000  1000  100 

(b)  ผลการกระจายความดนั 

-500 -500 
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 6.3.2  การตรวจสอบความถูกตองกับผลการทดลอง 

 ในหวัขอยอยนี้จะนําผลการทดลองของ Sim [24]   เพื่อมาใชอางอิงกับผลที่คํานวณโดย
โปรแกรม  MTFlow  ในการทดลองจะใชวัสดุตะกัว่  ทําการทดลองที่อุณหภูมิหองเนื่องจากตะกัว่ที่
อุณหภูมิหองมคีุณสมบัติเหมอืนโลหะอื่นๆที่มีอุณหภูมิสูง  ทําใหการทดลองไมจําเปนตองควบคุม
อุณหภูมิใหเทากันตลอดการทดลองซึ่งเปนเรื่องที่ยุงยาก  ตะกั่วทีใ่ชในการทดลองตามที่เสนอใน
เอกสารอางอิงมีอยูหลายขนาดตามแตขนาดความหนา  แตที่นํามาเปนตัวอยางในวิทยานิพนธฉบับนี้
จะใชตะกัว่ที่มคีวามหนา 0.25 นิ้ว  กวาง 1 นิ้ว  ทําการรีดผานลูกรีดที่มีขนาดเสนผาศูนยกลาง 5 นิ้ว  
โดยใชสารคารบอนเตตะคลอไรด (Carbon Tetrachloride)  ที่บริเวณผิวสัมผัสเพือ่เพิ่มแรงเสียดทาน
ระหวางผวิเพือ่ใหเกดิสภาพใกลเคียงกับสภาวะที่ไมมีการลื่นไถลใหมากที่สุด  การทดลองจะทําการ
บันทึกคาแรงรดีและแรงบดิรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.1  0.2  0.3  0.4 และ0.5   

 คาความเคนครากที่ใชในการคํานวณไดมาจากการทดลองการกดอัดแผนระนาบ (Plane 
Compression)  ที่อัตราสวนตางๆดังในเอกสารอางอิง [22]  จะไดคาความเคนครากโดยประมาณที่
อัตราสวนการลดขนาด  0.1  0.2  0.3 0.4 0.5  เทากับ 1.3  1.75  2.0  2.2  และ 2.3  ton/in2  ตามลําดับ 
(1 ton = 2240 lb) ความเร็วลูกรีดที่ผิวสัมผัสเทากับ 2.5 in/s   แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่จะใชใน
การคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v1) รวมทั้งผลการกระจายของความเร็วและความดัน ที่อัตราสวน
การลดขนาด 0.1- 0.5  ไดแสดงไวในรูปที่  6.5 - 6.9  ตามลําดับ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.4  2.44  2.48  2.52  2.56 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(b)  ผลการกระจายความเรว็ (in/s) 

-500  500  1000  2000  3000  2000  1000  500  -500 
(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.5  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.1 
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2.1  2.2  2.3  2.4  2.6  2.7 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(b)  ผลการกระจายความเรว็  (in/s) 

-500 1000 2000 3000 4000 5000 6000 6500  4000  2000  -500 
(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.7  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.3 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

2.2  2.3  2.4  2.48  2.52  2.6 
(b)  ผลการกระจายความเรว็ (in/s) 

-500  500  1000  2000  3000  4000  4500   3000  1000  -500 
(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.6  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.2 
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(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

1.6 1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8 
(b)  ผลการกระจายความเรว็ (in/s) 

-500 500 2000 4000 6000 8000 11000 6000 2000 -500 

(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.9  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.5 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

1.8  2  2.2  2.3  2.4  2.6  2.7 

(b)  ผลการกระจายความเรว็ (in/s) 

-500  500 1000 2000 4000 6000 8000 9500 6000 2000 -500 
(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.8  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.4 
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ผลที่คํานวณไดโดยโปรแกรม MTFlow(v1) ไดแสดงไวในตารางที ่ 6.2  สวนผลการ
เปรียบเทียบกบัการทดลองแสดงดวยกราฟในรูปที่ 6.10 

 

ตารางที่ 6.2  แสดงผลการคํานวณแรงรีดและแรงบิดรีดทีอั่ตราสวนการลดขนาดตางๆ 

r แรงรีด (P) , ton/in แรงบิดรีด (Mt) ,ton.in/in 
0.1 0.24 0.06 
0.2 0.58 0.16 
0.3 1.03 0.40 
0.4 1.55 0.70 
0.5 2.09 1.02 

 
 

                                    

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.10 กราฟเปรียบเทยีบผลแรงรีดและแรงบิดรีดจากโปรแกรม MTFlow(v1) และ ผลการทดลอง 
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 6.3.3  การตรวจสอบความถูกตองของผลอณุหภูมิ 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 6.11  แบบจําลองของปญหาการรีดโลหะ R = 0.254 

 
 ในหวัขอยอยนี้จะทําการเปรียบเทียบผลการกระจายอณุหภูมิที่เกิดกับโลหะแผนที่ทาํการ
คํานวณไดจากโปรแกรม MTFlow(v2)  กับผลของปญหาเดียวกันจากรายการอางอิง [17]  ซ่ึงคํานวณ
โดยวิธีไฟไนตเอลิเมนตเชนเดียวกันแตใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม  โดยจะทําการวิเคราะหการรีดโลหะ
แผนที่มีอัตราสวนการลดขนาดประมาณ 0.254  แบบจําลองของปญหาไดแสดงไวในรูปที่ 6.11  
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตไดแสดงไวในรูปที่ 6.12  ปญหานี้คาความเคนครากจะขึ้นอยูกับอณุหภูมิ
และอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด  โดยมีความสัมพนัธดังนี ้
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             โดย               RT
C4

ez ε= &                  sec-1                          (6.12) 
                  01901.0C1 =             m2/MN 
     8

2 1092.7C ×=         sec-1   
                           0.5C3 =                       
                           5

4 1039.1C ×=          J/g-mole 
                             311.8R =                 J/g-mole 
 
 
 
 

 
 

2.25 2.25 3.665 

0.8
89 

0.6
63 

30.2 

รูปที่ 6.12  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการรีดโลหะ R = 0.254 
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 คุณสมบัติของวัสดุทางดานความรอนมีรายละเอียดดังนี ้

คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน          :     k  =  0.4302     cal/cm K 
คาความหนาแนน                                 :     � =  0.00275   kg/cm3 
คาความจุความรอนจําเพาะ                  :     c = 239.01     cal/kg K 
คาคงที่สําหรับแปลงงานทางกล          :     J = 418.4        N.cm/cal 

 จะทําการศกึษาผลการกระจายอุณหภูมจิากปญหาที่มีอุณหภูมิเร่ิมตน 400 K และ 700 K  เพื่อ
การเปรียบเทยีบกับรายการอางอิง [17] ซ่ึงแสดงผลของเสนชั้นอุณหภูมิของทั้งสองปญหาในรูปที่ 
6.13  สวนผลที่คํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v2) ไดแสดงไวในรปูที่ 6.14  เมือ่เปรียบเทียบผลที่
จากทั้งสองรูปจะพบวาอยูในรูปแบบที่ใกลเคียงกัน 

 นอกจากนี้ผลการกระจายความดันที่คํานวณจากโปรแกรม MTFlow(v2) ของทั้งสองปญหา
ไดแสดงไวในรูปที่ 6.15  สวนผลของแรงรีดและแรงบิดรีดไดแสดงไวในตารางที่ 6.3  จากตารางจะ
พบวาการรีดโลหะที่อุณหภมูิสูงจะสงผลใหใชแรงรีดและแรงบิดรีดนอยกวาการรีดทีอุ่ณหภูมิต่ํากวา  
ซ่ึงปญหานี้การรีดที่อุณหภูม ิ 700 K จะใชแรงรีดแรงบิดรีดนอยกวาการรีดที่ 400 K ถึงประมาณ 2.7 
เทา  

 

 

 

               (a) อุณหภูมิเร่ิมตน 400 K 

 

 

 

                                                                  (b) อุณหภูมิเร่ิมตน 700 K 

รูปที่ 6.13  ผลการกระจายอณุหภูมิจากรายการอางอิง [17] 
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(a) อุณหภูมิเร่ิมตน  400 K 

 

 

(b) อุณหภูมเิร่ิมตน  700 K 

รูปที่ 6.14  ผลการกระจายอณุหภูมิโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

 

 

 

(a) อุณหภูมิเร่ิมตน 400 K 

 

 

(b)  อุณหภูมเิริ่มตน 700 K 

รูปที่ 6.15  ผลการกระจายความดัน (kg/cm2) โดยโปรแกรม MTFlow(v2)  
 
ตารางที่ 6.3  แสดงผลการเปรียบเทียบแรงรีดและแรงบิดรีดที่อุณหภูมิเริ่มตน 400 และ 700 K 
 

 400 K 700K 
แรงรีด(kg/cm) 14047.9 5208 

แรงบิดรีด(kg.cm/cm) 55168.4 20257.8 
 

404  412  420  428  436         

444  452  460 
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6.4   ผลของความเร็วลูกรีดที่มีตอการกระจายอุณหภูม ิ
 
 ในหวัขอนี้จะทําการศึกษาถงึการกระจายของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นบริเวณหนาตัดของโลหะแผน
ที่ความเร็วของลูกรีดตางๆ โดยใชโปรแกรม MTFlow(v2)  แบบจําลองที่ใชจะมีรายละเอยีด
เชนเดยีวกับแบบจําลองในหัวขอ 6.3.1  คือ 

-  ความหนาของโลหะแผนขาเขา   ho  =  0.5  cm 
-  ความหนาของโลหะแผนขาออก hf  = 0.335  cm 
-  อัตราสวนการลดขนาด  = 0.33 
-  ลูกรีดรัศมี 29  cm 
-  ความยาว Ld  คํานวณจากสมการ (6.2)  Ld = 2.187 cm 
- ความเร็วลูกรีดที่ผิวสัมผัส 1, 5, 10, 20, 60  cm/s 
-  ความเคนเฉอืนคราก  = 1000  kg/cm2 

-  คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน  1.0  cal/(s.cm.OC) 
-  คาความหนาแนน  0.01 kg/cm3 
-  คาความจุความรอนจําเพาะ  100.0 cal/(kg.OC) 
- คาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล (Mechanical Equivalent of heat , J) 42.65  kg.cm/cal 
-  กําหนดให β  มีคาเทากับ 0.0007 

ผลการคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v2) ในรูปแบบของการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธที่
ความเร็วตางๆ  ไดแสดงไวในรูปที่  6.16  ซ่ึงจากผลการคํานวณจะพบวาความเรว็ที่ใชในการรีดโลหะ
แผนจะสงผลตอการเพิ่มขึ้นและการกระจายของอุณหภมูิ  โดยการรีดที่ความเร็วสูงอุณหภูมิจะเพิ่ม
สูงขึ้นกวาที่ความเร็วต่ํา  

 

 

 

 

 

 

0             5           10          15           20                     25 
(a)   1  cm/s 

  0                      5       10   15   20     25           30                35               40 
(b)  5  cm/s 
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 จากผลการเปรียบเทียบกับทฤษฎีของ Alexander และ Ford หรือวาผลการทดลองของ Sim 
ตลอดจนผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม จะเหน็วาผลการคํานวณโดย
โปรแกรม MTFlow  ที่สภาวะเดียวกนักบัทฤษฎีดังกลาวจะไดคาแรงรีดและแรงบิดรีดที่ใกลเคียงกับ
ผลดังกลาว  เปนการยืนยันถึงความถูกตองของโปรแกรมตอกรณีการรีดโลหะแผน  อยางไรก็ตามผล
เหลานี้จะยืนอยูบนสมมุติฐานที่กลาวไวขางตน  ที่สําคัญก็คือวัสดุเปนแบบพลาสตกิอุดมคติ ซ่ึงไมมี
ความเครียดแข็ง  ดังนั้นหากนําไปวิเคราะหวัสดุประเภทเหล็ก  หรือโลหะเนื้อแข็งอื่นๆจะไดคาที่ต่ํา
กวาความเปนจริง  นอกจากนี้ยังสามารถใชโปรแกรมในการประมาณผลของการกระจายอุณหภูมิที่
เปล่ียนแปลงเนื่องจากการนาํความรอน การพาความรอนเนื่องจากการไหลของโลหะและการเพิม่ขึ้น
ของอุณหภูมเินื่องจากการเปลี่ยนรูปของโลหะ  ซ่ึงอุณหภูมิจะตองสอดคลองอยางตอเนื่องกับคาความ
เคนครากซึ่งจะสงผลตอการเปลี่ยนแปลงความเร็วและความดัน ซ่ึงหากตัวไมรูคาทั้งหมดลูเขาสู
คําตอบคาใดคาหนึ่งกจ็ะไดคาํตอบที่สอดคลองกันทั้งระบบซึ่งจะเปนประโยชนอยางมากในการนาํไป
ออกแบบเครื่องจักรกลในการรีดโลหะเพื่อลดคาใชจายในการออกแบบไดอยางมีประสิทธิภาพ 

 

0                               5    10  15  20    25          30                   35           40 
(c)  10  cm/s 

0                                 5   10  15   20    25        30                  35               40 
(d)  20  cm/s 

0                                          5  10  15   20   25     30                    35                   40   45 
(e)  60  cm/s 

รูปที่ 6.16  ผลการกระจายอณุหภูมิสัมพัทธที่ความเร็วรีดตางๆ 



 บทที่ 7 
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

 
 ในการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ขนาดของเอลิเมนตถือเปนสิ่งที่สําคัญที่สุด
ส่ิงหนึ่งเนื่องจากระเบยีบวิธีนี้เปนการหาผลเฉลยโดยประมาณ  ขนาดของเอลิเมนตที่เล็กจะสงผลให
ไดคําตอบที่ใกลเคียงความเปนจริงมากที่สุด  หากแตวาเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กหรือพดูอีกนยัหนึ่งกค็ือมี
ความถี่สูงหรือมีปริมาณเอลิเมนตบนโดเมนปญหามาก  จะสงผลใหตองใชเวลาในการคํานวณมาก
และตองใชหนวยความจํา (RAM) ของคอมพิวเตอรสูง  ซ่ึงปญหาที่พบจากการใชโปรแกรมที่
ประดิษฐขึน้ในวิทยานิพนธฉบับนี้ก็คือขนาดของปญหาหรือจํานวนสมการระบบสมการขนาดใหญที่
จะทําการแกหาคําตอบนั้นมปีริมาณมากเกนิกวาเครื่องคอมพิวเตอรที่มอียูจะรับได  จึงตองทําการลด
ขนาดของปญหาลงหรือหาเครื่องคอมพิวเตอรที่มีหนวยความจําสูงเพือ่ที่จะแกปญหานั้นๆ 

 จากปญหาขางตนจึงมีการนําเอาเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตมิาใช
รวมกับระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อที่จะทําการจัดการกําหนดขนาดของเอลิเมนตบนโดเมนปญหา
ใหมีความสัมพันธที่เหมาะสม  เนื่องจากวาขนาดของเอลิเมนตที่ตาํแหนงใดๆบนโดเมนปญหาไมมี
ความจําเปนทีต่องเทากัน  การกําหนดความสัมพันธของขนาดเอลิเมนตจะอาศัยหลักเกณฑทีว่าบริเวณ
ใดที่มีการเปลีย่นแปลงความชันของคําตอบ (Solution Gradient) สูง บริเวณนั้นควรที่จะมีขนาดของเอ
ลิเมนตเล็ก  ในทางตรงกันขามบริเวณใดที่มีการเปลีย่นแปลงความชันของคําตอบนอย บริเวณนั้น
สามารถมีเอลิเมนตที่มีขนาดใหญได  ดังแสดงในรูปที่ 7.1  เปนการสมมุตกิารกระจายของคําตอบ φ  
ตลอดความยาว L ของเหล็กทอน (Rod) ใน 1 มิติ โดยในชวงแรกของการกระจายจะมกีาร
เปล่ียนแปลงความชันของคําตอบคอนขางมากโดยจะมากที่สุดในบริเวณตําแหนงสูงสุดของสวนโคง  
โดยในชวงทายจะมกีารเปลีย่นแปลงความชันของคําตอบนอย  เอลิเมนตสมมุติใหเปนแบบ 1 มิติที่มี
การประมาณภายในเปนแบบเชิงเสน (Linear Interpolation Function)  โดยในรูป (a) จะมีจํานวนเอลิ
เมนตทั้งสิ้น 9 เอลิเมนต  จะพบวาผลของวิธีไฟไนตเอลิเมนตในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงความชัน
ของคําตอบมากจะไมดีนกั  แตในชวงทาย คําตอบจากวธีิไฟไนตเอลิเมนตยังสามารถเปนตัวแทนของ
ผลเฉลยแมนตรงไดอยางดี  หลังจากนัน้จะทําการลดขนาดของเอลิเมนตใหมีขนาดที่เล็กลงดังรูป (b)  
โดยเพิ่มจํานวนเอลิเมนตเปน 18 เอลิเมนต  จะพบวาผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะดีขึ้นกวาในขอ (a) 
แตตองใชเวลาในการคํานวณและใชหนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอรมากขึ้นเชนกัน   แตหากใช
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ ดังรูป (c)  บริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงความชนัของ
คําตอบมากจะมีเอลิเมนตที่มีขนาดเล็ก ในทางกลับกันบริเวณที่มกีารเปลี่ยนแปลงความชันของคําตอบ
นอยจะมี  เอลิเมนตขนาดใหญ  จากรูปจะเห็นวาใชเอลิเมนตเพียง 10 เอลิเมนตแตผลที่ไดกลับดีกวารูป 
(b)   ที่ใช 
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φ  
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(a)  เอลิเมนตขนาดใหญ 

(b) เอลิเมนตขนาดเล็ก 

(c) ขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม 

รูปที่ 7.1  การกําหนดขนาดเอลิเมนตแบบตางๆ 

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
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จํานวนเอลิเมนตถึง 18 เอลิเมนต   ดงันั้นจะเหน็วาหากมีการจดัการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตที่
เหมาะสมจะทาํใหไดคําตอบที่ใกลเคียงผลเฉลยแมนตรงโดยไมจาํเปนทีจ่ะตองใชเอลิเมนตจํานวน
มาก หากแตในปญหาของไฟไนตเอลิเมนตโดยทัว่ไปเราไมสามารถทราบผลเฉลยแมนตรงไดจึงไมรู
วาบริเวณใดควรที่จะมีความถี่มาก บริเวณใดควรมีความถี่นอย จึงตองอาศัยโปรแกรมคอมพิวเตอร
สําหรับปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติรวมกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ทําการ
ปรับเปลี่ยนขนาดหลายๆรอบจนมั่นใจวาผลที่ไดลูเขาสูคําตอบที่ถูกตอง 

 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติไดถูกนํามาใชรวมกับโปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตสําหรับคํานวณปญหาทางวิศวกรรมตางๆ  ดังเชนปญหาการถายเทความรอน [28]  ปญหาการ
ไหลแบบหนืด [5]   และปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได [29]   ในวิทยานิพนธฉบับนีจ้ะทํา
การประยกุตเทคนิคนี้กับการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีด  รวมทั้งการรีดโลหะแผน  เพือ่ให
ไดผลเฉลยที่ดทีี่สุดโดยใชความเร็วเปนตวักาํหนดความสัมพันธของขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม  
เพื่อที่จะดูผลการเปรียบเทียบรูปแบบของการกระจายของคําตอบที่การเปลี่ยนแปลงขนาดของเอลิ
เมนตในระยะตางๆ ที่ลูเขาสูคําตอบที่ดีที่สุด 
 
 
7.1  หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ประเด็นที่สําคญัของเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนตโดยมัตโนมัติก็คือการหา
ขนาดของแตละเอลิเมนตที่เหมาะสมและสัมพันธกันทั้งระบบ  ในการหาขนาดที่เหมาะสมนั้นจะเริ่ม
จากอาศัยหลักการสําหรับหาความเคนตามแนวแกนหลัก (Principal Stress)  ของปญหาทางดานกล
ศาสตรของแข็ง [7]  ดังรูปที่ 7.2  กลาวคือที่ตําแหนงใดๆบนระนาบของแกน x-y จะประกอบดวย
ความเคนอยูสองประเภทคือความเคนตั้งฉาก (Normal Stress) และความเคนเฉือน (Shear Stress)  และ
หากหมนุแกนที่มีจุดเริ่มตนอยูที่ตําแหนงทีส่นใจ คาของความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือนก็จะ
เปล่ียนแปลงไปอยางมีระบบ  ถาหากหมุนแกนจนพบตําแหนงที่มเีฉพาะความเคนตั้งฉากโดยไมมี
ความเคนเฉือน  แกนนั้นจะเรียกวาแกนหลัก ใชสัญลักษณ X-Y  ความเคนตั้งฉากที่เกิดขึน้จะเรียกวา
ความเคนตามแนวแกนหลัก จะมีอยู 2 คา  และคามากในสองคานี้จะเปนคาของความเคนตั้งฉากทีม่าก
ที่สุด ที่เปนไปได ณ ตําแหนงนัน้ๆ   สามารถเขียนความสัมพันธของความเคนในรูปแบบ 2 มิติ 
สําหรับแนวแกนทั่วไปเมื่อเปรียบเทียบกบัแนวแกนหลกัไดดังสมการที่ (7.1) 
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รูปที่ 7.2  ความเคนที่ตําแหนงใดๆเปรียบเทียบกับความเคนที่แนวแกนหลัก 
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 ในลักษณะเดียวกัน เทคนคิการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตที่อาศัยการเปลี่ยนแปลงความชัน
ของคําตอบเปนตัวกําหนดขนาดของเอลิเมนต  โดยสามารถเขียนในรปูแบบของคาอนุพันธลําดับที่ 2 
ไดดังสมการที ่ (7.2)  และโดยอาศัยหลักการเดียวกับการหาความเคนตามแนวแกนหลัก  อัตราการ
เปล่ียนแปลงความชันก็สามารถหาแนวแกนหลักไดเชนกัน  และจะเกดิคามากที่สุดของแตละเอลิเมนต
ที่จะนําไปเปนตัวกําหนดความสัมพันธของขนาดเอลิเมนตบนโดเมนปญหา 
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โดย    iφ     คือฟงกชันคําตอบของปญหาที่ใชเปนตัวกําหนดความสัมพนัธของขนาดเอลิเมนต 
            i      คือจุดตอหลักบนโดเมนปญหา 

 เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอจะมีฟงกชันการประมาณภายในของคําตอบเปนแบบเชิง
เสน (Linear)  ซ่ึงสามารถเขียนลักษณะการกระจายของคําตอบสําหรับเอลิเมนตไดในรูป  
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และเนื่องจากฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสนจึงไมสามารถหาคาอนุพันธ
อันดับที่สองไดโดยทางตรง  ดังนั้นในการหาคาตางๆของสมการที่ (7.2) ซ่ึงอยูในรปูอนุพันธอันดับที่
สองนั้นสามารถกระทําไดโดยทางออม [30]  โดยเริ่มจากการหาคาอนุพันธอันดบัที่หนึ่งของคาํตอบ
เมื่อเทียบกับแกน x  ของสมการ (7.3) 

           { }ie
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คาอนุพันธอันดับหนึ่งที่ไดจะเปนคาหนึ่งทีเ่กิดขึ้นกับเอลิเมนตตางๆทั่วทั้งโดเมน  หลังจากนัน้จะทํา
การแปลงคาผลเฉลยของเอลิเมนตตางๆใหเปนผลเฉลยที่จุดตอ กอใหเกดิสนามของคาอนุพันธอันดบั
ที่หนึ่งของคําตอบบนจุดตอทั่วทั้งโดเมน   วิธีในการแปลงดังกลาวสามารถกระทําไดโดยหาคาเฉลี่ย
ในรูปแบบทัว่ไปดังนี ้
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โดย      ui     คือผลเฉลยใดๆบนจุดตอ    ue    คือผลเฉลยใดๆบนเอลิเมนต 
             i       คือหมายเลขจดุตอ              m    คือจํานวนเอลิเมนตที่ลอมรอบจุดตอ i  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.3  การเรียงตัวของเอลเิมนตรอบจุดตอ i 
 

 ตัวอยางเชน  ผลเฉลยของคาอนุพันธอันดบัที่หนึ่งของจดุตอ i  ที่มีเอลิเมนตลอมรอบอยู 6 เอลิ
เมนตดังรูปที่ 7.3  สามารถหาไดจาก 
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 หลังจากไดสนามของคาอนุพันธอันดับทีห่นึ่งของคําตอบที่อยูบนจดุตอทั่วทั้งโดเมน ก็จะ
เร่ิมทําการหาคาอนุพันธอันดบัที่สอง  โดยสามารถเขียนฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสนบนเอ
ลิเมนตแบบสามเหลี่ยมของคาอนุพันธดังกลาวไดในรูป 
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ดังนั้นคาอนุพนัธอันดับที่สองของคําตอบเทียบกับแกน x และแกน y สามารถเขียนไดตามลําดับดังนี้ 
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ในทํานองเดียวกันสามารถหาคาอนุพันธอันดับที่หนึ่งของคําตอบเมื่อเทียบกับแกน y ซ่ึงกอใหเกดิคา
อนุพันธอันดบัที่สองเมื่อเทียบกับแกน x และy ตามลําดับดังนี ้
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สมการที่ (7.8 a,b)  และ (7.9 a,b) จะเปนคาอนุพันธอันดับที่สองที่เกิดบนเอลิเมนต  สามารถหาคา
เหลานี้ที่กระจายบนจดุตอตางๆไดในทํานองเดียวกับกรณีที่ผานมา  โดยใชสมการ (7.5)  ซ่ึงสุดทายก็
จะไดคาทั้งสี่ของเมตริกซทางดานซายของสมการที่ (7.2) 

 ในวิทยานพินธฉบับนี้จะใชความเร็วเปนตวักําหนดความสัมพันธของขนาด  กลาวคอืบริเวณ
ใดมีอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของความเร็ว (Velocity Gradient) สูง บริเวณนัน้ควรมีความถี่ของ
เอลิเมนตมากกวาบริเวณที่มอัีตราการเปลี่ยนแปลงความชันของความเร็วต่ํา  สามารถเขียนสมการ 
(7.2) ใหอยูในรูปแบบของความเร็วไดคือ 
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       (7.10) 

โดย      Vi      คือฟงกชันการกระจายของความเร็วบนโดเมนปญหา 
              i        คือจุดตอหลักบนโดเมนปญหา 
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 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะใชคาของคําตอบที่จุดตอหลัก (Main Node)  
ซ่ึงก็คือจุดตอที่มุมของเอลิเมนตสามเหลี่ยมนั่นเอง  ดังนั้นเพื่อที่จะประยุกตเขากับวิทยานพินธฉบับนี้
ที่ใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 6 จุดตอ  เพือ่คํานวณหาคาความเร็ว  จึงจะใชเฉพาะคาความเร็วที่จดุตอ
มุมที่คํานวณไดมาใชในการประยุกตหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม  โดยสามารถเขียนฟงกชันการ
ประมาณภายในของคําตอบความเร็วแบบเชิงเสน (Linear Interpolation Function)บนเอลิเมนตไดดังนี้ 

                                                     332211e VNVNVN)y,x(V ++=                  (7.11) 

โดย      iN    i = 1,2,3     คือฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 
             iV    i = 1,2,3    คือผลของความเร็วลัพธที่จุดตอหลักบนเอลิเมนตที่คํานวณจากแบบจําลอง
ไฟไนตเอลิเมนตกอนทําการปรับขนาด 

ycxba)y,x(N iiii ++=            i = 1,2,3   (7.12) 

โดย   
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    (7.13) 

A  คือพื้นที่ของเอลิเมนตที่พจิารณา 

                                  ( )[ ])yy(x)yy(xyyx
2
1A 213132321 −+−+−=    (7.14) 

 ในการหาคาตวัแปรตางๆทางดานซายของสมการ (7.10) ซ่ึงก็คือ  
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x
Ve

∂
∂ และ

y
Ve

∂
∂   ในลักษณะ

เดียวกับสมการ (7.4) 
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โดย    1
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ในทํานองเดียวกัน          332211
e VcVcVc

y
V
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∂
∂    

                                                        [ ]312231123 V)xx(V)xx(V)xx(
A2
1

−+−+−=     (7.16b) 

คาของ 
x
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∂  และ 

y
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∂
∂   คือคาอนุพันธของเอลิเมนต  ดังนั้นในการหา 
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อนุพันธที่จุดตอ  จึงตองทําการหาคาเฉลี่ยโดยการกระจายคาสูจดุตอตางๆของเอลิเมนตที่วางตวัอยู
รอบจุดตอนั้น  สามารถเขียนในรูปทั่วไปหากจุดตอ i มีเอลิเมนตลอมรอบอยู m เอลิเมนตคือ 
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 สําหรับคาอนุพันธอันดับทีส่องหาไดในทํานองเดียวกบัสมการ (7.8) และ (7.9) 
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หลังจากนัน้กระจายคาอนพุนัธลําดับสองของเอลิเมนตไปสูจุดตอตางๆของเอลิเมนต 
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เมื่อจุดตอที่ i มีเอลิเมนตลอมรอบอยู m เอลิเมนต 
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โดยหลักการหาคาที่แนวแกนหลักนีจ้ะเหมือนกับการหาคาความเคนตามแนวแกนหลัก  คือจะทําการ
หาคาเจาะจง (Eigen Value)  ของเมตริกซความเคนที่แนวแกน x-y ใดๆ  ซ่ึงสูตรสําเร็จจะอยูในรูปของ
การถอดคารากที่สอง  ซ่ึงสามารถเขียนในรูปอยางงายคอื 
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คามากที่สุดของคาเจาะจงทัง้สองจะถูกเลือกมาเปนตวัทีใ่ชกําหนดขนาดของเอลิเมนตของเอลิเมนต
นั้นๆ  โดยกําหนดให 
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ในการกําหนดขนาดที่เหมาะสมของแตละเอลิเมนตนั้นสามารถหาไดโดย 

    λ2h   =  คาคงที่  =  max
2
minh λ        (7.22) 

โดย  คาของ minh    คือคาขนาดเอลิเมนตที่เล็กทีสุ่ดที่ยอมรับไดโดยผูใชเปนผูกําหนด 
         คาของ maxλ   คือคา λ  ที่มากที่สุดบนโดเมนปญหา 

จะเห็นวาพจนทางดานขวาสดุของสมการ (7.22) จะกอใหเกดิคาคงที่คาหนึ่งบนโดเมนปญหาใดๆ  
และคาคงที่นัน้จะเปนคาที่ใชกําหนดขนาดของ h ที่เอลิเมนตใดๆที่มีคา λ  เปนคุณลักษณะเฉพาะ 
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7.2  โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับประยุกตการปรับขนาดเอลเิมนต 

 ในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับการวิเคราะหการไหลของ
โลหะที่เกิดจากการอัดรีดนัน้มีโปรแกรมที่เกียวของ 3 โปรแกรมดวยกนัดังนี ้

1.  โปรแกรม BUILT 

 เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต  ที่มีเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม 3 
จุดตอ  โดยการรับขอมูลที่กําหนดพื้นผิวของแบบจําลองจากผูใชรวมทั้งขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม
จากโปรแกรมในขอที่ 2 

2.  โปรแกรม SPACE 

 เปนโปรแกรมที่ใชคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมบนโดเมนปญหาดังที่ไดอธิบายใน
หัวขอ 7.1  โดยการรับขอมลูทั้งจากผูใชเปนผูกําหนดคาตัวแปรตางๆที่จําเปน และขอมูลที่คํานวณได
จากโปรแกรมในขอ 3  โดยผลการคํานวณจะถกูใชเปนขอมูลนําเขาในโปรแกรม BUILT  เพื่อสราง
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

3.  โปรแกรม MTFlow  

 ใชสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีด  โดยผลลัพธจะอยูในรูปของ
ความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ  ขอมูลความเร็วที่คํานวณไดจะถูกใชสําหรับการคํานวณหาขนาดเอลิ
เมนตที่เหมาะสมโดยโปรแกรม SPACE  

 รายละเอียดของโปรแกรม BUILT และ SPACE ที่อยูในรูปของภาษาฟอรแทรน 
(FORTRAN) สามารถศึกษาไดจากหนังสอือางอิง  [5] 
 
 
7.3  ขั้นตอนในการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในหวัขอนี้จะนําเสนอขั้นตอนการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขา
กับปญหาการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีดโดยใชโปรแกรมทั้ง 3 ที่นําเสนอในหัวขอที่แลว  ใน
การผนวกโปรแกรมทั้ง 3 มีลําดับขั้นตอนดงันี้ 
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1.  สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดเอลิเมนตเทากันและกระจายโดยสม่ําเสมอตลอดโดเมน
ปญหา  โดยใชโปรแกรม BUILT 
2. ใชโปรแกรม MTFlow วิเคราะหผลการอัดรีดจากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ไดจากโปรแกรม 
BUILT ในขั้นตอนที่ 1 
3. ใชโปรแกรม SPACE เพื่อหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมโดยใชผลของความเร็วลัพธที่ไดจาก
ขั้นตอนที่ 2 เปนตัวกําหนด 
4.   สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้งโดยใชผลของขนาดเอลิเมนตที่คํานวณไดในขั้นตอนที ่3 
5. วิเคราะหการอัดรีดโดยโปรแกรม MTFlow โดยใชแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ผานการปรับ
ขนาดครั้งแรกเรียบรอยแลว 
6. ตรวจสอบการเปลี่ยนแปลงของคําตอบเมื่อเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการวิเคราะห โดยใช
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในรอบกอนหนานี้  หากผลที่ไดยังไมลูเขาสูคําตอบที่ควรจะเปนกใ็ห
กลับไปในขั้นตอนที่ 3 เพื่อคํานวณหาขนาดของเอลิเมนตใหม  เปนเชนนี้เร่ือยไปจนผลความแตกตาง
ลูเขาสูคําตอบที่นาพึงพอใจ 
 
 
7.4  ตัวอยางการวิเคราะหการอัดรีดที่มี R = 0.5 โดยใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ 
 
 ในหวัขอนี้จะยกตวัอยางการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตกิับปญหา
การอัดรีด 2 มิติ  โดยใชตัวอยางปญหาการอัดรีดที่มีอัตราสวนลดขนาด 0.5  วัสดุมีคาความเคนคราก 
1732 kg/cm2  วิเคราะหโดยโปรแกรม MTFlow(v1) รวมกับโปรแกรม BUILT และ SPACE  
รายละเอียดของแบบจําลองมีลักษณะเดยีวกบัรูป 5.4    ขั้นตอนในการวิเคราะหแยกเปนลําดับขั้นได
ดังนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

10 cm 

5 cm 

Free surface u = 1 cm/s 

v = 0 

u = 0 

v = 0 

12 cm 8 cm 

รูปที่ 7.4  แบบจําลองการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.5 
(0,0) 

x 
y 
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1.  ใชโปรแกรม BUILT เพื่อสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดเอลิเมนตสม่ําเสมอ 

 1.1  ลักษณะไฟลขอมูลนําเขา 

 ไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม BUILT จะเปนขอมูลที่ใชสรางพื้นผิวของปญหา  
เพื่อที่จะใหโปรแกรมทําการแบงเอลิเมนตภายในขอบเขตปญหานั้น  ขอมูลนําเขาสําหรับตัวอยางนี้จะ
เก็บไวในไฟลช่ือ extrude.dat  มีรายละเอียดดังนี ้
 

nis  nsf 
6    1 
edge definition 
1    2 
0.   0.    0. 
20.  0.    0. 
2    2 
20.  0.    0. 
20.  5.    0. 
3    2 
20.  5.    0. 
12.  5.    0. 
4    2 
12.  5.    0. 
12.  10.   0. 
5    2 
12.  10.   0. 
0.   10.   0. 
6    2 
0.   10.   0. 
0.   0.    0. 
surface support point 
1     2     2 
0.    0.    0. 
20.   0.    0. 
0.   10.    0. 
20.  10.    0. 
face boundary 
1     6 
1  2  3  4  5  6 

 รายละเอียดขอมูลที่ปรากฏในไฟลขอมูลนําเขามีดังนี ้

 -  ขอมูลแสดงจํานวนขอบและพื้นผิวของปญหา 
nis  nsf 
6    1 

     บรรทัดที่ 1  คําอธิบายจํานวนขอบและจํานวนพื้นผิว    
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บรรทัดที่ 2  จํานวนขอบและพื้นผิวของโดเมนปญหา ตวัอยางนี้มี 6 ขอบและ 1 พื้นผิว -  
ขอมูลองคประกอบของเสนที่ขอบ 
           edge definition 
   1    2 

0.   0.    0. 
20.  0.    0. 

     บรรทัดที่ 1  คําอธิบายคําจํากัดความของขอบปญหา 
   บรรทัดที่ 2  เลขตัวแรกคือหมายเลขเฉพาะของขอบ เลขตัวหลังคือจํานวนจุดที่กอใหเกิด
ขอบ 
     บรรทัดที่ 3 –4  คาระยะพกิัดของจุดตอทั้งสองที่กอใหเกิดเสนขอบนั้นๆ 
หมายเหตุ : กรณีตัวอยางเปนเสนตรงดังนัน้จุดสองจุดก็เพียงพอสําหรบัการสรางเสน แตสําหรับกรณี
เสนโคงจะตองใชจํานวนจดุพิกัดมากกวา  แตจะมากหรือนอยขึ้นกับสวนโคงนั้นๆ  

-  ขอมูลจุดตอที่มุมที่รอบรับพื้นผิวทั้งหมดของปญหา 
surface support point 
1     2     2 
0.    0.    0. 

          20.    0.    0. 
0.   10.    0. 

          20.   10.    0. 

    บรรทัดที่ 1  คําอธิบายจุดตอที่มุมที่รองรับพื้นผิวของปญหา 
    บรรทัดที่ 2-5  เปนระยะพกิัดมุมทั้ง 4 ที่เพียงพอที่จะครอบคลุมโดเมนปญหาทั้งหมด  

 -  ขอมูลการเรียงลําดับของขอบที่ลอมรอบพ้ืนผิวของปญหา 
face boundary 
1     6 
1  2  3  4  5  6 

    บรรทัดที่ 1  คําอธิบายลําดับของขอบเพื่อใหเกดิเปนพื้นผิว 
    บรรทัดที่ 2  หมายเลขตัวแรกระบุหมายเลขเฉพาะพื้นผิว หมายเลขตัวหลังระบุจํานวนเสนที่
กอใหเกิดพืน้ผิวขอบเขต 
    บรรทัดที่ 3  ลําดับหมายเลขเฉพาะของขอบที่เรียงกันแลวกอใหเกิดพืน้ผิวขอบเขต 

 1.2  การปอนขอมูลผานโปรแกรม BUILT 

 หลังจากที่ไดขอมูลของแบบจําลองเปนที่เรียบรอยแลว  ก็จะเริม่ทําการใชงานโปรแกรม 
BUILT ในการสื่อสารกับโปรแกรมผูใชจะตองเปนผูปอนขอมูลบางสวนใหกับโปรแกรม (ตัวเอียง
หนา   คือคาที่ผูใชกําหนด)  โดยรายละเอยีดที่สําคัญในการสื่อสารมีดังนี้ 
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        ************************************ 
        ***        B  U  I  L  T         *** 
        ***     surface triangulator     *** 
        ***     for plane structures     *** 
        ************************************ 
 
 *** mesh generation *** 
     0.- initial mesh 
     1.- remeshing 

        Option ?: 0    (เลือก 0 สําหรับขนาดเอลิเมนตสม่ําเสมอในครั้งแรกของสรางแบบจําลอง) 

Enter problem name: extrude  (ชื่อไฟลของปญหา  จะตองเปนชื่อเดียวกันในทุกๆการปรับเปลี่ยนขนาด) 
Enter current version number: 0   (หมายเลขชุดที่จะใหระบุในนามสกุลของไฟลคําตอบ) 
 *** initial mesh *** 
     element size ?: 0.75    (ขนาดเอลิเมนตเร่ิมตนที่กระจายโดยสม่ําเสมอ) 

 1.3  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 ไฟลขอมูลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมมีอยูหลายไฟลดวยกัน แตสวนใหญจะเปนไฟลที่เก็บ
ขอมูลสําหรับใชเปนขอมูลนําเขาในรอบตอไปของการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนต  ชื่อของไฟล
ผลลัพธนี้จะเหมือนกับชื่อไฟลที่ผูใชระบุใหโปรแกรมทาํการอานขอมูล นามสกุลของไฟลผลลัพธจะ
มีหมายเลขชุดที่ผูใชเปนผูกําหนดเพื่อใหแยกกนัชัดเจนสาํหรับไฟลคําตอบที่รอบการปรับเปลี่ยน
ขนาดของเอลิเมนตตางๆ    ขอมูลที่สําคัญที่จะใชนําไปเปนขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม MTFlow ก็
คือขอมูลที่เก็บระยะพิกัด x-y ของจุดตอตางๆ และการจัดเรียงเอลิเมนต  โดยจะเกบ็เอาไวในไฟลที่มี
นามสกุล  *.ei  โดย i คือหมายเลขชุดที่ระบุการปรับเปลี่ยนขนาดในขณะนัน้ ในที่นีค้ือ  extrude.e0   

 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ไดในขัน้ตอนนี้มีจํานวนจดุตอ 358 จุด จาํนวนเอลิเมนต 633 เอ
ลิเมนต หากนาํขอมูลที่ไดในขั้นตอนนี้มาแสดงผลกราฟฟก  ก็จะไดลักษณะของแบบจําลองไฟไนตเอ
ลิเมนตเร่ิมตนที่มีขนาดเอลิเมนตเทากันทั้งระบบคือ 0.75 cm และมกีารกระจายแบบสม่ําเสมอ ดัง
แสดงในรูปที่ 7.5 
 

 

 
 
 
 
 
2.  วิเคราะหหาผลเฉลยจากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนโดยใชโปรแกรม MTFlow(v1)  

รูปที่ 7.5  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน 
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นําไฟลขอมูลผลลัพธที่ไดจากขอ 1.3  มาสรางไฟลขอมูลนําเขาพรอมทั้งกําหนดเงื่อนไข
ขอบเขตสําหรับปญหา  ดังตัวอยางที่ไดแสดงไวในบทที่ 5  และเนื่องจากเอลิเมนตที่สรางใน
โปรแกรม BUILT เปนแบบสามเหลี่ยมสามจุดตอ  ดังนัน้ตองทําการแปลงใหเปนแบบสามเหลี่ยมหก
จุดตอ   ผลลัพธที่ไดจะอยูในรูปของความเร็ว (u,v) และความดัน (p)  หลังจากนั้นจะนําความเร็ว 
(u,v)มาสรางไฟลขอมูลของความเร็วลัพธเพื่อใชในขัน้ตอนการหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม
ตอไป  โดยไฟลขอมูลในตัวอยางนี้จะเก็บในชื่อ  extrude.v0  มีตัวอยางรายละเอียดดังนี้ 
    358 
      1    .100000000E+01 
      2    .203084279E+01 
      3    .203012667E+01 
      4    .421196248E+00 
      5    .000000000E+00 
      6    .100000000E+01 
 
 
 
 
    355    .100956001E+01 
    356    .892174456E-01 
    357    .203054335E+01 
    358    .203037821E+01 

 ผลการกระจายของความเร็วสําหรับแบบจาํลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของปญหานี ้ไดแสดง
ไวในรูปที่ 7.6 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 7.6  ผลการกระจายความเร็วของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน 
 
 
 

1.2  1.4  1.6  1.8 

1 

0.5 
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3.  ใชโปรแกรม SPACE เพื่อหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม 

 3.1  ไฟลขอมูลนําเขา 

 ไฟลขอมูลที่ใชสําหรับโปรแกรมนี้จะมี 4 ไฟลดวยกัน  จะอยูในรูปแบบของนามสกุล *.Ni  ,  
*.Li  ,  *.DIM  ,  *.Vi  โดย i  คือหมายเลขชุดที่ระบุการปรับเปลี่ยนขนาดขณะนั้น  3 ไฟลแรกจะไดมา
จากโปรแกรม BUILT สวนไฟลสุดทายไดจากขั้นตอนที่ 2   

 3.2  การปอนขอมูลผานโปรแกรม SPACE  

 หลังจากแนใจวามีไฟลขอมลูนําเขาครบถวน  ก็จะเริ่มทาํการใชงานโปรแกรม SPACE  โดยมี
รายละเอียดการสื่อสารระหวางผูใชและโปรแกรมดังนี ้
 
 CHECK INPUT FILES FOR  1. ?.N_ 
                        2. ?.L_ 
                        3. ?.DIM 
                        4. ?.V_ 
 
 ENTER PROBLEM NAME :  extrude    (ระบุชื่อไฟลของปญหา) 
 ENTER CURRENT VERSION NUMBER : 0  (หมายเลขชุดของการปรับเปลี่ยนขนาด) 
 PLEASE INPUT THE MINIMUM & MAXIMUM SPACINGS 
 
 0.375 1   (กําหนดขนาดเอลิเมนตที่เล็กที่สุด และใหญที่สุดบนโดเมนปญหา) 

3.3  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 โปรแกรม SPACE  จะเก็บขอมูลขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม ไวในไฟลที่มีนามสกุล *.ri  
ในตัวอยางนีจ้ะเก็บไวในไฟลชื่อ extrude.r0    มีรายละเอยีดดังนี ้
      358 
       1       .10000000E+01 
       2       .10000000E+01 
       3       .10000000E+01 
       4       .43460648E+00 
 
 
 

4.  ใชโปรแกรม BUILT เพื่อการสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้ง   

ในการจําลองแบบครั้งนี้ขนาดของเอลิเมนตจะไมสม่ําเสมอดังเชนครั้งแรก  แตจะมีขนาด
เทากับที่คํานวณไดในขั้นตอนที่ 3 ขั้นตอนตางๆมีดังนี้ 
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 4.1  ไฟลขอมูลนําเขา 

 ไฟลขอมูลนําเขาที่ใชในขั้นตอนนี้จะถูกสรางไวแลวในขั้นตอนที่ 1  รวมกับไฟล extrude.r0 
ที่สรางในขั้นตอนที่ 3 

 4.2  การปอนขอมูลผานโปรแกรม BUILT 

 ในการสื่อสารกับโปรแกรม BUILT ในขั้นตอนนีจ้ะแตกตางจากขัน้ตอนที่ 1 เล็กนอย
เนื่องจากเปนการเริ่มการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตคร้ังแรก  รายละเอียดตางๆมีดังนี ้

        ************************************ 
        ***        B  U  I  L  T         *** 
        ***     surface triangulator     *** 
        ***     for plane structures     *** 
        ************************************ 
 
 *** mesh generation *** 
     0.- initial mesh 
     1.- remeshing 

        Option ?: 1       (ระบุตัวเลือกสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต) 

Enter problem name:  extrude        (ระบุชื่อไฟลของปญหา) 
Enter current version number: 1     ( หมายเลขชุดสําหรับปรับขนาดครั้งใหม) 
Enter previous version number: 0    (หมายเลขชุดขอมูลคร้ังกอน) 

 4.3  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 เชนเดยีวกับขอ 1.3  ไฟลผลลัพธที่สําคัญจะเปนขอมูลของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต  
กลาวคือมีระยะพิกดัของจุดตอ และลักษณะการจัดเรียงเอลิเมนต  โดยจะเก็บไวในไฟลช่ือ   
extrude.e1  แบบจําลองนีม้ีจํานวนจุดตอ 227 จุด จาํนวนเอลิเมนต 388 เอลิเมนต  สามารถนํามา
แสดงผลกราฟฟกไดดังรูปที่ 7.7  ซ่ึงจะพบวาความถี่ของเอลิเมนตบริเวณปลายแมพิมพจะเพิม่ขึ้น 
เนื่องจากวาบรเิวณดังกลาวจะมีการเปลี่ยนแปลงความชนัของความเรว็ลัพธมากนั่นเอง 

5.   คํานวณหาผลเฉลยโดยใชโปรแกรม MTFlow(v1)  อีกครั้ง 

  นําแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ไดจาการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 มาทําการ
คํานวณหาผลเฉลยความเร็วและความดันอีกครั้งโดยโปรแกรม MTFlow(v1) จะไดผลการกระจาย
ความเร็วดังแสดงในรูปที่ 7.8 
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รูปที่ 7.8  ผลการกระจายความเร็วที่แบบจําลองการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 

 จากผลการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  จะเห็นวาผลการกระจายของความเร็วบริเวณปลาย
แมพิมพจากเดมิที่คอนขางกระจายหางออกจากปลายแมพิมพจะเริ่มลูเขาสูปลายของแมพิมพ  หากทํา
การปรับขนาดเอลิเมนตตอไปผลการกระจายก็จะขยับเขาสูปลายแมพิมพมากขึ้น 
 
6.   ตรวจสอบผลที่ไดจากขัน้ตอนที่ 5 

  ทําการตรวจสอบผลจากการวิเคราะหในขัน้ตอนที ่ 5 หากผลยังไมดนีักสามารถทําการปรับ
ขนาดของเอลิเมนตคร้ังตอไปโดยการกลับไปขั้นตอนที ่ 3 อีกครั้ง  จนกวาผลการลูเขาเปนที่นาพึง

รูปที่  7.7  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในการปรับเปลี่ยนขนาดครั้งที่ 1 

1.2  1.4  1.6  1.8 

1 

0.5 
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พอใจ    ในตัวอยางนีจ้ะทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีก 2 คร้ัง  ลักษณะการเรียงตวัของเอลิเมนตแสดง
ในรูปที่  7.9 และ 7.11  ตามลําดับ  โดยในรูปที่ 7.9 มีจํานวนจุดตอ 987 จุด และจํานวนเอลิเมนต  460 
เอลิเมนต  สวนรูปที่ 7.11  มีจํานวนจุดตอ 1034 จุด  จํานวนเอลิเมนต 483 เอลิเมนต  สวนผลการ
กระจายของความเร็วจากแบบจําลองทั้งสองแสดงในรูปที่ 7.10 และ 7.12 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.9  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในการปรับเปลี่ยนขนาดครั้งที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.10  ผลการกระจายความเร็วทีแ่บบจําลองการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
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รูปที่ 7.11  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในการปรับเปลี่ยนขนาดครั้งที่ 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.12  ผลการกระจายความเร็วทีแ่บบจําลองการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 3 
 

 ผลการกระจายความเรว็จากการใชโปรแกรม MTFlow ของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้ง 4 
โดยรวมจะมีลักษณะไมแตกตางกัน  แตหากดูทีภ่าพขยายตรงบริเวณปลายแมพิมพจะพบวาเสนชั้น
ของความเร็วจะขยับเขาสูตําแหนงปลายแมพิมพเมื่อขนาดเอลิเมนตตรงบริเวณนั้นมขีนาดเล็กลง
เร่ือยๆตามการปรับขนาด  และหากเปรียบเทียบผลของแบบจําลองการปรับขนาดครั้งสุดทายกับผลที่
ไมไดใชเทคนคิการปรับขนาดของเอลิเมนตที่มีแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังรูปที่ 5.5  และผลในรูป
ที่ 5.7 โดยนําผลมาแสดงในลกัษณะการเพิ่มภาพขยายอีกครั้งในรูปที่ 7.13 จะพบวาผลของการกระจาย

1.2  1.4  1.6  1.8 

1 

0.5 
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ความเร็วมีลักษณะที่แทบจะไมแตกตางกัน แตหากเปรียบเทียบจํานวนจุดตอของแบบจําลองดังกลาว 
จะมีจํานวนจุดตอความเร็ว 2337 จุด จุดตอความดัน 613 จุด ทําใหเกดิจํานวนสมการในระบบทั้งสิ้น 
5287 สมการ ในขณะที่แบบจําลองที่ใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตัิจะมีจํานวนจดุตอ
ความเร็วเพียง 1034  จุด จุดตอความดัน 276 จุด เกิดจํานวนสมการในระบบ 2344 สมการ  ซ่ึงแตกตาง
กันมากกวาสองเทา  ผลการเปรียบเทยีบทําใหเห็นขอดีของการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติไดอยางชดัเจนในเรื่องของการชวยใหเกิดการประหยดัเวลาในการคาํนวณและ
หนวยความจํามากที่สุดแตยังคงไดผลการคํานวณที่ดีที่สุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.13  ผลการกระจายความเร็วของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในรูปที่ 5.5 
 
 
7.5  การวิเคราะหการรีดโลหะแผนโดยใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในหวัขอนี้จะทําการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาการ
รีดโลหะแผน  โดยใชแบบจาํลองที่ไดคํานวณไวแลวในหัวขอ 6.3.1 คือมีอัตราสวนการลดขนาด 0.33  
ความหนาของโลหะแผน 0.5 cm  รัศมีลูกรีด  29  cm  คาความเคนเฉือนครากของโลหะเทากับ 1000 
kg/cm2    เพื่อทําการตรวจสอบผลการลูเขาของการกระจายความเรว็  เนื่องจากวาจุดที่เร่ิมสัมผัส
ระหวางโลหะแผนและลูกรดีจะเปนจุดเปลี่ยนที่มีการเปลี่ยนแปลงความชันของความเร็ว (Velocity 
Gradient) สูง ดังนั้นบริเวณนี้จึงสมควรทีจ่ะมีความถี่ของเอลิเมนตสูงเพื่อที่จะไดผลเฉลยที่ดี  สังเกต
ไดจากรูปที่ 7.14  จะพบวาผลของการกระจายความเร็วจะคอยๆลูเขาสูบริเวณจุดเริ่มตนสัมผัส 
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            รูปที่ 7.14  ผลการกระจายความเรว็และแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่การปรับขนาดครั้งตางๆ 

 
 
 
 
 
 
 

                รูปที่ 7.15  ผลการกระจายความเร็วและแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตแบบสม่ําเสมอ 
 

 
 

(a)  แบบจําลองเริ่มตน  1060 จุดตอ 459 เอลิเมนต 

(b)  ปรับขนาดครั้งที่ 1  1037 จุดตอ  452  เอลิเมนต 

(c)  ปรับขนาดครั้งที่ 2  995 จุดตอ  432 เอลิเมนต 

3.8     4       4.4        4.8   5.2    5.3  5.4 

3.8     4       4.4        4.8   5.2    5.3  5.4 

3.8     4       4.4        4.8   5.2    5.3  5.4 

3.8     4       4.4        4.8   5.2    5.3  5.4 
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 และหากเปรียบเทียบผลที่ไดจากเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  กับผลจากการ
สรางแบบจําลองที่มีการแบงเอลิเมนตแบบสม่ําเสมอดังรูปที่ 7.15  จะพบวาผลการกระจายความเรว็ที่
ตําแหนงเริ่มตนสัมผัสของแบบจําลองที่ทําการสรางเอลิเมนตขึ้นเองจะไมคอยดีนกัเมือ่เปรียบเทียบกับ
แบบจําลองที่ไดจากเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  เนื่องจากเอลิเมนตบริเวณดังกลาวมี
ขนาดใหญเกนิกวาทีจ่ะรองรับการเปลี่ยนแปลงของความชันที่มีมากได  สวนผลการกระจายโดยรวม
แลวคอนขางใกลเคียงกันมาก แตหากเปรียบเทียบจํานวนเอลิเมนตพบวา แบบจําลองการปรับขนาด
คร้ังสุดทายมีจาํนวนจุดตอความเร็ว 995 จดุ  จุดตอความดัน 282 จุด  จํานวนเอลิเมนต 432 เอลิเมนต  
สามารถคํานวณจํานวนสมการในระบบไดเทากับ 2272 สมการ  สวนแบบจําลองแบบสม่ําเสมอที่
สรางขึ้นเองมีจํานวนจุดตอความเร็ว 1545 จุด  จุดตอความดัน 416 จุด จํานวนเอลิเมนต 714 เอลิเมนต  
จํานวนสมการในระบบ 3506 สมการ จะทําใหเห็นขอไดเปรียบของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติในการลดจํานวนสมการในระบบ ทําใหประหยดัเวลาในการคํานวณและ
หนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอร แตผลที่ไดโดยรวมกลับไมแตกตางกัน ผลที่ไดจากเทคนิคการ
ปรับขนาดกลับดีกวาในบริเวณจุดเริ่มสัมผัส ดังที่กลาวไวขางตน 



บทที่ 8 
บทสรุป ปญหาที่พบ และขอเสนอแนะ 

 
 
8.1  บทสรุป 
 
 วิทยานพินธฉบับนี้ไดทําการศึกษาถึงพฤติกรรมการไหลของโลหะที่เกดิจากการอดัรีด 
(Extrusion) ใน 2 มิติแบบความเครียดในระนาบ (Plane Strain)   โดยการประยกุตระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตในการแกปญหา  โดยภาวะการอัดรดีนี้จะเกดิการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติก (Plastic 
Deformation)  กับโลหะทีใ่ชในการอัดรีด (Billet) กลาวคือโลหะจะมีพฤติกรรมเหมือนกับของไหล 
แตเปนของไหลแบบนอนนวิโทเนียน (Non Newtonian)  คาความหนดืของของไหลประเภทนี้จะไม
คงที่  แตจะเปลี่ยนแปลงขึ้นอยูกับคาความเคนครากและความสัมพันธของความเร็วในระบบ โดย
ธรรมชาติของโลหะ ความเคนครากจะเปลี่ยนแปลงขึ้นอยูกับปจจัยหลักคือ อุณหภูมิ  ความเครียด และ
อัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด ในการเปลี่ยนรูปของโลหะจะทําใหมีความรอนเกิดขึ้นเองภายใน
ระบบ  ซ่ึงก็คือความรอนที่เกิดจากการเปลี่ยนรูปของโลหะนัน่เอง ผนวกกับความรอนที่เกิดจากการนํา 
(Conduction) และการพา (Convection) ที่เกิดจากการไหลของโลหะภายในระบบ  และจะเปนผลให
อุณหภูมิสูงขึ้นซึ่งจะไปกระทบตอคาความแข็งแรงของวสัดุอีกทางหนึง่  ซ่ึงพฤติกรรมตางๆเหลานี้จะ
ขึ้นอยูกับสมการเชิงอนุพันธจํานวนทั้งสิ้น 4 สมการ คือสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม 
2 สมการ สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 1 สมการ และสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษ
พลังงาน 1 สมการ ซ่ึงจะเปนระบบสมการแบบไมเชิงเสน (Nonlinear)  ดั้งนั้นจึงตองประยุกต
กระบวนการทาํซ้ําเพื่อใหไดมาซึ่งผลลัพธที่ลูเขาสูคําตอบที่ถูกตองอีกทั้งการอัดรีดในลักษณะนี้
สามารถทําการวิเคราะหไดที่สภาวะอยูตวัของระบบ 

 ในการแกระบบสมการเชิงอนุพันธดังกลาวไดทําการประยุกตระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
โดยการประดษิฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับปญหาโดยใชเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม  และ
ไดทําการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตโดยใชภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) ใชช่ือโปรแกรม
วา MTFlow เพื่อทําการคาํนวณหาตวัไมรูคาคือ ความเร็ว ความดนั และอุณหภมูิที่จุดตอ (Nodes) 
ตางๆภายในระบบ โปรแกรมที่ประดิษฐขึน้สามารถแบงไดเปน 2 ลักษณะคือ MTFlow(v1) สําหรับ
กรณีที่ไมคํานงึถึงความรอนในระบบ  และ MTFlow(v2) สําหรับกรณีที่คํานึงถึงความรอนในระบบ 
ผลของแรงดันที่ใชในการอัดรีดที่คํานวณได ถูกใชในการเปรียบเทียบกับผลจากทฤษฎีสลิปไลนและ
ผลการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ซ่ึงไดผลเปนที่นาพึงพอใจ 
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 โปรแกรมที่ประดิษฐขึน้นี้ไดนําไปใชวิเคราะหการอัดรดีในลักษณะตางๆคือการอัดรีดแบบ
ทางออกทางเดียวแบบสมมาตร  การอัดรดีแบบทางออกหลายทาง  และการอัดรีดแบบลดระดับ เพื่อ
ศึกษาถึงแรงดนัอัดรีดที่ใช รวมทั้งผลการกระจายความเรว็ ความดัน และอุณหภูมิ รวมทั้งผลเวกเตอร
ความเร็วภายในโดเมนปญหา  นอกจากนี้โปรแกรมที่ประดิษฐขึน้ยังสามารถใชในการหา
ความสัมพันธระหวางอัตราสวนการลดขนาดและแรงดนัอัดรีดที่ใช  อีกทั้งยังพบวาความเรว็ที่ใชใน
การอัดรีดจะไมมีผลตอการเปลี่ยนแปลงแรงดันอัดรีดหากกําหนดใหคาความเคนครากคงที่  แตหาก
ความเคนครากขึ้นอยูกับอุณหภูมิเพียงอยางเดียวจะพบวาแรงดันอัดรีดที่ใชจะยิ่งลดลงหากใชความเร็ว
มากขึ้นเนื่องจากวาการเพิ่มของอุณหภูมิภายในสงผลใหคาความเคนครากลดลงนั่นเอง  นอกจากนีย้ัง
พบวาความสมัพันธระหวางแรงดันอัดรีดและคาความเคนเฉือนคราก จะมีความสัมพันธกันในลักษณะ
เชิงเสน กลาวคือคาของ P/ yieldτ  จะเปนคาคงทีซ่ึ่งสอดคลองกับทฤษฎีสลิปไลน   นอกจากนีย้ังได
ทําการศึกษาถงึผลกระทบของแรงเสียดทานที่ผิวสัมผัสระหวางโลหะอดัรีดและแทนบรรจุตอการ
กระจายความเร็วและแรงดันอัดรีดที่ใช ซ่ึงผลสอดคลองกับความเปนจริงที่วาหากแรงเสียดทานที่
ผิวสัมผัสเพิ่มขึ้นจะสงผลใหตองใชแรงดนัเพิ่มมากขึ้น  

 นอกจากการอดัรีดแลว ยังใชโปรแกรมในการวิเคราะหการรีดโลหะแผน (Sheet Metal 
Rolling)  เพื่อหาแรงรีดและแรงบิดรีด (Rolling Force and Torque)  โดยทําการตรวจสอบความถูกตอง
โดยใชคาทั้งสองเมื่อเปรียบเทียบกบัทฤษฎขีอง Alexander และ Ford ซ่ึงผลที่ไดเปนที่นาพอใจ  แลว
จึงนําไปวิเคราะหหาแรงรีดและแรงบิดรีดทีอั่ตราสวนการลดขนาดตางๆเพื่อเปรียบเทยีบกับผลการ
ทดลองของ Sim [24] รวมทั้งเปรียบเทียบผลอณุหภูมิกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่ใชเอลิเมนตแบบ
ส่ีเหล่ียมของ O.C. Zienkiewicz [17] ซ่ึงผลที่ไดแตกตางกันในระดบัที่ยอมรับได  นอกจากนีย้ังได
ทําการศึกษาถงึผลของการความเร็วลูกรีดตอการเพิ่มขึ้นและการกระจายอุณหภูมภิายใน  

 ในตอนสุดทายของวิทยานิพนธไดทําการประยุกตเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเพื่อที่จะใหไดผลเฉลยที่ดีที่สุดอีกทั้งประหยัดเวลาในการคํานวณและประหยัดหนวยความจํา
ของเครื่องคอมพิวเตอรใหมากที่สุด  โดยอาศัยหลักการที่วาบริเวณใดมอัีตราการเปลี่ยนแปลงความชัน
สูงบริเวณนัน้ควรมีความถี่ของเอลิเมนตมากกวาบริเวณทีม่ีอัตราการเปลี่ยนแปลงของความชันต่ํา  ซ่ึง
ไดยกตัวอยางการอัดรีดแบบอัตราสวนการลดขนาด 0.5 และการรีดโลหะแผนที่มอัีตราสวนการลด
ขนาด 0.33 ซ่ึงทั้งสองปญหาจะเห็นผลการลูเขาของการกระจายคําตอบอยางชัดเจน ซ่ึงผลเฉลยที่ไดจะ
ดีกวากรณีที่ไมไดใชเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนต อีกทั้งจํานวนสมการของปญหายัง
นอยกวาทําใหประหยดัเวลาในการคํานวณและหนวยความจําของเครื่องไดเปนอยางมาก 
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8.2 ปญหาที่พบ 
 

เนื่องจากวาแนวความคดิของวิทยานพินธเปนการประยุกตเอาทฤษฎทีางดานกลศาสตรของ
ไหลมาใชในการแกปญหาทางดานกลศาสตรของแข็ง ผนวกกับการประยุกตเอาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตมาใชแกปญหา   ดังนั้นการทําความเขาใจลักษณะทางกายภาพของปญหาและความเขาใจในการ
ผสมผสานศาสตรทั้งหมดเขาดวยกันจึงเปนสิ่งที่จําเปน  และเนื่องจากปญหาเปนแบบไมเชงิเสน 
(Nonlinear)  จึงตองมีกระบวนการทําซ้ํา (Iteration) เพื่อใหไดคําตอบที่ถูกตอง ดังนั้นหากมีความ
ผิดพลาดเพียงเล็กนอยกจ็ะนาํไปสูการลูออกของคําตอบ  โดยปญหาทีพ่บสวนใหญจะเปนปญหาทีม่า
จากการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตไมถูกตอง ซ่ึงนําไปสูการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่
ไมถูกตอง หรือหากวาถูกตองในทุกขั้นตอนแตขาดความเขาใจในระเบียบวิธีเชิงตวัเลขก็จะนําไปสู
การลูออกของคําตอบเชนเดยีวกัน  ดังเชนคาของความหนืดในระบบสมการเชิงอนุพันธ  จะเหน็วา
หากระบบมีอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผลต่ํามากจนเขาใกล 0 จะนําไปสูคาของความ
หนืดที่เขาสูอนันต  ซ่ึงเปนผลทําใหเกิดการลูออกของคําตอบ  เชนนี้เปนตน  ดังนัน้ในการทํางานทุก
ขั้นตอนไมวาจะเปนการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต  หรือการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร  
ตองกระทําอยางระมัดระวัง และตองมีการตรวจสอบในทุกขั้นตอนอยางถี่ถวน 
  

8.3  ขอเสนอแนะ 
 
 เนื่องจากวิทยานิพนธฉบับนี้เปนพื้นฐานสําคัญของการวิเคราะหการไหลของโลหะ ดังนั้น
สามารถอาศัยหลักการเดยีวกันนี้ขยายผลในการวิเคราะหการไหลของโลหะในดานอื่นๆ รวมถึงการ
พัฒนาโปรแกรมที่มีอยูใหมปีระสิทธิภาพมากขึ้น ทั้งหมดสามารถกระทําไดในหลายแนวทางดวยกัน
ดังเชน 

1.  การเลือกใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม (Quadrilateral Element) ส่ีจุดตอ หรือส่ีเหล่ียมแปดจุดตอ  ก็
เปนอีกทางเลอืกหนึ่งทีจ่ะทาํใหประสิทธภิาพในการคํานวณสูงขึ้น เนื่องจากเอลิเมนตประเภทนี้จะ
ใหผลเฉลยที่ใกลเคียงกันกับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ  แตส้ินเปลืองจํานวนสมการนอยกวา 
2. สามารถใชทฤษฎีในลกัษณะเดยีวกนันี้สําหรับวิเคราะหการอัดรดีทรงกระบอกโดยทําการเปลี่ยน 
สมการเชิงอนุพันธทั้ง 4 สมการใหอยูในรูปของระบบพิกัดแบบทรงกระบอก (Cylindrical 
Coordinate) และใชเอลิเมนตแบบสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric Element) 
3.  สามารถประยุกตเอลิเมนตแบบสามมิติเพื่อใชในการคํานวณการอัดรีดในสามมิติ ซ่ึงจะเกิด
ประโยชนอยางมากเนื่องจากการอัดรีดแบบสามมิติมีอยูมากมายในอุตสาหกรรมการอัดรีด 
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4.  สามารถพัฒนาโปรแกรมใหสามารถวเิคราะหการอัดรีดในลักษณะของภาวะชั่วครู    (Transient 
State) ซ่ึงเปนจุดเริ่มตนของการวิเคราะหปญหาการอัดขึ้นรูป (Forging) และการปมขึ้นรูป (Stamping) 
5.   สามารถทําการประยกุตการถายเทความรอนผานขอบของปญหาไมวาจะเปนการอัดรีดหรือการรีด 
สูอากาศ  และสูแทนบรรจุ  หรือสูลูกรีดสําหรับปญหาการรีด เพื่อที่จะศึกษาการกระจายความรอนทั้ง
ในโลหะเองและแทนบรรจหุรือลูกรีด  ซ่ึงจะเปนประโยชนในการนําไปออกแบบแทนบรรจุและ
แมพิมพ รวมทั้งลูกรีดสาํหรับการรีดโลหะแผน 
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ภาคผนวก 



ภาคผนวก ก 
โปรแกรมคอมพิวเตอร MTFlow(v1) 

 
 

ก.1  รายละเอียดโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
 
 
PROGRAM MTFlow_v1         
 
C     **************************************************************** 
C     *                            * 
C     * A FINITE ELEMENT COMPUTER PROGRAM FOR SOLVING THE METAL FLOW *  
C     * UNDER PLANE STRAIN EXTRUSION PROBLEM.      * 
C     *                 * 
C     *                                          CHAIYARIT OUPICHIT  * 
C     *                       * 
C     **************************************************************** 
 
 
C     THE VALUES DECLARED IN THE PARAMETER STATEMENT BELOW SHOULD 
C     BE ADJUSTED ACCORDING TO THE SIZE OF THE PROBLEMS AND TYPES 
C     OF COMPUTERS: 
C         MXPOIV = MAXIMUM NUMBER OF VELOCITY NODES IN THE MODEL 
C         MXPOIP = MAXIMUM NUMBER OF PRESSURE NODES IN THE MODEL  
C         MXELE  = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
C 
      PARAMETER (MXPOIV=971, MXPOIP=264, MXELE=444) 
      PARAMETER (MXNEQ=2*MXPOIV+MXPOIP) 
 
      IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2), TEXT(20)  
      DIMENSION  UVEL(MXPOIV), VVEL(MXPOIV), PRES(MXPOIV) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ), SOL(MXNEQ) 
      DIMENSION  VISCOUS(MXELE), SOL_O(MXNEQ),STRINV(MXELE) 
 
      CHARACTER*20  NAME1, NAME2 
      CHARACTER*10  ATIME,ADATE 
  
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
      INTEGER  IBCU(MXPOIV), IBCV(MXPOIV), IBCP(MXPOIV) 
 
C     ********************************************************** 
C                        READ INPUT FILE 
C     ********************************************************** 
C 
C     OPEN INPUT FILE 
C 
   10 WRITE(6,20)                                 
   20 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:', /) 
      READ(5,'(A)',ERR=10) NAME1 
      OPEN(UNIT=7, FILE=NAME1, STATUS='OLD', ERR=10) 
C 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 132

C     OPEN OUTPUT FILES 
C 
   11 WRITE(6,21) 
   21 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE RESULT FILE NAME:',/) 
      READ(5,'(A)',ERR=11) NAME2 
      OPEN(UNIT=8 ,FILE=NAME2, STATUS='NEW' ,ERR=11) 
      OPEN(UNIT=9 ,FILE='CHECK.OUT',STATUS='UNKNOWN') 
      OPEN(UNIT=10,FILE='CONV.OUT' ,STATUS='UNKNOWN') 
C 
C     READ TITLE OF COMPUTATION:  
C 
      READ(7,*)  NLINES 
      DO 100  ILINE=1,NLINES 
      READ(7,1) TEXT 
    1 FORMAT(20A4) 
  100 CONTINUE 
C 
C     READ INPUT DATA: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,104) 
  104 FORMAT('   NPOIV   NPOIP   NELEM ') 
      READ(7,*)    NPOIV, NPOIP, NELEM  
      WRITE(9,105) NPOIV, NPOIP, NELEM 
  105 FORMAT(4I8) 
      IF(NPOIV.GT.MXPOIV)  WRITE(6,110) NPOIV 
  110 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOIV TO',I5) 
      IF(NPOIV.GT.MXPOIV)  STOP 
      IF(NPOIP.GT.MXPOIP)  WRITE(6,120) NPOIP 
  120 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOIP TO',I5) 
      IF(NPOIP.GT.MXPOIP)  STOP 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  WRITE(6,130) NELEM 
  130 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXELE TO',I5) 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  STOP 
C 
C     READ MATERIAL PROPERTIES: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,134) 
  134 FORMAT('     YIELD STRESS    INITIAL VISCOSITY     MAX ITERATION') 
      READ(7,*)  YIELD , VIS ,MITER 
      WRITE(9,135)  YIELD , VIS ,MITER 
  135 FORMAT(2E12.4,I4) 
C 
C     READ NODAL COORDINATES, BOUNDARY CONDITIONS, THEIR VALUES: 
C     REQUIREMENT:  MAIN NODES MUST BE NUMBERED FIRST 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,138)  NPOIV 
  138 FORMAT(' NODAL INFORMATION (NODE NO., U-V-P BC, X-Y COORD,', 
     *       ' U-V-P VALUES): [', I4, ']'                          ) 
      DO 150  IP=1,NPOIV 
      READ(7,*)    I, IBCU(I), IBCV(I), IBCP(I), 
     *             (COORD(I,K), K=1,2), UVEL(I), VVEL(I), PRES(I) 
      WRITE(9,152) I, IBCU(I), IBCV(I), IBCP(I), 
     *             (COORD(I,K), K=1,2), UVEL(I), VVEL(I), PRES(I)   
  152 FORMAT(I6, 3I4, 5E12.4) 
      IF(I.NE.IP)  WRITE(6,155) IP 
  155 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IP) STOP 
  150 CONTINUE 
C 
C     READ ELEMENT NODAL CONNECTIONS: 
C 
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      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,157) NELEM 
  157 FORMAT(' ELEMENT NODAL CONNECTIONS: [', I4, ']') 
      DO 160  IE=1,NELEM 
      READ(7,*)    I, (INTMAT(I,J), J=1,6) 
      WRITE(9,162) I, (INTMAT(I,J), J=1,6)  
  162 FORMAT(7I8) 
      IF(I.NE.IE)  WRITE(6,165) IE 
  165 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IE) STOP 
  160 CONTINUE 
 
      WRITE(6,220)  NPOIV, NPOIP, NELEM  
  220 FORMAT(/,' *** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF:', /, 
     *         '         NUMBER OF VELOCITY NODES    =', I6, /, 
     *         '         NUMBER OF PRESSURE NODES    =', I6, /, 
     *         '         NUMBER OF ELEMENTS          =', I6 ) 
C     
C     BUILD UP THE ELEMENTS VISCOSITY FOR THE FIRST ITERATION 
C 
      DO 226  IE  = 1,NELEM 
      VISCOUS(IE) = VIS 
  226 CONTINUE 
C 
C     ESTABLISH ALL ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM TO FORM 
C     FORM UP SYSTEM EQUATIONS 
C 
C     ********************************************************** 
C                        MAIN ITERATION 
C     ********************************************************** 
C 
      DO 1000  LOOP = 1,MITER 
 
      WRITE(6,225) LOOP 
  225 FORMAT (/,10X,' ***************************', 
     *        /,10X,' ***** ITERATION NO.',I2,' *****', 
     *        /,10X,' ***************************') 
 
      NEQ = 2*NPOIV + NPOIP 
      DO 180  I=1,NEQ 
      SYSR(I) = 0. 
  180 CONTINUE 
      DO 190  I=1,NEQ 
      DO 190  J=1,NEQ 
      SYSK(I,J) = 0. 
  190 CONTINUE 
 
      WRITE(6,230) 
  230 FORMAT(/,' *** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND', 
     *         ' ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS ***'     ) 
      CALL TRI(NPOIV, NPOIP,  NELEM  ,   NEQ, 
     *     VISCOUS,  COORD, INTMAT, INTMATF, 
     *     SYSK, SYSR, MXPOIV,  MXELE  , MXNEQ) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS OF NODAL VELOCITIES AND PRESSURE 
C 
      WRITE(6,240) 
  240 FORMAT(/,' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS OF NODAL',  
     *         ' VELOCITIES AND PRESSURES ***'             ) 
      CALL APPLYBC(NPOIV, NPOIP,  NEQ, IBCU, IBCV,   IBCP, 
     *             SYSK,  SYSR, UVEL, VVEL, PRES, MXPOIV, 
     *             MXPOIP, MXNEQ                          ) 
C 
C     SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS SYSTEM EQUATIONS FOR SOLUTIONS 
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C 
      WRITE(6,250) 
  250 FORMAT(/,' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQS. FOR', 
     *         ' VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS ***'       ) 
      WRITE(6,260)  NEQ 
  260 FORMAT(5X,'( TOTAL OF', I5,' EQUATIONS TO BE SOLVED )') 
      CALL GAUSS(NEQ, SYSK, SYSR, SOL, MXNEQ) 
C 
C     CHECK CONVERGENCE 
C 
      IF (LOOP.EQ.1) GOTO 900 
      WRITE(6,670) 
  670 FORMAT(/,'*** CHECKING CONVERGENCE ***') 
      CALL CONVERGE (MXNEQ,MXPOIV,MXPOIP,SOL,SOL_O,TOLV,TOLP 
     *               ,NPOIV,NPOIP,NEQ)    
C 
C     PRINT OUT TOLERANCE 
C 
      IF(LOOP.EQ.2)THEN 
      WRITE(10,500) 
  500 FORMAT (/,12X,'*****************************************',/, 
     *          12X,'*              MTFlow(v1)               *',/, 
     *          12X,'*    VELOCITY AND PRESSURE TOLERANCE    *',/, 
     *          12X,'*****************************************') 
      WRITE(10,505) 
  505 FORMAT(/,5X,'LOOP',10X,'VELOCITY TOLERANCE',10X, 
     *       'PRESSURE TOLERANCE') 
      ENDIF 
   
      WRITE(10,510) LOOP,TOLV,TOLP 
  510 FORMAT(5X,I3,13X,F12.4,16X,F12.4) 
 
      WRITE(6,370) TOLV,TOLP 
  370 FORMAT(/,'  VELOCITY TOLERANCE =',F12.4,/, 
     *         '  PRESSURE TOLERANCE =',F12.4   ) 
 
      IF (TOLV.LE.1.0.AND.TOLP.LE.1.0) GOTO 1100 
 
  900 CONTINUE 
C 
C     SOLVE FOR NEW ELEMENT VISCOSITY 
C 
      WRITE(6,265) 
  265 FORMAT(/,'*** SOLVING FOR THE NEW SET OF VISCOSITY ***') 
      CALL ELEVIS (NPOIV,NPOIP,NELEM,NEQ,COORD,INTMAT,SOL 
     *             ,VISCOUS,MXPOIV,YIELD,MXELE,STRINV)   
C 
C     SAVE THE RESULTS HISTORY 
C 
      DO 910 I=1,NEQ 
      SOL_O(I)=SOL(I) 
  910 CONTINUE 
 
 1000 CONTINUE 
C 
C     WHEN THE MAIN ITERATION REACH THE MITER PARAMETER  
C     
      WRITE (6,1010) 
 1010 FORMAT (/,'****** SOLUTIONS DO NOT CONVERGE ******') 
      STOP 
 
 1100 CONTINUE 
 
C        
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C     ********************************************************** 
C                       PRINT OUT SOLUTIONS  
C     ********************************************************** 
C 
C     ROUND-OFF SOLUTION VALUES FOR NEAT OUTPUT: 
C 
      ROFF = 1.E-6 
      DO 890  IEQ=1,NEQ 
      IF(ABS(SOL(IEQ)).LT.ROFF)  SOL(IEQ) = 0. 
  890 CONTINUE 
C 
C     WRITE OUTPUT FILE 
C 
      WRITE(8,850) 
  850 FORMAT (/,8X,'*****************************************',/, 
     *          8X,'*              MTFlow(v1)               *',/, 
     *          8X,'* NODAL VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS *',/, 
     *          8X,'*****************************************') 
C 
C     DATE AND TIME RECORD 
C 
      CALL DATE(ADATE) 
      CALL TIME(ATIME) 
      WRITE(8,855)ADATE,ATIME  
  855 FORMAT(/,8X,A10,3X,A10 )  
 
      WRITE(8,860) NPOIV,NPOIP 
  860 FORMAT(/,8X,'NUMBER OF VELOCITY NODES : ' ,I5,/, 
     *         8X,'NUMBER OF PRESSURE NODES : ' ,I5) 
 
      WRITE(8,800) 
  800 FORMAT(/,'    NODE    U-VELOCITY      V-VELOCITY      PRESSURE',/) 
 
      DO 810 I=1,NPOIP 
      WRITE(8,820) I , SOL(I) , SOL(I+NPOIV) , SOL(I+2*NPOIV) 
  820 FORMAT(I6,3E16.6 ) 
  810 CONTINUE 
 
      DO 830 I=NPOIP+1,NPOIV 
      WRITE(8,840) I , SOL(I) , SOL(I+NPOIV) 
  840 FORMAT(I6,2E16.6) 
  830 CONTINUE 
 
      STOP 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE APPLYBC(NPOIV, NPOIP,  NEQ, IBCU, IBCV,   IBCP, 
     *                   SYSK,  SYSR, UVEL, VVEL, PRES, MXPOIV, 
     *                   MXPOIP, MXNEQ                          ) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL VELOCITIES AND PRESSURES 
C     WITH CONDITION CODES OF: 
C           0 = FREE TO CHANGE (TO BE COMPUTED) 
C           1 = FIXED AS SPECIFIED 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  UVEL(MXPOIV), VVEL(MXPOIV), PRES(MXPOIV) 
C 
      INTEGER  IBCU(MXPOIV), IBCV(MXPOIV), IBCP(MXPOIV) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL U-VELOCITIES: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 136

 
C 
      IEQ1 = 1 
      IEQ2 = NPOIV 
      DO 100  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQU = IEQ 
      IF(IBCU(IEQU).EQ.0)  GO TO 100 
C 
      DO 110  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 110 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*UVEL(IEQU) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  110 CONTINUE 
C 
      DO 120  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  120 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = UVEL(IEQU) 
C 
  100 CONTINUE 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL V-VELOCITIES: 
C 
      IEQ1 = NPOIV + 1 
      IEQ2 = 2*NPOIV 
      DO 200  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQV = IEQ - NPOIV 
      IF(IBCV(IEQV).EQ.0)  GO TO 200 
C 
      DO 210  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 210 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*VVEL(IEQV) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  210 CONTINUE 
C 
      DO 220  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  220 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = VVEL(IEQV) 
C 
  200 CONTINUE 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL PRESSURES: 
C 
      IEQ1 = 2*NPOIV + 1 
      IEQ2 = NEQ 
      DO 300  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQP = IEQ - 2*NPOIV 
      IF(IBCP(IEQP).EQ.0)  GO TO 300 
C 
      DO 310  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 310 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*PRES(IEQP) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  310 CONTINUE 
C 
      DO 320  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  320 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = PRES(IEQP) 
C 
  300 CONTINUE 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 137

C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE ASSMBLE(IE, INTMAT, AKELE,  RELE,  SYSK, SYSR, 
     *                   NPOIV,    NEQ, NELEM, MXNEQ, MXELE ) 
C 
C     ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  AKELE(15,15), RELE(15) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM STIFFNESS MATRIX 
C 
C     CONTRIBUTION OF COEFFICIENTS ASSOCIATED WITH U & V VELOCITIES: 
C 
      DO 100  I=1,6 
      DO 100  J=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      K  = I + 6 
      L  = J + 6 
      KK = NPOIV + II 
      LL = NPOIV + JJ 
      SYSK(II,JJ) = SYSK(II,JJ) + AKELE(I,J) 
      SYSK(II,LL) = SYSK(II,LL) + AKELE(I,L) 
      SYSK(KK,JJ) = SYSK(KK,JJ) + AKELE(K,J) 
      SYSK(KK,LL) = SYSK(KK,LL) + AKELE(K,L) 
  100 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OF COEFFICIENTS ASSOCIATED WITH PRESSURE: 
C 
      DO 200  I=1,6 
      DO 200  J=1,3 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      K  = I + 6 
      L  = J + 12 
      KK = NPOIV + II 
      LL = 2*NPOIV + JJ 
      SYSK(II,LL) = SYSK(II,LL) + AKELE(I,L) 
      SYSK(KK,LL) = SYSK(KK,LL) + AKELE(K,L) 
      SYSK(LL,II) = SYSK(LL,II) + AKELE(L,I) 
      SYSK(LL,KK) = SYSK(LL,KK) + AKELE(L,K) 
  200 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM LOAD VECTOR 
C 
C     CONTRIBUTION OF VALUES ASSOCIATED WITH U & V VELOCITIES: 
C 
      DO 300  I=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      K  = I + 6 
      KK = NPOIV + II 
      SYSR(II) = SYSR(II) + RELE(I) 
      SYSR(KK) = SYSR(KK) + RELE(K) 
  300 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OS VALUES ASSOCIATED WITH PRESSURE: 
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C 
      DO 400  I=1,3 
      II = INTMAT(IE,I) 
      K  = I + 12 
      KK = 2*NPOIV + II 
      SYSR(KK) = SYSR(KK) + RELE(K) 
  400 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE GAUSS(N, A, B, X, MXNEQ) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ), X(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM SCALING: 
C 
      CALL SCALE(N, A, B, MXNEQ) 
C 
C     FORWARD ELIMINATION: 
C 
C     PERFORM ACCORDING TO ORDER OF 'PRIME' FROM 1 TO N-1: 
C 
      DO 100  IP=1,N-1 
C 
C     PERFORM PARTIAL PIVOTING: 
C 
      CALL PIVOT(N, A, B, MXNEQ, IP) 
C 
C     LOOP OVER EACH EQUATION STARTING FROM THE ONE THAT CORRESPONDS 
C     WITH THE ORDER OF 'PRIME' PLUS ONE: 
C 
      DO 200  IE=IP+1,N 
      RATIO = A(IE,IP)/A(IP,IP) 
C 
C     COMPUTE NEW COEFFICIENTS OF THE EQUATION CONSIDERED: 
C 
      DO 300  IC=IP+1,N 
      A(IE,IC) = A(IE,IC) - RATIO*A(IP,IC) 
  300 CONTINUE 
      B(IE) = B(IE) - RATIO*B(IP) 
  200 CONTINUE 
C 
C     SET COEFFICIENTS ON LOWER LEFT PORTION TO ZERO: 
C 
      DO 400  IE=IP+1,N 
      A(IE,IP) = 0. 
  400 CONTINUE 
  100 CONTINUE 
C 
C     BACK SUBSTITUTION: 
C 
C     COMPUTE SOLUTION OF THE LAST EQUATION: 
C 
      X(N) = B(N)/A(N,N) 
C       
C     THEN COMPUTE SOLUTIONS FROM EQUATION N-1 TO 1: 
C 
      DO 500  IE=N-1,1,-1 
      SUM = 0. 
      DO 600  IC=IE+1,N 
      SUM = SUM + A(IE,IC)*X(IC) 
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  600 CONTINUE 
      X(IE) = (B(IE) - SUM)/A(IE,IE) 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE PIVOT(N, A, B, MXNEQ, IP) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)          
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM PARTIAL PIVOTING: 
C 
      JP = IP 
      BIG = ABS(A(IP,IP)) 
      DO 10  I=IP+1,N 
      AMAX = ABS(A(I,IP)) 
      IF(AMAX.GT.BIG)  THEN 
      BIG = AMAX 
      JP  = I 
      ENDIF 
   10 CONTINUE 
      IF(JP.NE.IP)  THEN 
      DO 20  J=IP,N 
      DUMY    = A(JP,J) 
      A(JP,J) = A(IP,J) 
      A(IP,J) = DUMY 
   20 CONTINUE 
      DUMY  = B(JP) 
      B(JP) = B(IP) 
      B(IP) = DUMY 
      ENDIF 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE SCALE(N, A, B, MXNEQ) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)          
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM SCALING: 
C 
      DO 10  IE=1,N 
      BIG = ABS(A(IE,1)) 
      DO 20  IC=2,N 
      AMAX = ABS(A(IE,IC)) 
      IF(AMAX.GT.BIG)  BIG = AMAX 
   20 CONTINUE 
      DO 30  IC=1,N 
      A(IE,IC) = A(IE,IC)/BIG 
   30 CONTINUE 
      B(IE) = B(IE)/BIG 
   10 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE MULMAT(A, B, C, I, J, K) 
C 
C     PERFORM MATRIX MULTIPLICATION: [C(I,K)] = [A(I,J)] [B(J,K)] 
C 
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      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(I,J), B(J,K), C(I,K) 
C 
      DO 10  IR=1,I 
      DO 10  IC=1,K 
      C(IR,IC) = 0. 
      DO 20  IS=1,J 
      C(IR,IC) = C(IR,IC) + A(IR,IS)*B(IS,IC) 
   20 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE TRI(NPOIV, NPOIP,  NELEM , NEQ, 
     *               VISCOUS,  COORD, INTMAT, INTMATF, 
     *               SYSK, SYSR, MXPOIV,  MXELE,  MXNEQ) 
C 
C     ESTABLISH ALL ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM TO FORM  
C     UP SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2), SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  A(6,6), B(3,6), C(3,6), G(3,3) 
      DIMENSION  AT(6,6), BT(6,3), CT(6,3) 
      DIMENSION  P66(6,6), P36(3,6), Q36(3,6), P63(6,3) 
      DIMENSION  AK11(6,6), AK22(6,6), AK12(6,6), AK21(6,6) 
      DIMENSION  AL1(6,3), AL2(6,3), AL1T(3,6), AL2T(3,6) 
      DIMENSION  AKELE(15,15), RELE(15) ,VISCOUS(MXELE) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     SET UP [A] MATRIX: 
C 
      DO 10  I=1,6 
      DO 10  J=1,6 
      A(I,J) = 0. 
   10 CONTINUE 
      A(1,1) =  1. 
      A(2,2) =  1. 
      A(3,3) =  1. 
      A(4,4) =  4. 
      A(5,5) =  4. 
      A(6,6) =  4. 
      A(4,2) = -1. 
      A(4,3) = -1. 
      A(5,1) = -1. 
      A(5,3) = -1. 
      A(6,1) = -1. 
      A(6,2) = -1. 
C 
C     ALSO COMPUTE [A] TRANSPOSE: 
C 
      DO 20  I=1,6 
      DO 20  J=1,6 
      AT(J,I) = A(I,J) 
   20 CONTINUE 
C 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C 
      DO 500  IE=1,NELEM 
      VISC = VISCOUS(IE) 
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C 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
C 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,5)  IE 
    5 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
     *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
     *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
     *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
C 
      AREA2 = 2.*AREA 
      B1 = (YG2 - YG3)/AREA2 
      B2 = (YG3 - YG1)/AREA2 
      B3 = (YG1 - YG2)/AREA2 
      C1 = (XG3 - XG2)/AREA2 
      C2 = (XG1 - XG3)/AREA2 
      C3 = (XG2 - XG1)/AREA2 
C 
C     SET UP [B] AND [C] MATRICES: 
C 
      DO 30  I=1,3 
      DO 30  J=1,6 
      B(I,J) = 0. 
      C(I,J) = 0. 
   30 CONTINUE 
      B(1,1) = 2.*B1 
      B(1,5) = B3 
      B(1,6) = B2 
      B(2,2) = 2.*B2 
      B(2,4) = B3 
      B(2,6) = B1 
      B(3,3) = 2.*B3 
      B(3,4) = B2 
      B(3,5) = B1 
      C(1,1) = 2.*C1 
      C(1,5) = C3 
      C(1,6) = C2 
      C(2,2) = 2.*C2 
      C(2,4) = C3 
      C(2,6) = C1 
      C(3,3) = 2.*C3 
      C(3,4) = C2 
      C(3,5) = C1 
C 
C     COMPUTE [B] AND [C] TRANSPOSE: 
C 
      DO 40  I=1,3 
      DO 40  J=1,6 
      BT(J,I) = B(I,J) 
      CT(J,I) = C(I,J) 
   40 CONTINUE 
C 
C     SET UP [G] MATRIX: 
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C 
      FAC  = AREA/12. 
      FAC2 = 2.*FAC 
      G(1,1) = FAC2 
      G(2,2) = FAC2 
      G(3,3) = FAC2 
      G(1,2) = FAC 
      G(1,3) = FAC 
      G(2,1) = FAC 
      G(2,3) = FAC 
      G(3,1) = FAC 
      G(3,2) = FAC 
C 
C     COMPUTE [K11] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( B,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(BT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK11, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE [K22] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( C,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(CT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK22, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE [K12] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( B,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(CT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK12, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE ACTUAL [K11], [K22], [K12], AND [K21]: 
C 
      DO 50  I=1,6 
      DO 50  J=1,6 
      AK11(I,J) = VISC*AK11(I,J) 
      AK22(I,J) = VISC*AK22(I,J) 
      AK12(I,J) = VISC*AK12(I,J) 
      AK21(J,I) = AK12(I,J) 
   50 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE [L1] AND [L2] MATRICES: 
C 
      CALL MULMAT(BT,   G, P63, 6, 3, 3) 
      CALL MULMAT(AT, P63, AL1, 6, 6, 3) 
      CALL MULMAT(CT,   G, P63, 6, 3, 3) 
      CALL MULMAT(AT, P63, AL2, 6, 6, 3) 
C 
      DO 60  I=1,6 
      DO 60  J=1,3 
      AL1(I,J)  = -AL1(I,J) 
      AL2(I,J)  = -AL2(I,J) 
      AL1T(J,I) =  AL1(I,J) 
      AL2T(J,I) =  AL2(I,J) 
   60 CONTINUE 
C 
C     FORM UP ELEMENT STIFFNESS MATRIX AND LOAD VECTOR: 
C 
      DO 100  I=1,15 
      RELE(I) = 0. 
      DO 100  J=1,15 
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  AKELE(I,J) = 0. 
  100 CONTINUE 
C 
      DO 110  I=1,6 
      DO 120  J=1,6 
      AKELE(I  ,J  ) = 2.*AK11(I,J) + AK22(I,J) 
      AKELE(I+6,J+6) = AK11(I,J) + 2.*AK22(I,J) 
      AKELE(I  ,J+6) = AK12(I,J) 
      AKELE(I+6,J  ) = AK21(I,J) 
  120 CONTINUE 
      DO 130  J=1,3 
      AKELE(I  ,J+12) = AL1(I,J) 
      AKELE(I+6,J+12) = AL2(I,J) 
  130 CONTINUE 
  110 CONTINUE 
      DO 140  I=1,3 
      DO 140  J=1,6 
      AKELE(I+12,J  ) = AL1T(I,J) 
      AKELE(I+12,J+6) = AL2T(I,J) 
  140 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLE THESE ELEMENT MATRICES TO FORM SYSTEM EQUATIONS: 
C 
      CALL ASSMBLE(   IE, INTMAT, AKELE,  RELE,  SYSK, SYSR, 
     *             NPOIV,    NEQ, NELEM, MXNEQ, MXELE      ) 
C 
  500 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C------------------------------------------------------------------ 
C 
      SUBROUTINE ELEVIS (NPOIV,NPOIP,NELEM,NEQ,COORD,INTMAT,SOL 
     *                    ,VISCOUS,MXPOIV,YIELD,MXELE,STRINV) 
C             
C     SUBROUTINE FOR COMPUTE NONLINEAR VISCOSITY 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2) , VISCOUS(NELEM) , STRINV(NELEM) 
     *           ,SOL(NEQ) 
      INTEGER INTMAT(MXELE,6) 
      DO 500   IE = 1,NELEM 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      B1 = (YG2 - YG3) 
      B2 = (YG3 - YG1) 
      B3 = (YG1 - YG2) 
      C1 = (XG3 - XG2) 
      C2 = (XG1 - XG3) 
      C3 = (XG2 - XG1) 
      U1 = SOL(II) 
      U2 = SOL(JJ) 
      U3 = SOL(KK) 
      V1 = SOL(II+NPOIV) 
      V2 = SOL(JJ+NPOIV) 
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      V3 = SOL(KK+NPOIV) 
      STR_X  = (B1*U1+B2*U2+B3*U3)/(2.*AREA) 
      STR_Y  = (C1*V1+C2*V2+C3*V3)/(2.*AREA) 
      STR_XY = (C1*U1+C2*U2+C3*U3+B1*V1+B2*V2+B3*V3)/(4.*AREA) 
      STRINV(IE) = SQRT(2.*(STR_X*STR_X+STR_Y*STR_Y+STR_XY*STR_XY*2.)) 
      VISCOUS(IE) = YIELD/(SQRT(3.)*STRINV(IE)) 
      IF (VISCOUS(IE).GT.1.E6)   VISCOUS(IE)=1.E6 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE CONVERGE (MXNEQ,MXPOIV,MXPOIP,SOL,SOL_O,TOLV,TOLP 
     *                     ,NPOIV,NPOIP,NEQ)  
C 
C     SUBROUTINE FOR COMPUTE THE CONVERGENCE CRITERIA 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION SOL(MXNEQ),SOL_V(MXPOIV),SOL_P(MXPOIP),SOL_O(MXNEQ) 
      DIMENSION SOL_NV(MXPOIV),SOL_NP(MXPOIP) 
 
      DO 100  IV = 1,NPOIV 
      SOL_V(IV) = SQRT((SOL(IV))**2.+(SOL(IV+NPOIV))**2.) 
      SOL_NV(IV)= SQRT((SOL_O(IV))**2.+(SOL_O(IV+NPOIV))**2.) 
  100 CONTINUE 
 
      DO 200  IP = 1,NPOIP  
      SOL_P(IP) = SOL(IP+(2.*NPOIV)) 
      SOL_NP(IP)= SOL_O(IP+(2.*NPOIV)) 
  200 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE THE NECESSARY PARAMETERS  
C  
      AAA = 0. 
      BBB = 0. 
      CCC = 0. 
      DDD = 0. 
 
      DO 300  J = 1,NPOIV 
      AA  = (SOL_V(J)-SOL_NV(J))**2. 
      AAA = AAA + AA 
      BB  = (SOL_NV(J))**2 
      BBB = BBB + BB 
  300 CONTINUE 
 
      DO 400  K = 1,NPOIP 
      CC  = SOL_P(K) 
      CCC = CCC + CC 
      DD  = SOL_NP(K) 
      DDD = DDD + DD 
  400 CONTINUE 
 
      TOLV = SQRT(AAA/BBB)*100. 
      TOLP = ABS((DDD-CCC)/DDD)*100. 
 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
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ก.2  ตัวอยางปญหา 

 ในหวัขอนี้จะยกตวัอยางปญหาเพื่อใหเกดิความชัดเจนในเรื่องของการสรางไฟลขอมูลโดย 
เฉพาะการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  รวมไปถึงแสดงลักษณะของไฟลผลลัพธ  ขนาดของเอลิเมนตใน
ตัวอยางนี้ใชเอลิเมนตขนาดใหญเพื่อที่จะลดพื้นที่ในการนําเสนอ  ดังนั้นคําตอบจึงไมแมนตรง
เทาที่ควร  ในการวิเคราะหเพื่อตองการผลจริงจึงควรที่จะลดขนาดของเอลิเมนตใหเล็กลงโดยเฉพาะ
อยางยิ่งบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของคําตอบสูงนั่นก็คอืบริเวณปลายของแมพิมพ  ลักษณะของ
ปญหาจะเปนปญหาการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.6  วัสดุมีคาความเคนคราก 1,500 kg/cm2 
กําหนดคาความหนืดเริ่มตน 1000 kg.s/cm2  ความเร็วทางเขา 1 cm/s จํานวนรอบในการคํานวณสูงสุด 
20 รอบ แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตมีจํานวนจุดตอความเร็ว 183 จุด จุดตอความดัน 54 จุด และมี
จํานวนเอลิเมนต 76 เอลิเมนต  ลักษณะการแบงเอลิเมนตและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตไดแสดงไว
ในรูป ก.1   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมทั้งเงื่อนไขขอบเขตดังแสดงในรูปที ่ ก.1 สามารถนํามา
เขียนไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม MTFlow(v1)  ไดดังนี ้
2                                                                          
 DIRECT EXTRUSION R=0.6 WITHOUT THERMAL EFFECT                             
 MESH WITH 183 NODES AND 76 ELEMENTS                                       
     NPOIV   NPOIP   NELEM                                                 
     183      54      76                                                   

IBCV = 1 
V-Vel = 0. 

IBCU = 1 
U-Vel = 0. 

IBCP  = 1 
Pressure  = 0. 

IBCP  = 1 
Pressure  = 0. 

IBCV = 1 
V-Vel = 0. 

IBCU=IBCV = 1 
U-Vel = 1. cm/s 
V-Vel = 0. 

รูปที่ ก.1  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขต 
                สําหรับตัวอยางการใชโปรแกรม MTFlow(v1) 
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   YIELD CRITERIA   INITIAL VISCOSITY   MAX ITERATION                      
      1500.00            1000.00              20                           
 NODE   IBCU   IBCV   IBCP       X-COOR  Y-COOR        V-VEL  U-VEL PRESSU 
   1      0     1      0         14.000    .000         .000   .000   .000 
   2      0     1      0         16.000    .000         .000   .000   .000 
   3      0     1      0         18.000    .000         .000   .000   .000 
   4      0     1      1         20.000    .000         .000   .000   .000 
   5      0     0      0         12.000   2.000         .000   .000   .000 
   6      0     0      0         14.000   2.000         .000   .000   .000 
   7      0     0      0         16.000   2.000         .000   .000   .000 
   8      0     0      0         18.000   2.000         .000   .000   .000 
   9      0     0      1         20.000   2.000         .000   .000   .000 
  10      0     0      1         14.000   4.000         .000   .000   .000 
  11      0     0      1         16.000   4.000         .000   .000   .000 
  12      0     0      1         18.000   4.000         .000   .000   .000 
  13      0     0      1         20.000   4.000         .000   .000   .000 
  14      1     1      0           .000    .000        1.000   .000   .000 
  15      0     1      0          2.000    .000         .000   .000   .000 
  16      0     1      0          4.000    .000         .000   .000   .000 
  17      0     1      0          6.000    .000         .000   .000   .000 
  18      0     1      0          8.000    .000         .000   .000   .000 
  19      0     1      0         10.000    .000         .000   .000   .000 
  20      0     1      0         12.000    .000         .000   .000   .000 
  21      1     1      0           .000   2.000        1.000   .000   .000 
  22      0     0      0          2.000   2.000         .000   .000   .000 
  23      0     0      0          4.000   2.000         .000   .000   .000 
  24      0     0      0          6.000   2.000         .000   .000   .000 
  25      0     0      0          8.000   2.000         .000   .000   .000 
  26      0     0      0         10.000   2.000         .000   .000   .000 
  27      1     1      0           .000   4.000        1.000   .000   .000 
  28      0     0      0          2.000   4.000         .000   .000   .000 
  29      0     0      0          4.000   4.000         .000   .000   .000 
  30      0     0      0          6.000   4.000         .000   .000   .000 
  31      0     0      0          8.000   4.000         .000   .000   .000 
  32      0     0      0         10.000   4.000         .000   .000   .000 
  33      1     0      0         12.000   4.000         .000   .000   .000 
  34      1     1      0           .000   6.000        1.000   .000   .000 
  35      0     0      0          2.000   6.000         .000   .000   .000 
  36      0     0      0          4.000   6.000         .000   .000   .000 
  37      0     0      0          6.000   6.000         .000   .000   .000 
  38      0     0      0          8.000   6.000         .000   .000   .000 
  39      0     0      0         10.000   6.000         .000   .000   .000 
  40      1     0      0         12.000   6.000         .000   .000   .000 
  41      1     1      0           .000   8.000        1.000   .000   .000 
  42      0     0      0          2.000   8.000         .000   .000   .000 
  43      0     0      0          4.000   8.000         .000   .000   .000 
  44      0     0      0          6.000   8.000         .000   .000   .000 
  45      0     0      0          8.000   8.000         .000   .000   .000 
  46      0     0      0         10.000   8.000         .000   .000   .000 
  47      1     0      0         12.000   8.000         .000   .000   .000 
  48      1     1      0           .000  10.000        1.000   .000   .000 
  49      0     1      0          2.000  10.000         .000   .000   .000 
  50      0     1      0          4.000  10.000         .000   .000   .000 
  51      0     1      0          6.000  10.000         .000   .000   .000 
  52      0     1      0          8.000  10.000         .000   .000   .000 
  53      0     1      0         10.000  10.000         .000   .000   .000 
  54      1     1      0         12.000  10.000         .000   .000   .000 
  55      0     1     -1         15.000    .000         .000   .000   .000 
  56      0     0     -1         14.000   1.000         .000   .000   .000 
  57      0     0     -1         15.000   1.000         .000   .000   .000 
  58      0     1     -1         13.000    .000         .000   .000   .000 
  59      0     1     -1         17.000    .000         .000   .000   .000 
  60      0     0     -1         16.000   1.000         .000   .000   .000 
  61      0     0     -1         17.000   1.000         .000   .000   .000 
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  62      0     1     -1         19.000    .000         .000   .000   .000 
  63      0     0     -1         18.000   1.000         .000   .000   .000 
  64      0     0     -1         19.000   1.000         .000   .000   .000 
  65      0     0     -1         20.000   1.000         .000   .000   .000 
  66      0     0     -1         13.000   2.000         .000   .000   .000 
  67      0     0     -1         13.000   3.000         .000   .000   .000 
  68      0     0     -1         11.000   1.000         .000   .000   .000 
  69      0     0     -1         12.000   1.000         .000   .000   .000 
  70      0     0     -1         11.000   2.000         .000   .000   .000 
  71      0     0     -1         12.000   3.000         .000   .000   .000 
  72      0     0     -1         15.000   2.000         .000   .000   .000 
  73      0     0     -1         14.000   3.000         .000   .000   .000 
  74      0     0     -1         15.000   3.000         .000   .000   .000 
  75      0     0     -1         13.000   1.000         .000   .000   .000 
  76      0     0     -1         17.000   2.000         .000   .000   .000 
  77      0     0     -1         16.000   3.000         .000   .000   .000 
  78      0     0     -1         17.000   3.000         .000   .000   .000 
  79      0     0     -1         19.000   2.000         .000   .000   .000 
  80      0     0     -1         18.000   3.000         .000   .000   .000 
  81      0     0     -1         19.000   3.000         .000   .000   .000 
  82      0     0     -1         20.000   3.000         .000   .000   .000 
  83      0     0     -1         15.000   4.000         .000   .000   .000 
  84      0     0     -1         13.000   4.000         .000   .000   .000 
  85      0     0     -1         17.000   4.000         .000   .000   .000 
  86      0     0     -1         19.000   4.000         .000   .000   .000 
  87      0     1     -1          1.000    .000         .000   .000   .000 
  88      1     1     -1           .000   1.000        1.000   .000   .000 
  89      0     0     -1          1.000   1.000         .000   .000   .000 
  90      0     1     -1          3.000    .000         .000   .000   .000 
  91      0     0     -1          2.000   1.000         .000   .000   .000 
  92      0     0     -1          3.000   1.000         .000   .000   .000 
  93      0     1     -1          5.000    .000         .000   .000   .000 
  94      0     0     -1          4.000   1.000         .000   .000   .000 
  95      0     0     -1          5.000   1.000         .000   .000   .000 
  96      0     1     -1          7.000    .000         .000   .000   .000 
  97      0     0     -1          6.000   1.000         .000   .000   .000 
  98      0     0     -1          7.000   1.000         .000   .000   .000 
  99      0     1     -1          9.000    .000         .000   .000   .000 
 100      0     0     -1          8.000   1.000         .000   .000   .000 
 101      0     0     -1          9.000   1.000         .000   .000   .000 
 102      0     1     -1         11.000    .000         .000   .000   .000 
 103      0     0     -1         10.000   1.000         .000   .000   .000 
 104      0     0     -1          1.000   2.000         .000   .000   .000 
 105      1     1     -1           .000   3.000        1.000   .000   .000 
 106      0     0     -1          1.000   3.000         .000   .000   .000 
 107      0     0     -1          3.000   2.000         .000   .000   .000 
 108      0     0     -1          2.000   3.000         .000   .000   .000 
 109      0     0     -1          3.000   3.000         .000   .000   .000 
 110      0     0     -1          5.000   2.000         .000   .000   .000 
 111      0     0     -1          4.000   3.000         .000   .000   .000 
 112      0     0     -1          5.000   3.000         .000   .000   .000 
 113      0     0     -1          7.000   2.000         .000   .000   .000 
 114      0     0     -1          6.000   3.000         .000   .000   .000 
 115      0     0     -1          7.000   3.000         .000   .000   .000 
 116      0     0     -1          9.000   2.000         .000   .000   .000 
 117      0     0     -1          8.000   3.000         .000   .000   .000 
 118      0     0     -1          9.000   3.000         .000   .000   .000 
 119      0     0     -1         10.000   3.000         .000   .000   .000 
 120      0     0     -1         11.000   3.000         .000   .000   .000 
 121      0     0     -1          1.000   4.000         .000   .000   .000 
 122      1     1     -1           .000   5.000        1.000   .000   .000 
 123      0     0     -1          1.000   5.000         .000   .000   .000 
 124      0     0     -1          3.000   4.000         .000   .000   .000 
 125      0     0     -1          2.000   5.000         .000   .000   .000 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 148

 126      0     0     -1          3.000   5.000         .000   .000   .000 
 127      0     0     -1          5.000   4.000         .000   .000   .000 
 128      0     0     -1          4.000   5.000         .000   .000   .000 
 129      0     0     -1          5.000   5.000         .000   .000   .000 
 130      0     0     -1          7.000   4.000         .000   .000   .000 
 131      0     0     -1          6.000   5.000         .000   .000   .000 
 132      0     0     -1          7.000   5.000         .000   .000   .000 
 133      0     0     -1          9.000   4.000         .000   .000   .000 
 134      0     0     -1          8.000   5.000         .000   .000   .000 
 135      0     0     -1          9.000   5.000         .000   .000   .000 
 136      0     0     -1         11.000   4.000         .000   .000   .000 
 137      0     0     -1         10.000   5.000         .000   .000   .000 
 138      0     0     -1         11.000   5.000         .000   .000   .000 
 139      1     0     -1         12.000   5.000         .000   .000   .000 
 140      0     0     -1          1.000   6.000         .000   .000   .000 
 141      1     1     -1           .000   7.000        1.000   .000   .000 
 142      0     0     -1          1.000   7.000         .000   .000   .000 
 143      0     0     -1          3.000   6.000         .000   .000   .000 
 144      0     0     -1          2.000   7.000         .000   .000   .000 
 145      0     0     -1          3.000   7.000         .000   .000   .000 
 146      0     0     -1          5.000   6.000         .000   .000   .000 
 147      0     0     -1          4.000   7.000         .000   .000   .000 
 148      0     0     -1          5.000   7.000         .000   .000   .000 
 149      0     0     -1          7.000   6.000         .000   .000   .000 
 150      0     0     -1          6.000   7.000         .000   .000   .000 
 151      0     0     -1          7.000   7.000         .000   .000   .000 
 152      0     0     -1          9.000   6.000         .000   .000   .000 
 153      0     0     -1          8.000   7.000         .000   .000   .000 
 154      0     0     -1          9.000   7.000         .000   .000   .000 
 155      0     0     -1         11.000   6.000         .000   .000   .000 
 156      0     0     -1         10.000   7.000         .000   .000   .000 
 157      0     0     -1         11.000   7.000         .000   .000   .000 
 158      1     0     -1         12.000   7.000         .000   .000   .000 
 159      0     0     -1          1.000   8.000         .000   .000   .000 
 160      1     1     -1           .000   9.000        1.000   .000   .000 
 161      0     0     -1          1.000   9.000         .000   .000   .000 
 162      0     0     -1          3.000   8.000         .000   .000   .000 
 163      0     0     -1          2.000   9.000         .000   .000   .000 
 164      0     0     -1          3.000   9.000         .000   .000   .000 
 165      0     0     -1          5.000   8.000         .000   .000   .000 
 166      0     0     -1          4.000   9.000         .000   .000   .000 
 167      0     0     -1          5.000   9.000         .000   .000   .000 
 168      0     0     -1          7.000   8.000         .000   .000   .000 
 169      0     0     -1          6.000   9.000         .000   .000   .000 
 170      0     0     -1          7.000   9.000         .000   .000   .000 
 171      0     0     -1          9.000   8.000         .000   .000   .000 
 172      0     0     -1          8.000   9.000         .000   .000   .000 
 173      0     0     -1          9.000   9.000         .000   .000   .000 
 174      0     0     -1         11.000   8.000         .000   .000   .000 
 175      0     0     -1         10.000   9.000         .000   .000   .000 
 176      0     0     -1         11.000   9.000         .000   .000   .000 
 177      1     0     -1         12.000   9.000         .000   .000   .000 
 178      0     1     -1          1.000  10.000         .000   .000   .000 
 179      0     1     -1          3.000  10.000         .000   .000   .000 
 180      0     1     -1          5.000  10.000         .000   .000   .000 
 181      0     1     -1          7.000  10.000         .000   .000   .000 
 182      0     1     -1          9.000  10.000         .000   .000   .000 
 183      0     1     -1         11.000  10.000         .000   .000   .000 
 
ELEMENT NODAL CONNECTION [ 76]: 
   1    14    22    21    104     88     89 
   2    21    28    27    121    105    106 
   3    27    35    34    140    122    123 
   4    34    42    41    159    141    142 
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   5    41    49    48    178    160    161 
   6    14    15    22     91     89     87 
   7    21    22    28    108    106    104 
   8    27    28    35    125    123    121 
   9    34    35    42    144    142    140 
  10    41    42    49    163    161    159 
  11    15    23    22    107     91     92 
  12    22    29    28    124    108    109 
  13    28    36    35    143    125    126 
  14    35    43    42    162    144    145 
  15    42    50    49    179    163    164 
  16    15    16    23     94     92     90 
  17    22    23    29    111    109    107 
  18    28    29    36    128    126    124 
  19    35    36    43    147    145    143 
  20    42    43    50    166    164    162 
  21    16    24    23    110     94     95 
  22    23    30    29    127    111    112 
  23    29    37    36    146    128    129 
  24    36    44    43    165    147    148 
  25    43    51    50    180    166    167 
  26    16    17    24     97     95     93 
  27    23    24    30    114    112    110 
  28    29    30    37    131    129    127 
  29    36    37    44    150    148    146 
  30    43    44    51    169    167    165 
  31    17    25    24    113     97     98 
  32    24    31    30    130    114    115 
  33    30    38    37    149    131    132 
  34    37    45    44    168    150    151 
  35    44    52    51    181    169    170 
  36    17    18    25    100     98     96 
  37    24    25    31    117    115    113 
  38    30    31    38    134    132    130 
  39    37    38    45    153    151    149 
  40    44    45    52    172    170    168 
  41    18    26    25    116    100    101 
  42    25    32    31    133    117    118 
  43    31    39    38    152    134    135 
  44    38    46    45    171    153    154 
  45    45    53    52    182    172    173 
  46    18    19    26    103    101     99 
  47    25    26    32    119    118    116 
  48    31    32    39    137    135    133 
  49    38    39    46    156    154    152 
  50    45    46    53    175    173    171 
  51    19     5    26     70    103     68 
  52    26    33    32    136    119    120 
  53    32    40    39    155    137    138 
  54    39    47    46    174    156    157 
  55    46    54    53    183    175    176 
  56    19    20     5     69     68    102 
  57    26     5    33     71    120     70 
  58    32    33    40    139    138    136 
  59    39    40    47    158    157    155 
  60    46    47    54    177    176    174 
  61    20     6     5     66     69     75 
  62     5    10    33     84     71     67 
  63    20     1     6     56     75     58 
  64     5     6    10     73     67     66 
  65     1     7     6     72     56     57 
  66     6    11    10     83     73     74 
  67     1     2     7     60     57     55 
  68     6     7    11     77     74     72 
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  69     2     8     7     76     60     61 
  70     7    12    11     85     77     78 
  71     2     3     8     63     61     59 
  72     7     8    12     80     78     76 
  73     3     9     8     79     63     64 
  74     8    13    12     86     80     81 
  75     3     4     9     65     64     62 
  76     8     9    13     82     81     79 
 
 
 

 ผลของคําตอบไดเก็บไวในไฟลขอมูลที่ระบุชื่อไวในตอนตนของโปรแกรม  ขอมูลคําตอบจะ
อยูในรูปของความเร็วตามแนวแกนตางๆ และความดัน มีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 
        ***************************************** 
        *              MTFlow(v1)               * 
        * NODAL VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS * 
        ***************************************** 
 
        OUTPUT RECORDED ON :31-May-00    21:32:14   
 
        NUMBER OF VELOCITY NODES :   183 
        NUMBER OF PRESSURE NODES :    54 
 
    NODE    U-VELOCITY      V-VELOCITY      PRESSURE 
 
     1     .259984E+01     .000000E+00     .306955E+03 
     2     .259960E+01     .000000E+00     .227881E+02 
     3     .259949E+01     .000000E+00    -.374138E+02 
     4     .259946E+01     .000000E+00     .000000E+00 
     5     .259929E+01    -.128442E-02    -.160007E+03 
     6     .259945E+01     .139544E-03    -.198054E+03 
     7     .259946E+01     .105423E-03    -.561887E+02 
     8     .259945E+01     .417203E-04    -.227746E+02 
     9     .259944E+01     .370046E-04     .000000E+00 
    10     .259927E+01     .181367E-03     .000000E+00 
    11     .259936E+01     .598065E-04     .000000E+00 
    12     .259942E+01     .413480E-04     .000000E+00 
    13     .259942E+01     .358149E-04     .000000E+00 
    14     .100000E+01     .000000E+00     .311452E+04 
    15     .100172E+01     .000000E+00     .300652E+04 
    16     .102212E+01     .000000E+00     .250944E+04 
    17     .116264E+01     .000000E+00     .224486E+04 
    18     .164089E+01     .000000E+00     .119145E+04 
    19     .258925E+01     .000000E+00     .881245E+03 
    20     .259985E+01     .000000E+00     .119491E+04 
    21     .100000E+01     .000000E+00     .291960E+04 
    22     .100225E+01    -.495566E-02     .279982E+04 
    23     .102124E+01    -.455660E-01     .250268E+04 
    24     .112288E+01    -.228669E+00     .224387E+04 
    25     .134956E+01    -.596053E+00     .151243E+04 
    26     .199979E+01    -.658377E+00     .165930E+04 
    27     .100000E+01     .000000E+00     .289844E+04 
    28     .100111E+01    -.962805E-02     .289435E+04 
    29     .100948E+01    -.735945E-01     .281329E+04 
    30     .103273E+01    -.323570E+00     .266213E+04 
    31     .103684E+01    -.743341E+00     .253139E+04 
    32     .100234E+01    -.106791E+01     .293774E+04 
    33     .000000E+00    -.707834E+00     .114014E+04 
    34     .100000E+01     .000000E+00     .311152E+04 
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    35     .998806E+00    -.925511E-02     .311616E+04 
    36     .988954E+00    -.680660E-01     .313491E+04 
    37     .934268E+00    -.277786E+00     .319548E+04 
    38     .762738E+00    -.582812E+00     .340835E+04 
    39     .426674E+00    -.694071E+00     .348812E+04 
    40     .000000E+00    -.698636E+00     .482187E+04 
    41     .100000E+01     .000000E+00     .284683E+04 
    42     .998332E+00    -.460607E-02     .299574E+04 
    43     .982154E+00    -.395665E-01     .329977E+04 
    44     .900347E+00    -.148730E+00     .359313E+04 
    45     .669905E+00    -.301696E+00     .385179E+04 
    46     .323200E+00    -.343867E+00     .403052E+04 
    47     .000000E+00    -.283206E+00     .396157E+04 
    48     .100000E+01     .000000E+00     .333287E+04 
    49     .999648E+00     .000000E+00     .345334E+04 
    50     .984750E+00     .000000E+00     .364775E+04 
    51     .901906E+00     .000000E+00     .387553E+04 
    52     .670744E+00     .000000E+00     .404052E+04 
    53     .315040E+00     .000000E+00     .402930E+04 
    54     .000000E+00     .000000E+00     .395505E+04 
    55     .259971E+01     .000000E+00 
    56     .259974E+01     .127619E-03 
    57     .259963E+01     .115420E-03 
    58     .259993E+01     .000000E+00 
    59     .259954E+01     .000000E+00 
    60     .259956E+01     .758356E-04 
    61     .259951E+01     .457412E-04 
    62     .259947E+01     .000000E+00 
    63     .259948E+01     .256954E-04 
    64     .259946E+01     .185481E-04 
    65     .259945E+01     .221097E-04 
    66     .259944E+01    -.114300E-03 
    67     .259888E+01    -.146438E-03 
    68     .259743E+01    -.568831E-02 
    69     .259972E+01    -.299514E-03 
    70     .242115E+01    -.384396E+00 
    71     .210935E+01    -.411481E+00 
    72     .259945E+01     .145818E-03 
    73     .259920E+01     .973566E-04 
    74     .259931E+01     .102603E-03 
    75     .259983E+01     .660039E-04 
    76     .259945E+01     .684597E-04 
    77     .259937E+01     .829105E-04 
    78     .259941E+01     .626057E-04 
    79     .259944E+01     .318587E-04 
    80     .259942E+01     .437465E-04 
    81     .259942E+01     .360067E-04 
    82     .259942E+01     .396826E-04 
    83     .259932E+01     .807676E-04 
    84     .195157E+01     .326024E+00 
    85     .259940E+01     .550372E-04 
    86     .259942E+01     .350325E-04 
    87     .100062E+01     .000000E+00 
    88     .100000E+01     .000000E+00 
    89     .100065E+01    -.106829E-02 
    90     .101160E+01     .000000E+00 
    91     .100195E+01    -.246238E-02 
    92     .100994E+01    -.130774E-01 
    93     .108170E+01     .000000E+00 
    94     .102382E+01    -.244406E-01 
    95     .106786E+01    -.775519E-01 
    96     .141823E+01     .000000E+00 
    97     .116356E+01    -.124614E+00 
    98     .131386E+01    -.258355E+00 
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    99     .207627E+01     .000000E+00 
   100     .157012E+01    -.324775E+00 
   101     .188099E+01    -.418133E+00 
   102     .259601E+01     .000000E+00 
   103     .236728E+01    -.330201E+00 
   104     .100102E+01    -.215363E-02 
   105     .100000E+01     .000000E+00 
   106     .100064E+01    -.360576E-02 
   107     .101181E+01    -.230696E-01 
   108     .100155E+01    -.778319E-02 
   109     .100748E+01    -.341765E-01 
   110     .107067E+01    -.128255E+00 
   111     .101515E+01    -.642012E-01 
   112     .103787E+01    -.175171E+00 
   113     .125875E+01    -.403954E+00 
   114     .107583E+01    -.297461E+00 
   115     .112219E+01    -.508971E+00 
   116     .162218E+01    -.696284E+00 
   117     .118714E+01    -.732043E+00 
   118     .123157E+01    -.898635E+00 
   119     .155225E+01    -.102032E+01 
   120     .183738E+01    -.967611E+00 
   121     .100047E+01    -.449811E-02 
   122     .100000E+01     .000000E+00 
   123     .999672E+00    -.467945E-02 
   124     .100565E+01    -.398923E-01 
   125     .999401E+00    -.105685E-01 
   126     .997336E+00    -.402155E-01 
   127     .102540E+01    -.195533E+00 
   128     .995117E+00    -.769462E-01 
   129     .982234E+00    -.188231E+00 
   130     .105015E+01    -.539299E+00 
   131     .964160E+00    -.322150E+00 
   132     .921016E+00    -.499331E+00 
   133     .102297E+01    -.921709E+00 
   134     .857185E+00    -.699853E+00 
   135     .755991E+00    -.798951E+00 
   136     .779200E+00    -.113989E+01 
   137     .578314E+00    -.932034E+00 
   138     .383616E+00    -.988861E+00 
   139     .000000E+00    -.992703E+00 
   140     .999649E+00    -.408629E-02 
   141     .100000E+01     .000000E+00 
   142     .999109E+00    -.235461E-02 
   143     .995290E+00    -.369908E-01 
   144     .997339E+00    -.740227E-02 
   145     .990375E+00    -.265460E-01 
   146     .968944E+00    -.171533E+00 
   147     .978861E+00    -.573516E-01 
   148     .948397E+00    -.123800E+00 
   149     .860817E+00    -.445539E+00 
   150     .896737E+00    -.223690E+00 
   151     .810977E+00    -.332443E+00 
   152     .612095E+00    -.682495E+00 
   153     .686924E+00    -.452175E+00 
   154     .536691E+00    -.514051E+00 
   155     .179515E+00    -.702185E+00 
   156     .354471E+00    -.527083E+00 
   157     .173213E+00    -.475062E+00 
   158     .000000E+00    -.450037E+00 
   159     .999377E+00    -.182779E-02 
   160     .100000E+01     .000000E+00 
   161     .999836E+00    -.296766E-03 
   162     .991537E+00    -.208654E-01 
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   163     .998416E+00    -.289652E-02 
   164     .993096E+00    -.736588E-02 
   165     .946239E+00    -.955449E-01 
   166     .978858E+00    -.224795E-01 
   167     .948019E+00    -.385419E-01 
   168     .790996E+00    -.242114E+00 
   169     .889135E+00    -.790554E-01 
   170     .792949E+00    -.108274E+00 
   171     .498206E+00    -.347215E+00 
   172     .657432E+00    -.153751E+00 
   173     .490802E+00    -.170720E+00 
   174     .161175E+00    -.315648E+00 
   175     .314271E+00    -.169851E+00 
   176     .153048E+00    -.161766E+00 
   177     .000000E+00    -.146789E+00 
   178     .999867E+00     .000000E+00 
   179     .992908E+00     .000000E+00 
   180     .945811E+00     .000000E+00 
   181     .790132E+00     .000000E+00 
   182     .495372E+00     .000000E+00 
   183     .156884E+00     .000000E+00 
 



ภาคผนวก ข 
โปรแกรมคอมพิวเตอร MTFlow(v2) 

 
 
ข.1  รายละเอียดโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
PROGRAM MTFlow_v2         
C 
C     **************************************************************** 
C     *                        * 
C     * A FINITE ELEMENT COMPUTER PROGRAM FOR SOLVING THE METAL FLOW *  
C     * UNDER PLANE STRAIN EXTRUSION WITH THERMAL COUPLING.          * 
C     *                 * 
C     *                                          CHAIYARIT OUPICHIT  * 
C     *                 * 
C     **************************************************************** 
C    
C     THE VALUES DECLARED IN THE PARAMETER STATEMENT BELOW SHOULD 
C     BE ADJUSTED ACCORDING TO THE SIZE OF THE PROBLEMS AND TYPES 
C     OF COMPUTERS: 
C         MXPOIV = MAXIMUM NUMBER OF VELOCITY NODES IN THE MODEL 
C         MXPOIP = MAXIMUM NUMBER OF PRESSURE NODES IN THE MODEL  
C         MXELE  = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
C 
      PARAMETER (MXPOIV=971, MXPOIP=264, MXELE=444) 
      PARAMETER (MXNEQ=2*MXPOIV+MXPOIP) 
 
      IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2), TEXT(20)  
      DIMENSION  UVEL(MXPOIV), VVEL(MXPOIV), PRES(MXPOIV),TEMP(MXPOIV) 
      DIMENSION  SOLT(MXPOIV),SOLT_O(MXPOIV),SOL(MXNEQ),SOL_O(MXNEQ) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  VISCOUS(MXELE),UVELOC(MXPOIV),VVELOC(MXPOIV) 
      DIMENSION  STRINV(MXELE) 
 
      CHARACTER*20  NAME1,NAME2  
      CHARACTER*10  ATIME,ADATE 
 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
      INTEGER  IBCU(MXPOIV), IBCV(MXPOIV), IBCP(MXPOIV),IBCT(MXPOIV) 
C 
C     ********************************************************** 
C                      READ INPUT FILE 
C     ********************************************************** 
C 
C     OPEN INPUT FILE 
C  10 WRITE(6,20)                                 
   20 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:', /) 
      READ(5,'(A)',ERR=10) NAME1 
      OPEN(UNIT=7, FILE=NAME1, STATUS='OLD', ERR=10) 
C 
C     OPEN OUTPUT FILES 
C 
   11 WRITE(6,21) 
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   21 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE RESULT FILE NAME:',/) 
      READ(5,'(A)',ERR=11) NAME2 
      OPEN(UNIT=8,FILE=NAME2, STATUS='NEW' ,ERR=11) 
      OPEN(UNIT=9, FILE='CHECK.OUT',STATUS='UNKNOWN') 
      OPEN(UNIT=10,FILE='CONV.OUT' ,STATUS='UNKNOWN') 
C 
C     READ TITLE OF COMPUTATION:  
C 
      READ(7,*)  NLINES 
      DO 100  ILINE=1,NLINES 
      READ(7,1) TEXT 
    1 FORMAT(20A4) 
  100 CONTINUE 
C 
C     READ INPUT DATA: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,104) 
  104 FORMAT('   NPOIV   NPOIP   NELEM   ') 
      READ(7,*)    NPOIV, NPOIP, NELEM 
      WRITE(9,105) NPOIV, NPOIP, NELEM 
  105 FORMAT(4I8) 
      IF(NPOIV.GT.MXPOIV)  WRITE(6,110) NPOIV 
  110 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOIV TO',I5) 
      IF(NPOIV.GT.MXPOIV)  STOP 
      IF(NPOIP.GT.MXPOIP)  WRITE(6,120) NPOIP 
  120 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOIP TO',I5) 
      IF(NPOIP.GT.MXPOIP)  STOP 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  WRITE(6,130) NELEM 
  130 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXELE TO',I5) 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  STOP 
C 
C     READ MATERIAL PROPERTIES: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,134) 
  134 FORMAT('     YIELD STRESS   INITIAL VISCOSITY   MAX ITERATION  DEN 
     *SITY  HEAT CONDUCTIVITY  SPECIFIC HEAT  MECH HEAT') 
      READ(7,*)   YIELD, VIS,T_INI ,MITER,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT,HEAT_J 
      WRITE(9,135)YIELD, VIS,T_INI ,MITER,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT,HEAT_J  
  135 FORMAT(3E12.4,I4 , 4E12.4) 
C 
C     READ NODAL COORDINATES, BOUNDARY CONDITIONS, THEIR VALUES: 
C     REQUIREMENT:  MAIN NODES MUST BE NUMBERED FIRST 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,138)  NPOIV 
  138 FORMAT(' NODAL INFORMATION (NODE NO., U-V-P BC, X-Y COORD,', 
     *       ' U-V-P VALUES): [', I4, ']'                          ) 
      DO 150  IP=1,NPOIV 
      READ(7,*)    I, IBCU(I), IBCV(I), IBCT(I) , IBCP(I), 
     *             (COORD(I,K), K=1,2), UVEL(I), VVEL(I),TEMP(I),PRES(I) 
      WRITE(9,152) I, IBCU(I), IBCV(I), IBCT(I), IBCP(I), 
     *             (COORD(I,K), K=1,2), UVEL(I), VVEL(I),TEMP(I),PRES(I)   
  152 FORMAT(I6, 4I4, 6E12.4) 
      IF(I.NE.IP)  WRITE(6,155) IP 
  155 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IP) STOP 
  150 CONTINUE 
C 
C     READ ELEMENT NODAL CONNECTIONS: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,157) NELEM 
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  157 FORMAT(' ELEMENT NODAL CONNECTIONS: [', I4, ']') 
      DO 160  IE=1,NELEM 
      READ(7,*)    I, (INTMAT(I,J), J=1,6) 
      WRITE(9,162) I, (INTMAT(I,J), J=1,6)  
  162 FORMAT(7I8) 
      IF(I.NE.IE)  WRITE(6,165) IE 
  165 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IE) STOP 
  160 CONTINUE 
 
      WRITE(6,220)  NPOIV, NPOIP, NELEM 
  220 FORMAT(/,' *** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF:', /, 
     *         '         NUMBER OF VELOCITY NODES    =', I6, /, 
     *         '         NUMBER OF PRESSURE NODES    =', I6, /, 
     *         '         NUMBER OF ELEMENTS          =', I6) 
C 
C     INITIAL ELEMENT VISCOSITY 
C      
      DO 226  IE  = 1,NELEM 
      VISCOUS(IE) = VIS 
  226 CONTINUE 
C 
C     INITIAL ELEMENT TEMPERATURE 
C   
      DO 227  I = 1,NPOIV 
      SOLT(I) =  T_INI 
  227 CONTINUE 
C 
C     ESTABLISH ALL ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM TO  
C     FORM UP SYSTEM EQUATIONS 
C 
C     ********************************************************** 
C                        MAIN ITERATION 
C     ********************************************************** 
C 
      DO 1000  LOOP = 1,MITER 
 
      WRITE(6,225) LOOP 
  225 FORMAT (/,10X,' ***************************', 
     *        /,10X,' ***** ITERATION NO.',I2,' *****', 
     *        /,10X,' ***************************') 
 
      NEQ = 2*NPOIV + NPOIP 
      DO 180  I=1,NEQ 
      SYSR(I) = 0. 
  180 CONTINUE 
      DO 190  I=1,NEQ 
      DO 190  J=1,NEQ 
      SYSK(I,J) = 0. 
  190 CONTINUE 
C 
C     BUILD UP ELEMENT MATRICES 
C 
      WRITE(6,230) 
  230 FORMAT(/,' *** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND', 
     *         ' ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS ***') 
      CALL TRI(NPOIV, NPOIP,  NELEM,   NEQ, 
     *         VISCOUS,  COORD, INTMAT, INTMATF, 
     *         SYSK, SYSR, MXPOIV,  MXELE, MXNEQ) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS OF NODAL VELOCITIES AND PRESSURE 
C 
      WRITE(6,240) 
  240 FORMAT(/,' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS OF NODAL',  
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     *         ' VELOCITIES AND PRESSURES ***') 
      CALL APPLYBC(NPOIV, NPOIP,  NEQ, IBCU, IBCV,   IBCP, 
     *             SYSK,  SYSR, UVEL, VVEL, PRES, MXPOIV, 
     *             MXPOIP, MXNEQ ) 
C 
C     SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS SYSTEM EQUATIONS FOR SOLUTIONS 
C 
      WRITE(6,250) 
  250 FORMAT(/,' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQS. FOR', 
     *         ' VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS ***' ) 
      WRITE(6,260)  NEQ 
  260 FORMAT(5X,'( TOTAL OF', I5,' EQUATIONS TO BE SOLVED )') 
      CALL GAUSS(NEQ, SYSK, SYSR, SOL, MXNEQ) 
C 
C     COMPUTE NEW ELEMENTS VISCOSITY 
C 
      WRITE(6,265) 
  265 FORMAT(/,'*** SOLVING FOR THE NEW SET OF VISCOSITY ***') 
      CALL ELEVIS (NPOIV,NPOIP,NELEM,NEQ,COORD,INTMAT,SOL 
     *                ,VISCOUS,MXPOIV,YIELD,MXELE,STRINV,SOLT) 
C     
C     COMPUTE ENERGY EQUATION 
C 
      WRITE(6,264) 
  264 FORMAT (/,'****** SOLVING FOR NODALS TEMPERATURE *******') 
      CALL THERMAL (MXPOIV,MXELE,COORD,INTMAT,SOL,VISCOUS,STRINV,IBCT, 
     *     TEMP,SOLT,NPOIV,NELEM,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT, 
     *     YIELD,HEAT_J,MXNEQ,UVELOC,VVELOC) 
C 
C     CHECK CONVERGENCE 
C 
      IF(LOOP.EQ.1) GOTO 900 
      WRITE(6,670) 
  670 FORMAT(/,'*** CHECKING CONVERGENCE ***') 
      CALL CONVERGE (MXNEQ,MXPOIV,MXPOIP,SOL,SOL_O,LOOP,TOLV,TOLP 
     *               ,TOLT,NPOIV,NPOIP,NEQ,SOLT,SOLT_O)    
C 
C     PRINT OUT TOLERANCE 
C 
      IF(LOOP.EQ.2)THEN 
      WRITE(10,500) 
  500 FORMAT (/,16X,'***********************************************',/, 
     *          16X,'*                   MTFlow(v2)                *',/, 
     *          16X,'* VELOCITY PRESSURE AND TEMPERATURE TOLERANCE *',/, 
     *          16X,'***********************************************') 
      WRITE(10,505) 
  505 FORMAT(/,5X,'LOOP',5X,'VELOCITY TOLERANCE',5X, 
     *       'PRESSURE TOLERANCE',5X,'TEMPERATURE TOLERANCE') 
      ENDIF 
   
      WRITE(10,510) LOOP,TOLV,TOLP,TOLT 
  510 FORMAT(5X,I3,8X,F12.4,10X,F12.4,10X,F12.4) 
 
      WRITE(6,370) TOLV,TOLP,TOLT 
  370 FORMAT(/,'  VELOCITY TOLERANCE     =',F12.4,/, 
     *         '  PRESSURE TOLERANCE     =',F12.4,/, 
     *         '  TEMPERATURE TOLERANCE  =',F12.4 ) 
 
      IF (TOLV.LE.1.0.AND.TOLP.LE.1.0.AND.TOLT.LT.1.0) GOTO 1100 
 
  900 CONTINUE 
C 
C     SAVE RESULTS HISTORY 
C 
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      DO 910 IV = 1,NEQ 
      SOL_O(IV) = SOL(IV) 
  910 CONTINUE 
 
      DO 920 IT = 1,NPOIV 
      SOLT_O(IT) = SOLT(IT) 
  920 CONTINUE 
 
 1000 CONTINUE 
     
      WRITE (6,1010) 
 1010 FORMAT (/,'****** SOLUTIONS DO NOT CONVERGE ******') 
 
 1100 CONTINUE 
 
       
C     ********************************************************** 
C       PRINT OUT SOLUTIONS OF NODAL VELOCITIES , PRESSURES 
C         ELEMENT STRAIN INVARIANT AND EQUAVALENT STRESS: 
C     ********************************************************** 
 
C 
C     ROUND-OFF SOLUTION VALUES FOR NEAT OUTPUT: 
C 
      ROFF = 1.E-6 
      DO 890  IEQ=1,NEQ 
      IF(ABS(SOL(IEQ)).LT.ROFF)  SOL(IEQ) = 0. 
  890 CONTINUE 
      DO 891  II= 1,NPOIV 
      IF(ABS(SOLT(II)).LT.ROFF)  SOLT(II) = 0. 
  891 CONTINUE 
C 
C     WRITE OUTPUT FILE 
C 
      WRITE(8,850) 
  850 FORMAT  
     *  (/,8X,'*****************************************************',/, 
     *     8X,'*                     MTFlow(v2)                    *',/, 
     *     8X,'* NODAL VELOCITY TEMPERATURE AND PRESSURE SOLUTIONS *',/, 
     *     8X,'*****************************************************') 
C 
C     PRINT DATE AND TIME RECORD 
C 
      CALL DATE(ADATE) 
      CALL TIME(ATIME) 
      WRITE(8,855)ADATE,ATIME  
  855 FORMAT(/,8X, A10,3X,A10 )  
 
      WRITE(8,860) NPOIV,NPOIV,NPOIP 
  860 FORMAT(/,8X,'NUMBER OF VELOCITY NODES    : ' ,I5,/, 
     *        8X,'NUMBER OF TEMPERATURE NODES : ' ,I5,/, 
     *         8X,'NUMBER OF PRESSURE NODES    : ' ,I5) 
      WRITE(8,800) 
  800 FORMAT 
     * (/,'   NODE     U-VELOCITY      V-VELOCITY      TEMPERATURE       
     *PRESSURE',/) 
      DO 810 I=1,NPOIP 
      WRITE(8,820) I , SOL(I),SOL(I+NPOIV),SOLT(I),SOL(I+2*NPOIV) 
  820 FORMAT(I6,4E16.6 ) 
  810 CONTINUE 
      DO 830 I=NPOIP+1,NPOIV 
      WRITE(8,840) I , SOL(I) , SOL(I+NPOIV) , SOLT(I) 
  840 FORMAT(I6,3E16.6) 
  830 CONTINUE 
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      STOP 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE APPLYBC(NPOIV, NPOIP,  NEQ, IBCU, IBCV,   IBCP, 
     *                    SYSK,  SYSR, UVEL, VVEL, PRES, MXPOIV, 
     *                  MXPOIP, MXNEQ                          ) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL VELOCITIES AND PRESSURES 
C     WITH CONDITION CODES OF: 
C           0 = FREE TO CHANGE (TO BE COMPUTED) 
C           1 = FIXED AS SPECIFIED 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  UVEL(MXPOIV), VVEL(MXPOIV), PRES(MXPOIV) 
C 
      INTEGER  IBCU(MXPOIV), IBCV(MXPOIV), IBCP(MXPOIV) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL U-VELOCITIES: 
C 
      IEQ1 = 1 
      IEQ2 = NPOIV 
      DO 100  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQU = IEQ 
      IF(IBCU(IEQU).EQ.0)  GO TO 100 
C 
      DO 110  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 110 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*UVEL(IEQU) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  110 CONTINUE 
C 
      DO 120  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  120 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = UVEL(IEQU) 
C 
  100 CONTINUE 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL V-VELOCITIES: 
C 
      IEQ1 = NPOIV + 1 
      IEQ2 = 2*NPOIV 
      DO 200  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQV = IEQ - NPOIV 
      IF(IBCV(IEQV).EQ.0)  GO TO 200 
C 
      DO 210  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 210 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*VVEL(IEQV) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  210 CONTINUE 
C 
      DO 220  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  220 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = VVEL(IEQV) 
C 
  200 CONTINUE 
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C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL PRESSURES: 
C 
      IEQ1 = 2*NPOIV + 1 
      IEQ2 = NEQ 
      DO 300  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQP = IEQ - 2*NPOIV 
      IF(IBCP(IEQP).EQ.0)  GO TO 300 
C 
      DO 310  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 310 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*PRES(IEQP) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  310 CONTINUE 
C 
      DO 320  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  320 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = PRES(IEQP) 
C 
  300 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE ASSMBLE(   IE, INTMAT, AKELE,  RELE,  SYSK, SYSR, 
     *                   NPOIV,    NEQ, NELEM, MXNEQ, MXELE      ) 
C 
C     ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  AKELE(15,15), RELE(15) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM STIFFNESS MATRIX 
C 
C     CONTRIBUTION OF COEFFICIENTS ASSOCIATED WITH U & V VELOCITIES: 
C 
      DO 100  I=1,6 
      DO 100  J=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      K  = I + 6 
      L  = J + 6 
      KK = NPOIV + II 
      LL = NPOIV + JJ 
      SYSK(II,JJ) = SYSK(II,JJ) + AKELE(I,J) 
      SYSK(II,LL) = SYSK(II,LL) + AKELE(I,L) 
      SYSK(KK,JJ) = SYSK(KK,JJ) + AKELE(K,J) 
      SYSK(KK,LL) = SYSK(KK,LL) + AKELE(K,L) 
  100 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OF COEFFICIENTS ASSOCIATED WITH PRESSURE: 
C 
      DO 200  I=1,6 
      DO 200  J=1,3 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      K  = I + 6 
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      L  = J + 12 
      KK = NPOIV + II 
      LL = 2*NPOIV + JJ 
      SYSK(II,LL) = SYSK(II,LL) + AKELE(I,L) 
      SYSK(KK,LL) = SYSK(KK,LL) + AKELE(K,L) 
      SYSK(LL,II) = SYSK(LL,II) + AKELE(L,I) 
      SYSK(LL,KK) = SYSK(LL,KK) + AKELE(L,K) 
  200 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM LOAD VECTOR 
C 
C     CONTRIBUTION OF VALUES ASSOCIATED WITH U & V VELOCITIES: 
C 
      DO 300  I=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      K  = I + 6 
      KK = NPOIV + II 
      SYSR(II) = SYSR(II) + RELE(I) 
      SYSR(KK) = SYSR(KK) + RELE(K) 
  300 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OS VALUES ASSOCIATED WITH PRESSURE: 
C 
      DO 400  I=1,3 
      II = INTMAT(IE,I) 
      K  = I + 12 
      KK = 2*NPOIV + II 
      SYSR(KK) = SYSR(KK) + RELE(K) 
  400 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE GAUSS(N, A, B, X, MXNEQ) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ), X(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM SCALING: 
C 
      CALL SCALE(N, A, B, MXNEQ) 
C 
C     FORWARD ELIMINATION: 
C 
C     PERFORM ACCORDING TO ORDER OF 'PRIME' FROM 1 TO N-1: 
C 
      DO 100  IP=1,N-1 
C 
C     PERFORM PARTIAL PIVOTING: 
C 
      CALL PIVOT(N, A, B, MXNEQ, IP) 
C 
C     LOOP OVER EACH EQUATION STARTING FROM THE ONE THAT CORRESPONDS 
C     WITH THE ORDER OF 'PRIME' PLUS ONE: 
C 
      DO 200  IE=IP+1,N 
      RATIO = A(IE,IP)/A(IP,IP) 
C 
C     COMPUTE NEW COEFFICIENTS OF THE EQUATION CONSIDERED: 
C 
      DO 300  IC=IP+1,N 
      A(IE,IC) = A(IE,IC) - RATIO*A(IP,IC) 
  300 CONTINUE 
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      B(IE) = B(IE) - RATIO*B(IP) 
  200 CONTINUE 
C 
C     SET COEFFICIENTS ON LOWER LEFT PORTION TO ZERO: 
C 
      DO 400  IE=IP+1,N 
      A(IE,IP) = 0. 
  400 CONTINUE 
  100 CONTINUE 
C 
C     BACK SUBSTITUTION: 
C 
C     COMPUTE SOLUTION OF THE LAST EQUATION: 
C 
      X(N) = B(N)/A(N,N) 
C       
C     THEN COMPUTE SOLUTIONS FROM EQUATION N-1 TO 1: 
C 
      DO 500  IE=N-1,1,-1 
      SUM = 0. 
      DO 600  IC=IE+1,N 
      SUM = SUM + A(IE,IC)*X(IC) 
  600 CONTINUE 
      X(IE) = (B(IE) - SUM)/A(IE,IE) 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE PIVOT(N, A, B, MXNEQ, IP) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)          
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM PARTIAL PIVOTING: 
C 
      JP = IP 
      BIG = ABS(A(IP,IP)) 
      DO 10  I=IP+1,N 
      AMAX = ABS(A(I,IP)) 
      IF(AMAX.GT.BIG)  THEN 
      BIG = AMAX 
      JP  = I 
      ENDIF 
   10 CONTINUE 
      IF(JP.NE.IP)  THEN 
      DO 20  J=IP,N 
      DUMY    = A(JP,J) 
      A(JP,J) = A(IP,J) 
      A(IP,J) = DUMY 
   20 CONTINUE 
      DUMY  = B(JP) 
      B(JP) = B(IP) 
      B(IP) = DUMY 
      ENDIF 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE SCALE(N, A, B, MXNEQ) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)          
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ) 
C 
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C     PERFORM SCALING: 
C 
      DO 10  IE=1,N 
      BIG = ABS(A(IE,1)) 
      DO 20  IC=2,N 
      AMAX = ABS(A(IE,IC)) 
      IF(AMAX.GT.BIG)  BIG = AMAX 
   20 CONTINUE 
      DO 30  IC=1,N 
      A(IE,IC) = A(IE,IC)/BIG 
   30 CONTINUE 
      B(IE) = B(IE)/BIG 
   10 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE MULMAT(A, B, C, I, J, K) 
C 
C     PERFORM MATRIX MULTIPLICATION: [C(I,K)] = [A(I,J)] [B(J,K)] 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(I,J), B(J,K), C(I,K) 
C 
      DO 10  IR=1,I 
      DO 10  IC=1,K 
      C(IR,IC) = 0. 
      DO 20  IS=1,J 
      C(IR,IC) = C(IR,IC) + A(IR,IS)*B(IS,IC) 
   20 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE TRI(NPOIV, NPOIP,  NELEM, NEQ, 
     *                 VISCOUS,  COORD, INTMAT, INTMATF, 
     *                 SYSK, SYSR, MXPOIV,  MXELE, MXNEQ) 
C 
C     ESTABLISH ALL ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM TO FORM  
C     UP SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2), SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  A(6,6), B(3,6), C(3,6), G(3,3) 
      DIMENSION  AT(6,6), BT(6,3), CT(6,3) 
      DIMENSION  P66(6,6), P36(3,6), Q36(3,6), P63(6,3) 
      DIMENSION  AK11(6,6), AK22(6,6), AK12(6,6), AK21(6,6) 
      DIMENSION  AL1(6,3), AL2(6,3), AL1T(3,6), AL2T(3,6) 
      DIMENSION  AKELE(15,15), RELE(15) ,VISCOUS(MXELE) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     SET UP [A] MATRIX: 
C 
      DO 10  I=1,6 
      DO 10  J=1,6 
      A(I,J) = 0. 
   10 CONTINUE 
      A(1,1) =  1. 
      A(2,2) =  1. 
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      A(3,3) =  1. 
      A(4,4) =  4. 
      A(5,5) =  4. 
      A(6,6) =  4. 
      A(4,2) = -1. 
      A(4,3) = -1. 
      A(5,1) = -1. 
      A(5,3) = -1. 
      A(6,1) = -1. 
      A(6,2) = -1. 
C 
C     ALSO COMPUTE [A] TRANSPOSE: 
C 
      DO 20  I=1,6 
      DO 20  J=1,6 
      AT(J,I) = A(I,J) 
   20 CONTINUE 
C 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C 
      DO 500  IE=1,NELEM 
 VISC = VISCOUS(IE) 
C 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
C 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,5)  IE 
    5 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
     *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
     *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
     *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
C 
      AREA2 = 2.*AREA 
      B1 = (YG2 - YG3)/AREA2 
      B2 = (YG3 - YG1)/AREA2 
      B3 = (YG1 - YG2)/AREA2 
      C1 = (XG3 - XG2)/AREA2 
      C2 = (XG1 - XG3)/AREA2 
      C3 = (XG2 - XG1)/AREA2 
C 
C     SET UP [B] AND [C] MATRICES: 
C 
      DO 30  I=1,3 
      DO 30  J=1,6 
      B(I,J) = 0. 
      C(I,J) = 0. 
   30 CONTINUE 
      B(1,1) = 2.*B1 
      B(1,5) = B3 
      B(1,6) = B2 
      B(2,2) = 2.*B2 
      B(2,4) = B3 
      B(2,6) = B1 
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      B(3,3) = 2.*B3 
      B(3,4) = B2 
      B(3,5) = B1 
      C(1,1) = 2.*C1 
      C(1,5) = C3 
      C(1,6) = C2 
      C(2,2) = 2.*C2 
      C(2,4) = C3 
      C(2,6) = C1 
      C(3,3) = 2.*C3 
      C(3,4) = C2 
      C(3,5) = C1 
C 
C     COMPUTE [B] AND [C] TRANSPOSE: 
C 
      DO 40  I=1,3 
      DO 40  J=1,6 
      BT(J,I) = B(I,J) 
      CT(J,I) = C(I,J) 
   40 CONTINUE 
C 
C     SET UP [G] MATRIX: 
C 
      FAC  = AREA/12. 
      FAC2 = 2.*FAC 
      G(1,1) = FAC2 
      G(2,2) = FAC2 
      G(3,3) = FAC2 
      G(1,2) = FAC 
      G(1,3) = FAC 
      G(2,1) = FAC 
      G(2,3) = FAC 
      G(3,1) = FAC 
      G(3,2) = FAC 
C 
C     COMPUTE [K11] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( B,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(BT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK11, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE [K22] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( C,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(CT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK22, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE [K12] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( B,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(CT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK12, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE ACTUAL [K11], [K22], [K12], AND [K21]: 
C 
      DO 50  I=1,6 
      DO 50  J=1,6 
      AK11(I,J) = VISC*AK11(I,J) 
      AK22(I,J) = VISC*AK22(I,J) 
      AK12(I,J) = VISC*AK12(I,J) 
      AK21(J,I) = AK12(I,J) 
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   50 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE [L1] AND [L2] MATRICES: 
C 
      CALL MULMAT(BT,   G, P63, 6, 3, 3) 
      CALL MULMAT(AT, P63, AL1, 6, 6, 3) 
      CALL MULMAT(CT,   G, P63, 6, 3, 3) 
      CALL MULMAT(AT, P63, AL2, 6, 6, 3) 
C 
      DO 60  I=1,6 
      DO 60  J=1,3 
      AL1(I,J)  = -AL1(I,J) 
      AL2(I,J)  = -AL2(I,J) 
      AL1T(J,I) =  AL1(I,J) 
      AL2T(J,I) =  AL2(I,J) 
   60 CONTINUE 
C 
C     FORM UP ELEMENT STIFFNESS MATRIX AND LOAD VECTOR: 
C 
      DO 100  I=1,15 
      RELE(I) = 0. 
      DO 100  J=1,15 
      AKELE(I,J) = 0. 
  100 CONTINUE 
C 
      DO 110  I=1,6 
      DO 120  J=1,6 
      AKELE(I  ,J  ) = 2.*AK11(I,J) + AK22(I,J) 
      AKELE(I+6,J+6) = AK11(I,J) + 2.*AK22(I,J) 
      AKELE(I  ,J+6) = AK12(I,J) 
      AKELE(I+6,J  ) = AK21(I,J) 
  120 CONTINUE 
      DO 130  J=1,3 
      AKELE(I  ,J+12) = AL1(I,J) 
      AKELE(I+6,J+12) = AL2(I,J) 
  130 CONTINUE 
  110 CONTINUE 
      DO 140  I=1,3 
      DO 140  J=1,6 
      AKELE(I+12,J  ) = AL1T(I,J) 
      AKELE(I+12,J+6) = AL2T(I,J) 
  140 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLE THESE ELEMENT MATRICES TO FORM SYSTEM EQUATIONS: 
C 
      CALL ASSMBLE(   IE, INTMAT, AKELE,  RELE,  SYSK, SYSR, 
     *             NPOIV,    NEQ, NELEM, MXNEQ, MXELE      ) 
C 
  500 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
 
C 
C------------------------------------------------------------------ 
C 
      SUBROUTINE ELEVIS (NPOIV,NPOIP,NELEM,NEQ,COORD,INTMAT,SOL 
     *                ,VISCOUS,MXPOIV,YIELD,MXELE,STRINV,SOLT) 
C             
C     SUBROUTINE FOR COMPUTE ELEMENT STRAIN AND NONLINEAR VISCOUSITY 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2) , VISCOUS(NELEM) , STRINV(NELEM) 

• ,SOL(NEQ),SOLT(MXPOIV) 
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      INTEGER INTMAT(MXELE,6) 
      DO 500   IE = 1,NELEM 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
      LL = INTMAT(IE,4) 
      MM = INTMAT(IE,5) 
      NN = INTMAT(IE,6) 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      B1 = (YG2 - YG3) 
      B2 = (YG3 - YG1) 
      B3 = (YG1 - YG2) 
      C1 = (XG3 - XG2) 
      C2 = (XG1 - XG3) 
      C3 = (XG2 - XG1) 
      U1 = SOL(II) 
      U2 = SOL(JJ) 
      U3 = SOL(KK) 
      V1 = SOL(II+NPOIV) 
      V2 = SOL(JJ+NPOIV) 
      V3 = SOL(KK+NPOIV) 
      STR_X  = (B1*U1+B2*U2+B3*U3)/(2.*AREA) 
      STR_Y  = (C1*V1+C2*V2+C3*V3)/(2.*AREA) 
      STR_XY = (C1*U1+C2*U2+C3*U3+B1*V1+B2*V2+B3*V3)/(4.*AREA) 
      STRINV(IE) = SQRT(2.*(STR_X*STR_X+STR_Y*STR_Y+STR_XY*STR_XY*2.)) 
 
C     AVERAGE ELEMENT TEMPERATURE 
      AVE_T= (SOLT(II)+SOLT(JJ)+SOLT(KK)+SOLT(LL)+SOLT(MM)+SOLT(NN))/6. 
 
C     FLOW STRESS  
      YIELD2 = YIELD*(1-0.0007*AVE_T) 
 
C     ELEMENT VISCOSITY 
      VISCOUS(IE) = YIELD2/SQRT(3.)/STRINV(IE) 
 
C     CUT OFF  THE INFINITE VISCOSITY 
      IF (VISCOUS(IE).GT.1.E6)   VISCOUS(IE)=1.E6 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
 
C 
C--------------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE THERMAL (MXPOIT,MXELE,COORD,INTMAT,SOL,VISCOUS,STRINV, 
     *           IBCT,TEMP,SOLT,NPOIT,NELEM,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT 
     *           ,YIELD,HEAT_J,MXNEQ,UVELOC,VVELOC) 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIT,2) , UVELOC(MXPOIT) ,VVELOC(MXPOIT) 
      DIMENSION  SYSKT(MXPOIT,MXPOIT),SYSRT(MXPOIT),VISCOUS(MXELE) 
      DIMENSION  STRINV(MXELE),SOLT(MXPOIT) ,TEMP(MXPOIT),SOL(MXNEQ) 
      INTEGER    INTMAT(MXELE,6),IBCT(MXPOIT) 
C 
C     BUILD  U AND V VELOCITY 
C 
      DO 5 IU=1,NPOIT 
      UVELOC(IU) = SOL(IU) 
      VVELOC(IU) = SOL(IU+NPOIT) 
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    5 CONTINUE 
 
      DO 50  I=1,NPOIT 
      SYSRT(I) = 0. 
   50 CONTINUE 
      DO 60  I=1,NPOIT 
      DO 60  J=1,NPOIT 
      SYSKT(I,J) = 0. 
   60 CONTINUE 
 
C 
C     BUILD UP ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLY 
C 
      WRITE(6,10) 
   10 FORMAT(/,' *** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND', 
     *         ' ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS ***'     )   
      CALL  TRI_T(MXPOIT,MXELE,COORD,INTMAT,VISCOUS,STRINV,NPOIT,NELEM, 
     *UVELOC,VVELOC,SYSKT,SYSRT,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT,YIELD,HEAT_J) 
 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS 
C 
      WRITE(6,15) 
   15 FORMAT(/,'*** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS***') 
      CALL APPLYBC_T(NPOIT,IBCT,SYSKT,SYSRT,TEMP,MXPOIT) 
 
C 
C     SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS EQUATION 
C 
      WRITE(6,20) 
   20 FORMAT(/,' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQS. FOR', 
     *         ' TEMPERATURE SOLUTIONS ***'       ) 
      WRITE(6,30)  NPOIT 
   30 FORMAT(5X,'( TOTAL OF', I5,' EQUATIONS TO BE SOLVED )') 
      CALL GAUSS(NPOIT,SYSKT,SYSRT,SOLT,MXPOIT) 
 
      RETURN 
      END 
 
 
C 
C--------------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE TRI_T(MXPOIT,MXELE,COORD,INTMAT,VISCOUS,STRINV,NPOIT, 
     *           NELEM,UVELOC,VVELOC,SYSKT,SYSRT,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT 
     *           ,YIELD,HEAT_J) 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIT,2), UVELOC(MXPOIT),VVELOC(MXPOIT) 
      DIMENSION  SYSKT(MXPOIT,MXPOIT),SYSRT(MXPOIT),VISCOUS(MXELE) 
      DIMENSION  STRINV(MXELE) 
      DIMENSION  A(6,6), B(3,6), C(3,6), G(3,3),E(6),F(6,3) 
      DIMENSION  AT(6,6), BT(6,3), CT(6,3) 
      DIMENSION  P66(6,6),Q66(6,6) ,P36(3,6), Q36(3,6), P63(6,3)  
      DIMENSION  AKX(6,6), AKY(6,6), AMX(6,6), AMY(6,6) 
      DIMENSION  AKTELE(6,6), RTELE(6)  
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     SET UP [A] MATRIX: 
C 
      DO 10  I=1,6 
      DO 10  J=1,6 
      A(I,J) = 0. 
   10 CONTINUE 
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      A(1,1) =  1. 
      A(2,2) =  1. 
      A(3,3) =  1. 
      A(4,4) =  4. 
      A(5,5) =  4. 
      A(6,6) =  4. 
      A(4,2) = -1. 
      A(4,3) = -1. 
      A(5,1) = -1. 
      A(5,3) = -1. 
      A(6,1) = -1. 
      A(6,2) = -1. 
C 
C     ALSO COMPUTE [A] TRANSPOSE: 
C 
      DO 20  I=1,6 
      DO 20  J=1,6 
      AT(J,I) = A(I,J) 
   20 CONTINUE 
C 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C 
      DO 500  IE=1,NELEM 
 
C 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
      LL = INTMAT(IE,4) 
      MM = INTMAT(IE,5) 
      NN = INTMAT(IE,6) 
C 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,5)  IE 
    5 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
     *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
     *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
     *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
C 
      AREA2 = 2.*AREA 
      B1 = (YG2 - YG3)/AREA2 
      B2 = (YG3 - YG1)/AREA2 
      B3 = (YG1 - YG2)/AREA2 
      C1 = (XG3 - XG2)/AREA2 
      C2 = (XG1 - XG3)/AREA2 
      C3 = (XG2 - XG1)/AREA2 
C 
C     SET UP [B] AND [C] MATRICES: 
C 
      DO 30  I=1,3 
      DO 30  J=1,6 
      B(I,J) = 0. 
      C(I,J) = 0. 
   30 CONTINUE 
      B(1,1) = 2.*B1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 170

      B(1,5) = B3 
      B(1,6) = B2 
      B(2,2) = 2.*B2 
      B(2,4) = B3 
      B(2,6) = B1 
      B(3,3) = 2.*B3 
      B(3,4) = B2 
      B(3,5) = B1 
      C(1,1) = 2.*C1 
      C(1,5) = C3 
      C(1,6) = C2 
      C(2,2) = 2.*C2 
      C(2,4) = C3 
      C(2,6) = C1 
      C(3,3) = 2.*C3 
      C(3,4) = C2 
      C(3,5) = C1 
C 
C     COMPUTE [B] AND [C] TRANSPOSE: 
C 
      DO 40  I=1,3 
      DO 40  J=1,6 
      BT(J,I) = B(I,J) 
      CT(J,I) = C(I,J) 
   40 CONTINUE 
C 
C     SETUP [G] MATRIX: 
C 
      FAC  = AREA/12. 
      FAC2 = 2.*FAC 
      G(1,1) = FAC2 
      G(2,2) = FAC2 
      G(3,3) = FAC2 
      G(1,2) = FAC 
      G(1,3) = FAC 
      G(2,1) = FAC 
      G(2,3) = FAC 
      G(3,1) = FAC 
      G(3,2) = FAC 
C 
C     SETUP  [E] MATRIX: 
C 
      E(1) = FAC2 
      E(2) = FAC2 
      E(3) = FAC2 
      E(4) = FAC 
      E(5) = FAC 
      E(6) = FAC 
C 
C     SETUP [F] MATRIX: 
C 
      FACF1 = AREA/60. 
      FACF2 = 2.*FACF1 
      FACF6 = 6.*FACF1 
      F(1,1) = FACF6 
      F(1,2) = FACF2 
      F(1,3) = FACF2 
      F(2,1) = FACF2 
      F(2,2) = FACF6 
      F(2,3) = FACF2 
      F(3,1) = FACF2 
      F(3,2) = FACF2 
      F(3,3) = FACF6 
      F(4,1) = FACF1 
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      F(4,2) = FACF2 
      F(4,3) = FACF2 
      F(5,1) = FACF2 
      F(5,2) = FACF1 
      F(5,3) = FACF2 
      F(6,1) = FACF2 
      F(6,2) = FACF2 
      F(6,3) = FACF1 
 
C 
C     COMPUTE [KX] MATRIX: 
C 
      CALL MULMAT( B,  A,P36,3,6,6) 
      CALL MULMAT( F,P36,Q66,6,3,6) 
      CALL MULMAT(AT,Q66,AKX,6,6,6) 
C 
C     COMPUTE [KY] MATRIX: 
C 
      CALL MULMAT( C,  A,P36,3,6,6) 
      CALL MULMAT( F,P36,Q66,6,3,6) 
      CALL MULMAT(AT,Q66,AKY,6,6,6) 
C 
C     COMPUTE [MX] MATRIX: 
C  
      CALL MULMAT( B,  A,P36,3,6,6) 
      CALL MULMAT( G,P36,Q36,3,3,6) 
      CALL MULMAT(BT,Q36,P66,6,3,6) 
      CALL MULMAT(AT,P66,AMX,6,6,6) 
C 
C     COMPUTE [MY] MATRIX: 
C 
      CALL MULMAT( C,  A,P36,3,6,6) 
      CALL MULMAT( G,P36,Q36,3,3,6) 
      CALL MULMAT(CT,Q36,P66,6,3,6) 
      CALL MULMAT(AT,P66,AMY,6,6,6)       
C 
C     MULTIPLY [MX] AND [MY] BY CONDUCTIVITY/(SPCHEAT*DENSITY) 
C 
      APARA = CONDUCT/(SPCHEAT*DENSITY) 
      DO 50 I = 1,6 
      DO 50 J = 1,6 
      AMX(I,J) = APARA*AMX(I,J) 
      AMY(I,J) = APARA*AMY(I,J) 
   50 CONTINUE 
C 
C     MULTIPLY [KX] AND [KY] WITH AVERAGE VELOCITIES. 
C 
      AVE_U = (UVELOC(II)+UVELOC(JJ)+UVELOC(KK)+UVELOC(LL) 
     *        +UVELOC(MM)+UVELOC(NN))/6.     
      AVE_V = (VVELOC(II)+VVELOC(JJ)+VVELOC(KK)+VVELOC(LL) 
     *        +VVELOC(MM)+VVELOC(NN))/6. 
 
      DO 60 I = 1,6 
      DO 60 J = 1,6 
      AKX(I,J) = AVE_U*AKX(I,J) 
      AKY(I,J) = AVE_V*AKY(I,J) 
   60 CONTINUE 
 
C 
C     FORM UP ELEMENT THERMAL MATRIX AND LOAD VECTOR 
C 
      DO 70 I = 1,6 
      RTELE(I) = 0. 
      DO 70 J = 1,6 
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      AKTELE(I,J) = 0. 
   70 CONTINUE 
 
      DO 80 I = 1,6 
      DO 80 J = 1,6 
      AKTELE(I,J) = AKX(I,J)+AKY(I,J)+AMX(I,J)+AMY(I,J) 
   80 CONTINUE 
 
      HEATG = VISCOUS(IE)*STRINV(IE)*STRINV(IE)/HEAT_J 
 
      DO 90 I = 1,6 
      SUMM = 0. 
      DO 100 J = 1,6 
      SUMM = AT(I,J)*E(J) + SUMM 
  100 CONTINUE 
      RTELE(I)= HEATG*SUMM/(DENSITY*SPCHEAT) 
   90 CONTINUE 
 
C 
C     ASSEMBLE THESE ELEMENT MATRICES TO FORM SYSTEM EQUATIONS: 
C 
      CALL ASSM_T (IE,INTMAT,AKTELE,RTELE,SYSKT,SYSRT,NPOIT 
     *               ,NELEM,MXPOIT,MXELE) 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE ASSM_T(   IE, INTMAT, AKTELE, RTELE,SYSKT,SYSRT, 
     *                   NPOIT, NELEM, MXPOIT, MXELE ) 
C 
C     ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  AKTELE(6,6), RTELE(6) 
      DIMENSION  SYSKT(MXPOIT,MXPOIT), SYSRT(MXPOIT) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM STIFFNESS MATRIX  
C 
      DO 100  I=1,6 
      DO 100  J=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      SYSKT(II,JJ) = SYSKT(II,JJ) + AKTELE(I,J) 
  100 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM LOAD VECTOR 
C 
      DO 200  I = 1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      SYSRT(II) = SYSRT(II)+RTELE(I) 
  200 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C--------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE APPLYBC_T(NPOIT,IBCT,SYSKT,SYSRT,TEMP,MXPOIT) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL TEMPERATURE 
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C     WITH CONDITION CODES OF: 
C           0 = FREE TO CHANGE (TO BE COMPUTED) 
C           1 = FIXED AS SPECIFIED 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SYSKT(MXPOIT,MXPOIT), SYSRT(MXPOIT) 
      DIMENSION  TEMP(MXPOIT) 
C 
      INTEGER  IBCT(MXPOIT) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL TEMPERATURE 
C 
 
      DO 100  IEQ=1,NPOIT 
      IEQT = IEQ 
      IF(IBCT(IEQT).EQ.0)  GO TO 100 
C 
      DO 110  IR=1,NPOIT 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 110 
      SYSRT(IR) = SYSRT(IR) - SYSKT(IR,IEQ)*TEMP(IEQT) 
      SYSKT(IR,IEQ) = 0. 
  110 CONTINUE 
C 
      DO 120  IC=1,NPOIT 
      SYSKT(IEQ,IC) = 0. 
  120 CONTINUE 
      SYSKT(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSRT(IEQ) = TEMP(IEQT) 
C 
  100 CONTINUE 
        
      RETURN 
      END 
 
C 
C------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE CONVERGE (MXNEQ,MXPOIV,MXPOIP,SOL,SOL_O,LOOP,TOLV,TOLP 
     *                     ,TOLT,NPOIV,NPOIP,NEQ,SOLT,SOLT_O)  
C 
C     SUBROUTINE FOR COMPUTE THE CONVERGENCE CRITERIA 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION SOL(MXNEQ),SOL_V(MXPOIV),SOL_P(MXPOIP),SOL_O(MXNEQ) 
      DIMENSION SOL_NV(MXPOIV),SOL_NP(MXPOIP),SOLT(MXPOIV) 
      DIMENSION SOLT_O(MXPOIV) 
 
      DO 100  IV = 1,NPOIV 
      SOL_V(IV) = SQRT((SOL(IV))**2.+(SOL(IV+NPOIV))**2.) 
      SOL_NV(IV)= SQRT((SOL_O(IV))**2.+(SOL_O(IV+NPOIV))**2.) 
  100 CONTINUE 
 
      DO 200  IP = 1,NPOIP  
      SOL_P(IP) = SOL(IP+(2.*NPOIV)) 
      SOL_NP(IP)= SOL_O(IP+(2.*NPOIV)) 
  200 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE NECESSARY PARAMETER FOR CHECK TOLLERENCE 
C  
      AAA = 0. 
      BBB = 0. 
      CCC = 0. 
      DDD = 0. 
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      EEE = 0. 
      FFF = 0. 
C 
      DO 350  J = 1,NPOIV 
      AA  = (SOL_V(J)-SOL_NV(J))**2. 
      AAA = AAA + AA 
      BB  = (SOL_NV(J))**2 
      BBB = BBB + BB 
  350 CONTINUE 
 
      DO 360  K = 1,NPOIP 
      CC  = SOL_P(K) 
      CCC = CCC + CC 
      DD  = SOL_NP(K) 
      DDD = DDD + DD 
  360 CONTINUE 
 
      DO 361 I = 1,NPOIV 
      EE  = (SOLT(I)-SOLT_O(I))**2. 
      EEE = EEE + EE 
      FF  = (SOLT_O(I))**2. 
      FFF = FFF + FF 
  361 CONTINUE  
 
      TOLV = SQRT(AAA/BBB)*100. 
      TOLP = ABS((DDD-CCC)/DDD)*100. 
      TOLT = SQRT(EEE/FFF)*100. 
 
  500 CONTINUE 
 
      RETURN 
      END 

 
 

ข.2  ตัวอยางปญหา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

IBCV = 1 
V-Vel = 0. 

IBCU = 1 
U-Vel = 0. 

IBCP  = 1 
Pressure  = 0. 

IBCP  = 1 
Pressure  = 0. 

IBCV = 1 
V-Vel = 0. 

IBCU=IBCV = 1 
IBCT = 1 
U-Vel = 1. cm/s 
V-Vel = 0. 
TEMP = 0. 

รูปที่ ข.1 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขต 
                สําหรับตัวอยางการใชโปรแกรม MTFlow(v2) 
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 ในหวัขอนี้จะยกตวัอยางของปญหาการอัดรีดสองมิติที่มีความรอนมาเกี่ยวของเพื่อที่จะแสดง
ถึงการสรางไฟลขอมูล  การกําหนดเงื่อนไขขอบเขต รวมทั้งลักษณะของไฟลผลลัพธ  ตัวอยางที่ยกขึ้น
มาจะมีลักษณะเดยีวกับในภาคผนวก ก  คือมีอัตราสวนการลดขนาด 0.6 แตจะเพิ่มการคํานวณหา
อุณหภูมิโดยกาํหนดเงื่อนไขขอบเขตที่ทางเขามีอุณหภูมสัิมพัทธเปน 0 เพื่อหาอุณหภมูิที่เพิ่มขึ้นในแต
ละตําแหนงบนโดเมนปญหา  คาคุณสมบัติตางๆของวัสดุ คือ มีคาความเคนคราก 1500 kg/cm2   มีคา
ความหนาแนน  0.01 kg/cm3 สัมประสิทธิ์การนําความรอน    1.0  cal/(s.cm.OC)  คาความจุความรอน
จําเพาะ 100.0 cal/(kg.OC)  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล (Mechanical Equivalent of heat 
, J)  42.65  kg.cm/cal  และกําหนดความหนืดเริ่มตน  1000.0  kg.s/cm2  อุณหภูมิเริ่มตนสําหรับรอบ
แรกของการคาํนวณเทากับ 100.0 OC  ความเร็วทางเขา 1.0 cm/s  จํานวนรอบสูงสุดในการคํานวณ 20 
รอบ    และแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตมีจาํนวนจุดตอความเร็ว 183 จุด  จุดตอความดัน 54 จุด  และมี 
จํานวนเอลิเมนต 76 เอลิเมนต  ลักษณะการจัดเรยีงเอลิเมนตและการกําหนดเงือ่นไขขอบเขตแสดง
โดยรูป ข.1    รายละเอียดของไฟลขอมูลมีดังนี ้
 
2 
 DIRECT EXTRUSION R=0.6 WITH THERMAL COUPLING 
 MESH WITH 183 NODES AND 76 ELEMENTS 
     NPOIV   NPOIP   NELEM     
     183      54      76        
    YIELD    INI VIS   INI TEMP  MAX ITER   DENSITY    k        c       J 
   1500.00   1000.00    100.00     20         .01     1.00   100.00   42.65 
 NODE  IBCU IBCV  IBCT IBCP    X-COOR  Y-COOR     V-VEL U-VEL  TEMP PRESSURE    
   1     0    1    0     0     14.000    .000      .000  .000  .000  .000 
   2     0    1    0     0     16.000    .000      .000  .000  .000  .000 
   3     0    1    0     0     18.000    .000      .000  .000  .000  .000 
   4     0    1    0     1     20.000    .000      .000  .000  .000  .000 
   5     0    0    0     0     12.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
   6     0    0    0     0     14.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
   7     0    0    0     0     16.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
   8     0    0    0     0     18.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
   9     0    0    0     1     20.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  10     0    0    0     1     14.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  11     0    0    0     1     16.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  12     0    0    0     1     18.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  13     0    0    0     1     20.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  14     1    1    1     0       .000    .000     1.000  .000  .000  .000 
  15     0    1    0     0      2.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  16     0    1    0     0      4.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  17     0    1    0     0      6.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  18     0    1    0     0      8.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  19     0    1    0     0     10.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  20     0    1    0     0     12.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  21     1    1    1     0       .000   2.000     1.000  .000  .000  .000 
  22     0    0    0     0      2.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  23     0    0    0     0      4.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  24     0    0    0     0      6.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  25     0    0    0     0      8.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  26     0    0    0     0     10.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  27     1    1    1     0       .000   4.000     1.000  .000  .000  .000 
  28     0    0    0     0      2.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
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  29     0    0    0     0      4.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  30     0    0    0     0      6.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  31     0    0    0     0      8.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  32     0    0    0     0     10.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  33     1    0    0     0     12.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  34     1    1    1     0       .000   6.000     1.000  .000  .000  .000 
  35     0    0    0     0      2.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  36     0    0    0     0      4.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  37     0    0    0     0      6.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  38     0    0    0     0      8.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  39     0    0    0     0     10.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  40     1    0    0     0     12.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  41     1    1    1     0       .000   8.000     1.000  .000  .000  .000 
  42     0    0    0     0      2.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  43     0    0    0     0      4.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  44     0    0    0     0      6.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  45     0    0    0     0      8.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  46     0    0    0     0     10.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  47     1    0    0     0     12.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  48     1    1    1     0       .000  10.000     1.000  .000  .000  .000 
  49     0    1    0     0      2.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  50     0    1    0     0      4.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  51     0    1    0     0      6.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  52     0    1    0     0      8.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  53     0    1    0     0     10.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  54     1    1    0     0     12.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  55     0    1    0    -1     15.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  56     0    0    0    -1     14.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  57     0    0    0    -1     15.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  58     0    1    0    -1     13.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  59     0    1    0    -1     17.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  60     0    0    0    -1     16.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  61     0    0    0    -1     17.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  62     0    1    0    -1     19.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  63     0    0    0    -1     18.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  64     0    0    0    -1     19.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  65     0    0    0    -1     20.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  66     0    0    0    -1     13.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  67     0    0    0    -1     13.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  68     0    0    0    -1     11.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  69     0    0    0    -1     12.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  70     0    0    0    -1     11.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  71     0    0    0    -1     12.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  72     0    0    0    -1     15.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  73     0    0    0    -1     14.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  74     0    0    0    -1     15.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  75     0    0    0    -1     13.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  76     0    0    0    -1     17.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  77     0    0    0    -1     16.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  78     0    0    0    -1     17.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  79     0    0    0    -1     19.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  80     0    0    0    -1     18.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  81     0    0    0    -1     19.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  82     0    0    0    -1     20.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  83     0    0    0    -1     15.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  84     0    0    0    -1     13.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  85     0    0    0    -1     17.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  86     0    0    0    -1     19.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  87     0    1    0    -1      1.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  88     1    1    1    -1       .000   1.000     1.000  .000  .000  .000 
  89     0    0    0    -1      1.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  90     0    1    0    -1      3.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  91     0    0    0    -1      2.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  92     0    0    0    -1      3.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
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  93     0    1    0    -1      5.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  94     0    0    0    -1      4.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  95     0    0    0    -1      5.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  96     0    1    0    -1      7.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  97     0    0    0    -1      6.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  98     0    0    0    -1      7.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  99     0    1    0    -1      9.000    .000      .000  .000  .000  .000 
 100     0    0    0    -1      8.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
 101     0    0    0    -1      9.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
 102     0    1    0    -1     11.000    .000      .000  .000  .000  .000 
 103     0    0    0    -1     10.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
 104     0    0    0    -1      1.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 105     1    1    1    -1       .000   3.000     1.000  .000  .000  .000 
 106     0    0    0    -1      1.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 107     0    0    0    -1      3.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 108     0    0    0    -1      2.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 109     0    0    0    -1      3.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 110     0    0    0    -1      5.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 111     0    0    0    -1      4.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 112     0    0    0    -1      5.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 113     0    0    0    -1      7.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 114     0    0    0    -1      6.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 115     0    0    0    -1      7.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 116     0    0    0    -1      9.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 117     0    0    0    -1      8.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 118     0    0    0    -1      9.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 119     0    0    0    -1     10.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 120     0    0    0    -1     11.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 121     0    0    0    -1      1.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 122     1    1    1    -1       .000   5.000     1.000  .000  .000  .000 
 123     0    0    0    -1      1.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 124     0    0    0    -1      3.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 125     0    0    0    -1      2.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 126     0    0    0    -1      3.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 127     0    0    0    -1      5.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 128     0    0    0    -1      4.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 129     0    0    0    -1      5.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 130     0    0    0    -1      7.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 131     0    0    0    -1      6.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 132     0    0    0    -1      7.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 133     0    0    0    -1      9.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 134     0    0    0    -1      8.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 135     0    0    0    -1      9.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 136     0    0    0    -1     11.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 137     0    0    0    -1     10.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 138     0    0    0    -1     11.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 139     1    0    0    -1     12.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 140     0    0    0    -1      1.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 141     1    1    1    -1       .000   7.000     1.000  .000  .000  .000 
 142     0    0    0    -1      1.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 143     0    0    0    -1      3.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 144     0    0    0    -1      2.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 145     0    0    0    -1      3.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 146     0    0    0    -1      5.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 147     0    0    0    -1      4.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 148     0    0    0    -1      5.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 149     0    0    0    -1      7.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 150     0    0    0    -1      6.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 151     0    0    0    -1      7.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 152     0    0    0    -1      9.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 153     0    0    0    -1      8.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 154     0    0    0    -1      9.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 155     0    0    0    -1     11.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 156     0    0    0    -1     10.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
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 157     0    0    0    -1     11.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 158     1    0    0    -1     12.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 159     0    0    0    -1      1.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 160     1    1    1    -1       .000   9.000     1.000  .000  .000  .000 
 161     0    0    0    -1      1.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 162     0    0    0    -1      3.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 163     0    0    0    -1      2.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 164     0    0    0    -1      3.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 165     0    0    0    -1      5.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 166     0    0    0    -1      4.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 167     0    0    0    -1      5.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 168     0    0    0    -1      7.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 169     0    0    0    -1      6.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 170     0    0    0    -1      7.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 171     0    0    0    -1      9.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 172     0    0    0    -1      8.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 173     0    0    0    -1      9.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 174     0    0    0    -1     11.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 175     0    0    0    -1     10.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 176     0    0    0    -1     11.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 177     1    0    0    -1     12.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 178     0    1    0    -1      1.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 179     0    1    0    -1      3.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 180     0    1    0    -1      5.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 181     0    1    0    -1      7.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 182     0    1    0    -1      9.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 183     0    1    0    -1     11.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 
ELEMENT NODAL CONNECTION [ 76]: 
   1    14    22    21    104     88     89 
   2    21    28    27    121    105    106 
   3    27    35    34    140    122    123 
   4    34    42    41    159    141    142 
   5    41    49    48    178    160    161 
   6    14    15    22     91     89     87 
   7    21    22    28    108    106    104 
   8    27    28    35    125    123    121 
   9    34    35    42    144    142    140 
  10    41    42    49    163    161    159 
  11    15    23    22    107     91     92 
  12    22    29    28    124    108    109 
  13    28    36    35    143    125    126 
  14    35    43    42    162    144    145 
  15    42    50    49    179    163    164 
  16    15    16    23     94     92     90 
  17    22    23    29    111    109    107 
  18    28    29    36    128    126    124 
  19    35    36    43    147    145    143 
  20    42    43    50    166    164    162 
  21    16    24    23    110     94     95 
  22    23    30    29    127    111    112 
  23    29    37    36    146    128    129 
  24    36    44    43    165    147    148 
  25    43    51    50    180    166    167 
  26    16    17    24     97     95     93 
  27    23    24    30    114    112    110 
  28    29    30    37    131    129    127 
  29    36    37    44    150    148    146 
  30    43    44    51    169    167    165 
  31    17    25    24    113     97     98 
  32    24    31    30    130    114    115 
  33    30    38    37    149    131    132 
  34    37    45    44    168    150    151 
  35    44    52    51    181    169    170 
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  36    17    18    25    100     98     96 
  37    24    25    31    117    115    113 
  38    30    31    38    134    132    130 
  39    37    38    45    153    151    149 
  40    44    45    52    172    170    168 
  41    18    26    25    116    100    101 
  42    25    32    31    133    117    118 
  43    31    39    38    152    134    135 
  44    38    46    45    171    153    154 
  45    45    53    52    182    172    173 
  46    18    19    26    103    101     99 
  47    25    26    32    119    118    116 
  48    31    32    39    137    135    133 
  49    38    39    46    156    154    152 
  50    45    46    53    175    173    171 
  51    19     5    26     70    103     68 
  52    26    33    32    136    119    120 
  53    32    40    39    155    137    138 
  54    39    47    46    174    156    157 
  55    46    54    53    183    175    176 
  56    19    20     5     69     68    102 
  57    26     5    33     71    120     70 
  58    32    33    40    139    138    136 
  59    39    40    47    158    157    155 
  60    46    47    54    177    176    174 
  61    20     6     5     66     69     75 
  62     5    10    33     84     71     67 
  63    20     1     6     56     75     58 
  64     5     6    10     73     67     66 
  65     1     7     6     72     56     57 
  66     6    11    10     83     73     74 
  67     1     2     7     60     57     55 
  68     6     7    11     77     74     72 
  69     2     8     7     76     60     61 
  70     7    12    11     85     77     78 
  71     2     3     8     63     61     59 
  72     7     8    12     80     78     76 
  73     3     9     8     79     63     64 
  74     8    13    12     86     80     81 
  75     3     4     9     65     64     62 
  76     8     9    13     82     81     79 

 
 ผลการคํานวณจะอยูในรูปของคาความเร็ว ความดนั และอุณหภูมิที่จดุตอตางๆภายใน
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต  มีรายละเอียดดังนี ้
 
 
 
        ***************************************************** 
        *                     MTFlow(v2)                    * 
        * NODAL VELOCITY TEMPERATURE AND PRESSURE SOLUTIONS * 
        ***************************************************** 
 
        OUTPUT RECORDED ON :31-May-00    21:38:09   
 
        NUMBER OF VELOCITY NODES    :   183 
        NUMBER OF TEMPERATURE NODES :   183 
        NUMBER OF PRESSURE NODES    :    54 
 
   NODE     U-VELOCITY      V-VELOCITY      TEMPERATURE      PRESSURE 
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     1     .260285E+01     .000000E+00     .539073E+02     .510018E+03 
     2     .260285E+01     .000000E+00     .588143E+02     .331173E+03 
     3     .260285E+01     .000000E+00     .623881E+02     .143078E+03 
     4     .260285E+01     .000000E+00     .645779E+02     .000000E+00 
     5     .260279E+01    -.301625E-03     .636697E+02    -.918422E+02 
     6     .260285E+01     .000000E+00     .676556E+02    -.345830E+03 
     7     .260285E+01     .000000E+00     .690090E+02     .799896E+02 
     8     .260285E+01     .000000E+00     .692771E+02    -.370154E+03 
     9     .260285E+01     .000000E+00     .692846E+02     .000000E+00 
    10     .260285E+01     .000000E+00     .894176E+02     .000000E+00 
    11     .260285E+01     .000000E+00     .804393E+02     .000000E+00 
    12     .260285E+01     .000000E+00     .762607E+02     .000000E+00 
    13     .260285E+01     .000000E+00     .740904E+02     .000000E+00 
    14     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .303453E+04 
    15     .100046E+01     .000000E+00     .663972E+00     .296576E+04 
    16     .100979E+01     .000000E+00     .357714E+01     .242969E+04 
    17     .110842E+01     .000000E+00     .119796E+02     .215201E+04 
    18     .154605E+01     .000000E+00     .271677E+02     .113066E+04 
    19     .259896E+01     .000000E+00     .434591E+02     .800071E+03 
    20     .260285E+01     .000000E+00     .482740E+02     .107050E+04 
    21     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .287664E+04 
    22     .100070E+01    -.140825E-02     .649756E+00     .268703E+04 
    23     .101054E+01    -.242076E-01     .355588E+01     .237331E+04 
    24     .108905E+01    -.183934E+00     .118189E+02     .215598E+04 
    25     .130525E+01    -.594400E+00     .269832E+02     .145487E+04 
    26     .194683E+01    -.731318E+00     .469342E+02     .154631E+04 
    27     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .280338E+04 
    28     .100030E+01    -.292893E-02     .677888E+00     .273731E+04 
    29     .100485E+01    -.415650E-01     .369640E+01     .266639E+04 
    30     .102511E+01    -.268181E+00     .122836E+02     .255364E+04 
    31     .103009E+01    -.745187E+00     .285577E+02     .244094E+04 
    32     .992925E+00    -.113085E+01     .527075E+02     .284955E+04 
    33     .000000E+00    -.751664E+00     .750224E+02     .111202E+04 
    34     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .296702E+04 
    35     .999609E+00    -.270611E-02     .618369E+00     .303598E+04 
    36     .993364E+00    -.376216E-01     .342038E+01     .305180E+04 
    37     .945074E+00    -.224295E+00     .118367E+02     .308741E+04 
    38     .772003E+00    -.574085E+00     .290489E+02     .327383E+04 
    39     .426906E+00    -.750537E+00     .535129E+02     .338660E+04 
    40     .000000E+00    -.775362E+00     .680661E+02     .465435E+04 
    41     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .269688E+04 
    42     .999507E+00    -.120380E-02     .496903E+00     .281114E+04 
    43     .991683E+00    -.197896E-01     .284792E+01     .311003E+04 
    44     .933566E+00    -.113803E+00     .105974E+02     .342022E+04 
    45     .724762E+00    -.292830E+00     .280917E+02     .371889E+04 
    46     .362439E+00    -.385177E+00     .526405E+02     .393183E+04 
    47     .000000E+00    -.340607E+00     .656364E+02     .385077E+04 
    48     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .309134E+04 
    49     .999996E+00     .000000E+00     .397472E+00     .330150E+04 
    50     .995494E+00     .000000E+00     .241612E+01     .353295E+04 
    51     .946779E+00     .000000E+00     .963048E+01     .377604E+04 
    52     .750154E+00     .000000E+00     .270886E+02     .394611E+04 
    53     .377919E+00     .000000E+00     .521245E+02     .392748E+04 
    54     .000000E+00     .000000E+00     .651590E+02     .384544E+04 
    55     .260285E+01     .000000E+00     .566584E+02 
    56     .260285E+01     .000000E+00     .576846E+02 
    57     .260285E+01     .000000E+00     .598475E+02 
    58     .260285E+01     .000000E+00     .513278E+02 
    59     .260285E+01     .000000E+00     .608586E+02 
    60     .260285E+01     .000000E+00     .617217E+02 
    61     .260285E+01     .000000E+00     .631582E+02 
    62     .260285E+01     .000000E+00     .638430E+02 
    63     .260285E+01     .000000E+00     .644007E+02 
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    64     .260285E+01     .000000E+00     .653176E+02 
    65     .260285E+01     .000000E+00     .658161E+02 
    66     .260285E+01    -.437954E-04     .660720E+02 
    67     .260276E+01    -.528993E-04     .818135E+02 
    68     .260193E+01    -.213337E-02     .492282E+02 
    69     .260284E+01    -.689232E-04     .522055E+02 
    70     .239738E+01    -.429102E+00     .568118E+02 
    71     .208981E+01    -.434064E+00     .746507E+02 
    72     .260285E+01     .000000E+00     .684413E+02 
    73     .260285E+01     .000000E+00     .805447E+02 
    74     .260285E+01     .000000E+00     .785372E+02 
    75     .260285E+01     .000000E+00     .551065E+02 
    76     .260285E+01     .000000E+00     .690984E+02 
    77     .260285E+01     .000000E+00     .768109E+02 
    78     .260285E+01     .000000E+00     .753085E+02 
    79     .260285E+01     .000000E+00     .691997E+02 
    80     .260285E+01     .000000E+00     .741596E+02 
    81     .260285E+01     .000000E+00     .731456E+02 
    82     .260285E+01     .000000E+00     .726519E+02 
    83     .260285E+01     .000000E+00     .840080E+02 
    84     .195989E+01     .336833E+00     .888336E+02 
    85     .260285E+01     .000000E+00     .780360E+02 
    86     .260285E+01     .000000E+00     .748482E+02 
    87     .100016E+01     .000000E+00     .158858E+00 
    88     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
    89     .100019E+01    -.285254E-03     .166110E+00 
    90     .100507E+01     .000000E+00     .148892E+01 
    91     .100053E+01    -.678185E-03     .623225E+00 
    92     .100449E+01    -.626390E-02     .150750E+01 
    93     .105087E+01     .000000E+00     .679313E+01 
    94     .101078E+01    -.127879E-01     .347451E+01 
    95     .104299E+01    -.573288E-01     .673363E+01 
    96     .134211E+01     .000000E+00     .191975E+02 
    97     .111265E+01    -.100714E+00     .117222E+02 
    98     .125088E+01    -.243728E+00     .187618E+02 
    99     .202951E+01     .000000E+00     .362209E+02 
   100     .149599E+01    -.326237E+00     .269539E+02 
   101     .180593E+01    -.459699E+00     .360104E+02 
   102     .260146E+01     .000000E+00     .458470E+02 
   103     .234520E+01    -.367329E+00     .442517E+02 
   104     .100033E+01    -.597061E-03     .173608E+00 
   105     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
   106     .100020E+01    -.104827E-02     .179524E+00 
   107     .100571E+01    -.115470E-01     .154661E+01 
   108     .100046E+01    -.230779E-02     .662395E+00 
   109     .100367E+01    -.178826E-01     .159678E+01 
   110     .104794E+01    -.969978E-01     .679136E+01 
   111     .100739E+01    -.354303E-01     .362993E+01 
   112     .102564E+01    -.135511E+00     .695120E+01 
   113     .121819E+01    -.380001E+00     .186378E+02 
   114     .105421E+01    -.243994E+00     .119872E+02 
   115     .110071E+01    -.482906E+00     .189773E+02 
   116     .157768E+01    -.735755E+00     .367786E+02 
   117     .116204E+01    -.731967E+00     .274185E+02 
   118     .120690E+01    -.934957E+00     .379322E+02 
   119     .152548E+01    -.108695E+01     .505297E+02 
   120     .180261E+01    -.102453E+01     .631721E+02 
   121     .100014E+01    -.134210E-02     .184087E+00 
   122     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
   123     .999889E+00    -.138526E-02     .179064E+00 
   124     .100270E+01    -.212863E-01     .163229E+01 
   125     .999786E+00    -.325471E-02     .651167E+00 
   126     .998208E+00    -.213657E-01     .159337E+01 
   127     .101804E+01    -.152382E+00     .709741E+01 
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   128     .996524E+00    -.440790E-01     .359419E+01 
   129     .983950E+00    -.144710E+00     .697758E+01 
   130     .104327E+01    -.512251E+00     .195325E+02 
   131     .967134E+00    -.267321E+00     .121941E+02 
   132     .921331E+00    -.468563E+00     .196380E+02 
   133     .101439E+01    -.956842E+00     .397096E+02 
   134     .854162E+00    -.698679E+00     .291717E+02 
   135     .748337E+00    -.829632E+00     .408620E+02 
   136     .769676E+00    -.120111E+01     .659053E+02 
   137     .568956E+00    -.991306E+00     .538128E+02 
   138     .376825E+00    -.105744E+01     .656122E+02 
   139     .000000E+00    -.105662E+01     .710368E+02 
   140     .999872E+00    -.116131E-02     .170467E+00 
   141     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
   142     .999728E+00    -.595032E-03     .152578E+00 
   143     .997381E+00    -.189270E-01     .151100E+01 
   144     .999134E+00    -.207490E-02     .547480E+00 
   145     .995274E+00    -.121376E-01     .136710E+01 
   146     .975616E+00    -.128602E+00     .666234E+01 
   147     .988303E+00    -.306832E-01     .309172E+01 
   148     .964166E+00    -.861584E-01     .615980E+01 
   149     .871616E+00    -.412119E+00     .192691E+02 
   150     .920649E+00    -.177896E+00     .111907E+02 
   151     .840222E+00    -.297388E+00     .186325E+02 
   152     .616685E+00    -.708900E+00     .408978E+02 
   153     .717378E+00    -.443790E+00     .287000E+02 
   154     .562474E+00    -.535989E+00     .407573E+02 
   155     .178915E+00    -.772981E+00     .639479E+02 
   156     .374821E+00    -.576782E+00     .530669E+02 
   157     .179649E+00    -.541351E+00     .629114E+02 
   158     .000000E+00    -.517582E+00     .666900E+02 
   159     .999814E+00    -.447899E-03     .136550E+00 
   160     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
   161     .999998E+00    -.360046E-05     .119752E+00 
   162     .996293E+00    -.932321E-02     .123525E+01 
   163     .999607E+00    -.792108E-03     .422526E+00 
   164     .997939E+00    -.245456E-02     .110216E+01 
   165     .966761E+00    -.657189E-01     .568461E+01 
   166     .991151E+00    -.116443E-01     .254174E+01 
   167     .973448E+00    -.231264E-01     .525324E+01 
   168     .835229E+00    -.217252E+00     .179381E+02 
   169     .930529E+00    -.616733E-01     .998000E+01 
   170     .851605E+00    -.913813E-01     .172910E+02 
   171     .544413E+00    -.367496E+00     .403904E+02 
   172     .725416E+00    -.150285E+00     .275766E+02 
   173     .556884E+00    -.175731E+00     .399903E+02 
   174     .180773E+00    -.369800E+00     .621009E+02 
   175     .367150E+00    -.189940E+00     .524125E+02 
   176     .179922E+00    -.189722E+00     .617896E+02 
   177     .000000E+00    -.176454E+00     .652023E+02 
   178     .999998E+00     .000000E+00     .117472E+00 
   179     .997960E+00     .000000E+00     .105222E+01 
   180     .972715E+00     .000000E+00     .503135E+01 
   181     .851606E+00     .000000E+00     .168374E+02 
   182     .566506E+00     .000000E+00     .395195E+02 
   183     .188905E+00     .000000E+00     .615959E+02 

 



ภาคผนวก ค 
โปรแกรมยอยสําหรับคํานวณแรงรีดและแรงบิดรีด 

 
 
 เนื่องจากในการหาแรงรีดและแรงบิดรีดจากความดนับริเวณผิวสัมผัสระหวางลูกรีดและ
โลหะแผนที่คาํนวณไดโปรแกรม MTFlow มีความจําเปนตองหาคาการอินทิกรัลเชิงตัวเลขดังสมการ
(7.3) และ (7.4)  โปรแกรมยอย ROLLF จึงถูกประดษิฐขึ้นเพื่อใชประกอบกับโปรแกรม MTFlow ใน
การคํานวณคาดังกลาวโดยใชกฏส่ีเหล่ียมคางหมู (Trapezoidal Rule) [2]  ในการใชงานเพยีงแต
เรียกใชโปรแกรมยอยนี้จากโปรแกรม MTFlow ในชวงทายของโปรแกรมหลักหลังจากที่ไดผลเฉลย
ทั้งหมดเปนทีเ่รียบรอยแลว โปรแกรมยอยจะทําการคนหาจุดตอความดันที่อยูทีผิ่วสัมผัสจากจดุตอ
ทั้งหมดโดยอาศัยความจริงของเงื่อนไขขอบเขตบริเวณนัน้จะตองมีคา IBCU และ IBCV ในขอมูล
นําเขาเทากับ 1 กลาวคือผูใชจะเปนผูกําหนดความเรว็ตามแนวแกน x และ y เองซึ่งก็คือความเร็วที่
ผิวสัมผัสที่เกิดจากการหมุนของลูกรีดนั่นเอง   หลังจากนั้นกจ็ะทําการจัดเรียงจุดตอตามลําดับระยะ
พิกัดแกน x โดยเรียงจากนอยไปมาก หลังจากนั้นก็สามารถคํานวณหาพื้นทีใ่ตกราฟความดันทีข่อบ
ของแตละเอลิเมนตโดยใชกฎสี่เหล่ียมคางหมู  ผลรวมท่ีขอบเอลิเมนตตลอดพื้นผิวสัมผัสก็คือแรงรีด
นั่นเอง สวนแรงบิดรีดหาไดจากผลรวมของพื้นที่ของแตละเอลิเมนตคณูกับระยะเฉลี่ยตามแนวแกน x 
จากขอบเอลิเมนตถึงแกนที่ลากผานจุดศนูยกลางลูกรีดตามแนวแกน y  ผลของแรงรีดและแรงบดิรีดที่
ไดจะแสดงบนหนาจอคอมพิวเตอร   ความแมนตรงของผลที่ไดจะขึน้อยูกับความยาวขอบของแตละ
เอลิเมนต  ความยาวขอบนอยจะสงผลใหคาที่ไดนาเชื่อถือมากกวาในกรณีที่มีความยาวขอบสูงกวา 

รายละเอียดของโปรแกรมยอย ROLLF มีดงันี้ 
 

      SUBROUTINE ROLLF(IBCU,IBCV,COORD,SOL,NPOIV,NPOIP,NEQ, 
     *                 MXPOIV,MXPOIP,MXNEQ) 
C 
C     SUBROUTINE FOR CALCULATE ROLLING FORCE AND TORQUE 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION IBCU(MXPOIV),IBCV(MXPOIV),SOL(MXNEQ),NNODE(MXPOIP) 
      DIMENSION COORD(MXPOIV,2) 
 
C     PICK UP CONTACT NODES AND REARANGE THEIR ORDER ON X-COORDINATE  
C     FROM MIN TO MAX 
      IPP = 0 
      DO 100 I = 1,NPOIP 
      IF (IBCU(I).EQ.1.AND.IBCV(I).EQ.1)THEN 
      IPP = IPP+1 
      NNODE(IPP)= I 
      ENDIF 
  100 CONTINUE 
  
      DO 200 J = 1,IPP 
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      NNN = NNODE(J)  
      XMIN = COORD(NNODE(J),1) 
      N_N = J 
  
      DO 300  I = J,IPP 
      MMM = NNODE(I) 
      IF(COORD(MMM,1).LT.XMIN) THEN 
      XMIN = COORD(MMM,1) 
      N_N = I 
      ENDIF  
  300 CONTINUE 
      
      NDUM = NNODE(J) 
      NNODE(J) = NNODE(N_N) 
      NNODE(N_N) = NDUM 
  200 CONTINUE 
 
C     COMPUTE ROLLING FORCE 
       
      RFORCE = 0. 
      RLP     = 0. 
      RTORQUE = 0. 
      DO 400 I = 1,IPP-1 
      XXX1 = COORD(NNODE(I),1) 
      XXX2 = COORD(NNODE(I+1),1) 
      YYY1 = COORD(NNODE(I),2) 
      YYY2 = COORD(NNODE(I+1),2) 
      PPP1 = SOL(2*NPOIV+NNODE(I)) 
      PPP2 = SOL(2*NPOIV+NNODE(I+1)) 
      PROJL  = XXX2-XXX1 
 
C     CHECK ERROR FROM NEGATIVE PROJECTED LENGTH 
      IF (PROJL.LE.0.0) THEN 
      WRITE(*,*) ' ERROR :  NEGATIVE VALUE OF PROJECTED LENGTH' 
      STOP 
      ENDIF 
 
      RFORCE = 0.5*(PPP1+PPP2)*PROJL+RFORCE 
      RLP  = PROJL + RLP 
 
C     CALCULATE TORQUE AT EACH ELEMENT PRESSURE 
 
      XCEN   = COORD(NNODE(IPP),1) 
      ARM    = (XCEN-XXX2)+PROJL/2. 
 
C     CHECK ERROR FROM NEGATIVE ARM LENGTH 
      IF (ARM.LE.0.0) THEN 
      WRITE(*,*) ' ERROR :  NEGATIVE VALUE OF ARM LENGTH' 
      STOP 
      ENDIF 
 
      RTORQUE = RTORQUE+ 0.5*(PPP1+PPP2)*PROJL*ARM 
 
  400 CONTINUE 
 
C     2 ROLLING MILL 
 
      RTORQUE = RTORQUE*2. 
 
C     PRINT OUT THE RESULTS       
      WRITE(*,*) ' *******************' 
      WRITE(*,*) '   ROLLING  FORCE   ' 
      WRITE(*,*) ' *******************' 
      WRITE(*,500) RFORCE 
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      WRITE(*,*) ' *******************' 
      WRITE(*,*) '   ROLLING  TORQUE  ' 
      WRITE(*,*) ' *******************' 
      WRITE(*,500) RTORQUE 
  500 FORMAT(10X,F20.9) 
      
      RETURN 
      END 
 
 



ภาคผนวก ง 
ทฤษฎีสลิปไลนสําหรับปญหาความเครียดในระนาบ  

 
 
 ทฤษฎีสลิปไลนเปนทฤษฎีทีอ่ธิบายและใชวิเคราะหปญหาการขึ้นรูปโลหะแบบสองมติิใน
ลักษณะของความเครียดในระนาบ (Plane Strain)  มีขอสมมุติฐานคือวัสดุตองเปนเนื้อเดียวกัน 
(Homogeneous) มีความแข็งแรงเทากันในทุกทิศทาง (Isotropic) วัสดุจะตองเปนวัสดุอุดมคต ิ (Ideal 
Plastic)  กลาวคือไมพิจารณาผลของความเครียดแข็ง (Strain Hardening)  ไมพิจารณาผลของอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียด (Strain Rate)  ไมพิจารณาผลของอุณหภมูิ   และไมพิจารณาผลจาก
ความเครียดอลีาสติก เพราะถือวานอยมากเมื่อเทียบกับความเครียดทีเ่กดิขึ้นในชวงที่เปนพลาสติก   

 วัตถุประสงคของการประยกุตใชทฤษฎีสลิปไลนกับปญหาการอัดรีดก็คือจะใชในการหา
แรงดันอัดรีดซ่ึงวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชเปรียบเทียบกบัผลแรงดันอัดรีดที่คํานวณไดจากวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนต  ทฤษฎีสลิปไลนจะเปนการหาสนามของเสนเฉือน (Shear Line)  ซ่ึงก็คือสนามของเสนที่
วางตัวในแนวทิศทางที่เกิดความเคนเฉือนสูงสุด (Maximum Shear Stress) ซ่ึงจะทํามุม 45 องศากับ
แนวแกนหลัก (Principal Stress)  โดยเสนเฉือนที่สอดคลองกันทั้งระบบบนโดเมนการไหลจะเปนเสน
ที่แบงแยกระหวางบริเวณของวัสดุที่แข็งเกร็ง กับบริเวณที่วัสดุเกิดการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติก (Plastic 
Deformation)   

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.1  สนามสลิปไลนสําหรับปญหาการกดอัดโลหะแผน 
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 กอนที่จะไปถงึการอธิบายสมการทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับทฤษฎีสลิปไลนสําหรับ
ปญหาการอัดรีด ซ่ึงเปนปญหาที่คอนขางซับซอน  จะขอยกตวัอยางปญหาอยางงายเพื่อที่จะไดเขาใจ
ถึงแนวคิดของทฤษฎีนี้ตอปญหาการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติกของโลหะ  ดังตัวอยางปญหาการกดอัด
โลหะแผนตอไปนี้ [11] 

 ตัวอยางการกดอัดมีแบบจําลองดังแสดงในรูปที่ ง.1  เปนการกดอดัโลหะแผนที่มีความหนา t  
มีความลึก w  ดวยแรง F ผานแทนกดอัดที่เปนวัตถุแข็งเกร็งมีความกวาง b ซ่ึงเทากบั t สมมุติวาไมมี
การเปลี่ยนรูปตามแนวแกน z ขณะกดอดั และสมมุติใหไมมีแรงเสียดทานที่ผิวสัมผัสระหวางแทนกด
อัดและโลหะแผน  ดังนัน้แรงที่กระทําจะกอใหเกิดความเคนตามแนวแกน y ( yσ ) เปนแนวแกนหลัก 
ดังนั้นจะเกิดทศิทางของความเคนเฉือนสูงสุดทํามุม 45 องศากับแกน y  ก็คือเสน AEC และ DEB 
บริเวณ DEA และ CEB จะเปรียบเหมือนกอนวัตถุแข็งเกร็ง 2 กอนในขณะทีด่านขวาของ AEB และ
ดานซายของ DEC จะเปนวตัถุแข็งเกร็งเชนเดียวกนั  ซ่ึงจะกอใหเกิดการไถลตามแนวสลิปไลนออก
ทางดานซายและขวาตามแนวลูกศร  หากแรงกระทํา F เพียงพอที่จะทําใหเกดิการเปลี่ยนรูปเชิง
พลาสติก เสน DEA  และ CEB นี้เองคือเสนสลิปไลน  ซ่ึงหากพิจารณาตามความเปนจริงโลหะจะมี
การเปลี่ยนแปลงความหนาซึง่จะไมสอดคลองกับคําอธิบายของทฤษฎีสลิปไลนเสียทีเดียว  แตวา
วัตถุประสงคหลักของทฤษฎีนี้ก็คือการหาแรงหรือแรงดันที่เพยีงพอที่จะทําใหเกดิการเปลี่ยนรูป ซ่ึง
สามารถหาไดจากเสนสลิปไลนนี้เอง  โดยเริ่มจากความเปนจริงที่วาแรงกระทําตามแนวแกน x ตาม
แนวเสนสลิปไลนเปนศูนยเนื่องจากโลหะแผนเคลื่อนอสิระตามแนวแกน x โดยไมมีแรงภายนอกมา
กระทํา  ดังนัน้  0x =σ   และ 1σ  ตองเปนความเคนตามแนวแกนหลักเนื่องจากไมมีแรงเสียดทาน
บริเวณการสัมผัส  โดยสามารถเขียนวงกลมของมอหร (Mohr’s Circle) ในบริเวณเสนสลิปไลนได
ดังนี ้

 

 

 

 

รูปที่ ง.2  วงกลมของมอหรสําหรับความเคนในบริเวณเสนสลิปไลนของปญหาการกดอัดโลหะแผน 

 หากกําหนดใหความเคนเฉือนครากมีคาเทากับ yieldτ  และ 321 σ>σ>σ  โดย zσ  จะเปน
ความเคนตามแนวแกนหลักคาที่ 2  ( 2σ  ) จากรูปจะเห็นวา 3σ  = 2 yieldτ  ดังนั้นสามารถคํานวณหา
แรง F ตามแนวแกน y  ที่ทําใหโลหะแผนเริ่มเกิดการเปลีย่นรูปเชิงพลาสติกไดคือ 2wb yieldτ  นั่นเอง 

3σ  

τ  

01 =σ  2σ  

yieldτ  

σ  

321 σ>σ>σ  



 188

 ตัวอยางทีน่ําเสนอนี้เปนรูปแบบอยางงายของสนามสลิปไลน แตทําใหเขาใจแนวคิดของ
ทฤษฎีนี้ไดเปนอยางดี  สําหรับปญหาการอัดรีดจะมีรูปแบบของสลิปไลนที่ซับซอนมากขึ้น ซ่ึงจะตอง
มีทฤษฎีทางคณิตศาสตรที่เขามารองรับทําใหสามารถคํานวณหาแรงดนัที่ใชในการอดัรีด ดังที่จะได
อธิบายตอไป  แตอยางไรก็ตาม แนวคดิของทฤษฎีนี้ยังคงเหมือนกับทีไ่ดอธิบายไวในตัวอยางขางตน 
 
 
ง.1  ทฤษฎีพื้นฐานในการสรางสนามสลิปไลน 
 
 ปญหาความเครียดในระนาบ (Plane Strain) ในกลศาสตรของแข็งเปนปญหาที่มีลักษณะของ
คําตอบเหมือนกันในทกุๆระนาบของปญหาในแนวตั้งฉากกับระนาบความเครียดนั้น กลาวคือจะไมมี
การเปลี่ยนรูปในแนวตั้งฉากกับระนาบ  ทําใหคาความเครียดในแนวนี้มีคาเปนศูนย  และ
ความสัมพันธของสวนประกอบของความเครียดในทิศทางตางๆเปนดังนี้  
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 คาของความเคนเฉือนที่จุดครากเขียนไดในรูป 
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รูปที่ ง.3  วงกลมของมอหร แสดงสวนประกอบของความเคนในทิศทางตางๆ 
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 จากรูปที่ ง.3  สามารถหาสวนประกอบตางๆของความเคนไดดังนี ้
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                               (ง.3) 

 
โดยมุม φ   คือมุมที่แกน α  ซ่ึงเปนแกนหลักของความเคนเฉือน (Principal Shear Stress) แสดงโดย
แกน OB ในรปู ง.1  ทํามุมกับแกน x  แสดงโดยแกน OC ในทิศทางทวนเข็มนาฬกิา บนระบบแกน
จริง (จะทํามุม 2φ  บนระบบแกนของ Mohr Circle)   สวนแกน β   ซ่ึงเปนแกนหลักของความเคน
เฉือนอีกแกนหนึ่ง จะทํามุม 90 องศากับแกน α  ในทิศทางทวนเข็มนาฬกิาบนระบบแกนจริง  โดยที่
แนวแกนหลักของความเคน (Principal Normal Stress)  จะผานแกน α -β  ในควอแดรนท (Quadrant) 
ที่ 1 และ 3  ดังรูปที่  ง.4 โดยนิยามให 1σ  มีคามากกวา 3σ    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ง.4  ทิศทางของความเคนและแนวแกนตางๆบนระนาบ 
 

 โดยทั่วไปความเคนที่เกิดขึน้บนขอบเขตของปญหาที่เกดิการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติก (Plastic 
Deformation)  จะไมมีความตอเนื่องจากจุดหนึ่งไปอีกจุดหนึ่ง  เสนโคงที่ลากเชื่อมตอและสัมผัสกับ
แกน α  และ  β   จะเรียกวาเสน α  และ  β  สลิปไลนตามลําดับ  โดยจะมีคาความสัมพันธที่คงที่  ซ่ึง
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สามารถหาไดจากการแทนคาสมการที่ (ง.3) ลงในสมการสมดุลของแรงในสองมิตแิลวทําการอินทิ
เกรต  สมการสมดุลของแรงมีรูปแบบดังนี ้

                   0
yx
xyx =

∂

τ∂
+

∂
σ∂  

0
yx
yxy =

∂

σ∂
+

∂

τ∂  

จะไดคาความสัมพันธระหวาง   p  และ φ  บนเสน α  และ  β  สลิปไลน ดังนี้ 
-  α  สลิปไลน              p + 2 yieldτ φ  =  C1 

-  β  สลิปไลน   p -  2 yieldτ φ  =  C2 
โดย    C1  และ C2    คือคาคงที่    φ    คือมุมที่ α  ทํากับแกน x ในหนวยเรเดียน 

 จากความสัมพนัธที่ (ง.5) นี้ สามารถใชในการหาความดันที่ตําแหนงตางๆบนขอบเขตของ
ปญหา  หากรูความดันเริ่มตนและมุมสัมผัสที่ α  สลิปไลน ทํากับแกน x ที่จุดใดจดุหนึ่ง อีกทั้งยัง
สามารถสรางความสัมพันธของมุมที่ลากในแนวสัมผัสกับ α  และ β   สลิปไลน เสนตางๆดังรูปที่ ง.5  
โดยความสัมพันธนี้จะสามารถนําไปสรางสนามของสลิปไลน  โดยหากเรารูมุมสัมผัส φ  ที่ตําแหนง
ของจุด 3 จุด   บนสนามของสลิปไลนที่ตัดกัน ก็สามารถหามุมสัมผัสตําแหนงที่ 4 ได  โดยวิธีทาง
กราฟฟก  ความสัมพันธอันนี้ถูกนําเสนอและเรียกวาทฤษฎีของ Hencky  โดยทฤษฎีนี้จะนําเสนอ
ความสัมพันธที่เทากันของผลตางของมุมสัมผัสที่เกิดจากการตัดกันของα  และ β   สลิปไลนสองชุด
ดังรูปที่ ง.3  โดยใชความสัมพันธที่ (ง.5) ซ่ึงสามารถพิสูจนไดดังนี ้

1.    A -> B  , α  สลิปไลน ,                   AyieldAByieldB 2p2p φτ+=φτ+  
       B -> C  , β   สลิปไลน ,                   ByieldBCyieldC 2p2p φτ−=φτ−  
 ดังนั้นผลตางของความดันระหวาง  C และ A คือ 
                                                                    )2(2pp BCAyieldAC φ−φ+φτ=−  

2.    A -> D , β   สลิปไลน ,                    AyieldADyieldD 2p2p φτ−=φτ−  
       D -> C , α  สลิปไลน ,                     DyieldDCyieldC 2p2p φτ+=φτ+  
 ดังนั้นผลตางของความดันระหวาง C และ A  คือ 
                                                                     )2(2pp ACDyieldAC φ−φ−φτ=−  
จะได                                         ADBC φ−φ=φ−φ                    (ง.6) 
  
 

(ง.4) 

(ง.5) 
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รูปที่ ง.5  ความสัมพันธระหวางเสนสลิปไลนสองชุดที่ตัดกัน 
 
 
ง.2   การสรางเสนสลิปไลน 
 
 ลักษณะการสรางเสนที่เรียกวาสลิปไลนนี ้  จะเปนการหาเสนขอบเขตที่เกิดความไมตอเนื่อง
ระหวางพื้นทีท่ี่เกิดการเปลีย่นรูปเชิงพลาสติกกับพืน้ที่ทีแ่ข็งเกร็ง (Rigid) โดยเสนดังกลาวเปนสวน
หนึ่งของสนามและ β   สลิปไลน นั่นเอง    การสรางเสนสลิปไลนจะเริ่มจากการสรางจากสนามรปู
ศูนยกลางใบพดั (Centred-Fan Field)  โดยมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดซิงกูลาลิตี้  (Singularity) ซ่ึงเปนจุดที่
เปนศูนยรวมของแรงที่มากระทํา  ดังเชนปลายสุดของแมพิมพสําหรับอัดรีดที่กระทําตอโลหะ เปนตน  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ง.6  ทิศทางของความเคนหลักและเสนสลิปไลนบริเวณพื้นผิวล่ืน 
 

โดยการสรางเสนสลิปไลนนี้จะตองสัมพนัธกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition)  โดยเสนสลิป
ไลนนี้จะทํามมุ 45 องศากับผิวที่เปนอิสระ (Free Surface)   หรือกับผิวที่สัมผัสกับผิวภายนอกในภาวะ
ที่ไมมีแรงเสียดทานและผวิภายนอกแข็งเกร็ง         ดังรูปที่  ง.6    หรือกับผิวที่อยูในแนวแกนสมมาตร       

Rigid Body Frictionless Surface 
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รูปที่ ง.7  ตัวอยางสนามของเสนสลิปไลนทีเ่กิดในลกัษณะศูนยกลางรูปใบพัด [ 8 ] 
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ในกรณีทั่วไปจะใชการลองผิดลองถูก (Trial and Error) เพื่อทีจ่ะหาเสนที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตในทุกๆดาน  ทั้งนี้ทัง้นั้นในการสรางเสนสลิปไลนนี้จะอาศัยพืน้ฐานของสมการที่ (ง.5) และ
หลักการเทากนัของมุมดังทีไ่ดกลาวมาแลว   

 ตัวอยางของสนามสลิปไลนโดยทั่วไปที่เกดิจากสนามรูปศูนยกลางใบพดั ไดแสดงในรูป ง.7 
ซ่ึงสามารถใชรูปนี้ชวยในการสรางเสนสลิปไลนโดยเลือกเสนที่สอดคลองกับภาวะของระบบที่ดีทีสุ่ด 
 
 
ง.3  ตัวอยางเสนสลิปไลน และการหาแรงดันอัดรีดของปญหาการอัดรีดที่มีอัตราสวนการ
ลดขนาดมากกวา 0.5 ผนังไมมีความเสียดทาน 
 
 ในการสรางเสนสลิปไลนของปญหานี้ จะเริ่มจากการสรางเสน AB  โดยจดุ A เปนจุดซิงกูลา
ลิตี้ (Singularity) ลากทํามุมกับแกนสมมาตร 45 องศา  แลวสรางสวนของเสนโคง BC โดยมีจุด A 
เปนจุดศนูยกลาง  เสนตรง AB ทํามุมใดๆกับเสนตรง AC  ทั้งนี้ขนาดของมุมจะขึน้อยูกับอัตราสวน
การลดขนาดซึ่งจะใชวิธีการทดลองสุมเพื่อที่จะหาขนาดของมุมที่เหมาะสม  ดังนั้นหากปญหานี้มี
อัตราสวนการลดขนาดเทากบั 0.5  ดังรูป ง.7 เสน AC จะทํามุม 45 องศาที่ผนังอีกดานหนึ่งซึ่งเปน
ผิวสัมผัสที่ไมมีความเสียดทานพอดี และ AB จะทํามุม 90 องศากับ AC จึงไดเสนรอบรูป  ABC  เปน
เสนสลิปไลน  ซ่ึงเปนเสนทีจ่ะเกดิความไมตอเนื่อง (Discontinuity) ขึ้น แตในกรณทีี่อัตราสวนการลด
ขนาดมากกวา 0.5 เสนรอบรูป ABC จึงยังไมใชเสนที่สอดคลอง จึงตองทําการสรางเสนใหมใน
ลักษณะเดยีวกบัรูป ง.5  จนไดเสนรอบรูป AFEDC  ที่สอดคลองกับปญหา โดยเสนรอบรูป ACDG จะ
เปนบริเวณที่โลหะไมเกิดการไหล (Dead Metal Zone) โลหะภายในบริเวณที่เกดิการเปลี่ยนรูปเชิง
พลาสติกจะไหลไปตามแนวเสนโคง ACDG และเกดิความไมตอเนื่องขึ้นบนแนวเสนโคงนี้ระหวาง
สองฝงของเสนโคงนั่นเอง 

 เนื่องจากวาไมมีแรงเกิดขึ้นตามแนวแกน x ของโลหะที่อยูบนแนวเสน AB ดังนั้นแรงลัพธที่
เกิดจากความเคนเฉือน  และความดนัจะหักลางกันหมดไป   โดยภาวะที่จดุ B  ไดแสดงไวในรูป 
ง.8(b)  ดังนั้นจึงสามารถหาความดันที่เกิดขึ้นที่จุด B ได (เทากับ yieldτ )    แลวใชความสัมพันธใน
สมการที่ (ง.5) เพื่อหาจดุอื่นๆตอไปดังตัวอยางที่จะแสดงตอไปนี ้

 -  หาความดันที่จุด C  
   พิจารณา B -> C   , α  สลิปไลน ,      yieldyieldC )(2p τ=θ−τ+  
 ดังนั้น                                                               )21(p yieldC θ+τ=  
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รูปที่ ง.8  เสนสลิปไลนของปญหาการอัดรีดแบบผนังล่ืนและมีอัตราสวนการลดขนาดมากกวา 0.5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ง.9 เสนสลิปไลนของปญหาการอัดรีดแบบผนังล่ืนและมีอัตราสวนการอัดเทากับ 0.5 
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- หาความดันที่จุด P 
พิจารณา C -> P   , β   สลิปไลน ,       CyieldP p)

4
(2p =ϕ−

π
−θτ−  

 ดังนั้น                                                               )2
2

41(p yieldP ϕ−
π

−θ+τ=  

- หาความดันที่จุด D   
เนื่องจากจุด D อยูบน   β   สลิปไลน เดียวกบัจุด P  และมคีา 

4
π

=ϕ   
ดังนั้น                                                      )41(p yieldD π−θ+τ=  
 
 จากรูปที่  ง.6  (c)  สวนของเสนโคง sδ  สามารถหาแรงลัพธที่กระทําตามแนวแกน x ไดโดย
วิธีการแตกแรงที่เกิดจากความเคนเฉือน และความดนั  

ϕ⋅δ+ϕ⋅δτ=∆ sinspcossF Pyield  
                    y)2

2
41(x yieldyield δϕ−

π
−θ+τ+δτ=  

ผลรวมของแรงที่เกิดบนเสนตรง AD  คือ 

          ∑ ∑ ∑ ∑ϕδτ−δ
π

−θ+τ+δτ=∆= y2y)
2

41(xFF yieldyieldyield          

)y2y)
2

41(x(yield ∑ϕδ−
π

−θ++τ=  

ดังนั้นแรงดันที่ใชในการดันโลหะผานแมพิมพเฉลี่ย (P)จะมีคาเทากับ 

                          
H

y2)2/41(yx
2/H2

F
2

P

yieldyield

∑ϕδ−π−θ++
=

τ
=

τ
                  (ง.7) 

ซ่ึงสามารถนําไปใชหาแรงดนัอัดรีดเฉลี่ยสําหรับแมพิมพที่มีอัตราสวนการลดขนาดตางๆ  ดังเชนหาก
ใชแมพิมพที่มอัีตราสวนการลดขนาด 0.5 ดังในรูปที่ ง.9   แทนคาตัวแปรตางๆในสมการที่ (ง.7) ดังนี ้

   
2

;
4
Hyx π

=θ==  

เนื่องจาก AC เปนเสนตรง ดงันั้น  
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=ϕϕ=ϕδ
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