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 The objective of this research is to find the new ratio estimators for the 
population mean which is developed from Tin’s estimators (1965 ;  1Tr  and 2Tr ). The 
proposed estimators are XrWyWy TMOD 11   )1(   +−=  and XrWyWy TMOD 22   )1(   +−=  when 
W  is weighted constant. The properties of the estimators are studied and the efficiency 
comparison among proposed estimators ,  Chakrabarty’s estimators (1979 ;  1Cy  and 

2Cy ) ,  and Xryr =  when xyr = . There are two cases for selecting the appropriate 
estimators : the general case and the case of y  related to x  within the linear model 

iii uxy ++=    βα  ;  0    >β  when nxi  have the gamma distribution with parameter h  and 
iu  have the normal distribution with mean zero and variance δn . 

 
 Due to the research, both general case and case of y  related to x  within the 
defined linear model for 32        ≥= nhm  have the same results. Firstly ,  the estimator 1Cy  ,  

2Cy  ,  1MODy  and 2MODy  are more efficient than both ry  and y  when y  relates to x  and 
coefficient of variance of x  )( xC  is close to coefficient of variance of y  )( yC  and/or less 
than two times of y ’s. The efficiency of these estimators is close to each others when 
sample size is large enough, so 1Cy  is the easiest computed estimator. However ,  1MODy  
is the least - biased effected estimator ,  and the appropriate value of  W  is between 

KK )2( −ρ  to Kρ2  when yx CCK =  ,  XSC xx =  and YSC yy = . 
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y =  แทนคาสัมประสิทธิความแปรผันของ y   

X
S

C x
x =  แทนคาสัมประสิทธิความแปรผันของ x   

 

).(. yES  แทนคาคาดเคลื่อนมาตรฐานของ y   
 

).(. xES  แทนคาคาดเคลื่อนมาตรฐานของ x   
 

Y
yESyVC ).(.).(. =  แทนคาสัมประสิทธิความแปรผันของ y  

X
xESxVC ).(.).(. =  แทนคาสัมประสิทธิความแปรผันของ x  

ρ   แทนคาสัมประสิทธิสหสัมพันธระหวาง y  กับ x   
 

Nnf ,  แทนฟงกชันของ n  และ N  
 

)( hnO −  แทน Nnf ,  เมื่อ ||lim ,, Nn
h

Nn
fn

∞→
∞<= C  ;  C เปนคาคงที่ 

 



 

บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
 
การเก็บขอมูลปฐมภูมิหรือขอมูลที่ทําการเก็บรวบรวมจากแหลงกําเนิดของขอมูล เพื่อ

สรางสารสนเทศสําหรับการวิจัยในเรื่องใดเรื่องหนึ่งโดยการสํารวจ นับไดวาการสํารวจตัวอยาง 
(sample survey)   เปนวิธีการเก็บรวบรวมขอมูลปฐมภูมิวิธีหนึ่งที่สําคัญและนํามาใชกันโดยทั่วไป
เสมอๆ แทนการสํามะโน (census)   ทั้งนี้สาเหตุที่สําคัญคือ  การสํามะโนซึ่งเปนการเก็บรวบรวม
ขอมูลจากทุกๆ หนวยที่สามารถใหขอมูลในเรื่องนั้นได  โดยปกติประชากรที่สนใจศึกษามักมีขนาด
ใหญ   ทําใหการสํามะโนแมจะไดขอมูลที่ครบถวนสมบูรณแตก็ตองใชทรัพยากรทั้งเงิน เวลา และ
งบประมาณเปนจํานวนมาก  บอยครั้งเปนสิ่งที่เปนไปไมไดภายใตขอจํากัดที่มีอยู  อันเปนอุปสรรค
ที่สําคัญของการสํามะโน  สวนการสํารวจตัวอยางสามารถทําไดโดยใชทรัพยากรนอยกวา  และ
เมื่อปริมาณการเก็บรวบรวมขอมูลลดลง การรักษาและควบคุมคุณภาพของขอมูลยอมทําไดงาย
ขึ้น   แตขอมูลที่ไดจะเปนขอมูลเพียงบางสวนไมใชขอมูลที่ครบถวนสมบูรณ   จึงตองอาศัยวิธีการ
ทางสถิติในการเลือกตัวอยางจากประชากรและอนุมานกลับไปหาประชากรอีกทีหนึ่ง  ทฤษฎีดัง
กลาวเรียกวา ทฤษฎีการสุมตัวอยาง (sampling theory) 

 
 ถา y  คือตัวแปรที่สนใจ   การประมาณคาเฉลี่ยประชากร  Y  ดวยการเลือกตัวอยางสุม
แบบงาย (simple random sampling) ขนาด n  จากประชากรขนาด N    ตัวประมาณของคา
เฉลี่ยประชากรที่สมควรพิจารณาเปนอันดับแรกคือ คาเฉลี่ยตัวอยาง ∑

=

=
n

i
i nyy

1

 เนื่องจากเปนตัว
ประมาณที่มีคุณสมบัติของตัวประมาณที่ดีหลายประการดังนี้ 
 

 1.  y  เปนตัวประมาณไมเอนเอียง (unbiased) 
 

2.  y  เปนตัวประมาณที่แนบนัยหรือคงเสนคงวา (consistent) 
 

3.  y  เปนตัวประมาณที่วัดความถูกตอง (accuracy) ไดดวยคาแปรปรวน 
 

นอกจากคาเฉลี่ยตัวอยางแลว  ยังมีตัวประมาณอัตราสวน (ratio estimators) และตัวประมาณ
ความถดถอย (regression estimators) ของคาเฉลี่ยประชากร   ซึ่งเปนตัวประมาณที่นําตัวแปร
ชวย (auxiliary variable)  เชน  x  ซึ่งมีความสัมพันธกับ y  และสามารถหาคาประชากรได   มา
ใชประโยชนในการเพิ่มประสิทธิภาพของตัวประมาณใหดีขึ้นกวาใชคาของตัวแปร y  เพียงอยาง
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เดียว สําหรับตัวประมาณอัตราสวนของคาเฉลี่ยประชากรคือ Xryr =  เมื่อ xyr /=  คือ คา
อัตราสวนของตัวแปร y  กับ x    และ X  คือ คาเฉลี่ยประชากรของตัวแปร x    ซึ่งคุณสมบัติของ 

ry  ที่ Cochran (1977) ไดกลาวไวคือ   ry  เปนตัวประมาณที่แนบนัย   แต ry  เปนตัวประมาณที่
เอนเอียง  โดยความเอนเอียงนี้จะมีขนาดเล็กจนไมตองคํานึงถึงไดถาตัวอยางมีขนาดใหญพอ หรือ 
ใหญพอที่จะทําใหสัมประสิทธิความแปรผันของ x  มีคานอยกวา 0.1 
 
 จากการที่ตัวประมาณอัตราสวนนี้มีขอจํากัดในเรื่องความเอนเอียงของตัวประมาณ  จึงทํา
ใหการนําตัวประมาณไปใชตองระวังเรื่องขนาดตัวอยางเปนอยางมาก  บางครั้งในทางปฏิบัติการ
กําหนดขนาดตัวอยางใหใหญพออาจทําไดไมเสมอไป จึงมีผูสนใจที่จะทําการปรับปรุงตัวประมาณ
อัตราสวน  เพื่อลดความเอนเอียงลงหรือกําจัดความเอนเอียงใหหมดไป เชน หาตัวประมาณอัตรา
สวนที่มีความเอนเอียงอยูใน )( 2−nO  ซึ่งจะเขาสู 0 เร็วกวา ry    หรือหาตัวประมาณอัตราสวนที่ไม
เอนเอียง เปนตน   ตัวอยางงานวิจัยที่นาสนใจมีดังนี้ 
 
 Lahiri (1951) ไดเสนอวิธีที่จะทําให r  ซึ่งเดิมเปนตัวประมาณที่เอนเอียงของ XYR =  
ใหเปนตัวประมาณที่ไมเอนเอียง โดยเปลี่ยนความนาจะเปนที่จะถูกเลือกเขามาในตัวอยางจากมี
โอกาสเทาๆ กันเปนใหมีความนาจะเปนเปนสัดสวนกับ ∑

=

n

i
ix

1

  ในแนวคิดเดียวกัน Midzuno 
(1951) ไดเสนออีกวิธีที่อาจใชไดสะดวกขึ้น  โดยเปลี่ยนเปนเลือกหนวยแรกดวยความนาจะเปน
เปนสัดสวนกับ ix  และอีก 1−n  หนวยที่เหลือเลือกโดยใหแตละหนวยมีโอกาสถูกเลือกเทาๆ กัน   
หรือเลือกตัวอยางสุมแบบงาย 1−n  หนวยจาก 1−N  หนวยที่เหลือในประชากร 
 
 Quenouille (1956) ไดเสนอตัวประมาณ )(2/12 21 rrrrQ +−=  เมื่อ 1r  และ 2r  คือคาอัตรา
สวนตัวอยางจากการสุมแบงครึ่งตัวอยางออกเปนสองกลุมที่ไมซ้ําซอนกัน   และจากงานวิจัยของ 
Durbin (1959) ไดแสดงใหเห็นวา Qr  เปนตัวประมาณที่มีความเอนเอียงอยูใน )( 2−nO  และเปนตัว
ประมาณที่เหมาะสมกวา r  
 
 Tin (1965) ไดเสนอตัวประมาณ )}( 1{   22

1 xsyxsrr xxyT −+= η  เมื่อ )/1/1( Nn −=η  ใน
งานวิจัยไดทําการเปรียบเทียบ 1Tr  กับตัวประมาณของ Beale (1962) ;   1()1(   ++= yxsrr xyB η  

)22 xsxη  ,  Qr  และ r    โดยผลจากการวิจัยไดแสดงใหเห็นวา 1Tr  จะเปนตัวประมาณที่เหมาะสม
ที่สุดเมื่อ y  และ x  มีการแจกแจงแบบปกติสองตัวแปร (bivariate normal distribution)   
นอกจากนี้   ในงานวิจัยยังไดกลาวถึงตัวประมาณ   yxsrr xyT ( 1{   2 η+= )}/  31)( 2222 xSxs xx η−−    
ซึ่งภายใตการแจกแจงแบบปกติ 2Tr  จะมีความเอนเอียงนอยกวา 1Tr    แต 2Tr  มีประสิทธิภาพนอย
กวา 1Tr  
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 Chakrabarty (1977) ไดเสนอตัวประมาณ rC yWyWy   )1(  1 +−=  และ yWyC  )1(  2 −=  
XrW Q +  เมื่อ W  คือ คาถวงน้ําหนัก ;  1        0 << W   ในงานวิจัยไดทําการเปรียบเทียบตัวประมาณ 

1Cy  และ 2Cy  กับตัวประมาณอัตราสวนของ  Srivastava (1967) ;  W
S xXyy }/{ =  ,  ry  และ y    

โดยผลจากการวิจัยไดแสดงใหเห็นวา 1Cy  ,  2Cy  และ Sy  เปนตัวประมาณที่เหมาะสมกวา ry  และ 
y   ซึ่งประสิทธิภาพของ 1Cy  ,  2Cy  และ Sy  จะมีคาใกลเคียงกันเมื่อตัวอยางมีขนาดใหญพอ 

 
 จากงานวิจัยขางตนนี้   ทําใหผูวิจัยมีความสนใจที่จะพัฒนาตัวประมาณอัตราสวนตัวใหม   
โดยอาศัยแนวคิดจากตัวประมาณของ Chakrabarty และการนําตัวประมาณของ Tin มาใช  ตัว
ประมาณอัตราสวนตัวใหมที่ผูวิจัยเสนอมีรูปแบบดังนี้ 
 

                                                 1MODy  XrWyW T        )1(   1+−=    (1.1)   
 

และ                                           2MODy  XrWyW T        )1(   2+−=    (1.2) 
 

นอกจากนี้  ผูวิจัยจะทําการศึกษาคุณสมบัติของตัวประมาณ 1MODy  และ 2MODy   และเปรียบเทียบ
ประสิทธิภาพของตัวประมาณที่เสนอกับตัวประมาณของ Chakrabarty และ ry   เพื่อหาแนวทาง
ในการตัดสินใจเลือกตัวประมาณที่เหมาะสมกับสถานการณตางๆ 
 
1.2  วัตถุประสงคการวิจัย 
 

 1.  เพื่อศึกษาคุณสมบัติของตัวประมาณ 1MODy  และ 2MODy  
 

 2.  เพื่อศึกษาคุณสมบัติของตัวประมาณ 1MODy  และ 2MODy  ภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด 
 

 3.  เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณ 1MODy  และ 2MODy  กับตัวประมาณ  ry  ,   
      1Cy  และ 2Cy  
 

 4.  เพื่อหาแนวทางในการตัดสินใจเลือกตัวประมาณที่เหมาะสมกับสถานการณตางๆ 
 
1.3  สมมติฐานการวิจัย 
 

 1.  ตัวประมาณ 1MODy   และ  2MODy  เปนตัวประมาณที่เหมาะสมกวา ry  และ y  
 

 2.  ตัวประมาณ 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  จะมีประสิทธิภาพใกลเคียงกันเมื่อตัวอยาง
มีขนาดใหญพอ 
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1.4  ขอตกลงเบื้องตน 
 
 1. y  เปนตัวแปรที่สนใจ และ x  เปนตัวแปรชวยที่สามารถหาคาประชากรได 
 

 2.   y  และ x  มีความสัมพันธเชิงเสนตอกันและมีทิศทางเดียวกัน 
 

 3.   คา iy  และ ix  ของแตละหนวยในประชากรมีคาเปนบวก  . , N. . ,  i     1      ; =  
 

 4.  การเลือกตัวอยางจะใชวิธีการเลือกตัวอยางสุมแบบงายขนาด n  จากประชากรขนาด 
N  แบบไมใสคืน  แลวทําการเก็บขอมูล ),(   ii xy จากแตละหนวยในตัวอยาง 

 
1.5  ขอบเขตการวิจัย 
 

 1. คุณสมบัติของตัวประมาณที่จะทําการศึกษาในงานวิจัย ไดแก ความแนบนัยหรือความ
คงเสนคงวา  ความเอนเอียง  และความแปรปรวน   โดยแบงการศึกษาเปน 2 กรณีดังนี้ 

 

1.1  กรณีทั่วไป   โดยกําหนดใหคา ix  ตางๆ มีคาเปนบวก   และตัวอยางมีขนาดใหญ 
โดยที่ 

 

xδ   1         <
−

=
X

Xx  

 
1.2 กรณีที่ y  และ x  มีความสัมพันธภายใตตัวแบบเชิงเสน  iii uxy ++=    βα  ;  

0    >β  ,  0    )|( =ii xuE  ,  0    ),|, ( =jiji xxuuE  และ δnxuV ii =)| (  (δ เปนคา
คงที่ใน )( 1−nO )  เมื่อ nxi  มีการแจกแจงแบบแกมมา (gamma distribution) 
พารามิเตอร h  

 
 2.  คาที่เปนไปไดของตัวแปรตางๆ มีดังนี้ 

2.1  ρ   หรือสัมประสิทธิสหสัมพันธระหวาง y  กับ x  มีคาเทากับ 0.1 ถึง 0.9 โดยมี
คาเพิ่มข้ึนครั้งละ 0.1 

 

2.2 K  yx CC   =   หรือสัดสวนระหวางสัมประสิทธิความแปรผันของ x  เทียบกับ
ของ y  มีคาเทากับ  0.25 ,  0.50 ,  1.00 ,  1.50 และ 2.00 

 

2.3  พารามิเตอร  nhm       =   มีคาเทากับ  8 ,  16 ,  20  และ  32 
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1.6  เกณฑที่ใชเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณ 
 

1.  ความถูกตอง (accuracy) ของตัวประมาณ  จะใชคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลัง
สอง (mean square error ;  MSE )  เชน ry  เปนตัวประมาณอัตราสวนของคาเฉลี่ย
ประชากร Y    จะไดวาคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองของ ry  คือ 

 

2][       )( YyEyMSE rr −=  2)}({    )(   rr yBiasyVar +=  
 

2.  ความแมนยํา (precision) ของตัวประมาณ  จะใชคาแปรปรวน (variance ;  Var ) 
ซึ่งในกรณีที่ตัวประมาณเปนตัวประมาณที่ไมเอนเอียง หรือมีความเอนเอียงเทากับ
ศูนย  คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองจะเทากับคาแปรปรวน 

 
1.7  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 

1.  ทําใหเกิดความเขาใจวิธีพัฒนาตัวประมาณอัตราสวนในงานวิจัยตางๆ 
2.  ทําใหเกิดแนวคิดใหมๆ ที่สามารถจะนําไปใชพัฒนาตัวประมาณอัตราสวนตอไป 
3.  ทําใหสามารถตัดสินใจเลือกตัวประมาณสําหรับประมาณคาเฉลี่ยประชากรไดเหมาะ

สมกับสถานการณตางๆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 2 
 

ตัวประมาณอัตราสวนและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 
 การนําตัวแปร x  หรือตัวแปรชวยมาใชประโยชน เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพของตัวประมาณ
สําหรับคาเฉลี่ยประชากร Y  ใหดีขึ้นนั้น   ถา y  และ x  มีความสัมพันธเชิงเสนตอกันและมีทิศ
ทางเดียวกัน  โดยสามารถหาคาประชากรของ x  ได   จากการเลือกตัวอยางสุมแบบงายขนาด n  
จากประชากรขนาด N  แลวทําการเก็บขอมูล ) ,  ( ii xy  จากแตละหนวยในตัวอยาง  ในกรณีที่ตัว
อยางที่เลือกไดเปนตัวอยางที่ทําใหคาเฉลี่ยตัวอยาง y  เบี่ยงเบนออกไปจากคาเฉลี่ยประชากร Y    
หากความสัมพันธเชิงเสนระหวาง y  กับ x  เปนจริง   x  ยอมเบี่ยงเบนออกไปจาก X  เชนกัน   
นั่นคือ   ถา y  มีคามากกวา Y  ทําใหคาดไดวา x  นาจะมีคามากกวา X  ดวย   การคูณ y  ดวย 

xX  ยอมทําใหคาที่ไดใหมต่ํากวา y  และเขาใกล Y  มากขึ้น   ในทํานองเดียวกัน  ถา y  มีคา
นอยกวา Y  และ x  มีคานอยกวา X    การคูณ y  ดวย xX  ยอมทําใหคาที่ไดใหมสูงขึ้นและเขา
ใกล  Y  มากขึ้น   และถา y  มีคาใกลกับ Y  อยูแลวการคูณดวย xX  ก็จะใหผลที่ไมแตกตาง
จากเดิม   ดังนั้น  ตัวประมาณอัตราสวนของคาเฉลี่ยประชากร คือ  
 

 XrxXyyr       )    (       ==    (2.1) 
 
เมื่อ  xyr /=   คือ  คาอัตราสวนของตัวแปร y  และ x  

 
 ในบทนี้   จะกลาวถึงการหาคุณสมบัติของตัวประมาณอัตราสวน   การเปรียบเทียบประ
สิทธิภาพระหวางตัวประมาณอัตราสวนกับตัวประมาณคาเฉลี่ย   รวมทั้งงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 
2.1  ความเอนเอียงของ ry  
 
 สําหรับคุณสมบัติขอแรกของตัวประมาณที่จะกลาวคือ ความแนบนัยหรือความคงเสนคง
วา  ซึ่งความคงเสนคงวาในเชิงทฤษฎีการสุมตัวอยางจะหมายถึง การที่ตัวประมาณจะมีคาเขาใกล
คาประชากรเมื่อ n  มีขนาดใหญขึ้น  และเทากับคาประชากรเมื่อ Nn     =    จากสมการที่ (2.1) จะ
เห็นวาเมื่อ n  ใหญข้ึนจนเทากับ N  ตัวประมาณ ry  จะมีคาเทากับ Y   นั่นคือ  ry  เปนตัว
ประมาณที่แนบนัย   คุณสมบัติตอไปคือ ความเอนเอียง   แมวา y  และ x  จะเปนตัวประมาณที่
ไมเอนเอียงของ Y  และ X  ตามลําดับ  แต ry  ไมไดเปนตัวประมาณที่ไมเอนเอียงของ Y   
สําหรับการหาความเอนเอียงของ ry  สามารถทําไดดังนี้ 
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                                                  )(rE  ])1)(1([    1−++⋅= xyER δδ    (2.2) 
 

เมื่อ ,       XYR =  YYyy )(     −=δ   และ XXxx )(    −=δ   โดยกําหนดให คา ix  ตางๆ มีคาเปน
บวก และตัวอยางมีขนาดใหญ โดยที่ 1     <xδ   และโดยอนุกรมของเทยเลอร (Taylor’s series) 
จะไดวา 
 

                                         )(rE  ...}])(1}{1[{    2 −+−+⋅= xxyER δδδ  
 

 ] ...))(()(1 [    2 +−+−+⋅= yxxxyER δδδδδ  
 

 )()(   22 −+−
−

+= nOCC
n
R

N
nNR xyx    (2.3) 

 

เมื่อ XSC xx     =  และ )(    YXSC xyxy =  
 

ดังนั้น   ความเอนเอียงของ  ry  คือ 
 

                                   )( ryBias  )(   rBiasX ⋅=  
 

 ]  [    RrEX −⋅=  
 

 )()(   22 −+−
−

= nOCC
n
Y

N
nN

xyx    (2.4) 
 

 จากสมการที่ (2.4) จะเห็นวาความเอนเอียงของ ry  แปรผกผันกับ n  กลาวคือ  ความเอน
เอียงของตัวประมาณอัตราสวนจะมีขนาดเล็กลงเมื่อตัวอยางมีขนาดใหญขึ้น   และอาจจะมีขนาด
เล็กจนไมตองคํานึงถึงไดถาตัวอยางมีขนาดใหญพอ   
 

ในการพิจารณาผลกระทบของความเอนเอียงที่มีตอประสิทธิภาพของตัวประมาณ สําหรับ
การประมาณชวง Cochran (1977) ไดแสดงใหเห็นวา  หากสัดสวนของความเอนเอียงตอ
ความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของตัวประมาณ ) ..( ESBias  มีคานอยมาก เชน นอยกวา 0.1   
ผลกระทบของความเอนเอียงจะมีนอยมากจนไมตองกังวล  โดยในงานวิจัยของ Hartley และ 
Ross (1954) ไดแสดงคาขีดจํากัดบนของความเอนเอียงตอความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของ r   
โดยมีวิธีพิจารณาดังนี้ 

 

                                             ) , ( xrCov  )()() (    xErExrE ⋅−=  
 

 )()(   rEXyE ⋅−=    (2.5) 
 

ทําให                                            )(rE  ) , ( 1    xrCov
XX

Y
−=    (2.6) 
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 ∴                                              )(rBias  ),( 1   xrCov
X

−=    (2.7) 
 

และ                         |)(| rBias   1            ;    1       ||1   , <≤= ρσσσσρ xrxrxr XX
    

 

∴                                            
r

rBias
σ

|)(|  )( ..         xVC
X

x =≤
σ    (2.8) 

 
หรือ )( .. xVC  คือ คาขีดจํากัดบนของอัตราสวนของความเอนเอียงตอความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน 
 
 ดังนั้น  อาจสรุปไดวาผลกระทบของความเอนเอียงตอประสิทธิภาพของตัวประมาณอัตรา
สวนจะมีนอยมากจนไมตองกังวล   ถาสัมประสิทธิความแปรผันของ x  หรือ )( .. xVC  มีคานอย
กวา 0.1   ซึ่งจากขอสรุปนี้  อาจนําไปใชกําหนดขนาดตัวอยางที่จะทําใหสามารถใชตัวประมาณ
อัตราสวนไดโดยไมตองกังวลกับความเอนเอียง หรือกลาวคือ อาจใชเปนเกณฑในการกําหนด
ขนาดตัวอยางที่ใหญพอนั่นเอง 
 
2.2  ความแปรปรวนของ ry  
 
 ในการศึกษาคุณภาพเชิงความเที่ยงตรงหรือความถูกตองของตัวประมาณอัตราสวน    จะ
พิจารณาจากคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง กรณีที่ตัวอยางมีขนาดใหญพอจะทําใหความ
เอนเอียงของตัวประมาณมีนอยมากจนไมตองนํามาพิจารณา คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลัง
สองจะมีคาโดยประมาณเทากับความแปรปรวน   สําหรับการหาความแปรปรวนของ ry  สามารถ
ทําไดดังนี้ 
 
                                             )( 2rE  ])1()1[(    222 −++⋅= xyER δδ    (2.9) 
 
โดยกําหนดให คา ix  ตางๆ มีคาเปนบวก และตัวอยางมีขนาดใหญ  โดยที่  1     <xδ   จะไดวา 
 

                                   )( 2rE  ...}])(321{}1[{    222 −+−+⋅= xxyER δδδ  
 

 ] ...))((4)(3)(221 [    222 −−++−+⋅= yxxyxyER δδδδδδ  
 

 )()43(   222
2

2 −+−+
−

+= nOCCC
n

R
N

nNR xyxy  (2.10) 
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ดังนั้น   ความแปรปรวนของ  ry  คือ 
 

                                             )( ryVar  )(    2 rVarX ⋅=  
  

 22 ] )( [    rErEX −⋅=  
 

 ])}({)( [     222 rErEX −⋅=  
 

 )()2(   222
2

−+−+
−

= nOCCC
n

Y
N

nN
xyxy  

 

 )()}2(1{ 2
2

−+−+
−

= nOKK
n

S
N

nN y ρ    (2.11) 
 

เมื่อ YSCCCK yyyx        ,       ==    และ   
xy

N

i
ii

SSN

XxYy

)1(

))((
      1

−

−−
=
∑
=ρ  

 

 

และถาตัวอยางมีขนาดใหญพอ  คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองโดยประมาณของ ry  คือ 
 

                                  )(  ~  )( rr yVaryMSE =  )}2(1{~
2

ρ−+
−

= KK
n

S
N

nN y    (2.12) 
 
2.3  การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณอัตราสวน 
 
 เพื่อหาแนวทางในการตัดสินใจเลือกใชตัวประมาณคาเฉลี่ย y  และตัวประมาณอัตราสวน 

ry    จึงสมควรที่จะทําการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณทั้งสอง      ในกรณีที่ตัวอยาง
มีขนาดใหญพอ   การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณอาจพิจารณาจากความแมนยํา
เปรียบเทียบ (relative precision)  ของ y  เทียบกับ ry  ซึ่งเทากับ 
 
                                                 

)(
)(

ryVar
yVar   

)2(1
1

ρ−+
=

KK
    (2.13) 

 
ดังนั้น  ตัวประมาณอัตราสวนจะมีความแปรปรวนนอยกวาเมื่อ 1)2(1       <−+ ρKK  กลาวคือ   

 
                                                           K  ρ2   <  (2.14) 
 

หรือ                                                    ρ  
y

x

C
C

2
1   >  (2.15) 
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จะเห็นวาเนื่องจากตัวประมาณอัตราสวนใชประโยชนจากความสัมพันธระหวาง y  กับ x  
ระดับความสัมพันธจึงเปนปจจัยสําคัญในการตัดสินใจเลือกใชตัวประมาณ ดังนั้น ถาตัวอยางมี
ขนาดใหญพอ  ตัวประมาณอัตราสวน ry  จะมีประสิทธิภาพมากกวาตัวประมาณคาเฉลี่ย y    
เมื่อสัมประสิทธิสหสัมพันธระหวาง y  กับ x  มีคามากกวาครึ่งหนึ่งของสัมประสิทธิความแปรผัน
ของ x  เทียบกับ y    และโดยอาศัยขอจํากัดที่วา 1      |  | <ρ  จะไดวา 2         2      << ρK  กลาวคือ   
ถา y  และ x  มีความสัมพันธอยูในระดับหนึ่ง   และตองการใหตัวประมาณอัตราสวนมีประสิทธิ
ภาพมากกวาตัวประมาณคาเฉลี่ยแลว   สัมประสิทธิความแปรผันของ x  ควรจะมีคาใกลเคียงกับ
ของ y  หรือไมควรมากกวาสองเทาของ y  
 
2.4  งานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 
 จากการที่ตัวประมาณอัตราสวนมีขอจํากัดเรื่องความเอนเอียงของตัวประมาณ ทําใหเวลา
นําไปใชตองคํานึงถึงขนาดตัวอยาง วาใหญพอจะทําใหไมตองกังวลกับความเอนเอียงไดหรือไม  
จึงมีผูสนใจทําการปรับปรุงตัวประมาณอัตราสวน  เพื่อลดความเอนเอียงของตัวประมาณหรือหา
ตัวประมาณอัตราสวนที่ไมเอนเอียง   ทําใหมีงานวิจัยหลายชิ้นเสนอตัวประมาณอัตราสวนในรูป
แบบตางๆ และตัวประมาณตัวหนึ่งที่นาสนใจคือ ตัวประมาณอัตราสวนของ Chakrabarty (1977) 
ซึ่งมีรูปแบบดังนี้ 
 

 rC yWyWy       )1(      1 +−=  (2.16) 
 

และ XrWyWy QC        )1(      2 +−=  (2.17) 
 

เมื่อ W   คือ  คาถวงน้ําหนัก   1        0    ; << W  
 

และ )(
2
1    2      21 rrrrQ +−=   คือ  ตัวประมาณของ Quenouille (1956)   โดยที่ 1r  และ 2r  คือ 

อัตราสวนตัวอยางจากการสุมแบงครึ่งตัวอยางออกเปน 2 กลุมที่ไมซ้ําซอนกัน 
 
 สําหรับวิธีที่ใชในการหาความเอนเอียงและความแปรปรวนของ 1Cy  และ 2Cy  จะเหมือน
กับวิธีที่ใชใน ry    โดยจากงานวิจัยไดแสดงวา 
 

ความเอนเอียงของ 1Cy  คือ 
 

                                           )( 1CyBias  )(   ryBiasW ⋅=  
 

 )()(   22 −+−
−

= nOCC
n
YW

N
nN

xyx  (2.18) 
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และความเอนเอียงของ 2Cy  คือ 
 

                                                    )( 2CyBias  )(   QrBiasXW ⋅=  
 

 )(0   2−+= nO  (2.19) 
 
 จากสมการที่ (2.18) และ (2.19) จะเห็นวา 2Cy  เปนตัวประมาณที่มีความเอนเอียงนอย
กวา 1Cy    อยางไรก็ตาม  ความเอนเอียงของ 1Cy  จะมีคานอยกวา ry   เมื่อ  W      0 < 1   <   และ  
เมื่อความสัมพันธระหวาง y  กับ x  เปนความสัมพันธเชิงเสนที่ผานจุดกําเนิด   จะพบวา xyx CC    2 −  

0  =  ทําใหความเอนเอียงของ 1Cy  และ 2Cy  มีคาใกลเคียงกัน 
 

และความแปรปรวนโดยประมาณของ 1Cy  และ 2Cy  ซึ่งพิจารณาถึงเทอมใน )( 1−nO  มีคา
เทากันดังนี้ 
 

                               )(   ~   )( 21 CC yVaryVar =  )}2(1{   ~
2

ρ−+
−

= WKWK
n

S
N

nN y  (2.20) 
 
 นอกจากนี้ Chakarbraty ยังไดทําการศึกษาความเอนเอียงและความแปรปรวนของ 1Cy  
และ 2Cy    ในกรณีที่ y  และ x  มีความสัมพันธภายใตตัวแบบเชิงเสนตอไปนี้ 
 

                                                  iy  ii ux ++=     βα  0   ; >β  
 

                                         )|( ii xuE  0   =  0      ),|,(   , =jiji xxuuE  
 

 

                                      )|( ii xuVar  δn   =   (δ  เปนคาคงที่ใน )( 1−nO ) 
 

เมื่อตัวแปร nxi  มีการแจกแจงแบบแกมมา พารามิเตอร h    ดังนั้น ∑
=

=
n

i
i nxx

1

 จะมีการแจกแจง
แบบแกมมา พารามิเตอร nhm =  จะไดวา 

 
                        1Cy  })1{(    })1{(   WmxW

x
WmW +−++−= βα })1{(  

x
WmWu +−+  (2.21) 

 
และ                  2Cy  })1{(    )}

2
1

2
12()1{(   

21

WmxW
xxx

WmW +−+−−+−= βα  
 

   }2)1{()(
2 2

2

1

1

x
WmWu

x
u

x
uWm

+−+−−  (2.22) 
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ความเอนเอียงของ 1Cy  และ 2Cy  ภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด คือ 
 

                                                    )( 1CyBias  
)1(

   
−

=
m

Wα  (2.23) 
 

และ                                             )( 2CyBias  
)2)(1(

2   
−−

−
=

mm
Wα  (2.24) 

 
โดยเมื่อแทน 1    =W  ลงในสมการที่ (2.23) จะไดวาความเอนเอียงของ ry  ภายใตตัวแบบนี้ คือ 
 

                                                     )( ryBias  
)1(

   
−

=
m
α  (2.25) 

 
สําหรับความแปรปรวนของ 1Cy  และ 2Cy  ภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด คือ 
 

                          )( 1CyVar  mW
mm

mW 22
2

222 )1(     
)2()1(

1    −+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
= βα  

 

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−  

)1(
1 )1(2  

m
WmWαβ

⎩
⎨
⎧

−+ )1(  Wδ  
 

   
⎭
⎬
⎫

−−
+

−
+−

+  
)2)(1(

    
)1(

)1( )1(   
22

mm
mW

m
mWW  (2.26) 

 
และ                    )( 2CyVar  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−
+−

=  
)4()2()1(

176    
22

2
222

mmm
mmmWα  mW 22 )1(  −+ β  

 

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
−

−−
)2)(1(

3)1(2
mm

mWmWαβ
⎩
⎨
⎧

−+ 2)1(  Wδ  
 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
−+

)2)(1(
3)1(2

mm
mWmW  

 

  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

+−
+  

)4()2)(1(
187  

2

2
22

mmm
mmmW  (2.27) 

 
โดยเมื่อแทน 0    =W  ลงในสมการที่ (2.26) จะไดวาความแปรปรวนของ y  ภายใตตัวแบบนี้ คือ 
 
                                                        )(yVar  m2   βδ +=  (2.28) 
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และเมื่อแทน 1    =W  ลงในสมการที่ (2.26) จะไดวาความแปรปรวนของ ry  ภายใตตัวแบบนี้ คือ 
 

                                       )( ryVar  
)2()1(

   
2

22

−−
=

mm
mα  

)2)(1(
   

2

−−
+

mm
mδ  (2.29) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 3 
 

ตัวประมาณอัตราสวนที่เสนอ 
 
 ถาความสัมพันธระหวาง y  กับ x  เปนแบบเชิงเสนและมีทิศทางเดียวกัน   การประมาณ
คาเฉลี่ยประชากร Y  จากการเลือกตัวอยางสุมแบบงายขนาด n  จากประชากรขนาด N  นั้น  การ
ตัดสินใจเลือกใชตัวประมาณคาเฉลี่ย y  และตัวประมาณอัตราสวน ry    จากการเปรียบเทียบประ
สิทธิภาพของตัวประมาณทั้งสอง  ดังที่กลาวไปแลวในบทที่ 2  ทําใหทราบวาโดยทั่วไปจะเลือกใช 

ry  เมื่อตัวอยางมีขนาดใหญพอและ yx CC 2     >ρ   ถานอกจากนี้จะใช y  แทน   เพื่อเพิ่มประสิทธิ
ภาพของตัวประมาณอัตราสวนใหดีข้ึน  ผูวิจัยจึงไดทําการพัฒนาตัวประมาณอัตราสวนตัวใหม  
โดยนําเอาตัวประมาณของ Tin (1965) มาใช คือ 
 

                                                     1Tr  )}( 1 {    
2

2

x
s

yx
s

r xxy −+= η    (3.1) 
 

และ                                        2Tr  )}31( )( 1 {    
2

2

2

2

x
S

x
s

yx
s

r xxxy ηη −−+=    (3.2) 
 

เมื่อ   η   )11(   
Nn

−=  
 

  xys  ∑
=

−−
−

=
n

i
ii yyxx

n 1

))((
1

1     คือ  คาความแปรปรวนตัวอยางรวมของ x  และ y  
 

และ  2
xs  ∑

=

−
−

=
n

i
i xx

n 1

2)(
1

1     คือ  คาความแปรปรวนตัวอยางของ x  
 

โดยตัวประมาณที่ผูวิจัยเสนอมีรูปแบบดังนี้ 
 

                                               1MODy   XrWyW T        )1(   1+−=    (3.3) 
 

และ                                        2MODy  XrWyW T        )1(   2+−=    (3.4) 
 

เมื่อ  W  คือ คาถวงน้ําหนัก  1            0    ; << W  
 
 ในบทนี้  จะกลาวถึงคุณสมบัติของตัวประมาณ 1MODy  และ 2MODy    โดยแบงเปนคุณสมบัติ
ทั่วไป และคุณสมบัติภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด  ซึ่งคุณสมบัติที่จะพิจารณา ไดแก ความแนบ
นัยหรือความคงเสนคงวา  ความเอนเอียง  และความแปรปรวน  
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3.1  ความเอนเอียงของ 1MODy  และ 2MODy  
 
 จากสมการที่ (3.3) และ (3.4) จะพบวาเมื่อ n  มีขนาดใหญขึ้นจนเทากับ N  ตัวประมาณ 

1MODy  และ 2MODy  จะมีคาเทากับ Y    นั่นคือ   1MODy  และ 2MODy  เปนตัวประมาณที่แนบนัย   แตตัว
ประมาณทั้งสองเปนตัวประมาณที่เอนเอียงเชนเดียวกับ ry    สําหรับการพิจารณาความเอนเอียง
ของ 1MODy  และ 2MODy   จะกําหนดให  คา ix  ตางๆ มีคาเปนบวก  และตัวอยางมีขนาดใหญ  โดยที่ 
 

                                                        xδ   1           <
−

=
X

Xx    (3.5) 
 
จากขอกําหนดที่กลาวมาขางตน  ทําใหสามารถหาความเอนเอียงของ 1MODy  และ 2MODy  ไดดังนี้ 
 

         )( 1MODyBias  )(   1TrBiasXW ⋅=  
 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
−

−−
−−

= )( 
)2)(1(

)(3    
)2)(1(

)2)((     30212

2

2
CC

nNN
nN

nNN
nNnNYW  

 

  )( 
)3)(2)(1(

)12()(6
    

)3)(2)(1(
)66)((

31403

2

3

22

CC
nNNN

nNnN
nNNN

nNNnNnN
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−
+−−

−
−−−
++−−

+  
 

  ⎜⎜
⎝

⎛
−−−

++−−−
+

−−−
−−−−

+
32

22

3 )3)(2()1(
)36643()(6

    
)3)(2)(1(

)1)(1)((3
nNNN

nNNnNnN
nNNN

nnNnNN  
 

  )( 
)1(

)(6
  1120

2
2022

2

CCC
nN

nN
−⎟⎟

⎠

⎞
−
−

−  ⎜⎜
⎝

⎛
−−−−

−−−−−
+

4)4)(3)(2)(1(
)1)(1)(2)((

  
nNNNN

nnNnNnNN  
 

  
32

2

)2()1(
)2()(  

nNN
nNnN

−−
−−

−  202111303

2

6  4( 
)3)(2)(1(
)1()(3

  CCCC
nNNN

nNnN
+⎟⎟

⎠

⎞
−−−
−−−

−  
 

  )10  2030CC− ⎜⎜
⎝

⎛
−−−−−

−−+++−−−
+

5

222

)5)(4)(3)(2)(1(
)2)(1)(2332)((15

  
nNNNNN

nnnnNNnNnNN  
 

  )(     )( 
)3)(2()1(

)1)(1()(45  4
11

2
20

3
2042

2
−+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−⎟⎟
⎠

⎞
−−−

−−−−
− nOCCC

nNNN
nnNnNN    (3.6) 
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และ 
 

         )( 2MODyBias  )(   2TrBiasXW ⋅=  
 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
−

−−
−−

= )( 
)2)(1(

)(3    
)2)(1(

)2)((     30212

2

2
CC

nNN
nN

nNN
nNnNYW  

 

  )( 
)3)(2)(1(

)12()(6
    

)3)(2)(1(
)66)((

  31403

2

3

22

CC
nNNN

nNnN
nNNN

nNNnNnN
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−
+−−

−
−−−
++−−

+  
 

  ⎜⎜
⎝

⎛
−−−

++−−−
+

−−−
−−−−

+
32

22

3 )3)(2()1(
)36643()(6

    
)3)(2)(1(

)1)(1)((3
  

nNNN
nNNnNnN

nNNN
nnNnNN  

 

  )( 
)1(

)(3
  1120

2
2022

2

CCC
nN

nN
−⎟⎟

⎠

⎞
−
−

−  ⎜⎜
⎝

⎛
−−−−

−−−−−
+

4)4)(3)(2)(1(
)1)(1)(2)((

  
nNNNN

nnNnNnNN  
 

  202111303

2

32

2

6  4( 
)3)(2)(1(
)1()(3

    
)2()1(

)2()(
  CCCC

nNNN
nNnN

nNN
nNnN

+⎟⎟
⎠

⎞
−−−
−−−

−
−−
−−

−  
 

  ⎜⎜
⎝

⎛
−−−−−

−−+++−−−
+−

5

222

2030 )5)(4)(3)(2)(1(
)2)(1)(2332)((15

    )10  
nNNNNN

nnnnNNnNnNN
CC  

 

  )( 
)1(

)(45
    

)3)(2()1(
)1)(1()(45

  11
2
20

3
2033

3

42

2

CCC
nN

nN
nNNN
nnNnNN

−⎟⎟
⎠

⎞
−
−

+
−−−

−−−−
−  

 

  )(      )(  
)2()1(

)(15
  4

2030202132

3
−+

⎭
⎬
⎫

−
−−

−
+ nOCCCC

nNN
nN    (3.7) 

 

เมื่อ  sr

N

i

s
i

r
i

rs YX

YyXxN
C

∑
=

−−
= 1

)()()1(
       ;    r  และ s  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 

 
พิสูจน สมการที่ (3.6) และ (3.7) 
 

 หาคา )( 1TrBias  และ )( 2TrBias  โดยพิจารณาถึงเทอมใน )( 3−nO  
 

เนื่องจาก              )( 1TrBias   ]    [    1 RrE T −=  
 

 R
x
s

yx
s

rE xxy     )}( 1 {      
2

2

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+= η  

 

 R
x
sy

x
s

E
Nn

rE xxy     ]      [  )11(    )  (   
3

2

2
−−−+=  
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และ                     )( 2TrBias   R
x
S

x
s

yx
s

rE xxxy      )}31( )( 1 {     
2

2

2

2

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+= ηη  

 

 R
x
S

x
s

yx
s

rE
x
s

yx
s

rE xxxyxxy      )(3       )}( 1 {      
2

2

2

2
2

2

2

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+= ηη  

 

   ][  )11( 3    ) (   
5

2

4
22

1 x
sy

x
s

ES
Nn

rBias xxy
xT −⋅−−=  

 

จากขอกําหนดขางตนและโดยอนุกรมของเทยเลอร  จะไดวา 
 

(1)     )(
2x

s
E xy  ;    ])1)(1( [    2

2

−++= xs
xy

xy
E

X
S

δδ    เมื่อ  xyxyxys SSs
xy

)(  −=δ  
 

 ] ...})(5)(4)(321}{1{ [    432

2
−+−+−+= xxxxs

xy

xy
E

X
S

δδδδδ  
 

 )()(3)(4))((2)(321 [    232

2 xyxyxy sxxsxxsx
xy E

X
S

δδδδδδδδ +−−++−=  
 

   ] ...)()(4)(5  34 −−+
xysxx δδδ  

 

 
⎩
⎨
⎧

−−
−

−
−
−

+
−

= 211120211 )2)(1(
)(2

    
)1(

)(3
    

1
     C

nNN
nNN

CC
nN
nNN

C
N

NR  
 

   312113022 )3)(2)(1(
)12)((3    

)2()1(
)2)((4  C

nNNN
nNnNNCC

nNN
nNnNN

−−−
+−−

+
−−
−−

−  
 

   112022

2

)3)(2()1(
)36643)((3  CC

nNNN
nNNnNnNN

−−−
++−−−

−  
 

   11
2
2032

2

)3)(2()1(
)1)(1)((15  CC

nNNN
nnNnNN

−−−
−−−−

+  
 

   )(     
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ดังนั้น  จาก (1) ถึง (4) สามารถหาคา )( 1TrBias  และ )( 2TrBias  ไดดังนี้ 
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ทําให )( 1MODyBias  และ )( 2MODyBias  มีรูปแบบตามสมการที่ (3.6) และ (3.7) ตามลําดับ 
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 ดังนั้น  จากสมการที่ (3.6) และ (3.7) จะเห็นวาตัวประมาณ 1MODy  และ 2MODy  มีเทอม
หลักของความเอนเอียงอยูใน )( 2−nO   ซึ่งเมื่อ n  มีขนาดใหญขึ้นความเอนเอียงของ 1MODy  และ 

2MODy  จะเขาสู 0 เร็วกวา ry   และหากเปรียบเทียบความเอนเอียงระหวาง 1MODy  กับ 2MODy   จาก
สูตรขางตนจะพบวาความเอนเอียงของ 1MODy  และ 2MODy  ขึ้นอยูกับความเอนเอียงของ 1Tr  และ 

2Tr  ตามลําดับ   ซึ่งจากงานวิจัยของ Tin (1965) ไดสรุปเอาไววาภายใตการแจกแจงแบบปกติ 2Tr  
จะมีความเอนเอียงนอยกวา 1Tr  
 
3.2  ความแปรปรวนโดยประมาณของ 1MODy  และ 2MODy  
 
 การศึกษาความแปรปรวนของตัวประมาณ ณ ที่นี้  จะเปนการหาความแปรปรวนโดย
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(1)  หาคา )( 1TrVar  และ )( 2TrVar  โดยพิจารณาถึงเทอมใน )( 2−nO  
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จากขอกําหนดขางตนและโดยอนุกรมของเทยเลอร  จะไดวา 
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ดังนั้น  จาก (1.1) ถึง (1.7) จะไดวาคา )( 1TrVar  และ )( 2TrVar  โดยประมาณถึงเทอมใน 
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จากขอกําหนดขางตนและโดยอนุกรมของเทยเลอร  จะไดวา 
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ดังนั้น  จาก (2.1) ถึง (2.5) จะไดวาคา ),( 1TryCov  และ ),( 2TryCov  โดยประมาณถึง
เทอมใน )( 2−nO  มีคาเทากัน  ดังนี้ 
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จาก (1) และ (2) ทําให )( 1MODyVar  และ )( 2MODyVar  มีรูปแบบตามสมการที่ (3.8) 
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สําหรับความแปรปรวนโดยประมาณของ 1MODy  และ 2MODy  ที่พิจารณาถึงเทอมใน )( 1−nO  
จะมีคาดังนี ้  
 

                         )(   ~   )( 21 MODMOD yVaryVar =   )2(  
1
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021120
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CWCCW
n
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N
nN
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     )}2(1{   ~
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ρ−+
−

= WKWK
n

S
N

nN y    (3.9) 
 

เมื่อ    yx CCK =  
 

 XSC xx =   คือ  คาสัมประสิทธิความแปรผันของ x  
 

และ YSC yy =   คือ  คาสัมประสิทธิความแปรผันของ y  
 
และสําหรับคา W  ที่เหมาะสม  ซึ่งจะทําใหความแปรปรวนนี้มีคาต่ําที่สุด คือ 
 

 KWopt ρ  =  (3.10) 
 

โดยความแปรปรวนที่มีคาต่ําที่สุด คือ 
 

 )1(   2
2

min ρ−−
=

n
S

N
nNVar y  (3.11) 

 
3.3  ความเอนเอียงของ 1MODy  และ 2MODy  ภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด 
 

 กําหนดใหตัวแบบเชิงเสนที่แสดงความสัมพันธระหวาง y  กับ x  คือ 
 

                                                  iy  ii ux ++=     βα  0   ; >β  (3.12) 
 

                                         )|( ii xuE  0   =  0      ),|,(   , =jiji xxuuE  
 
 

                                      )|( ii xuVar  δn   =   (δ  เปนคาคงที่ใน )( 1−nO ) 
 
 

เมื่อตัวแปร nxi  มีการแจกแจงแบบแกมมา พารามิเตอร h    และ ∑
=

=
n

i
i nxx

1

 จะมีการแจกแจง
แบบแกมมา พารามิเตอร nhm =    สําหรับตัวแบบนี้ เปนตัวแบบที่ถูกนํามาใชศึกษาความเอน
เอียงและความแปรปรวนของตัวประมาณอัตราสวนในงานวิจัยหลายๆ ชิ้น  เชน  ในงานวิจัยของ   
Durbin (1959)  ,   Rao และ Webster (1966)    และ Chakrabarty (1973)   เปนตน 
 
 



27 

 จากตัวแบบที่กลาวมาขางตน  จะไดวา 
 

                                                         y  ux ++=     βα  (3.13) 
 

                                                     )(yE  Ym =+=     βα  (3.14) 
 

โดยความเอนเอียงของ 1MODy  คือ 
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และความเอนเอียงของ 2MODy  คือ 
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พิสูจน  สมการที่ (3.15) และ (3.16) 
 
 ภายใตตัวแบบ (3.12)  จะไดวา 
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 เนื่องจาก    
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 โดยวิธีของ  Rao และ Webster (1966 หนา 576) จะไดวา 
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 ดังนั้น  ความเอนเอียงของ 1MODy  คือ 
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  ) ()( 1 myE MOD βα +−=  
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2 −
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 และความเอนเอียงของ 2MODy  คือ 
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 จากสมการที่ (3.15) และ (3.16) จะเห็นวาความเอนเอียงของ 1MODy  และ 2MODy  อยูใน 

)( 2−nO  (เมื่อ nhm = )   และหากความสัมพันธระหวาง y  กับ x  เปนความสัมพันธเชิงเสนที่ผาน
จุดกําเนิด หรือ 0=α  ในตัวแบบ (3.12)   จะไดวา 1MODy  และ 2MODy  เปนตัวประมาณที่ไมเอนเอียง
ของ Y  
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3.4  ความแปรปรวนของ 1MODy  และ 2MODy  ภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด 
 
 วิธีที่ใชในการหาความแปรปรวนของ 1MODy  และ 2MODy  ภายใตตัวแบบ (3.12) จะคลายกับ
วิธีที่ Rao และ Webster (1966) ใช 
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          )( 1MODyVar  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+−−
+

+−−
++

=  
)1)(3)(4)(1(

2
)3)(4()1(

)83(
    

22222

22
222

nmmm
mn

mmm
mmm

mWα  
 

  mW 22 )1(  −+ β  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−

)1(
1)1(2  

2
2

m
WmWαβ  

⎩
⎨
⎧

−+ 2)1(  Wδ  
 

  ⎜⎜
⎝

⎛
+−−

+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
)3)(4)(1(

)4(
    

)1(
1)1(2  

22

2
22

2
2

mmm
mm

mW
m

WmW  
 

  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟⎟
⎠

⎞
−+−−

+++
+  

)1)(3)(4)(1(
2)65(  

22

2

nmmm
mnmm  (3.17) 

 
และความแปรปรวนของ 2MODy  คือ 
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พิสูจน สมการที่ (3.17) และ (3.18) 
 

 ภายใตตัวแบบ (3.12) จะไดวา 
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 เนื่องจาก 
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 โดยวิธีของ  Rao และ Webster (1966 หนา 576) จะไดวา 
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 และ 
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ดังนั้น  ความแปรปรวนของ 1MODy  คือ 
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และความแปรปรวนของ 2MODy  คือ 
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บทที่ 4 
 

ผลการวิจัย 
 

 ในบทที่ 3 ไดกลาวถึง ตัวประมาณอัตราสวนที่ผูวิจัยเสนอในงานวิจัยนี้สําหรับประมาณคา
เฉลี่ยประชากร  นอกจากตัวประมาณที่ผูวิจัยเสนอ  ยังมีงานวิจัยอีกหลายชิ้นเสนอตัวประมาณ
อัตราสวนในรูปแบบตางๆ กัน  ซึ่งในงานวิจัยของ Chakarbraty (1977) ไดเสนอตัวประมาณอัตรา
สวน 2 ตัว คือ 
 

 rC yWyWy       )1(      1 +−=    (4.1) 
 

และ XrWyWy QC        )1(     2 +−=    (4.2) 
 

เมื่อ W   คือ  คาถวงน้ําหนัก   1        0    ; << W  
 

และ )(
2
1    2      21 rrrrQ +−=   คือ  ตัวประมาณของ Quenouille (1956)   โดยที่ 1r  และ 2r  คือ 

อัตราสวนตัวอยางจากการสุมแบงครึ่งตัวอยางออกเปน 2 กลุมที่ไมซ้ําซอนกัน 
 
 จะพบวาตัวประมาณของ Chakarbraty มีรูปแบบคลายกับตัวประมาณที่ผูวิจัยเสนอ และ
ผลการวิจัยของ Chakarbraty ไดแสดงวา 1Cy  และ 2Cy  เปนตัวประมาณที่เหมาะสมตัวหนึ่ง  จึง
สมควรที่จะนํามาพิจารณารวมกับตัวประมาณที่ผูวิจัยเสนอและ ry   เพื่อหาแนวทางในการตัดสิน
ใจเลือกใชตัวประมาณที่เหมาะสมกับสถานการณตางๆ 
 
 ในบทนี้  จะกลาวถึงคุณสมบัติของตัวประมาณอัตราสวนทั้งหมด  การเปรียบเทียบประ
สิทธิภาพของตัวประมาณ  โดยแบงเปน 2 กรณี คือ กรณีทั่วไป และกรณีที่ y  และ x  มีความ
สัมพันธภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด 
 
4.1  ความเอนเอียงและความแปรปรวนของตัวประมาณอัตราสวน 
 
 ในการศึกษาความเอนเอียงและความแปรปรวนของตัวประมาณอัตราสวนนั้น  โดยปกติ
จะกําหนดให คา ix  ตางๆ มีคาเปนบวก และตัวอยางมีขนาดใหญ โดยที่ 1     <xδ   จะไดวาความ
เอนเอียงของตัวประมาณอัตราสวนที่พิจารณาถึงเทอมใน )( 1−nO  มีคาดังนี้ 
 

ความเอนเอียงของ ry  คือ 
 

                                         )( ryBias  )()(   22 −+−
−

= nOCC
n
Y

N
nN

xyx    (4.3) 
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ความเอนเอียงของ 1Cy  คือ 
 

                                        )( 1CyBias  )()(   22 −+−
−

= nOCC
n
YW

N
nN

xyx    (4.4) 
 

ความเอนเอียงของ 2Cy  คือ 
 

                                        )( 2CyBias  )(0   2−+= nO   (4.5) 
 

ความเอนเอียงของ 1MODy  คือ 
 

                                     )( 1MODyBias  )(0   2−+= nO   (4.6) 
 

และความเอนเอียงของ 2MODy  คือ 
 

                                     )( 2MODyBias  )(0   2−+= nO   (4.7) 
 
 จากสมการที่ (4.3) ถึง (4.7) จะเห็นวาตัวประมาณ  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  มีเทอมหลัก
ของความเอนเอียงอยูใน )( 2−nO    ซึ่งเมื่อ n  มีขนาดใหญขึ้นความเอนเอียงของ 2Cy  ,  1MODy  และ 

2MODy  จะเขาสู 0 เร็วกวา ry  และ 1Cy   อยางไรก็ตาม  ความเอนเอียงของ 1Cy  จะมีคานอยกวา ry   
เมื่อ  1         0 << W  
 
 สําหรับความแปรปรวนโดยประมาณของ 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy   ซึ่งพิจารณาถึง
เทอมใน )( 1−nO  จะมีคาเทากันดังนี้ 
 

  )(estimatorVar  )}2(1{   ~
2

ρ−+
−

= WKWK
n

S
N

nN y    (4.8) 
 

หมายเหตุ  ในที่นี้กําหนดให estimator  แทนตัวประมาณ 1Cy  ,   2Cy  ,   1MODy   และ  2MODy  
 
4.2  การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณอัตราสวน 
 
 ในกรณีที่ตัวอยางมีขนาดใหญพอ หรือใหญพอจะทําใหความเอนเอียงของตัวประมาณ
อัตราสวนมีคานอยจนไมตองนํามาพิจารณา การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณอาจ
พิจารณาจากความแมนยําเปรียบเทียบ หรืออัตราสวนระหวางความแปรปรวนของ y  และ ry  
เทียบกับ  1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  โดยกําหนดให 
 

 1E     
)(

)(   
estimatorVar

yVar
=

)}2(1{
1   

ρ−+
=

WKWK
   (4.9) 
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และ  2E     
)(

)(   
estimatorVar

yVar r=
)}2(1{

)}2(1{   
ρ

ρ
−+

−+
=

WKWK
KK  (4.10) 

 
 สําหรับการหาคา  W  ที่เหมาะสม   ซึ่งจะทําให 1E  หรือ 2E  มีคามากกวา 1  หรือทําใหตัว
ประมาณ 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  มีประสิทธิภาพมากกวา y  หรือ ry  สามารถทําไดดังนี้ 
 

(1) 1      1 >E  ก็ตอเมื่อ 
 

                                             )2(1 ρ−+ WKWK  1  <  
 

                                                        ρ2−WK  0   <  
 

                                                                  W Kρ2   <  
 

(2) 1      2 >E  ก็ตอเมื่อ 
 

                                             )2(1 ρ−+ WKWK  )2(1   ρ−+< KK  
 

                                     ρ2 )1()1( 2 −−− WKW  0   <  
 

                                    } 2)1( ){1( ρ−+− KWW  0   <  
 

 เนื่องจาก  1        0 << W   ทําให  )1( −W   มีคาเปนลบเสมอ  ดังนั้น  ถาตองการใหคาทางซาย
ของอสมการนอยกวา  0  อาจเขียนอสมการใหมไดวา 

 

                                                  2)1( ρ−+ KW 0   >  
 

                                                                  W
K

K−
>

ρ2    
 
ดังนั้น  จาก (1) และ (2) อาจสรุปไดวา 
 

  1      1 >E  เมื่อ  W      0 < Kρ2   <  (4.11) 
 

และ 1     2 >E   เมื่อ 1           )2( <<− WKKρ  (4.12) 
 

และหากพิจารณาคา  W  ที่เหมาะสมที่สุด   ซึ่งจะทําใหทั้ง 1E  และ 2E  มีคามากกวา 1  หรือทําให
ตัวประมาณ 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  มีประสิทธิภาพมากกวา y  และ ry    จากสมการที่ 
(4.11) และ (4.12) จะไดวาคา W  ที่เหมาะสมที่สุดควรอยูระหวาง KK )2( −ρ  ถึง Kρ2  หรือ 
 

   1E  และ 1      2 >E   เมื่อ  KWKK ρρ 2            )2( <<−  (4.13) 
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 จากการพิจารณาขางตนนี้   จะเห็นวาการเปลี่ยนแปลงของคา ρ  ,  K  และ W  จะมีผล
ตอประสิทธิภาพของตัวประมาณ   ซึ่งจากคาที่เปนไปไดของ ρ  และ K  เมื่อแทนคาลงในสมการที่ 
(4.13)  จะไดคาขอบเขตลาง )( WL  และขอบเขตบน )( WU  ของ W  ที่เหมาะสมที่สุด  ผลลัพธที่ได
แสดงไวในตารางตอไปนี้ 
 

ตารางที่ 4.1  แสดงคาขอบเขตลาง )( WL  และขอบเขตบน )( WU  ของ  W  ที่เหมาะสมที่สุด 
 

25.0=K  50.0=K  00.1=K  50.1=K  00.2=K  
 ρ  

WL  WU  WL  WU  WL  WU  WL  WU  WL  WU  

0.1 0.0 0.8 0.0 0.4 0.0 0.2 0.0 0.1 0.0 0.1 

0.2 0.6 1.0 0.0 0.8 0.0 0.4 0.0 0.3 0.0 0.2 

0.3 X X 0.2 1.0 0.0 0.6 0.0 0.4 0.0 0.3 

0.4 X X 0.6 1.0 0.0 0.8 0.0 0.5 0.0 0.4 

0.5 X X 1.0 1.0 0.0 1.0 0.0 0.7 0.0 0.5 

0.6 X X X X 0.2 1.0 0.0 0.8 0.0 0.6 

0.7 X X X X 0.4 1.0 0.0 0.9 0.0 0.7 

0.8 X X X X 0.6 1.0 0.1 1.0 0.0 0.8 

0.9 X X X X 0.8 1.0 0.2 1.0 0.0 0.9 
 

 หมายเหตุ  X  หมายถึง ไมมีคา  W  ที่เหมาะสมที่สุด สําหรับคา ρ  และ K  ที่กําหนด 
 
 จากตารางที่ 4.1 จะสังเกตเห็นวาสําหรับ 00.1    ≥K  และ W  มีคาอยูในชวงกวางๆ ตัว
ประมาณ 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  จะมีประสิทธิภาพมากกวา y  และ ry   เชน  เมื่อ 

6.0    =ρ  ,  00.1    =K  และ W  มีคาอยูระหวาง 0.2 ถึง 1.0  
 
 และจากคาที่เปนไปไดของ ρ  และ K  เมื่อแทนคาลงในสมการที่ (4.9) และ (4.10) โดย
ให  W  เทากับ 0.25 และ 0.50   ผลลัพธที่ไดแสดงไวในตารางที่ 4.2 และ 4.3 ตามลําดับ 
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  ตารางที่ 4.2  แสดงคาประสิทธิภาพของ y  และ ry  เทียบกับ , 1Cy  12    ,  MODC yy   และ  2MODy    
เมื่อ 25.0    =W   (หนวยเปนรอยละ(%)) 

 

25.0=K  50.0=K  00.1=K  50.1=K  00.2=K  
 ρ  

1E  2E  1E  2E  1E  2E  1E  2E  1E  2E  

0.1 101 102 101 116 99 178 94 277 87 400 

0.2 102 98 104 109 104 166 101 268 95 400 

0.3 103 94 106 101 110 153 109 257 105 400 

0.4 105 90 109 93 116 139 119 244 118 400 

0.5 106 86 112 84 123 123 131 229 133 400 

0.6 108 82 116 75 131 105 145 210 154 400 

0.7 109 78 119 65 140 84 162 187 182 400 

0.8 111 73 123 55 151 60 185 157 222 400 

0.9 112 69 126 44 163 33 215 118 286 400 
 

 
  ตารางที่ 4.3  แสดงคาประสิทธิภาพของ y  และ ry  เทียบกับ , 1Cy  12    ,  MODC yy   และ  2MODy    

เมื่อ 50.0    =W   (หนวยเปนรอยละ(%)) 
 

25.0=K  50.0=K  00.1=K  50.1=K  00.2=K  
 ρ  

1E  2E  1E  2E  1E  2E  1E  2E  1E  2E  

0.1 101 102 99 114 87 157 71 209 56 256 

0.2 104 100 104 109 95 152 79 210 63 263 

0.3 106 97 110 104 105 147 90 211 71 271 

0.4 109 94 116 99 118 141 104 213 83 283 

0.5 112 91 123 92 133 133 123 215 100 300 

0.6 116 88 131 85 154 123 151 219 125 325 

0.7 119 85 140 77 182 109 195 224 167 367 

0.8 123 81 151 68 222 89 276 234 250 450 

0.9 126 77 163 57 286 57 471 259 500 700 

 
 จากตารางที่ 4.2 และ 4.3 จะเห็นวา  
 

(1) 25.0    =W  จะเปนคาที่เหมาะสมที่สุด สําหรับ y  และ x  ที่มีระดับความสัมพันธ
ระหวางในชวง 0.3 ถึง 0.6 และ 00.1    ≥K  

 

(2) 50.0    =W  จะเปนคาที่เหมาะสมที่สุด  สําหรับระดับความสัมพันธในชวง 0.5 ถึง 0.7 
และ 00.1    ≥K   
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4.3  ความเอนเอียงและความแปรปรวนภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด 
 

ในกรณีที่ y  และ x  มีความสัมพันธภายใตตัวแบบเชิงเสนตอไปนี้ 
 

                                                  iy  ii ux ++=     βα  0   ; >β  (4.14) 
 

                                         )|( ii xuE  0   =  0      ),|,(   , =jiji xxuuE  
 

 

                                      )|( ii xuVar  δn   =   (δ  เปนคาคงที่ใน )( 1−nO ) 
 

เมื่อตัวแปร nxi  มีการแจกแจงแบบแกมมา พารามิเตอร h    และ ∑
=

=
n

i
i nxx

1

 จะมีการแจกแจง
แบบแกมมา พารามิเตอร nhm =   ความเอนเอียงของตัวประมาณอัตราสวนภายใตตัวแบบเชิงเสน
ที่กําหนดมีคาดังนี ้
 

ความเอนเอียงของ ry  คือ 
 

                                                     )( ryBias  
)1(

   
−

=
m
α  (4.15) 

 

ความเอนเอียงของ 1Cy  คือ 
 

                                                    )( 1CyBias  
)1(

   
−

=
m

Wα  (4.16) 
 

ความเอนเอียงของ 2Cy  คือ 
 

                                                    )( 2CyBias  
)2)(1(

2   
−−

−
=

mm
Wα  (4.17) 

 

ความเอนเอียงของ 1MODy  คือ 
 

                                                  )( 1MODyBias
)1(

    
2 −

=
m

Wα  (4.18) 

 

และความเอนเอียงของ 2MODy  คือ 
 
 

                                                  )( 2MODyBias
)3)(2)(1(

)654(    
2

2

−−−
+−

=
mmm

mmWα  (4.19) 
 
 จากสมการที่ (4.15) ถึง (4.19) จะเห็นวาตัวประมาณ 2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  มีความ
เอนเอียงนอยกวา ry  และ 1Cy   โดย 1MODy  เปนตัวประมาณที่มีความเอนเอียงนอยที่สุด  อยางไรก็
ตาม  ความเอนเอียงของ 1Cy  จะมีคานอยกวา ry  เมื่อ 1        0 << W  
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สําหรับความแปรปรวนของตัวประมาณภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนดมีคาดังนี้ 
 

ความแปรปรวนของ y  คือ 
 

                                                        )(yVar  m2   βδ +=  (4.20) 
 
ความแปรปรวนของ ry  คือ 
 

                                       )( ryVar  
)2()1(

   
2

22

−−
=

mm
mα  

)2)(1(
   

2

−−
+

mm
mδ  (4.21) 

 

ความแปรปรวนของ 1Cy  คือ 
 

                          )( 1CyVar  mW
mm

mW 22
2

222 )1(     
)2()1(

1    −+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
= βα  

 

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−  

)1(
1 )1(2  

m
WmWαβ

⎩
⎨
⎧

−+ )1(  Wδ  
 

  
⎭
⎬
⎫

−−
+

−
+−

+  
)2)(1(

    
)1(

)1( )1(
   

22

mm
mW

m
mWW  (4.22) 

 
ความแปรปรวนของ 2Cy  คือ 
 

                         )( 2CyVar  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−
+−

=  
)4()2()1(

176    
22

2
222

mmm
mmmWα  mW 22 )1(  −+ β  

 

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
−

−−
)2)(1(

3)1(2
mm

mWmWαβ
⎩
⎨
⎧

−+ 2)1(  Wδ  
 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
−+

)2)(1(
3)1(2

mm
mWmW  

 

  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

+−
+  

)4()2)(1(
187  

2

2
22

mmm
mmmW  (4.23) 
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ความแปรปรวนของ 1MODy  คือ 
 

          )( 1MODyVar  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+−−
+

+−−
++

=  
)1)(3)(4)(1(

2
)3)(4()1(

)83(
    

22222

22
222

nmmm
mn

mmm
mmm

mWα  
 

  mW 22 )1(  −+ β  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−

)1(
1)1(2  

2
2

m
WmWαβ  

⎩
⎨
⎧

−+ 2)1(  Wδ  
 

  ⎜⎜
⎝

⎛
+−−

+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
)3)(4)(1(

)4(
    

)1(
1)1(2  

22

2
22

2
2

mmm
mm

mW
m

WmW  
 

  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟⎟
⎠

⎞
−+−−

+++
+  

)1)(3)(4)(1(
2)65(  

22

2

nmmm
mnmm  (4.24) 

 
และความแปรปรวนของ 2MODy  คือ 
 

                   )( 2MODyVar   
⎩
⎨
⎧

−−−−−
−++−

=
)5)(4)(9)(4)(1(

)42913458(
   

222

2342
222

mmmmm
mmmmm

mWα  
 

  
2222

2342

)3()2()1(
)81904310(

−−−
+−+−

−
mmm

mmmmm  
 

  
⎭
⎬
⎫

−−−−−−−
+−+−

+  
)1)(6)(5)(4)(9)(4)(1(

)36052219424(2
  

222

234

nmmmmmm
mmmmmn   

 

  mW 22 )1(  −+ β
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−
+−

−−  
)3)(2)(1(

155 )1(2  
2

2
2

mmm
mmWmWαβ   

 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

+−
−+−+  

)3)(2)(1(
95 )1(2  )1(   

2

2
22

mmm
mmWmWWδ  

 

 ⎜⎜
⎝

⎛
−−−−−

−++−
+

)5)(4)(9)(4)(1(
)42913458(

   
222

2342
22

mmmmm
mmmmm

mW  
 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟⎟
⎠

⎞
−−−−−−−
+−+−+++

+   
)1)(6)(5)(4)(9)(4)(1(

)36052219424( } 2)65( {
222

2342

nmmmmmm
mmmmmnmm  (4.25) 

 
 จากสมการที่ (4.20) ถึง (4.25) จะเห็นวาเปนการยากที่จะสรุปวา   ตัวประมาณตัวไหนมี
ความแปรปรวนนอยกวาหรือนอยที่สุด  ซึ่งในหัวขอถัดไปผูวิจัยจะทําการเปรียบเทียบประสิทธิภาพ
ของตัวประมาณภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด เพื่อศึกษาผลกระทบของความเอนเอียงและความ
แปรปรวนที่มีตอประสิทธิภาพของตัวประมาณ 
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4.4  การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด 
 
 กรณีที่ความสัมพันธระหวาง y  กับ x  เปนความสัมพันธภายใตตัวแบบ (4.14)   การ
ศึกษาประสิทธิภาพของตัวประมาณจะพิจารณาจากคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง  เนื่อง
จากตัวประมาณอัตราสวนเปนตัวประมาณที่เอนเอียง  สําหรับการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ
ตัวประมาณอาจพิจารณาจากความถูกตองเปรียบเทียบของ y  เทียบกับ ry  ,  1Cy  ,   2Cy  ,  

1MODy   และ  2MODy   โดยกําหนดให 
 

 )( restimatoE ′′  )()(   restimatoMSEyVar ′=  
 

 ] )}({    )( [  )(   2restimatoBiasrestimatoVaryVar ′+′=  (4.26) 
 

หมายเหตุ ในที่นี้กําหนดให restimato ′  แทนตัวประมาณ ry  ,  1Cy  ,   2Cy  ,  1MODy   และ  2MODy   
 
โดยใหเทอมของ α  ,  β   และ δ  ในตัวแบบ (4.14) มีคาดังนี้ 1 
 

 α  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

=      
K

KY ρ  ,  β  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=      

Km
Y ρ    และ  δ  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

=  1      
2

2
2

mK
Y ρ  (4.27) 

 
จากการแทนคา α  ,  β   และ δ  ลงในสมการที่ (4.15) ถึง (4.25) จะเห็นวาประสิทธิภาพของตัว
ประมาณจะขึ้นอยูกับคา ρ  ,  m  ,  K  และ W    จากคาที่เปนไปไดของ ρ  ,  m  และ K  เมื่อแทน
ลงในสมการที่ (4.26)   โดยใหตัวอยางมีขนาดใหญ และ W  เทากับ 0.25 และ 0.50   ผลลัพธที่ได
แสดงไวในตารางที่ 4.4 ถึง 4.6 และ 4.7 ถึง 4.9 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
________________________ 

1 Chakarbraty (1973) กําหนดเทอมของ α  ,  β  และ δ  เพื่อใชในงานวิจัย 
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 จากตารางที่ 4.4 ถึง 4.9 จะเห็นวา  
 

(1) 25.0    =W  จะเปนคาที่เหมาะสมที่สุด สําหรับระดับความสัมพันธในชวง 0.4 ถึง 0.6 ,  
16    ≥m  และ 00.1    ≥K  

 

(2)  50.0   =W  จะเปนคาที่เหมาะสมที่สุด สําหรับระดับความสัมพันธเทากับ 0.6 ,  61>m

และ 00.1    ≥K    หรือระดับความสัมพันธในเทากับ 0.7 ,  16    ≥m  และ 00.1    ≥K  
 

และเปนที่นาสังเกตวาผลลัพธในตารางขางตนนี้ สําหรับ 32    ≥m   จะมีคาใกลเคียงกับผลลัพธใน
ตารางที่ 4.2 และ 4.3  เชน  เมื่อ 25.0    =W  ,  4.0    =ρ  และ 00.1    =K  จะไดวา %116  1 =E  (จาก
ตารางที่ 4.2) สําหรับ 32    =m  จะไดวา %114  1 =′CE  และ %115  212 =′=′=′ MODMODC EEE    
 

ดังนั้น  อาจสรุปไดวากรณีที่ y  และ x  มีความสัมพันธภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด 
สําหรับ 32     ≥m   ประสิทธิภาพของตัวประมาณที่วัดดวยคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองจะ
มีคาใกลเคียงกับประสิทธิภาพที่วัดดวยคาแปรปรวนในกรณีทั่วไป 
 
 อยางไรก็ตาม จากการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณจะพบวา เปนการยากที่
จะตัดสินใจเลือกตัวประมาณตัวใดตัวหนึ่งระหวาง 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy    ถึงแมวาจาก
ผลลัพธในตารางที่ 4.4 ถึง 4.9 จะดูเหมือนวา 1MODy  เปนตัวประมาณที่มีประสิทธิภาพมากกวาตัว
ประมาณอื่นๆ  แตจะเห็นวาเมื่อ 32    ≥m  ตัวประมาณเหลานี้จะมีมีประสิทธิภาพใกลเคียงกัน  ดัง
นั้น การพิจารณาผลกระทบของความเอนเอียงที่มีตอประสิทธิภาพของตัวประมาณ จะทําให
สามารถตัดสินใจเลือกตัวประมาณที่เหมาะสมที่สุดไดงายขึ้น  โดยกําหนดให 
 

                        )( restimatoB ′  [ ] 21  )(  )(   restimatoMSErestimatoBias ′′=  
 

 [ ] 212   )}({)(  )(   restimatoBiasrestimatoVarrestimatoBias ′+′′=  (4.28) 
 

หมายเหตุ ในที่นี้กําหนดให restimato ′  แทนตัวประมาณ ry  ,  1Cy  ,   2Cy  ,  1MODy   และ  2MODy  
 

จากคาที่เปนไปไดของ ρ  ,  m  และ K  เมื่อแทนลงในสมการที่ (4.28) โดยให W  เทากับ 0.25 
และ 0.50   ผลลัพธที่ไดแสดงไวในตารางที่ 4.10 ถึง 4.12 และ 4.13 ถึง 4.15 ตามลําดับ 
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 จากตารางที่ 4.10 ถึง 4.15 จะเห็นวา 
 

(1) 25.0    =W  จะพบวา 
 

 - 1CB  จะนอยกวา 10% สําหรับ 23    ≥m  
 

 - 2CB  จะนอยกวา   1%  สําหรับ 23    ≥m  
 

 - 2MODB  จะนอยกวา 10% สําหรับ 16    ≥m  
 

 - 1MODB   จะนอยกวา     1% สําหรับ 16    ≥m   
 

(2) 50.0    =W  จะพบวา 
 

 - 1CB  จะนอยกวา 20% สําหรับ 16    ≥m  
 

 - 2CB  จะนอยกวา     1% สําหรับ 23    ≥m  
 

 - 2MODB จะนอยกวา 10% สําหรับ 16    ≥m  
 

 - 1MODB  จะนอยกวา     1% สําหรับ 20    ≥m  
 
อาจสรุปไดวา 1MODy  เปนตัวประมาณที่มีผลกระทบของความเอนเอียงตอประสิทธิภาพนอยที่สุด 
รองลงมาไดแก  ตัวประมาณ 2Cy  ,  2MODy  และ 1Cy  ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 5 
 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 
 

 ในงานวิจัยนี้  ผูวิจัยไดทําการเสนอตัวประมาณอัตราสวนตัวใหมสําหรับคาเฉลี่ยประชากร 
2 ตัว คือ 1MODy  และ 2MODy   พรอมทั้งศึกษาคุณสมบัติของตัวประมาณ และเปรียบเทียบประสิทธิ
ภาพของตัวประมาณที่เสนอกับตัวประมาณของ Chakrabarty (1979) และ ry   เพื่อหาแนวทางใน
การตัดสินใจเลือกตัวประมาณที่เหมาะสมกับสถานการณตางๆ  โดยแบงการศึกษาเปน 2 กรณี 
คือ กรณีทั่วไป และกรณีที่ y  และ x  มีความสัมพันธภายใตตัวแบบเชิงเสน ii xy    βα += iu+  ;  

0    >β  เมื่อ nxi  มีการแจกแจงแบบแกมมา พารามิเตอร h   และ iu  มีการแจกแจงแบบปกติคา
เฉลี่ยเทากับศูนยและคาแปรปรวนเทากับ δn   ผลจากการวิจัยอาจสรุปไดดังนี้ 
 
5.1  สรุปผลการวิจัยกรณีทั่วไป 
 

 ผลจากการศึกษาความเอนเอียงของตัวประมาณอัตราสวนไดแสดงวา  2Cy  ,  1MODy  และ 
2MODy  มีความเอนเอียงอยูใน )( 2−nO  ซึ่งจะเขาสูศูนยเร็วกวา ry  และ 1Cy  เมื่อ n  มีขนาดใหญขึ้น   

อยางไรก็ตาม  ความเอนเอียงของ 1Cy  จะมีคานอยกวา ry  เมื่อ 1        0 << W   และเมื่อตัวอยางมี
ขนาดใหญพอ หรือใหญพอจะทําใหคาสัมประสิทธิความแปรผันของ x  มีคานอยกวา 0.1  ผลจาก
การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณ โดยพิจารณาจากความแมนยําเปรียบเทียบได
แสดงวา 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  จะมีประสิทธิภาพมากกวา ry  และ y   สําหรับ 00.1    ≥K  
และ W มีคาอยูในชวงกวางๆ  จึงอาจกลาวไดวา 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  เปนตัวประมาณที่
เหมาะกวา ry  และ y   โดยที่ 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  จะมีประสิทธิภาพใกลเคียงกัน  และ
คา W  ที่เหมาะสมที่สุดควรอยูระหวาง KK )2 ( −ρ  ถึง Kρ2  
 
5.2  สรุปผลการวิจัยกรณีที่ y  และ x  มีความสัมพันธภายใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด 
 
 ผลจากการศึกษาความเอนเอียงของตัวประมาณอัตราสวนไดแสดงวา  2Cy  ,  1MODy  และ 

2MODy  มีความเอนเอียงนอยกวา ry  และ 1Cy   โดย 1MODy  เปนตัวประมาณที่มีความเอนเอียงนอยที่
สุด  อยางไรก็ตาม  ความเอนเอียงของ 1Cy  จะมีคานอยกวา ry  เมื่อ 1        0 << W   และเมื่อตัวอยาง
มีขนาดใหญ  ผลจากการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวประมาณ  โดยพิจารณาจากความถูก
ตองเปรียบเทียบไดแสดงวา สําหรับ 32    ≥m  ประสิทธิภาพของตัวประมาณจะมีคาใกลเคียงกับ
กรณีทั่วไป นั่นคือ  1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  จะมีประสิทธิภาพมากกวา ry  และ y   สําหรับ 

00.1    ≥K  ,  32    ≥m  และ W มีคาอยูในชวงกวางๆ  จึงอาจกลาวไดวา 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 
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2MODy  เปนตัวประมาณที่เหมาะสมกวา ry  และ y    และจากการพิจารณาผลกระทบของความเอน
เอียงตอประสิทธิภาพของตัวประมาณจะเห็นวา 1MODy  เปนตัวประมาณมีผลกระทบของความเอน
เอียงนอยที่สุด อาจกลาวไดวา ในสถานการณที่ไมสามารถลดความเอนเอียงของตัวประมาณอัตรา
สวนใหนอยลงได 1MODy  จะเปนตัวประมาณที่เหมาะสมที่สุด 
 
5.3  แนวทางในการตัดสินใจและขอเสนอแนะ 
 
 จากการสรุปผลการวิจัยขางตน อาจกลาวไดวา แนวทางในการตัดสินใจเลือกตัวประมาณ
ที่เหมาะสมสําหรับคาเฉลี่ยประชากร คือ ในกรณีทั่วไป และกรณีที่ y  และ x  มีความสัมพันธภาย
ใตตัวแบบเชิงเสนที่กําหนด สําหรับ 32    ≥m   ถา y  และ x  มีความสัมพันธอยูในระดับหนึ่ง และ
สัมประสิทธิความแปรผันของ x  มีคาใกลเคียงกับของ y  และ/หรือ นอยกวาสองเทาของ y  แลว  
ตัวประมาณ 1Cy  ,  2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  จะมีประสิทธิภาพมากกวา ry  และ y   กลาวคือ 1Cy ,  

2Cy  ,  1MODy  และ 2MODy  จะเปนตัวประมาณที่เหมาะสม  และประสิทธิภาพของตัวประมาณเหลานี้
จะมีคาใกลเคียงกันเมื่อตัวอยางมีขนาดใหญพอ  โดยที่ 1Cy  เปนตัวประมาณที่สามารถคํานวณงาย
ที่สุด  แต 1MODy  เปนตัวประมาณที่มีผลกระทบของความเอนเอียงตอประสิทธิภาพนอยที่สุด  และ
คา W  ที่เหมาะสมที่สุดควรอยูระหวาง KK )2( −ρ  ถึง Kρ2  
 
 สําหรับขอเสนอแนะเพื่อเปนแนวทางใหผูที่สนใจศึกษาเพิ่มเติมนั้น  เนื่องจากการวิจัยนี้ได
ทําการศึกษาคุณสมบัติของตัวประมาณอัตราสวนแคเบื้องตนเทานั้น และการเปรียบเทียบประสิทธิ
ภาพของตัวประมาณก็พิจารณาเฉพาะกรณีที่ตัวอยางมีขนาดใหญพอ ดังนั้น ผูที่สนใจอาจทําการ
ศึกษาตอไปในกรณีที่ตัวอยางมีขนาดเล็ก หรืออาจศึกษาเพิ่มเติมในกรณีที่ความสัมพันธระหวาง 
y  กับ x  อยูภายใตแบบเชิงเสน  เมื่อ nxi  มีการแจกแจงเปนแบบอื่นๆ 
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ภาคผนวก : ตัวอยางการหาคาตัวประมาณอัตราสวน 
 
ตัวอยาง  (Lohr (1999))  ในการประมาณอายุเฉลี่ยของตนไมในปาแหงหนึ่ง  เนื่องจากการ

กําหนดอายุของตนไมเปนเรื่องที่ยุงยาก เพราะจะตองนับจํานวนวงปบนแกนที่ตัดออก
มาจากตนไม  แตโดยทั่วๆ ไปตนไมที่มีอายุมากจะมีขนาดเสนผานศูนยกลางใหญ  ดัง
นั้น เจาหนาที่ปาไมจึงทําการวัดขนาดเสนผานศูนยกลางตนไมจํานวน 1132 ตน  พบวา
คาเฉลี่ยของเสนผานศูนยกลางเทากับ 10.3 นิ้ว  และคาแปรปรวนของเสนผานศูนย
กลางเทากับ 2.01 (นิ้ว2) จากนั้นสุมเลือกตนไมจํานวน 20 ตน โดยวิธีการเลือกตัวอยาง
สุมแบบงาย เพื่อกําหนดอายุตนไม  ไดขอมูลดังนี้ 

 
ขนาดเสนผาน อายุ ขนาดเสนผาน อายุ ตนที่ 

  ศูนยกลาง )(x    )(y   
ตนที่ 

  ศูนยกลาง )(x   )(y  
1 12.0 125.0 11 5.7 61.0 

2 11.4 119.0 12 8.0 80.0 

3 7.9 83.0 13 10.3 114.0 

4 9.0 85.0 14 12.0 147.0 

5 10.5 99.0 15 9.2 122.0 

6 7.9 117.0 16 8.5 106.0 

7 7.3 69.0 17 7.0 82.0 

8 10.2 133.0 18 10.7 88.0 

9 11.7 154.0 19 9.3 97.0 

10 11.3 168.0 20 8.2 99.0 
 

  N  = 1132           n  = 20              X = 3.10           2
xS = 01.2  

  y  = 4.107          x  = 405.9   
  2

ys  = 516.821      2
xs  = 345.3         xys = 972.40  

 

หมายเหต ุกําหนดให W = 50.0  
 
การหาคาตัวประมาณอัตราสวน 

 
(1) ry = Xr = 3.10)405.94.107( × = 620.117  ป 
 

(2)  1Cy = ryWyW     +− )1( = ]620.11750.0[]4.107)50.01[( ×+×− = 15.112  ป 
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(3) แบงตัวอยางออกเปน 2 กลุมแบบสุมและใหขนาดตัวอยางในแตละกลุมเทากัน 
 

(กลุมที่ 1) (กลุมที่ 2) 
ขนาดเสนผาน อายุ ขนาดเสนผาน อายุ ตนที่ 

  ศูนยกลาง )(x    )(y   
ตนที่ 

  ศูนยกลาง )(x   )(y  
1 12.0 125.0 3 7.9 83.0 

2 11.4 119.0 6 7.9 117.0 

4 9.0 85.0 8 10.2 133.0 

5 10.5 99.0 9 11.7 154.0 

7 7.3 69.0 11 5.7 61.0 

10 11.3 168.0 13 10.3 114.0 

12 8.0 80.0 14 12.0 147.0 

16 8.5 106.0 15 9.2 122.0 

18 10.7 88.0 17 7.0 82.0 

19 9.3 97.0 20 8.2 99.0 
 

จะได       1r    = 11 xy = 8.96.103 = 571.10   ,   2r = 22 xy = 01.92.111 = 342.12  
 

และ        Qr  = )(
2
12 21 rrr +− = )342.12571.10(

2
1)419.11(2 +×−× = 382.11  

 

ดังนั้น 2Cy = XrWyW Q    +− )1( = ]3.10382.1150.0[]4.107)50.01[( ××+×− = 317.112  ป 
 

(4)              1Tr  = })(1{ 2

2

    
x
s

yx
s

r xxy −+η  

  = }])
405.9
345.3

405.94.107
972.40()

1132
1

20
1([1{419.11 2   

 
  −

×
×−+×  

  = 421.11  
 

 

ดังนั้น     1MODy = XrWyW T1)1(     +− = ]3.10421.1150.0[]4.107)50.01[( ××+×− = 518.112  ป 
 

(5)            2Tr  = })31()(1{ 2

2

2

2

     
x
S

x
s

yx
s

r xxxy ηη −−+  

 = )
405.9
345.3

405.94.107
972.40()

1132
1

20
1([1{419.11 2 

  −
×

×−+×  
 

  }])
405.9
01.2)

1132
1

20
1(31( 2   ×−×−×  

 = 421.11  
 

ดังนั้น     2MODy  = XrWyW T 2)1(     +− = ]3.10421.1150.0[]4.107)50.01[( ××+×− = 518.112  ป 
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