
ตัวแบบการระดมทุนของกองทุนบำนาญโดยกำหนดอัตราผลตอบแทนการลง 
ทุนอยู่ในรูปแบบ Autoregressive และ Moving Average

จ าก บ ท ท ี่ก ล ่า ว ม า ได ้แ ส ด งพ ิงก ์'ช ัน ท ี่,ให โม เม น ต ์,ไ)อง F ( t )  และ C ( t )  โด ย ว ิธ ีร ะ ด ม  

ท ุน ร าย ส า ม ัญ  แ ล ะ ว ิธ ีร ะ ด ม ท ุน ค ิด ร ว ม ท ั้ง ห ม ด  โด ย ก ำ ห น ด ให ้อ ัต ร า ผ ล ต อ บ แ ท น ก า ร ล งท ุน ม ีค ุณ  

ส ม บ ัต ิก า รแ จ ก แ จ งค ว าม น ่า จ ะ เป ็น ท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ อ ิส ร ะ จ าก ก ัน ใน ร ูป ท ั่ว ไป  แ ต ่'ใน บ ท น ีจ ะอ ธ ิบ าย  

ถ ึง ว ิธ ีร ะ ด ม ท ุน ใ น ก อ ง ท ุน บ ำ น า ญ  โด ย ก ำ ห น ด ใ ห ้อ ัต ร า ผ ล ต อ บ แ ท น ก า ร ล ง ท ุน อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ  

A u to re g re s s iv e  ล ำด ับ ท  1 และ 2 และ M o v in g  A ve ra g e  ลำด ับ ท  1 และ 2 โด ย ใช ว ธ  S p read  ใน ก าร  

ก ำ ห น ด ค ่า ป ร ับ ป ร ุง อ ัต ร า เง ิน ส ม ท บ  ( A D J (  t  ) )  เฉ พ าะว ิธ ีร ะด ม ท ุน ราย ส าม ัญ เท ่าบ ัน  ซ ึ่ง ว ิธ ีน ีจ ะ เป ็น  

ร ะ บ บ ส ะ ส ม เง ิน ล ่ว งห น ้า เต ็ม จ ำ น ว น (F u l ly  F unded ) และจะพ ิจารณ าจากค ่า  F o rce  o f  In te re s t ( 5  ) 

โด ย ต ร ง เท ่าน ั้น

4.1 อ ัต ราผลตอบ แท น การลงท ุน อย ูไน ร ูป แบ บ  A u to re g re s s iv e

4.1.1 ต ัวแบ บ  A u toregressive  ลำต ับ ท ี 1
ก ำ ห น ด ใ ห ้ F o rc e  o f  in te re s t  ม ีร ูป แ บ บ เป ็น  S ta t io n a ry  ต า ม ก ร ะ บ ว น ก า ร  

A u to re g re s s iv e  ล ำด ับ ท ี 1 (A R (1 ) )  ด ังน

ร ( t )  =  6  +  q > ( Ô ( t - l ) - 0 )  +  e ( t )  (4 .1 .1 .1 )

เม ื่อ e ( t )  เป ็น ต ัว แ ป รส ุ่ม ท ี่ม ีก า รแ จ ก แ จ งค ว าม น ่าจ ะ เป ็น แ บ บ ป ก ต ิท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ อ ิส ร ะ จ าก ก ัน  

ซ ง  E [ e (  t ) J  =  0  และ V a r [ e (  t  ) ]  =  y 2 , t  — 1,  2 ,. . .

ต ัว แ บ บ น ีค ่า  F o rce  o f  In te re s t ณ ป ีจจ ุบ ัน  จ ะข ึน อ ย ู่ก ับ  F o rce  o f  In te re s t และค ่า  

ส ้ม ป ร ะ ส ิท ธ ิ,!{ ( p )  ข อ ง 'ป ีท ี่ก ่อ น ห น ้า  ต าม ห ล ัก ก ารข อ ง B o x  and Jenk in s  แ ล ้ว จ ะ ได ้ว ่า

E [ Ô ( t ) ] =  6
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V a r [ ร  (  t ) J  =  —  =  y 2
l - ç

C o v [ ô ( t ) ,  ô  ( ร ) ]  =  y 2 ( p 1 ,-1 1  =  Y ( t , ร )

เง ื่อ น ไข ท ี่จ ะท ำ ให ้ก า รด ำ เน ิน ก าร น ี้เป ็น  S ta tio n a ry  ค ือ \ ç  \ <  1  ซ ึ่ง จ ะ ท ำ ให ้ผ ล  

ล ัพ ธ ์ท ี่ไ ด ้เป ็น ด ัง ต ่อ ไป น ี้

V a r [ e 5<, ) ]  =  E [ e ' 5( ,> ]  -  ( E [ e Ô<0]  /

2 Û + 2 V 2 2 0 + v 2

20+V2 ( e v - 1 )

ใน ข ั้น แ รก จ าก ว ิธ ีร ะด ม ท ุน ร าย ส าม ัญ  โด ย ว ิธ ี Spread เพ ื่อ ใช ้ใน ก าร เล ือ ก ค ่าป ร ับ  

ป ร ุงอ ัต ร า เง ิน ส ม ท บ  (A D J ( t ) )  เพ ื่อ ค วาม ส ะด วก  จ ึงจ ัด ส ม ก าร  (3 .2 .1 .1 .5 ) จ ึง จ ัด ให ้อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ ด ัง  

ต ่อ ไป น ี้

F ( t  +  l )  =  ( l  +  i ( t  +  l ) ) ( Q F ( t ) + R )

=  e S < l + , ) ( Q F ( t ) + R )  (4 .1 .1 .2 )

เม ื่อ 0  = l - k  = 1 - -----
ahท! I

R  =  N C  - B  +  k A L  =  A L ( k - d )

ผ ล จ าก ก ารด ำ เน ิน ก ารข อ งส ม ก าร  (4 .1 .1 .2 ) จ ะ ได ้

E (  0  )  =  F 0

EV n - r / 1  8(1) D 3(1)
F (  1  )  =  F  11Q  e  +  R  e

,7/ , ,  17^1.’ 8(1) + Ô(2) <5)/; + <$);>)
F ( 2 )  =  F gQ  e  +  Q R e  +  R  e

n v ^ - r r / - . '  +  .น -+  . . . + £ < ■  I ) ,  ร , ' - !  r ,  8 ( 1 )  +  8 ( 2 . +  ร ( เ )  8 ( 1 )
F ( t ) = F nQ  e  + Q  R e  + . . . +  R e

_ 17 ร-1' A(,) ,-1 A(,) 1-2 A(,)-A(,) A(t)- Aft - 1 )
=  F 0Q e  + Q  R e  + Q  R e  + . . . + R e
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(S',, Y, I 17/ . 1 _  77 r \ '  d V ภ , ' 1" , A ( , ) - A ( X)ด งน น  F ( t ) = F 0Q  e  +  R  2 _ , Q  e

ร=0 

t
เม่ือ A ( t )  = Y ^ (  น) และกำหนดให้ A (0 )  = 0

11=1

ก ำห น ด ให ้ก ารแ จ ก แ จ งค วาม น ่าจ ะ เป ็น  e ( t )  เป ็น ไป ต าม ส ม ม ต ิฐ าน  ซ ึ่งจ  

แ ส ด งค ่า  E F ( t )  ได้ด ัง ต่อไ ป น ี้

E [ A ( t ) ] = E [ Y 5 ( u ) ]  =  t 9

น=1

V a r [ A (  t ) ]  =  V a r [ Y < 5  ( น ) ]  =  Y  Y / ( u ’ w )  =  Y  Y y 2  ç > ' “  w|
U = 1 น=1 พ=1 11=1 พ=1

แล ้ว  E [ é ^ <, )  ^ <s>]  =  e x p { E [ A (  t )  -  A ( ร ) ]  +  — V a r [ A (  t )  -  A ( ร ) ] }
2

โด ย ท ี่ E [ A ( t ) - A ( s ) ]  =  ( t - s ) O

V a r [ A (  t  )  -  A ( s  ) ]  = 2  V 2 G ( t , ร )

เม ื่อ G ( t ,  ร )  =

2 G ( t ,  ร )  =

L  £  ^ น - . . \

....... , . . .  + r ^
+  (p ( ‘  + ! > - < '  + » +  1  +  +

+ ( p ' - ,S + ,> + ( p ' - (S + 2> + ... + 1

G ( t , ร )  = — { ( t - ร )  + 2 Y  }
^  u = s + l  พ = 1 1 + 1

= - ( t - s )  + t ‘t ( p x
2  u = s + l X = 1

เม ื่อ x  = พ-

(4 .1 .1 .3 )

ส าม ารถ

(4 .1 .1 .4 )

(4 .1 .1 .5 )

(4 .1 .1 .6 )
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และ Y  Y < p x =  (p + (p2+ -  +  (p'~s~: +  (p‘~s~‘
น= s + lX = 1

+ ( p  +  ( p : +  . . .  +  ( p ' ~ s ~ 2

+  ( p

=  ( t - s - l )  ( p +  ( t - s - 2 )  ( p 2+  . . .  +  ( p ' ~ s ~ ‘

= Y ( t ~ s ~ x ) (p x
X=I

= Y ( 1 ~ S ~ X )
X=1

=  ( t - s ) ( p +  ( t - s ) ( p : +  . . . +  ( t - s ) ( p ' ^ s 

-  ( < p  +  2 ( p 2+  . . .  +  ( t - s )  ( p ' ~ s)

. 0 . , , ร < ^ . ข ^ ป ี. '

G ( t , ร )  =  — (  t -  ร )
2

M Ç ( I - < p " s )

{ ‘ -<p Y

ด ังน ั้น  จ าก ส ม ก าร  (4 .1 .1 .6 )

E [ e  ( l )  (s>]  =  e x p { ( t - s  ) 6  + y :  [ —  (  t - s  )

f 1 +  <P ไ

v - p )
ท

=  e x p { (  t - s  ) ( 0  +  -

l - i  e-z(l-(p^s )

r  1 + (p^

K1-<p)
V 2) -  V

( p ( l - ( p ‘ ~ s )  

l - c p

2 ( p ( l - ( p ‘ ~ s )

(? -< P Y

’ กำหนดให้ ร1 _ 1= (p+ 2 ( p 2 + ... + ( t - s ) ( p ' ~ ’ ( 1 )
(ps,_,= ( p 1 + ... + ( t - s -  1 ) ( p ‘"  + ( t - s ) < p ' ~ ” ‘ ( 2 )

( l ) - ( 2 ) ;  ( l - ( p ) S , .1= <p + ( p 2 + ... + ( p , s  + ( t - s ) C p ‘ " ‘
ร , ( p ( l - ( p ‘~‘) / ( l - ( p f  + ( t - s ) ( p ' - ' " / ( l - ( p )

(4 .1 .1 .7 )

(4 .1 .1 .8 )
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เมอ c =  exp{ —
r  l  + ç '

K1- ? ;
y 2}

และ Z = V (p
0 -  <p)2

ด ังน ั้น จ าก ส ม ก าร  (4 .1 .1 .3 )

E F ( t ) = F 0Q ' E [ e A(,J] + R Y J Q ,~S~I  E [ e A ( , , - A<s>]

s = 0

=  r7 ท '  ' - z ( l - ç > ' ) ,  R  
=  E  11Q  c e  + (4 .1 .1 .9 )

y  ร=0
ถ ้า ก ำ ห น ด ให ้ Q c  <  1 แล ้ว  l i m  E F (  t  )  จ ะส าม ารถ ห าค ่า ได ้ ใน ก ารท ด ส อ บ ว ่า  E F ( t )  น ัน ล ู่เ 1ข ้าห ร ือ

t —>co

ไม ่ท ำ ได ้โด ย พ ิจ ารณ าจ าก  ^ Q s c '  e z ( p  แล ะพ ิจ ารณ าใน ก รณ ีท ี่ \ ( p \ <  1 เท ่าน ัน  ใน ท ี่น ีเร าจ ะ ส น
ร=1

ใจ ค ่าป ระม าณ ข อ ง  l i m  ' Y j Q 3 c  e z(^  แ ล ะป ระม าณ ค ่าน ีได ้ด ้วย  M a c la u r in  S eries ด ังน ี
<_>0° ร=1

z(p-f ( z )  = e ' T - F  f (  0 )  = 1

f ( z )  = <p se z(p ->  f ' (  0 ) = (p s

f " ( z )  = (p 2S e l(p ' f " (  0 ) -  (p 2'

t q> ‘  , ( p 2 s z  ( p 3 s z 3
e  =  1  +  ( p  z +  ------------- + -------------- +

2 !  3 !

00 m ks k
Y ? v
k=0 k!

ด งัน 'น  l i m Y q !  c • =  c -

' _ > C 0  S=1 ร=1 k=0 k!

=  Y ~  Y < p b  e v

00 k^ Z Q c  ( p

b\k !  1 - Q c ( p
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Q c  Z  Q c  ( p

=  1 - Q c  k = 1 k !  1 - Q c ( p k

= Qc 
~  1 - Q p

R  Q c  _ A L ( k  —  d ) c
l i m  E F ( t )  = ---------------- e  ■’ = -----------------------e  ~ (4 .1 .1 .1 0 )

t - ¥ C 0  Q  1  - Q c  1 - Q c

ก ารป ระม าณ ค ่า โด ย ว ิธ ีท ี่ผ ่าน ม า เราจ ะใช ้ค ่า  ( p  ท ี่ไม ่เก ิน  ± 1 . 0  แ ล ะ ใ ช ้ค ่า ไ /ท ี่ไ ม ่ 

ให ญ ่จ น เก ิน ไป  ส ่วน ค ่าข อ ง  i  และM  จ ะต ้อ งก ำห น ด 1ข ึ้น ม า ให ้เห ม าะ ส ม (H ab e rm an , 1994: 2 2 4 )

ข ้อ ส ัง เก ต จ าก ผ ล ล ัพ ธ ์ท ี่ได ้ ค ือ

1) ค ่าล ิม ิต ขอ ง E F ( t )  จ ะ ไม ่เท ่าก ับ  A L  (ไม 'เห ม ือ น ก รณ ีท ี่อ ัต ร าผ ล ต อ บ แ ท น ก ารล ง  

ท ุน ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิก า ร แ จ ก แ จ งค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น ท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ เป ็น อ ิส ร ะ จ า ก ก ัน ใ น ร ูป แ บ บ ท ั่ว ไป )  

เพ ราะว ่า  เง ื่อ น ไข ข อ งอ ัต ร าผ ล ต อ บ แ ท น ก ารล งท ุน อ ย ู่ใน ร ูป แ บ บ  E xp o n e n t ia l ขอ ง ร ( t )

2 ) ถ ้า ( p  =  0  ก ร ณ ีน ี้จ ะ เป ็น ต ัว แ บ บ ท ี่ม ีอ ัต ร าผ ล ต อ บ แ ท น ก ารล งท ุน ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิก า ร  

แ จ ก แ จ งค วาม น ่าจ ะ เป ็น ท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ เป ็น อ ิส ระจ าก ก ัน  ผ ล ล ัพ ธ ์จ าก ส ม ก าร (4 .1 .1 .1 0 ) จะ เป ล ี่ยน  

ไป เป ็น

R ( l  +  i )
U r n  E F ( t )  = ---------: ------------ะ= A L

1  — Q (  1  +  i )  3

3 ) ก ารท ด ส อ บ ก ารล ู่เข ้าข อ ง  l i m  E F ( t ^ เร าต ้อ งก ำห น ด ให ้ Q c < l  ซ ึ่ง จ ะ ส ม ม ูล ก ับ
00

(  1  -  k  ) e x p {  0  + V 2}  < 1

v :  < - ๒ ( 1 - k )

V - V )
ห ร ือ ว ่า จ ะ ได ้

Q c < l

c < 1 - บ ,,,
1 - ๙ " - d
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c ü - l <  ü ( c - l )  

f  c V - l \
< m In บ

M  1 = — - I n  
ร ิ

>  m  =  M
\ c U - l J

เม ื่อ บ  =  (  1 +  i )  1

ซ ึ่ง จ ะ เป ีน ก ารก ำห น ด ค ่า  Ç ,  บ  และ /ท ี่ท ำ ให ้ช ่ว ง เว ล า ท ี่เห ม า ะ ส ม ก ับ ค ่า ป ร ับ ป ร ุง อ ัต ร า เง ิน ส ม ท บ  

(S p read  P e r io d : M )  ม ีค ่าม าก ท ี่ส ุด เท ่าท ี่จ ะส าม ารถ ล ู่เข ้า ได ้ อ ัน เป ็น ข ้อ จ ำก ัด ท ี่ส ำค ัญ ใน ก ารก ำห น ด ค ่า  

M  ท ี่เห ม าะ ส ม  ส ่วน เม ื่อ ค ่า  ( p  ท ี่น ้อ ย ก ว ่าศ ูน ย ์ จ ะ ไม ่เป ็น ไป ต า ม เง ื่อ น ไข ข อ ง  Q c  <  1  แ ล ะ ผ ล ท ี่ไ ด ้ M  1 

จะลด ลง เม ื่อ < ^ ,  บ  และ /• เพ ิ่มข ึ้น  (H abe rm an , 1994: 224 )

จาก E F ( t )  เร า ส า ม าร ถ จ ะ น ำ ไป ส ู่ E C ( t )  ได ้จ าก ส ม ก าร (3 .2 .1 .1 .4 )

E C (  t  )  =  N C  +  k (  A L  -  E F (  t  ) )

l i m  E C (  t )  =  N C  +  A L  k ( 1 ~ ü c )  g--- 
t-> 0 ๐ 1 -  Qc

การห าค ่า  V a r F ( t )  เราต ้อ งพ ิจารณ าหาค ่า  E [ F ( t f ]  ซ ึ่ง ค ่า ด ังก ล ่า ว จ ะ ต ้อ งข ึน อ ย ู่ก ับ  

เทอม^ของ E [ e A ( , ) ~ A < s > +  A ( I J ~'A ( r ) ]  ส ำห ร ับ  r ,  ร  =  0 , 1 ,  .... t - 1  เรา เร ิ่ม พ ิจ ารณ าค ่าขอ ง  

V a r [ A ( t ) - A ( s )  + A ( t ) - A ( r ) J

ก ำ ห น ด ให ้ r  >  ร  แ ล ะส าม ารถ เข ียน  A rg u m e n t น ีให ม ่ได ้เป ็น  A ( r ) - A ( s ) +  2 ( A ( t ) - A ( r ) )

ด ังน ั้น

V a r [ A ( t ) - A ( s ) + A ( t ) - A ( r ) ]  =  V a r [ A ( r ) - A ( s ) + 2 ( A ( t ) - A ( r ) ) ]

=  V a r [ A ( r )  -  A ( ร ) ] + 4  V a r [ A (  t )  -  A ( r ) ]

+  4 C o v [ A ( r )  -  A ( ร ) ,  A ( t )  -  A ( r ) ]
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=  £  Y . Ï  (น.™) + { 4  £  £ r (น.*’ )
น=ร+1 พ=ร+1 น= r+ l พ = r+ l

+ 4 i  Y r  (น,™)}
น=ร+1 พ = r+ ]

-  ร ์ i > ( »  ,พ) + 4 ร ่
« = 5 + 7 พ = 5 + 7  u= s+ lw = r+ J

ให้การแจกแจงความน่าจะเป็น เป็นไปตามสมมติฐานของ จะได้

E[e (l) <s>+ (,> (r>]  = exp{(t -  ร) 6+( t  - r ) 6 + -  V a r fA ( t )  -  A ( s  ) + A (  t ) - A ( r ) ] }

= e x p { ( t - s ) 0 + ( t - r ) 6 + -  X  Y j 7 ( u ’ w ) +2  X  ^ j Y ( u -w ) }
^ น=s+ l พ-= 5 + 7  « = 5 + 7  พ = r+J

= e x p {( t-s )  0 + ( t  -  r ) Q + V 2[H (  t, r, ร ) ] }  (4.1.1.11)

เม่ือ H ( t , r ,  ร )  =  -  £  i > M  + 2 £  £ < £ '" H'1
u = s + lพ =s+ l น= s + lพ = r+ I

โดยที่ ^  สามารถจัดรูปแบบได้เช่นเดียวกับสมการ (4.1.1.7) และ
น=ร+1 พ=ร+1

t  ร ด 1" - ” 1 -  ร  ์ ร ด 1" 1 + ร  ์ ร ด 1" 1 (4.1.1.12)
« = 5 + 7  พ = r + 7  « = 5 + 7  พ = r + 7  « = r + 7  พ = r + 7

I l
โดยท ร  ร ด 1" , สามารถจัดรูปแบบได้เช่นเดียวกับสมการ (4.1.1.7)

« = r + 7  พ = r + 7

£  £ ^ เ “ -- w > =  ( p <r+n~<s+n+ ( p <r+2>- <s+o+ . . . +  ( p ' - (s+ I)

«=5+7 พ= r + l

+  ( p  ( r *  , J - (S ' V + ( p< ' + ' - > - < '  + »  +  . . . +  ç >  ' - ^

+  ^ r + ; ' - r +  < ^ r + -, ; ~r +  . . . +  <£>'-'■

= ( ^ r+; + <  ̂r+-’ + ... + ( p ‘) ( ( p ~ (s+ ,)+ (p~ <s+2) + . . .+  (p~r)
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(p r+I ( l - ( p ‘ ~r )  1 <p (p r ~s - l

l - c p  (p S+I (p r ~s Ç - 1  

( p ( l - ( p ‘~r ) ( l - ( p r~s )

if- V>Y

( ' -  9 Ï

ดังนั้น จากสมการ (4.1.1.12) จะได้

±  i p - " 1 2 .  ะ ป ี ป ี -
น=ร+1 พ= r+ ]

+ 2[( t - r ) -

+ ( t - r )

( p ( l - ( p l~r )  cp( 1 -  (p t r  )

1-9 0-9)
Ç ((p '~ r +q>‘~‘- 9  r~‘  - I )

+ ( t - r ) V
t—r+1

1 - 9

0 - 9 Ï
+ ( t - r )

r  1 +  Ç ) '

K ] - < P y

1
H ( t ,  r, ร )  =  — ( r - s )

2

r  l  + (p^

k} - < P j

( p a - ( p r~s )

0 - (py
+ 2 [ (p ((p -  - l ) + ( t _ r )

0- <pj
r  i + ( p ^  

K 1 V  y
]

( r - s  + 4 ( t - r ) )  +

( t - s  + 3 ( t - r ) ) -

( p (2 (p ‘~r + 2 ( p ‘~s - Ç r~s - 3 )

0 - 9 Ï
c p (3 -  2 (p ‘ ~r — 2 (p ‘~s +  (p r~s )

V - V ) 0 - 9 Ï

จากสมการ (4.1.1.3) จะได้

» A / I )  _/-•>_ A ( t ) - A ( i  ) A ( t ) - A ( t - 1 )F ( t ) = ( Q + Q  R ) e  ( > + Q  R e  ( >  ' n + . . . + R e

(4.1.1.13)

เพื่อให้สมการลู่เข้า จะกำหนดให้ F 0 = 0  แล้ว
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E [ F ( t f ] = E [ Z Z e i ( , > - A <-> Q 1- , - . 11,1

s=0r=0

p r ^ V V  A( t ) -A (s )  A(l). A (r) 1. , _r
=  E f ~ j  e Q  Q  J

2 R

Q ร=0r=0 
2

๙  S I e M  e '- 'E fe

*  —  E [e l A A '■ -
Q~ ร=0

1 - r  „ r  A ( I J . A (S 1+ A ( , ) - A ( r )

(4 .1 .1 .1 4 )

จ าก ส ม ก าร  (4 .1 .1 .1 3 ) และ (4 .1 .1 .8 ) จ ะ ได ้

E l F ( t f ] = y Y Z Q
'=0 s=0

Ç t e
Q  ร=0

(  t  ร ) ( ว  I — s I -  r  _ r- ~ t  — r  t — ร I —ร yC พ  exp[ -  3z  +  2  ( p  Z + 2  ( p  Z -  ( p  Z ]

2(t-s) I -S ,-x
c * พ  * exp  [ -  4z +  4  c p ‘ *z] (4 .1 .1 .1 5 )

เม ื่อ
v 2 (p

Z =
( l - c p )

=  e x p [ 0  -
1

พ =  e x p [ 0  H—

r l  +  ÇJ^

k ' - V j
y  7

1 + ç \

v - v )
y 2]

Q  =  l - k  

R  =  A L ( k - d )

ถ ้า Q c  <  1 และ Q c w  <  1 แ ล ้วจ าก ส ม ก าร  (4 .1 .1 .1 0 ) จ ะ ได ้ (H abe rm an , 1990 , c ite d  in  H ab e rm an ,  

1 9 9 4 :2 2 6 )

l im  E [ F (  t f ]  =  e  --------2 R  Q c  w 2------ + e "*  — R- ^ - —  (4.1 .1 .16)
f-»°° (  1 — Q c ) (  1 - Q  c w )  ( 1 - Q  c w )
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ซึ่งสมการดังกล่าวจะลู่เข้าที่*-» oo เม่ือ Qc < 1 และ Q cw  < 1 ซ่ึงจะสมมูลกับ

Q c w  < 1

, - ๙ "  ไ
CW <

\ l - ü  - d J

บ -yfcw —1

In

cw — 1 
^  บ  V  CW — 1 ^
สู V  CW — 1
1 f

M ,  =  —  /ท
£

CW -  1

< บ " ,

< เท In บ

\
> เท = M

V CW — 1 J

ดัง ใf น l im V a r F ( t )  =  lim E [ F ( t ) 2]  -  lim E [ F ( t ) ] :
(-> 00  (-> 00  ( - > CO

^  2R~Qc~w 4. R CW R e

( 1 - Q c ) ( l - Q 2cw ) ( 1 - Q 2 cw ) (  1 — Q c )2
(4.1.1.17)

และ lim  V a r C ( t ) î = k : lim  V a r F ( t )
t—>co t—>00

สำหรับตัวแบบที่มีอัตราผลตอบแทนการลงทุนมีคุณสมบัติการแจกแจงความน่าจะ 
เป็นท่ีเหมือนกัน และเป็นอิสระจากกัน(IID) { (p  = 0) จะสามารถหาสูตร Asymptotic สำหรับ 

lim  VarF ft ) และ lim  V arC (t)  ได้ และสูตรอย่างง่าย ในกรณีท่ี i  = 0 จะสามารถหาได้จากสมการ
( T o o  ( T o o  y
(4.1.1.10)และ(4.1.1.17)ดังนี้

lim  Var F ( t )  2
. - A  !  . 2 e w  J z g L  +

(  lim  E F (  t ) )
(-> 0 0

— — +  e -------------- r -l  — Q c w  c l - Q  cw

เมอ c = exp

พ = exp

( V y i
J - V j  
r V2 (1 +  2 < P )'S

K ] - < P  2
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v 2(p

= (1-<P)2

Q  = 1 -  7 - 
M

เราให้ v : —> 00 \,\iï% M  —> 00 น่ันคือ M V 2 0 แล้ว

lim  Var F  ( t )  
(-> 0 0 ___________

(  lim  E F  (  t ) )
=  2Q

f  1 — ท \1 - Q c

y l ~ Q 2 C W  y

(1 -  z + 0(z~')) +

(-> 00

พ  (1 - Q c f--------- -- ----( l - 2 z  +  O (z ) ) -  1
c 1—Q c w

2Qcwz +  พ — 2wz — c
-------  ;  + 0 ( z )c ( l - Q  CW)

น' — c 2wz(l  — Qc)
— 7 — -  + o(z:)
c ( l  — Q CW) c ( l —Q CW)

จัด พ และ c ให้อยู่ในเทอมของ V  และ Q = 1 -  —  จะได้

=  - M V
2

( i u p \

^ - < P J

M

+ 0(V2) + OV ไ

\ M J

ดังน้ัน
Var F  (CO) 

(  E F  (C O ))2
- M V

r  l  +  (p^

k ' - V j

(4.1.1.18)

VarC (C O ) 1 y 2 f  1 +  (p ^

(E C (C O ))2 2 M  y l - ( P y
(4.1.1.19)

จากสมการที่ได้นีเราสามารถอธิบายได้ว่า ในกรณีที่ i  =  0 แล้ว เม่ือ M  เพ่ิมขึน
lim  Var F (t)S \ะเพ่ิมข้ึน แต่,ในทางตรงกัน1ข้าม lim  Var C ( t )  จะลดลง เ:ม่ือ M เพ่ิมขึน 

(—>00 (—>00

4.1.2 ฅวแบ บ  A u toregressive ลำดบ ท  2
กำหนดให้ Force of interest มีรูปแบบเป็น Stationary ตามกระบวนการ 

Autoregressive ลำดับท 2 (AR(2)) ดังนี
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ร  ( t )  = 6 + ( p , ( S ( t -  1 ) -  6 )  + (p:( ร  ( t - 2 ) - 0 ) + e ( t )  (4.1.2.1)

เม ื่อ  e ( t )  เป ็น ต ัว แ ป ร ส ุ่ม ท ี่ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น แ บ บ ป ก ต ิท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ อ ิส ร ะ จ า ก ก ัน  

ช ง  E[e( t ) ] = 0  แ ล ะ  Var[e( t ) ]  =  Y 2, t = 1, 2, ...

ใ น ล ัก ษ ณ ะ เด ีย ว ก ับ  A R ( 1 )  ด ังน ั้น

E [ Ô ( t ) ] = 0

Var[ ร  ( t ) ]  = f f  ไ
{ ( 1  - < p 3 ) 2 - < p 2t )

= V '

c o v [ S ( t ) ,  5 ( ร ) ]  =  v \ X y / 1 u~s{+ ( i - Â ) y / 2 l '~sl)

เม ื่อ 2 _  ¥ i O ~ w \ )
=  ( y / 1 - y / 2 ) ( i  +  y / , y / 2)

แ ล ะ 1 _  f W r j j

=  ( y / 1 - y / 2 ) ( i  + y / 1y j 2)

แ ล ะ  y / y ‘ แ ล ะ  y / y '  เป ็น ผ ล เฉ ล ย ข อ งส ม ก าร  C h a ra c te r is t ic : 1 - Ç j B -  (p : B  : = 0 (ถ ้า  (p'2 =  0 ผล  

ล ัพ ธ ์ท ี่ไ ด ้จ ะ ก ล า ย เป ็น  A R ( 1 )  m o d e l)

เ ง ื่อ น ไข ท ี่จ ะ ท ำ ใ ห ้ก า ร ด ำ เน ิน ก า ร น ีเป ็น  S ta t io n a ry  ได ้ก ็ต ่อ เม ื่อ  ร า ก ข อ ง ส ม ก า ร  C h a ra c te r is t ic  ต ัง  

ก ล ่า ว อ ย ู่น อ ก ว ง ก ล ม ร ัศ ม ี 1 ห น ่ว ย  น ั่น ค ือ

Ç  1 + Ç 2 < 1 

- l < ( p 2< l

เช ่น เด ีย ว ก ัน ก ับ  A R ( 1 )  จ ะ ไ ด ้
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E[e (l) <s>]  = e x p { ( t - s ) Q + V 2G(t, ร)}

เม ื่อ  G(t, ร )  = ÀG,( t ,  ร ) + ( 1 - A ) G 2( t, ร)

(4 .1 .2 .2 )

f
แลง G,(t , ร)  = * +  พ 1

\

V - V t )
( t - s ) - พ t - พ ?  

พ - พ J
ส ำ ห ร ับ  i =  1, 2

ด ัง น ัน  E[e (IJ (sJ]  =  e x p { ( t - ร) 0  + — ( t - ร) A  y 2 พ ,  ไ + - ( t - s ) ( i - A ) v 2f  1 + พ 2 )
2 [ ] - พ 1 ) 2 { ’ - พ ะ )

0 :  1 - พ ?  :  ,  1 - พ ?
- A  y  2 Y ,  — - y -  (1-A) y 2 Y :  - ^ }

(1 - พ 1) (1 - พ 2 )
— c 'e x p f - z  1 + Z1 Y i  '-  Z2 + z: Y ;  }  (4.1.2.3)

เม ือ c = exp{ 0  —  A v 2f J + V ' / ไ +  -  (1-A)  V 2

V
•"■■จ

V 
 

{ ] - พ 1 ) 2 ? - พ 2 J

= A  y 2- พ !

Z 2 = (1-A)  V 2

พ - พ , )  
พ 2

พ - พ 2 )

จ า ก ส ม ก า ร (4 .1 .1 .9 )  จ ะ ได ้ว ่า

Q  5=0

แ ล ะ ใ น ท ำ น อ ง เด ีย ว ก ัน ก ับ  A R ( 1 )  ถ ้า Qc < 1 แ ล ้ว  lim E F ( t ) î ะ ม ีค ่า ด ังน ี
r-»co

lim E F ( t )  =  — - ^ —  e ~ z , ~ z i  =  
Ï - »  00 Q 1 - Q c

A L ( k - d ) c  _z 1_z 2 
1 - Q c

(4 .1 .2 .4 )
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เช ่น เด ีย ว ก ัน ก ับ ส ม ก า ร (4 .1 .1 .1 1 )

E[eA<,)~A(s>+ A(,)- A<r>]  = e x p { ( t - s ) 6 + ( t - r ) 0  + V 'H ( t ,  r, ร) }  (4 .1 .2 .5 )

เม ื่อ
|u-w|
2ร ) = ~ A ' Z  + - 0 - A )  i ;  i >

^ พะ=ร+J น=s+ l ^ พ= 5 + 7  น-ร-\- l

+ 2 Â £  +  2(J-Â)  É  i > . l« -H
2

พ=5+7 Z/=5+y v=s+ l น=s+ l

= Â
1 f

( t - s  + 3( t - r ) )
2

1 + y / , \

น - ^ J
f

- ¥ 1
ร - พ ?  - w T + ¥ .

r -s  \

O - ¥ 1)

-  ( t - s  + 3 ( t - r ) ) > +  ¥ 2
^ - ¥ 2 )

f
¥ 2

t - s  . . , r - s  ^  
23 - 2 l / / ‘~r - 2 l / / ‘~s + y / 1 

( 1 - ¥ 2 ) 1

แ ล ้ว

E [ F ( t f ]  = 2\  S S e ' " 5 Ç>~rE[e
A(, j -A(s)+ A(t)-A(r)

r = l s=0
'7 +  E[e! A " - A" ’

Q  s=0

จ าก ส ม ก าร  (4 .1 .2 .5 )  จ ะ ได ้ผ ล ล ัพ ธ ์ใ น ล ัก ษ ณ ะ เด ีย ว ก ัน ก ับ ส ม ก า ร  (4 .1 .2 .3 )  แ ต ่จ ะ ได ้พ า ร า ม ิเต อ ร ์ พ

เพ ิ่ม ข ึ้น ด ัง น ี้

พ  =  exp{ 0  + — À. V

'
f*นี้ฯ

V
_____ + น ี้ (1 -1 )  V 2( *  +  ¥ 2 ไ

2 V - ¥ 1 ) 2

แ ล ะ ส า ม า ร ถ แ ส ด ง ใ ห ้เห ็น ไ ด ้ว ่า  ถ ้า Qc < 1 แ ล ะ  çfcw < 1 แ ล ้ว  l im E [ F ( t  f ]  จ ะ ไ ด ้ผ ล ล ัพ ธ ์ด ัง ต ่อ ไ ป น ี
/-> 0 0

l im E [F (  t f ]  =  e 2 ' 2
r -» 00

2 R 2 Q c 2 W ^  - 4 z r 4z2 r 2 c w  

( 1 - Q c ) ( 1 - Q 2 c w )  (  1 — Q 2 CW )
(4 .1 .2 .6 )
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ซ ึ่ง จ ะ ส า ม า ร ถ 'ข ย า ย ผ ล ไป ส ู่ lim Var F ( t )  ต าม 1ต ้อ งก าร  แ ล ะ จ ะ ได ้'ว ่า
,->00

Uni Var C ( t ) — V lim Var F (  t ) 
t—>co t— ^ 0 0

จ าก ส ม ก าร  (4 .1 .2 .2 )  ถ ึง ส ม ก า ร  (4 .1 .2 .6 ) ส า ม า ร ถ ข ย า ย ผ ล ได ้ใน ล ัก ษ ณ ะ เด ีย ว ก ับ  A R ( 1 )

ส ำ ห ร ับ ส ูต ร  A s y m p to t ic  ข อ ง lim Var F (  t )  แ ล ะ  lim Var C(  t ) ข อ ง  A R ( 2 )  จร
t—

ม ีล ัก ษ ณ ะ เด ีย ว ก ัน ก ับ ส ม ก า ร  (4 .1 .1 .1 8 )  และ  (4 .1 .1 .1 9 )  ด ัง น ี้

VarF(CO) 1
- M V  2 [ À

( E F  ( C O ) ) น1- V u
+ ( ! - ? )

\ l - Y 2 j
] (4 .1 .2 .7 )

แ ล เ
VarC(CO) 1 y 2 (  1 + y / 1 '''

- — [ A______________ _ ____

(EC(CO))2 2 M
+ ( ! - / i)

V - V i ) Y - Y 2 2
J (4.1.2.2)

4.2 อัตราผลฅอบแทนที่ม ีการแฉกแจงความน่าจะเป็นในรูปแบบของ M oving Average

4 .2 .1  ต ัว แ บ บ  M o v in g  A v e ra g e  ล ำต ับ ท  1

ก ำ ห น ด ใ ห ้ F o rc e  o f  in te re s t ม ีร ูป แ บ บ เป ็น  S ta t io n a ry  ต า ม ก ร ะ บ ว น ก า ร  M o v in g  

A v e ra g e  ล ำด ับ ท ี่ 1 ( M A ( 1 ) )  ด ังน ี

ร ( t )  =  0 + e ( t ) - Ç ) e ( t - l ) (4 .2 .1 .1 )

เม ื่อ  e ( t )  เป ็น ต ัว แ ป ร ส ุ่ม ท ี่ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น แ บ บ ป ก ต ิท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ อ ิส ร ะ จ า ก ก ัน  

ซ ง  E[e(  t ) ]  = 0 แ ล ะ  Var[e( t ) ]  = y2, t = 1, 2, ...

เช ่น เด ีย ว ก ัน  ภ า ย ใต ้ต ัว แ บ บ ข ้า งต ้น ต า ม ห ล ัก ก า ร  B o x  and  J e n k in s  เร า ส า ม า ร ถ แ ส ด ง ไต ้ว ่า
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E[ ร  ( t ) ] = e

Var[ ร ( t ) ]  = (  1 +  (p2)y2 = ไ / ' ,

Cov[Ô(t ) ,  ร ( ร ) ]  =
-  (py2 , \ t - s \ = i

0 , น - ร | > 7

ก า ร ด ำ เน ิน ก า ร แ บ บ  M o v in g  A v e ra g e  แ ล ะ เง ื่อ น ไข ก า ร เป ็น  S ta t io n a ry  ค ือ  

1 < (p<  1 ด ัง น ัน อ ิน เว อ ร ์ส ข อ ง  M o v in g  A v e ra g e  ส า ม า ร ถ เข ีย น ใน เท อ ม ข อ ง  A u to re g re s s iv e  ไ ด ้ร/
จ าก ส ม ก าร  (4 .2 .1 .1 )  ด ังน ี

ร ( t ) - 0 = ( l - Ç > B ) e ( t )

เม ือ B คอ B a c k w a rd  O p e ra to r

(  1 -  Ç)B )  '  (  ร (  t )  -  6 )  = e ( t )

Ô ( t ) - 6 =  Y j 71]  (  ô ( t - l ) -  6 ) + e ( t )  
j =1

เม ื่อ  ( l - ( p B ) ~ ‘ = 1 + (pB+ ( p 2B: +  ...

แ ล ะ ใ ห ้ 71 = -  (p

จ า ก ค ุณ ส ม บ ัต ิข อ งก า ร แ จ ก แ จ งค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น แ บ บ  L o g n o rm a l จ ะ ได ้ว ่า

5T 0 + - V 2Of, ) ,E[e 7  =  e 2 = 1 + i

v  r  S < ‘ > 1  =  2 d + y 2  /  r ’ _ nVarfe ]  = e ( e - 1  )
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จ า ก น ั้น ใ น ล ัก ษ ณ ะ เด ีย ว ก ัน ก ับ ส ม ก า ร  (4 .1 .1 .4 )  แ ล ะ  (4 .1 .1 .5 )  ด ังน ั้น

E [ A ( t ) ]  = t 6

V a r [ A ( t ) ]  = tv3 + 2(t-l )(- <py:)

E[eA(,)]  = e x p { (6  + -  v 2) t - ( t - 1  ) ( p y 2}

^ 6-0-1 m :

เม ื่อ  c  =  exp{ 0 + -  V 2}  = 1 + i 
2

ด ัง น ั้น  E [ A ( t ) - A ( s ) ]  = ( t - s ) 0

V a r [A (  t ) - A ( s ) ]  = ( t  -  ร)ท + 2( t -  s -  1 ) ( - j g  )

แ ล ้ว จ า ก ส ม ก า ร  (4 .1 .1 .9 )

1717/ ,  I _ 77 /า 'rr A« )7 , D V  /า ‘~s~! r r  A o - A s J  ■E F ( t )  = F 0Q E[e l + R y ^ Q  E[e J
s=0

โด ย ท ี่ ^ q ‘~S~! E[e-1 „ „  A(,)-A(S)J =  e^  ^ q ‘~s c‘~s 6- ( ‘ -ร)1p y 2
ร=0 s=0

—  1 ๙  2
5=7

พ  2
e - ® r
------------Qc e w

f 2. \
l - d c ' e - W '

K 1 - Q c e w  J

E F ( t ) = F 0Q 'c 'e ~ (t~1)(Pr +
2 Re (py

Qc e- (py V  6 -c

,  ~ï-Qce~^Â ,

(4 .2 .1 .2 )

(4 .2 .1 .3 )
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ถ ้า Qc e ~ ^  < 1 แ ล ้ว  l im EF( t )  จ ะ ม ีค ่า ด ัง น ี้ 
( - >  00

R e ™ 2 Q c e -W 2 A L (k  - d ) 0 e (py2 
l im EF( t )  = ----------------------------------------- --- = ----------------— ----------------  (4 .2 .1 .4 )

^ œ  0  1 -Q ce~w  1-QCC

เม ื่อ cc = ce - (py2 =  exp{0  + -  V ■ -  ( p y 2}  = ( 1 + 1  )exp{- (pv2/(l +  (p2)}  
2

ข ้อ ส ัง เก ต ข อ ง ผ ล ล ัพ ธ ์ท ี่ไ ด ้ ค ือ

1) ค ่า ล ิม ิต ข อ ง  EF( t )  ม ีค ่า ใน ล ัก ษ ณ ะ เด ีย ว ก ัน ก ับ  A R ( 1 )  แ ต ่ผ ล ล ัพ ธ ์ใ น ส ม ก า ร  

(4 .2 .1 .4 )  ม ีค ว า ม แ ม ่น ย ำ ก ว ่า  ใน ก ร ณ ีข อ ง  A R ( l )  ค ่าล ิม ิต ข อ ง  E F ( t )  ไม ่เท ่า ก ับ  AL (ไ ม 'เห ม ือ น ก ร ณ ีท ี่ 

เป ็น ต ัว แ บ บ ม ีอ ัต ร า ผ ล ต อ บ แ ท น ก า ร ล ง ท ุน ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิก า ร แ จ ก แ จ ง ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น ท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ  

เป ็น อ ิส ร ะ จ า ก ก ัน ใ น ร ูป แ บ บ ท ั่ว ไ ป )  เพ ร า ะ ว ่า  เ ง ื่อ น ไข ข อ ง อ ัต ร า ผ ล ต อ บ แ ท น ก า ร ล ง ท ุน อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ  

E x p o n e n t ia l ข อ ง  ร (  t )

2 )  ถ ้า (p = 0 ก ร ณ ีน ี้จ ะ เป ็น ต ัว แ บ บ ท ี่ม ีอ ัต ร า ผ ล ต อ บ แ ท น ก า ร ล ง ท ุน ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิก า ร  

แ จ ก แ จ ง ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น ท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ เป ็น อ ิส ร ะ จ า ก ก ัน  ผ ล ล ัพ ธ ์จ า ก ส ม ก า ร (4 .2 .1 .4 )  จ ะ เป ล ี่ย น  

ไป เป ็น

R (1 + i )
lim E F ( t )  = ------------------------ = AL

t— 1 —  Q (  1  "H i  )

3 ) ก า ร ท ด ส อ บ ก า ร ล ู่เข ้า ข อ ง  lim E F ( t )  จ ะ ต ้อ ง ม ีเ ง ื่อ น ไข ด ัง น ี ค ือ
(->00

Q Œ <  1

< บ " ,

> m = M  (4 .2 .1 .5 )

a v - l

a - 1

M, = —  In 
1 £

a - 1 \

m  ) _  7 /

ซ ึ่ง จ ะ ใ ห ้ค ่า  (p , ใ /แ ล ะ  i  เป ็น ค ่าท ี่ท ำ ให ้ค ่า  M  ม ีค ่า ม า ก ท ี่ส ุด ท ี่จ ะ ส า ม า ร ถ ท ำ ใ ห ้ส ม  

การ E F ( t )  ล ู่เข ้า  แ ล ะ ผ ล ล ัพ ธ ์,ท ี่'ไ ด M้,  จ ะ ล ด ล ง  เม ื่อ ก ำห น ด  ( p ใ ห ้ค ง ท ี่ , ใ / เพ ิ่ม 1ข ืน  แ ล ะ  M  1 จ ะล ด  

ล ง เช ่น ก ัน  เม ื่อ  i  แ ล ะ  (p เพ ิ่ม ข ืน  ซ ึ่ง  (p ท ี่เป ็น ค ่า ท ี่ม า ก ก ว ่า ศ ูน ย ์,จ ะ ไ ม ่เป ็น ไ ป ต า ม เง ื่อ น ไ ข  Q U  < 1 
(H a b e rm a n  a n d  W o n g , 1 9 9 7 : 1 21 )
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เม่ือเปรียบเทียบผลลัพธ์กับ AR(1) จะเห็นว่าค่า M,  เพ่ิมข้ึนสูงกว่า MA(1) และลด 
ลงในลักษณะเดียวกัน (Haberman and Wong, 1997: 122) และจาก E F ( t ) i r าสามารถนำไปสู่ E C ( t )  
จากความสัมพันธ์ดังต่อไปน้ี

E C ( t ) = N C  + k (A L  - E F ( t ))

k ( l - U C C ) e n
lim E C ( t )  = N C  + A L --------------------

<-> 00 l - Q C C

การหาค่า V a r F ( t )  จะเป็นไปในลักษณะเดียวกันกับ AR(1) ดังน้ี

V a r [ A ( t ) - A ( s ) + A ( t ) - A ( r ) ]  = Var[A(  r )  -  A (  ร)]+4 V a r[A (  t )  -  A (  r )]
+ ' 4 C o v [ A ( r ) - A ( s ) ,  A ( t )  -  A ( r )]

สำหรับ t > r > ร > 0

C o v [ A ( r )  -  A ( s ), A ( t )  -  A ( r )] = -  ( p y :

V a r[A (  t )  - A ( s ) +  A ( t ) - A ( r ) ]  =(r -  ร) V 3 - 2 ( r - s - l )  ( p y 2 + 4(t - r ) y 2
- 8 ( t - r - l ) ( p y :- 4 ( p y 2

= [3(t -  r) + ( t -  ร)] V 2 -  2 ( p y 2[3(t - r )  + ( t - s )  -  3]

E [ A<1) - A(S)+A(1h A(r)] = ex p { ( t _ s) (Q  + น้ี V-_ ( p y 2)  + ( i - r ) ( 0 +  -  y 2 -  3 ( p y 2)  + 3 ( p y 2}

= exp{(t -  s ) ( 0  + -  y 2 -  ( p y 2) } e x p { ( t - r ) ( 6 +  -  y 2 -  3 ( p y 2) } e x p { 3 ( p y 2} 
2 2

= a ' ~ sp , r S  (4.2.1.6)

เม่ือ P  = e x p { 6  + -  y 2 - 3 ( p y 2}
2

£ =  exp{ 3 ( p y 2}
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ใ น ก ร ณ ีท ี่ r =  ร,

V a r [ A ( t )  -  A ( s ) +  A ( t ) - A ( r ) J  =  4  V a r fA ( t )  -  A ( s  ) ]

E [ e (A<t>' A(s>)]  =  e x p { 2 ( t - s ) 9 + 2  V a r fA ( t )  -  A ( ร) ] }

-  exp{(t- s ) ( Q  + -  V 2- ( p y :)  + ( t - s ) ( 0 +  -  V 2- 3 ( p y 2)  + 4 < p y 2} 
2 2

= (  a p ) ' ~ s S e ^ 2 (4 .2 .1 .7 )

เ ร า ก ำ ห น ด ใ ห ้F  1. =  0 แ ล ะ เช ่น เด ีย ว ก ับ  A R (1 )  จ า ก ส ม ก า ร (4 .1 .1 .1 4 )  แ ล ะ  (4 .1 .1 .1 5 )  จ ะ ไ ด ้

พ ; ] - P  a - p ’ - ' e *  R \

2 R 2 s a Q 2a p ( i - Q 2t๙ P ‘ )  Q a ‘ P q ‘ ( 1 - Q l P ‘ )

Q ( l - Q C C ) 1 *̂*

Kj

1 i 1__
2 „  (OY2

R  S e Y r Q 2a P ( i - Q 2t ๙  p l J

Q 2 1 - Q 2a p

ถ ้า QCC < 1 แ ล ะ  Q 2a f t  <  1 แ ล ้ว  lim E [ F ( t y  ]  จ ะ ส า ม า ร ถ ห า ค ่า ไ ด ้ด ัง น ี้

(4 .2 .1 .8 )

(-> 00

l im E [ F ( t f ]  =  
>co

2  R 2 s a  Q 2a p  R 2S e <pr Q 2 a p

Q ( l - Q Œ )  ( 1 - Q Œ p )  Q 2 ( 1 - Q 2a p )

2 R 2 S a 2Q p  R 2S e ? 7  a p  R 2a , 2 e 2(py
l im V a r F ( t )  = ---------------------- --------- -- -----------+  ----------------------—   ---------------------- —  (4 .2 .1 .9 )

( 1 - Q C C ) ( 1 - Q  a P )  1 - Q a p  ( 1 - Q a )

ข ้อ ส ัง เก ต ข อ ง ผ ล ล ัพ ธ ์ท ี่ไ ด ้ ค ือ

1) โค ร ง ส ร ้า ง ข อ ง ส ม ก า ร ม ีค ว า ม ใ ก ล ้เค ีย ง ก ับ  A T v ( l )  แ ต ่จ ะ ม ีค ว า ม แ ม ่น ย ำ ใน ก า ร  

ป ร ะ ม า ณ ค ่า ม า ก ก ว ่า



70

2 )  ส ำ ห ร ับ ก า ร ล ู่เข ้า ข อ ง  lim Var F ( t )  น ั๋น จ ะ ต ้อ ง ใ ห ้ QOC < 1 แ ล ะ

Q 2 a / 3 < 1

a p <
1 - u

M 2 = —- In
ร  K v - ^ a j 3 - i  J

1  ̂ r  ^ x { 3 - 1  >
(4 .2 .1 .1 0 )

3 ) ถ ้า (p = 0 เร า จ ะ ได ้ต ัว แ บ บ ท ี่ม ีอ ัต ร า ผ ล ต อ บ แ ท น ก า ร ล ง ท ุน ท ี่ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิ I I D  

แ ล ะ ไ ด ้ผ ล ล ัพ ธ ์ต า ม ท ี่ไ ด ้แ ส ด ง ไ ว ้ใ น บ ท ท ี่ 3

เป ็น ท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ เป ็น อ ิส ร ะ จ า ก ก ัน  ( ( p  = 0)  จ ะ ส า ม า ร ถ ห า ส ูต ร  A s y m p to t ic  ส ำ ห ร ับ

l im Var F (  t )  แ ล ะ  l im Var C( t )  ส ูต ร อ ย ่า ง ง ่า ย ใน ก ร ณ ี i = 0 จ า ก เง ื่อ น ไข  Var [ ร (  t ) ]  —■ > 0
0 0  00

(อ ย ่า ง เช ่น  y 2— 0), Covfร (t), ร ( ร ) ]  0 แ ล ะ  M  00 (ซ ง  M V  — ^  0 แ ล ะ  M ( p y  — ^  0 )

...........พ - - , ^ - )  ( 4 . 2 , , , ,
( EF (CO))2 2

Var C ( CO) I
-------------— T & — ( V 2- 2 ( p y 2)  ( 4 .2 .1 .1 2 )
(E C  (CO )) 2M

4.2.2 ตัวแบบ Moving Average ลำตับท่ี 2

เม ื่อ  e ( t )  เป ็น ต ัว แ ป ร ส ุ่ม ท ี่ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น แ บ บ ป ก ต ิท ี่เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะ อ ิส ร ะ จ า ก ก ัน  

ซ ึ่ง  E [ e ( t ) ]  = 0 แ ล ะ  Var(e(t)J =  y 2, t  = 1, 2,...

ก ำ ห น ด ใ ห ้ F o rc e  o f  in te re s t ม ีร ูป แ บ บ เป น  S ta t io n a ry  ต า ม ก ร ะ บ ว น ก า ร  M o v in g

A v e ra g e  ล ำด ับ ท ี 2  ( M A ( 2 ) )  ด ังน

ร ( t )  = 0 + e ( t ) - ( p ,  e ( t - l ) - ( p : e( t  -  2) (4 .2 .2 .1 )
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ภ าย ใต ้ต ัวแ บ บ ข ้า งต ้น  แ ล ะต าม ห ล ัก ก าร  B o x  and Jenk in s  เร าส าม ารถ แ ส ด งไต ้ว ่า  

E [ Ô ( t ) ] = 0

V a r f  ร (  t ) ]  =  ( 1  +  ( p 2+ ( p 2) y 2 =  V 2

C o v f ร  ( t ) ,  ร ( ร ) ]  =

สม การ  C h a ra c te r is t ic : 1  -  ( p  1B  -  ( p 2 B ~  =  0  เง ื่อ น ไข ก าร เป ็น  S ta tio n a ry  ไต ้ก ็ต ่อ เม ื่อ  ร าก ข อ ง  สม  

การ C h a ra c te r is t ic  ต ังก ล ่า ว อ ย ู่น อ ก ว งก ล ม ร ัศ ม ี 1 ห น ่วย  น ั่น ค ือ

( p ,  +  ( p : < l  

< p 3 - < p ,  < 1

- 1  < ( p 2 < 1

แ ล ะจ าก เง ื่อ น ไข ต ังก ล ่า ว จ ะ ไต ้ว ่า

E [ A ( t ) j  =  t 6

กรณ ี t  =  1  ต ังน ั้น

V a r [ A ( t ) ]  =  V a r f  ร (  t  ) ]  =  y 2

กรณ ี t  > 2  ต ังน ัน

V a r [ A ( t ) ]  = t v 2 +  2 ( t - l ) ( ( p , ( p : - ( p , - ( p 2) y 2 +  2 ( p : y 2
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E [ e A < 0 ]  =  e x p f  t Q +  —  ( t V 2 +  2 ( t -  1 ) ( < p  1 ( p 2 -  ( p  1 -  ( p 2) y 2 +  2 ( p 2y 2) }  

=  e x p { t ( 0 +  -  v 2)+ ( t -  I ) ( ( p  1 ( p 2 -  ( p ,  -  ( p 2) y 2 +  ( p 2 y 2}

(4 .2 .2 .2 )

เม ื่อ ก ำ ห น ด ให ้ พ  =  e x P { ( ( p , ( p 2 - ( p , - ( p 2) y 2}

กรณ ี ร  < t - l  แ ล ะ ? > 2 ด ัง 'น ั้น

E [ A ( t ) - A ( s ) ]  =  ( t - s ) 6

V a r f A ( t )  -  A ( s ) J  =  ( t - ร )  y 2 +  2 ( t -  s  -  l ) ( ( p , ( p :  -  ( p , -  ( p p y 2 +  2 ( p : y 2 

เม ื่อ ร  =  t - l ,

E [ e A ( ° - A (S )J  =  E [ e S ( , ) J  =  e x p { 6  +  -  y 2}  =  1  + i  =  c  (4 .2 .2 .3 )

เม ื่อ t  > 2  และ ร  <  t -  1 ,

A ( t ) . A ( S)
E [ e  ’ > ]  =  e x p { ( t -  s ) ( 0  +  -  y 2)+ ( t - s  -  l)((p 1(p2- (p, -  (ppy2 +  (p:y 2}

=  c  ’ ■ พ, ’  '  e ^ 2 7  (4 .2 .2 .4 )

ใน ก รณ ีเด ีย วก ัน ก ับ  A R (2 )  จ าก ส ม ก าร (4 .2 .2 .2 ) และ (4 .2 .2 .4 ) จ ะ ได ้

E F ( t ) = F 0Q ‘c w  1 e ^ 2 7  +  R ^ j Q  J c  ’ w  ’  1 e ^ 2 7  +  R (  1 +  i )

ร= 0

= F nQ ' c w " ' e ^ 2 7  +

ถ ้า Q c w  <  1 แล ้ว  l i m  E F ( t )  จ ะม ีค ่าด ังน ี ้
<->00

2 R e ^ : 7  Q c w (  1  —  ( Q c w ) ‘  )

Q w
Q c w  J  +  R c  ( 4 . 2 . 2 . 5 )

1 — Q c w
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U r n  E F ( t )  
t—»co

R c e (Piï
1 - Q c w

■ R c ( e ™  - 1 )

A L (  k  — d  ) c e ( p 2 y

1  —  Q c w
- - A L ( k - d ) c ( e -  1 ) (4 .2 .2 .6 )

ข ้อ ส ัง เก ต จ า ก ผ ล ล ัพ ธ ์ท ี่ได ้ ค ือ

1) ค ่าล ิม ิต ข อ ง  E F (  t  )  อ ย ู่ใน ร ูป แ บ บ ท ี่ไม ้ซ ับ ซ ้อ น เช ่น เด ีย ว ก ับ  A R (2 )  ซ ึ่ง ท ั้ง ส อ ง  

แ บ บ เป น  C o va r ia n c e  fu n c t io n  อย ่างง ่าย

2 ) ก ารท ด ส อ บ ก ารล ู่เข ้าข อ ง  l i m  E F ( t )  จ ะต ้อ งม ีเง ื่อ น ไข  Q c w  <  1  (ซ ึ่ง อ ย ู่ใ น ร ูป
r-»co

แ บ บ เด ีย ว ก ัน ก ับ ส ม ก า ร (4 .2 .1 .1 0 ))  เม ื่อ

1 (  CW — 1 ^
M  1 = -  I n  —  

0  \ c w V - l J
>  M

3 ) ผ ล ล ัพ ธ ์ข อ ง  M A (1 )  และ M A (2 )  จ ะ เห ม ือ น ก ัน ก ็ต ่อ เม ื่อ  ( p 2=  0  แ ล ะค ่าค าด ห ว ัง  

ของ C ( t )  ส าม าร ถ ห าค ่า ได ้จ า ก ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ E C ( t )  =  N C  +  k ( A L  -  E F ( t ) )

การห าค ่า  V a r ia n c e  ของ F ( t )  จ ะ อ ย ู่ใน ล ัก ษ ณ ะ เด ีย วก ัน ก ับ ห ัว 1ข ้อ ท ี่ผ ่าน ม าด ังน ีค ือ

V a r [ A ( t ) - A ( s )  +  A ( t ) - A ( r ) ]  =  V a r [ A (  r  )  -  A (  ร  ) J + 4  V a r [ A (  t  )  -  A (  r  ) ]

+  4 C o v [ A ( r )  -  A ( ร ) ,  A (  t )  -  A (  r ) ]

ก ำ ห น ด ให ้ t  >  r  >  ร  > 0  และ e ( 0 )  เป ็น ต ัว แ ป รส ุ่ม  ถ ้า r  =  1

เม ื่อ r  =  t  — 1 และ ร  =  t -  2  ,

C o v [ A ( r )  -  A ( s ) ,  A ( t ) - A ( r ) ]  = C o v [ Ô ( t - l ) , Ô ( t ) ]  =  ( ( p 2 ( p ,  -  (ppy2 =  a  (4 .2 .2 .7 )  

เม ื่อ r  =  t  — 1 แ ล ะ  ร  =  t -  3  ,  t -  4 ,  . . .

c o v [ A ( r )  -  A ( s ) ,  A ( t )  -  A ( r ) ]  =  ((p 2(p 1 -  (ppy2-  (p:y 2 =  b (4 .2 .2 .8 )
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เมื่อ r  =  t  — 2  , t  -  3  , . . .  และ s  =  r  -  1 ,

C o v [ A ( r )  -  A ( s ) ,  A ( t )  -  A ( r ) J  =  ( ( p 2 ( p 1 -  ( p r ( p p y 2 = b

เม ื่อ r  =  t -  2  , t -  3  , . . . และ s  = ? ■ - 2  , r - 3  , . . .

C o v [ A ( r ) -  A ( s ) ,  A ( t ) ~  A ( r ) ]  =  ( ( p 2 ( p ,  -  ( p  1-  ( p p y 2-  (p : y :  =  d  C4.2.2 .9 )

ซ ึ่ง จ าก ท ี่ก ล ่า วม าข ้า งต ้น ส าม ารถ เข ีย น อ ย ู่ใน ร ูป ข อ งต ารางได ้ด ังน ี

R

t - 1 t - 2 t - 3 t - 4 t - 5

t - 1 0 0 0 0 0 0

t - 2 a 0 0 0 0 0

t  -  3 b b 0 0 0 0

t - 4 b d b 0 0 0

t - 5 b d d b 0 0

b d d d b 0

ก ำห น ด พ าราม ิเต อ ร ์ต ่างๆ  ไต ้ด ังน ี

a  =  e x p { 0  +  -  v*+ ( ( p 2( p  1 - < P r  ( p p y 2}
2

P  =  e x p { 6 +  -  v :+ 3 ( ( p 2(p  1 -  ( p  1-  ( p p y 2}
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จ าก ต ารางข ้า งต ้น  และ

E [ e A < , ) ~ A ( s >  + A ( 0 ~ A ( r ) ]  =  e x p { E [ A ( t ) - A ( ร ) + A ( t ) - A ( r ) ] +  -  V a r [ A ( t ) - A ( ร ) + A ( t ) - A ( r ) ] }
2

สำหร ับ การนำ “ a ”  เข ้าส ู่ส ม ก าร

E^ A (0 -A(s)+A(0-A(r)j = e_xp{3 Q  + £ v -’+ 2((p2(p1 -  < p p y 2}  = x  (4.2.2.10)

สำหร ับ การนำ “ b  ”  ใน ค อ ล ้ม แ รก เข ้าส ู่ส ม ก าร

E[eA(u~A<s>+At,hA<r>]  = e x p {( t-s ) (6  + 1-  v ’+ (Cp2(p 1- (p 1-  ( p p y 2)+  0 + 3-  v*’+ (p2y 2}

= a ' ~ sy  (4.2.2.11)

สำหร ับ การนำ " 6 "  ใน ค อ ล ้ม อ ื่น ๆ  เข ้าส ู่ส ม การ

E [ A(1) - A(S),A(,)-A(r)] = exp{ 2 ( t - r ) 6  + 4 ( t - r ) ( — y 2+ ((p2(p 1

- 2((p2(p 1 -  ( p -  ( p p y 2+ 4(p2y 2}

=  ( a p ) ’ ~r z

สำหร ับ การนำ “ d ”  เข ้าส ู่ส ม ก าร

E [ A(„ -A (s) + A(,)-A(r)]  = exp{(t_ S)(Q  + i  v -’+ ( (p (p 1 _ (p1 _ ( p p y 2)}

X e x p {( t- r ) (Q  + — y 2+ 3((p2 (p 1- (p 1-  ( p p y 2}

X exp{- 3((p2(p1 -  (p 1-  (p2) y 2}  e w

=  a '  7 T - ' v ï ’ e 3 ™ 2

-  ( p -  ( p p y 2) +  0 + - V 2

(4 .2 .2 .1 2 )

(4 .2 .2 .1 3 )
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ก ำ ห น ด ใ ห ้F g =  0  จ าก ห ัวข ้อ ท ี่ผ ่าน ม าจ ะ ได ้ว ่า

E [ F ( t f /  =  Q ' ~ r E [ e
t —s  t - r  r z lf t )  -  A l  ร) + zlf t ) - A ( r )

;y + 4 l ๙ ^  E [ e 2 ( A ( , ) - A(s>)

Q  ,■ =/
7

ด ังน ั้น

, 2 R 2 y C C 2 Q  1 , 1 2 i? -< 2  e
E [ F ( t ) 7 =  -------------------- - 2 R Q 0 C  y +  2 R  Q x  +

f— 1 —  Q C t

3 (p2y
________________________๙ / ? y

Q ( l - Q C C )  พ 3 1 - a f i Q 1

>2 r v  J W2R " a  e " T' - /  ๙ / ? y  2 R 2 z  a 2 p 2Q

พ 1 - a f i Q 2 Q  1 - a f i Q

2  ท 2  _ 4  

2

R 2 e 4 * *
+  ■

Q  พ 4

a p Q 2 

1 - a p o
~ - R 2 a p

4<p 2Y
<2 2 2 Ô + 2 V 2

— 4—  +  R e  (4 .2 .2 .1 4 )
พ

ถ้า Q O L <  1  และ Q 2a . p <  1 และ l i m  E [ F ( t  f ]  จ ะ ส า ม า ร ถ ห า ค ่า ได ้ ซ ึ่ง จ าก ผ ล
t —>C0

ล ัพ ธ ์ใน ข ้า งต ้น  และค ่า  l i m  E F ( t )  ท ี่ผ ่าน ม าจ ะท ำให ้ส าม ารถ ห าค ่า  V a r  F ( t )  แ ล ะ  l i m  F a r  E f t )  ไ ด ้
t —»C0 t —

ข ้อ ส ัง เก ต ข อ งผ ล ล ัพ ธ ์ท ี่ได ้ คือ
1) ก ารท ด สอ บ การล ู่เข ้า เม ื่อ  t  — >  C O  จ ะ ต ้อ งก ำ ห น ด ให ้ Q  2 a ( 3  <  1 แ ล ะจ าก  

Q 2 a j 3 <  1 จ ะ ท ำ ให ้ Q C C <  1  ต าม ไป ด ้วย เม ื่อ  เ 3 >  a  ซ ึ่ง จ ะ ส ม ม ูล ก ับ

M ,  =  —  I n  
8

N a p ~ i

4 a [ à f i - i j

>  m = M (4 .2 .2 .1 5 )

เร า จ ะ เห ็น ว ่า โค ร ง ส ร ้า ง ข อ ง ส ม ก า ร (4 .2 .2 .1 5 ) จ ะ ม ีล ัก ษ ณ ะ เด ีย ว ก ัน ก ับ ส ม ก า ร (4 .2 .1 .1 0 )  จากการ  

ค ำน วณ จ ึงท ำ ให ้เห ็น ว ่า  M 2 ส าม ารถ แ ส ด งอ อ ก ม าใน ร ูป แ บ บ เด ีย วก ัน ก ับ ก รณ ี M A ( 1 )  ซ ึ่ง ค ่า  M 2 จะ  

เล ็กกว ่า  M  1

2 ) ถ ้า M  =  1  ส ำห ร ับ ต ัวแ บ บ  M A (2 )  แล ้ว  Q  =  0  ด ังน ั้น

F ( t  +  ! )  =  ( !  +  i ( t  +  1 ) ) R
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เม ื่อ R  =  U A L  เป ็น ค ่าค งท ี่ แล ้ว  E F ( t )  =  A L  และ E C ( t )  = N C  

V a r F ( t )  =  A L 2 v : e 2 ^ + v  ( e V ~ -  1 )  ส ำห ร ับ ท ุก ค ่า  t

และ V a r  C (  t )  =  V a r  F (  t )

3 ) ค ่าผ ล ล ัพ ธ ์ข อ งต ัวแ บ บ  M A (1 )  และ M A (2 )  จ ะ ก ล ับ ม า เห ม ือ น ก ัน  เม ื่อ ( p 2 =  0

ใน บ ท น ี้เร าก ล ่า ว ถ ึง ว ิธ ีร ะ ด ม ท ุน  โด ย ก ำห น ด ให ้ค ่า  F o rce  o f  In te re s t { ร (  t  ) )  อย ู่ใน  

ร ูป แ บ บ  A u to re g re s s iv e  และ  M o v in g  A ve ra g e  ลำด ับ ท ี่ 1 และ 2 แ ล ะ ใช ้ว ิธ ี S p read  เพ ีย งว ิธ ีเด ีย ว เท ่า  

บ ัน  โด ย ก ำห น ด ให ้ค ่าค ว าม ค ล าด เค ล ื่อ น  { e ( t  ) )  ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิก า รแ จ ก แ จ งค ว าม น ่าจ ะ เป ็น แ บ บ ป ก ต ิท ี่ 

เห ม ือ น ก ัน  แ ล ะอ ิส ร ะจ าก ก ัน  เน ื่อ งจากค ่า  F o rce  o f  In te res t ไม ่ค งท ี่ต ล อ ด ท ุก ช ่ว ง เว ล า  แ ล ะ ม ีร ูป แ บ บ  

ก ารแ จ ก แ จ งค วาม น ่าจ ะ เป ็น  ด ังน ั้น จ ึงต ้อ งม ีก ารค ำน วณ ค ่า  E [ S ( t ) J ,  V a r f ร ( t ) ]  และ  C o v [ S ( t ) ,  

ร ( ร ) ]  โด ย ส าม าร ถ ค ำน ว ณ ห าอ ัต ร าผ ล ต อ บ แ ท น ก าร ล งท ุน ท ี่แ ท ้จ ร ิง ได ้จ าก  E [ e Ô<,)]  =  1  +  i  ต ังน ั้น  

จ ึงต ้อ งม ีก าร จ ัด ต ัว แ บ บ ก ารร ะด ม ท ุน  ( F ( t ) )  ให ม ่ให ้อ ย ู่ใน ร ูป ข อ ง  e  ( , )  (ซ ึ่ง ต ่า ง จ า ก บ ท ท ี่ 3 ท ี่ก ำห น ด  

ต ัว แ บ บ ก าร ร ะ ด ม ท ุน อ ย ู่ใน ร ูป ข อ ง  1 +  i  )  แ ล ้วจ ึงห าต ัวแ บ บ  E F ( t  )  จ าก บ ัน จ ึงท ด ส อ บ ก าร ล ู่เข ้า ข อ ง  

ต ัวแ บ บ  E F ( t )  จาก U r n  E F ( t )  ซ ึ่ง ผ ล ล ัพ ธ ์ท ี่ได ้ค ือ ว ่า  l i m  E F ( t )  ไม ่เท ่าก ับ  A L  เม ื่อ เท ียบ ก ับ
t -+CO 1-> 00

l i m  E F (  t  )  ใ น บ ท ท ี่ 3 เน ื่อ งจ าก เง ื่อ น ไข ข อ งต ัวแ บ บ ท ี่อ ย ู่ใน ร ูป แ บ บ  E x p o n e n t ia l ขอ ง ร (  t  )  (แต ่
t—

ใน ก รณ ีท ี่ Ç  =  0  ท ั้ง  A R (1 )  และ M A (1 )  จ ะ ได ้ผ ล ล ัพ ธ ์เห ม ือ น ก ับ บ ท ท ี่ 3 ) แ ล ะ จ า ก เง ื่อ น ไข ข อ ง  

อ น ุก รม เรข าค ณ ิต ใน ต ัว แ บ บ  E F ( t ) t งส าม ารถ ห าค ่า ช ่ว ง เวล าท ี่เห ม าะส ม ก ับ ค ่าป ร ับ ป ร ุงอ ัต ร า เง ิน ส ม  

ทบ  ( M )  ซ ึ่ง จ ะ เป ็น ค ่า  M  ท ี่ม าก ท ี่ส ุด ท ี่จ ะ ท ำ ให ้ l i m  E F ( t  )  ล ู่เข ้า ได ้จ า ก ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง  F ( t  )
f - >  CO

ก ับ  C ( t )  จ ึงท ำ ให ้ส า ม า ร ถ ห าต ัว แ บ บ  l i m  E C ( t )  ไ ด ้ ซ ึ่ง ผ ล ล ัพ ธ ์ท ี่ได ้ม ีค ่า ไม ,เท ่าก ับ  N C  เม ื่อ เท ียบ ก ับ
/—>co

l i m  E C ( t )  ใน บ ท ท ี่ 3 
(-> 0 0

จา 'ก ต ัวแ บ บ ท ี่ร ะบ ุค ่า  l i m  E F f t  )  ท ี่ได ้ส าม ารถ น ่าม าห าต ัว แ บ บ  l i m  V a r F ( t  )  ไ ด  ้
( -> 0 0  ( -> 0 0

โด ย เร ิ่ม จ าก ก ารห าต ัวแ บ บ  l i m  E [ F ( t f ]  ซ ึ่ง จ าก เง ื่อ น ไข ข อ งอ น ุก ร ม เรข าค ณ ิต ใน ต ัว แ บ บ  E [ F (  t  f ]
t —>co

จ ึงส าม าร ถ ห าค ่า ช ่ว ง เว ล าท ี่เห ม าะส ม ก ับ ค ่าป ร ับ ป ร ุงอ ัต ร า เง ิน ส ม ท บ  ( M )  ซ ึ่ง จ ะ เป ็น ค ่า  M  ท ี่ม าก ท ี่ส ุด  

ท ี่จ ะ ท ำ ให ้ l i m  E [ F ( t  f ]  ล ู่เข ้า ได ้ จ า ก น ั้น จ ะ ได ้ l i m  V a r F (  t  )  =  l i m  E [ F ( t  f j  -  [  l i m  E F ( t  ) ]  2
( -> 0 0  ( -> 0 0  t-> 0 0  ( -> 0 0

แ ล ะจ า ก ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง  F (  t  )  ก ัห  C (  t  )  จ ึงท ำ ให ้ส าม ารถ ห าต ัว แ บ บ  l i m  V a r C (  t  )  ไ ด ้ ร ูป
( - > CO
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แ บ บ ข อ งอ ัต ร าผ ล ต อ บ แ ท น ก ารล งท ุน ท ัง  2 แบ บ  อ าจ จ ะ ไม ่ค รอ บ ค ล ุม  แ ล ะ ไม ่เพ ีย งพ อ ก ับ ก าร เป ล ี่ย น  

แ ป ล งข อ งอ ัต ร า ผ ล ต อ บ แ ท น ก า ร ล งท ุน ท ี่แ ท ้จ ร ิง ใน ป ็จ จ ุบ ัน  เพ ร า ะ ก า ร ร ะ ด ม ท ุน ใน ก อ งท ุน บ ำ น า ญ  

น ั้น จ ะ ต ้อ ง ใ ช ้เว ล า ใน ก า ร ล งท ุน ม า ก  ด ังน ั้น ก าร เป ล ี่ย น แ ป ล งข อ งอ ัต ร าผ ล ต อ บ แ ท น ก าร ล งท ุน  จ ึงม ี 

โอ ก า ส เป ล ี่ย น แ ป ล งไต ้ห ล า ย ร ูป แ บ บ  ใน บ ท ต ่อ ไป จ ึงท ั้ง ก า ร ส ร ้า งต ัว แ บ บ ก า ร ร ะ ด ม ท ุน  โด ย ก ำห น ด  

ให ้อ ัต ร า ผ ล ต อ บ แ ท น ก า ร ล งท ุน อ ย ู่ใน ร ูป แ บ บ ข อ ง  A u to re g re s s iv e  M o v in g  A v e ra g e  เพ ิ่ม เต ิม  เพ ื่อ  

เป ็น ก า ร ร อ งร ับ ร ูป แ บ บ ก าร เป ล ี่ย น แ ป ล งข อ งอ ัต ร าผ ล ต อ บ แ ท น ก ารล งท ุน ใน อ น าค ต ต ่อ ไป
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