
บทที 2

ตัวสถิติและผลงานวิจ้ยทีเก่ียวข้อง

ในบทนี้จะกล่าวถึงการประมาณค่าลัมประสิทธึ๋การถดถอยพหุคูณของตัวแบบการถดถอย 
เซิงเล่นโดยวิธีกำลังสองน้อยสุด วิธีการถดถอยแบบริดจ์ และวิธีการประมาณตัวประมาณริดจ์ รวมถึง 
ผลงานวิจัยที่เกี่ยวข้องในการวิจัยครั้งนี้ ซึ่งรายละเอียดต่างๆ มีตังต่อไปน้ี

2.1 ตัวแบบท่ัวไป

ตัวแบบที่แสดงความลัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระลับตัวแปรตามในการวิเคราะห์ความ 
ถดถอยพหุคูณในรูปเซิงเล่นท่ัวไป อยู่ในรูปของ

î/ = x p + e  ........................ (2.1.1)
เม่ือ y  เป็น เวกเตอร์ของตัวแปรตามขนาด ก X 1

X  เป็น เมทริกซ์ของตัวแปรอิสระขนาด ท X (p+1)
P เป็น เวกเตอร์ของลัมประสิทธ้ิ!การถดถอย'ขนาด (p+1) X 1

และ e เป็น เวกเตอร์ของความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นขนาด ท X 1 ซึ่งมีการแจกแจงปกติ 
โดยท่ี E(e) = 0 , E(ee') = CT2I n

ในการวิเคราะห์การถดถอยแบบริดจ์นั้นมักพิจารณาตัวแบบที่อยู่ในรูปมาตรฐานเพราะ 
ฉะนั้น ในการคืกษ"าคร้ังน้ีเมท'ริกซ์ตัว แปรอิสระ (X) จะมีขนาด ก xp  และเวกเตอร์ของลัมประสิทธี้ 
การถดถอยมีขนาด P X 1 จากสมการตัวแบบ (2 .1 .1 ) ตัวประมาณลัมประลิทธการถดถอยท่ีได้จาก 
วิธีกำลังลองน้อยสุด อยู่ในรูปของ

P =  ( x ' x y x ' y  ................................. (2 .1 .2 )

ซึ่งตัวประมาณ P ที่ได้นี้จะมีคุณสมบ้ตเป็นตัวประมาณไม่เอนเอียงและมีค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อน 
กำลังสองตํ่าสุดในบรรดาตัวประมาณที่ไม่เอนเอียงเซิงเล่นทั่งหลาย กล่าวคือ
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E( P) = E (XX)- 'X 'y

= E (X X )-1X '(X p  + s)
= £(p) + (XX)-'X'E(e)
= p

และค่าเฉล่ียความคลาดเคลื่อนยกกำลังสอง คือ
MSE( p) = Cov( P) + b ias2 (P)

= Cov XX)-' X' y
V ~ J

= G2 (XX)-'
เม่ือ Cov(P) เป็น เมทริกช์ความแปรปรวนร่วมของตัวประมาณลัมประสิทธิ้การถดถอย

เราจะเห็นได้ว่าค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนยกกำลังลองเป็นฟังก์ชันของ (X X )-1 ตังน้ัน 
ในการประมาณค่าลัมประสิทธิไาารถดถอยโดยวิธีกำลังสองน้อยสุดนี้จะต้องมีข้อสมมุติว่า ตัวแปร 
อิสระจะต้องไม่มีพหุลัมพันธ์ก์น มิฉะนั้นน้ันตัวประมาณที่ได้อาจจะไม่ใช่ตัวประมาณที่มีความ
คลาดเคล่ือนยกกำลังลองตํ่าสุด

ถ้ากำหนดให้ คือ ความแตกต่างระหว่าง P และ P ซ่ึง L\ = ( P - P ) ' ( P - P )
ค่าเฉล่ียกำลังสองของความแตกต่างระหว่าง P และ P คือ

E (L2) = E ( P -  P ) ' ( P - P )  
= E (P'P) -  P'P

E(P'P) = P'P + G2 trace(X’X)-'
E(L2) = G2 trace(XX)-' ..... .................(2.1.3)

และเพราะว่า e มีการแจกแจงปกติ
Var(L2) = 2ct4 trace(X X ) -2 (2.1.4)

จากสมการที่ (2.1.3) และ (2.1.4) จะเห็นได้ว่าทั้งลองสมการต่างก็อย่ในรูปของผลบวกใน 
แนวเลันทแยงมุมของเมทริกซ์ X X  (trace(XX)) ตังนั้นเราสามารถเขียนสมการทั้งคู่ในรูปของค่า 
เฉพาะ (eigen value) ซึ่งจะได้ว่า

m i) = °2 Z(4-I (2.1.5)
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Var(L]) = 2 a 4£ ( i - ) 2 ............................ (2.1.6)

เมือ À. 1 = trace (X'X)
i=1
น  = ^  “  2̂ >. . .>^ p = ท >0 

p  เป็น จำนวนตัวแปรอิสระ

และ \  เป็น ค่าเฉพาะของเมทริกซ์ (X X ) ; i = 1,2,....,p

ในกรณีที่เกิดปัญหาตัวแปรอิสระมืพหุสัมพันธ์กันค่าเฉพาะของเมทริกช์ X X  บางค่าจะม ื
ค่าน้อยมากทำให้ค่า | x 'x |  มืค่าน้อยลงไปด้วยเพราะ |x 'x |  มีค่าเท่ากับผลคูณของค่าเฉพาะส่งผล 
ให้ค่าเฉลี่ยของความแตกต่างระหว่าง (3 และ P มีค่ามาก รวมทั้งค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนยก

กำสังลองของ P ที่ประมาณด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุดจะมืค่าสูงเกินไปด้วย

2.2 การประมาณค่าสัมประสิทธโดยวิธึการถดถอยแบบริดจ์ 1

ในปี ค.ศ. 1970 โฮเอริน์ ( Hoerl) และเคนนาร์ด (Kennard) ได้เสนอวิธีแก้ปัญหาตัวแปร 
อิสระมีพหุสัมพันธ์ซึ่งเรียกว่า การถดถอยแบบริดจ์ (Ridge regression) วิธีการนี้จะให้ค่าเฉลี่ยของ 
ความคลาดเคลื่อนยกกำลังสองตํ่ากว่าวิธีกำลังสองน้อยสุดเพราะหลักการของวิธีนี้คือ การบวก
ค่าคงท่ี k ที่มีค่ามากกว่าคูนย?เบสมาซิกทุกตัวบนเลันทแยงมุม(diagonal) ของเมทรีกซ์ X X  เพ่ือ 
จะทำให้ค่าเฉลี่ยของความแตกต่างระหว่าง P และ P ลดลง ตัวประมาณลัมประสิทธิ้การถดถอยแบ
บริดจ์ อยู่ในรูปของ

PR = ( x ' x  + k l )~ ] x ' y  ; k>  0 ............................ (2.2.1)

เพื่อความสะดวกในการเปรียบเทียบคุณสมบัติต่างๆ ของการประมาณค่าพารามิเตอร์ P จะกำหนด 
สัญลักษณ์ต่างๆ ตังต่อไปน้ี

ถ้ากำหนดให้ พ ' = ( x x  + k l  ) 1 และแทนในสมการ (2.2.1) จะได้วา PR = WXy  
และ เราสามารถเขียน PR ให้อยู่ในรูปของ P ได้โดยจากสมการปกติ x ' x p  = X ' y  เพราะฉะนั้น

1 จิรายุส ฟุมนตรี. การเปรียบเทียบต้วประมาณรีดจ์สำหรับการวิเคราะห์การถดถอยแบบริดจ์. วิทยานิพนธ์ปริญญา 
มหาบิ'ณ•ทีต ภาควิชาสถิติ บ้ณฑิตวิทยาลัย จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย,2534.
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ตัวประมาณ PR จะเขียนอยู่ในรูปของ ps = [i  + k(X'X)~] Y  P = Z  P เม่ือ 

Z = [ l  + k(XX)~] ]"'

คุณสมบ้ติท่ี'จำเป็น'ของ Z , พ  และ PR

1. ให้ .(พ') และ î,i[Z) เป็นค่าเฉพาะของ พ  และ Z  ตามลำดับซึ่ง

นพ) = ; i  = 1,2......,p  .........................(2.2.2)

และ UZ) = ; i = 1,2,....,P ........................ (2.2.3)

ซึ่งค่าเหล่านี้คำนวณได้จากสมการเฉพาะ (characteristic equation)
เพ ,-! ;/!  = 0 และ \ z - \ l \  = 0

2. เราสามารถเขียน ค่า Z  ในรูปของ พ  ได้ดังนี้
Z  -  1 -  k ( X X + k I ) - '  = I -  k w  ........................ (2.2.4)

3. ค่าประมาณ PR จะมีค่าน้อยกว่า P เม่ือ k  > 0 น่ันคือ

Pi? Pi? < PP

จาก pR = z p  โดยที่เมทริกซ์ X X  และ Z  เป็นเมทริกช์ท่ีมีคุณสมปติสมมาตร 
และเป็นบวกแน่นอน (symmetric positive definite matrix)2

P * 'Pi? = (^P)'(^P)

= É 4 ? (Z )P 'P  ร  ç ; „ * ( z ) i j 'p

4 a  น , ,  (-Z) = ( น บ
และ A.1 เป็น ค่าเฉพาะ'ท่ีมีค่ามากท่ีสุดของเมท'รกช์ X X

จากสมการท่ี (2.2.3) และ (2.2.4) ณ จุดท่ี k = 0 ค่า z  -  I และเม่ือ k  -> 00 ค่า 
Z  จะมีค่าเข้าใกล้ศูนย์

ดังน่ัน p / P r < P'P
และเนื่องจากผลบวกของความคลาดเคลื่อนยกกำลังสองของตัวประมาณ pR อยู่ในรูป 

ของ

2 เมทริกชิ’ -A(pxp) จะมีคุณสมบ่ตสมมาตรและเป็นบวกแน่นอน ท้า a ' A a > 0  1 V a  e î t p 1 V a  ^ 0
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®‘ ( M  = (y  -  * p R Ï(y  -  x p R)
= y ' y  -  f a x 1 y  -  kp'RPR ........................ (2.2.5)

ผลบวกของความคลาดเคลื่อนยกกำลังสองของตัวประมาณ P อยู่ในรูปของ

®(P) = y'y -  p ' X ' y  ........................ (2.2.6)

จากสมการที่ (2.2.5) และ (2.2.6) เราจะเห็นได้ว่าตัวประมาณ PK มีความคลาดเคลื่อน 
ยกกำลังสองตํ่ากว่าตัวประมาณ P ทั้งนี้เพราะผลบวกความคลาดเคลื่อนกำลังสองของตัวประมาณ 
PB ขึ้นอยู่กับระยะทางกำลังสองของตัวประมาณ PR ด้วย

2.3 ค่าเฉล่ียความคลาดเคลื่อนยกกำลังสองของตัวประมาณริดจ์

เราสามารถแสดงรูปแบบทั่วไป (general form) ของตัวแบบในลมการที่ (2.1.1) และ 
(2.1.2) ให้อยู่ในรูปของค่าเฉพาะได้เพื่อความสะดวกในการพิสูจน์และการประมาณค่า โดยการลด 
รูปเมท'รกช์ X X  ให้เป็นเมทริกซ์แนวทแยง ( diagonal metrix) กล่าวคือ

กำหนดให้ P เป็นเมทริกช์เชิงท้ังฉาก และ X * = XP 
จะได้ว่า x * ' x * = P X X P  = A = d ia g ( l  1)
และ P* = P'P

เพราะฉะนั้นตัวประมาณกำลังสองน้อยที่สุดของ P คือ

r  = น ์, x - f x - ’ y
และตัวประมาณลัมประสิทธิทั่ทรถดถอยริดจ์ของ P คือ 

p ; = (A  + K ) - l X t , y  
= ( A + K  )_1x * 'x * p *
= ( A + jFC )_1 Ap* ........................ (2.3.1)

เมือ K = diag (kl tk2,...,kn )
ตังน้ัน p*(i) = t~ ^ r )P >

และเราลามารถหาค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนยกกำลังสองของ P* คือ
MSE( p ;) = £ [ lî( fc )]
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= E[  p ; - p * ) ' ( p ; - p * )
V p; = (A+ X)-'Ap*  = Ap*

จะได้ว่า e [l 2(/c)] = E (A p *-p *)'(A p *-p *) .............(2.3.2)
เม่ือ Ap* -  P* = Ap* -  A p *+ A p * -  P*

= A(P* -  P*) + (A -  7) P* ............. (2.3.3)

และ (AP*-P*)' = (P*-P*)'A'+ P*(A-J)' .............(2.3.4)

เราแทนค่า สมการ (2.3.3) และ (2.3.4) ลงในสมการ (2.3.2) จะได้ว่า
E[L](k)] = e [(P*-P*)'A ' + p*/ (A -7 )' A(P*-P*) +(A-/)P*

= E (P*-P*)'A'A(P*-P*) + (P;-P*)'A'(A-/)P* 

+ P*/(A-/)'A(P*-P*)+ p*/(A-n '(A-/)P*

E(P*-P*) = 0
ด้งน้ัน

E[L](k]\

A  *  _  *P -  P

(P * -P *M 'A (P * -P * )

Varience + b ia s2

[ ( X ) - v T -  ç*;

P x * / x * ) "1x * / (x *p *+ 8 ) 

(x ^ x * ) ' 1 ” *'

+ P * '( A - I ) '( A - / ) P *

-  P
X  8

จะได้ว่า
Yj/c

= E

E (P * -P * ) 'A A (P * -  P*) J
x *(x */ x *)"1a a (x */ x *)t1x */

= G2 trace\{X*'X*yx A'a \
CT2 trace [ a-1 ((A + X )-1 A ) '(A + X ) - 'a ]

, ^  X,-= a i=l ( ,̂ + k{f (2.3.5)
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และ y 2k = pW( A - J ) ' ( A - / ) P *

f  fc,2 P*2
t r  (Xi+fc,-)2

จากลมการท่ี (2.3.5) และ (2.3.6) จะได้ว่า

£ 4 F  + l ï S ?
เราสามารถเขียน e [l 2 (/<:)] ได้ในอีกรูปแบบหนึ่งคือ

(2.3.6)

(2.3.7)

£ [ ^ ) ]  = £(p;-p*)'(p; -P*)  + G2trace{(A-K)-'A-l ( A - K r 1} 

= Z  7 ~T~ 2 (t -+ P /2) + ^2Z  1*ใ1 ....... (2-3.8)t r  (Xi+ fc,)2 l x,

จากกราฟจะเห็นได้ว่าฟังก์ชันของความแปรปรวน (y, fc) มีลักษณะเป็นฟังก์ชันที่ต่อเนื่อง 

ถ้าเราทำการหาอนุพันธ์อันดับหนึ่งของฟังก์ชันy1A: เทียบกับ k น่ันคือ = -2 CT2y  ( ^ ) 3ôfc t r  x,-+*i
จะได้ฟังก์ชันที่มีค่าเป็นลบ ดังน่ัน lim  จะมีลักษณะเป็นฟังก์ชันที่ลดลงทางเดียวfc->0 dk
( monotonically decreasing ) ในรูปของค่า k และจะลู่เข้าลู่ -00 เม่ือ f c 0 และ kp^yO
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สำหรับฟังก์ชันของความเอนเอียงยกกำลังสอง (y2k) ชึ่งมีลักษณะเป็นฟังก์ชันต่อเนื่องเช่นเดียวกัน

ถ้าเราทำการหาอนุพันธ์อันดับหนึ่งของฟังก์ชัน y2k  เทียบกับ k น่ันคือ = -2  k , -3-dk  1)
จะได้ฟังก์ชันที่มีค่าเป็นบวก ดังน้ัน lim  จะมีลักษณะเป็นฟังก์ชันที่เพิ่มขึ้นทางเดียว-̂>0 dfc
(monotonically increasing ) และจะมีค่าเข้าใกล้ศูนย์เมือ k  -> 0 จากรูปที 1 เราจะพบว่า
สามารถเลือกค่า k บางค่าที่สามารถทำให้ค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนยกกำลังสองของตัวประมาณที่ 
ได้จากการถดถอยรดจ์มีค่าน้อยกว่าตัวประมาณที่ได้จากวิธีกำลังสองน้อยที่สุดได้

2.4 การประมาณค่าคงท่ี k ในการถดถอยแบบริดจ์

ปัญหาในการวิเคราะห์การถดถอยแบบริดจ์นั้นคือ เราไม่สามารถกำหนดค่าคงที่ k ท่ี 
แน่นอนได้ ได้มีผู้นำเสนอวิธีการประมาณค่าคงที่ k ไว้หลายวิธี แต่ยังไม่มีวิธีใดท่ีให้ผลสรุปได้ชัดเจน 

ในการศึกษาครั้งนี้ได้ทำการศึกษาเปรียบเทียบวิธีการประมาณค่า k ดังต่อไปน้ี

2.4.1 วิธี HK

โฮเอ'ริน (Hoerl) และ เคนนาร์ด(Kennard) ได้เสนอวิธีน้ีขึ้นมา โดยให้ข้อลังเกตว่า 
การเลือกค่า k ที่เหมาะสมนั้น ค่า k ที่ได้จะต้องทำให้ค่าเฉลี่ยของความแตกต่างระหว่าง P กับ P มี
ค ่าต ํ่าส ุด  น ั่นค ือการทำให ้ e [L i (/c)] ม ีค ่าต ํ่าส ุด  โดยการหาอน ุพ ันธ ์เท ียบก ับค ่า k 1 และกำหนดให ้ม ี

1 1 ทุ1  ̂ r ะ *  dE\l^(k)\ค ่าเฟาก ับศนย ํ นนคอ ------- \  —  =  0

ะ:ได้ว่า d [ K ( + fc; )
กล่าวคือ ■ 2(Xf + fc,)kIQ2 +2 (A.,. +fc,.)2p;2fci. -2(k,. +fc1)p;2fc12

( ^ +  K Y

= 0

= 0

-À,.CT2 + k,.p*2fc,. = 0

จะเห็นได้ว่าค่า k, เป็นฟังก์ชันที่ขึ้นกับค่า CT2 และ P* แต่เนื่องจาก P* = P 'P
ดังนั้นจึงอาจจะมีกรณีที่ P* = 0 มีค่าเท่ากับศูนย์และจะทำให้ไม่ลามารถหาค่า k  ได้ ดังนั้นเพื่อ 
ความ สะดวกจึงกำหนดค่า k  เพียงค่าเดียวที่สามารถปรับเมตริกซ์ X X  ที่มีผลทำให้ค่าเฉลี่ยความ
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คลาดเคล ื่อนยกกำล ังลองม ีค ่าต ํ่าส ุด  ซ ึ่งค ่า  k  ท ี่เห ม าะส ม น ั้น ค วรม ีค ่าไมม่ ากน ัก  เพ ราะค ่า k  ม ีผล  

ก ับความความ เอน เอ ีย งยกกำล ังสองและค ่าความแป รป รวนของต ัวป ระมาณ  ด ังน ั้นจ ึงควรกำหนดค ่า  

P* เป ็นค ่าท ี่มากท ี่ส ุด  และเน ื่อ งจากเราไม ่ทราบค ่าพาราม ิเตอร ์ด ังน ั้น เราจะแทนค ่าพาราม ิเตอร ์ด ้วย  

ค ่าประมาณ ท ี่ม าจากกล ุ่มต ัวอย ่าง

(m ax(p;,p*2,...,pp))2
y ' y - V  X 'y  

เมื่อ CT2 =  ----------- — -----------

r  ; , r

ท คือ จำนวนต ัวอย ่าง  

และ P  คือ จำนวนต ัวแปรอ ิสระ

2.4.2 วิธี SEQ 3
วิธีการค้นหาข้อมูลแบบลำดับนี้ เป็นวิธีที่ใช้ค้นหาข้อมูลได้ทั้งข้อมูลที่มีลักษณะ 

ต่อเน่ืองและไม่ต่อเน่ือง อีกทั้งข้อมูลที่นำมาใช้จะเรียงลำดับหรีอไม่เรียงลำดับก็ได้ จากผลการวิจัย 
ของธ'นยากร ต้นชลขันธ์พบว่า การใช้วิธีการค้นหาข้อมูลแบบลำดับในการการหาค่า k ในการ 
ถดถอยแบบริดจ์นั้นให้ผลดี แต่อาจต้องใช้เวลานานในการค้นหาข้อมูล แต่วิธีน้ียังคงเหมาะสมเพราะ 
ค่าของ k นั้นมีค่าไม่ห่างจากศูนย์มากนัก เมื่อพิจารณาค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนยกกำลังสอง 
ของตัวประมาณลัมประส ิท ธ ิ๋การถดถอยแล้วกราฟที่ได้มีจุดตํ่าสุดเพียงจุดเดียวไม่มีจุดวกกลับ 
ลัญลักษณ์ที่ใช้ในวิธีการนี้คือ 

กำหนด
M S E ( P r (/c)) คือ ค ่า เฉล ี่ยของความคลาดเคล ื่อนยกกำล ังลอง ณ  จุด k

d คือ ค่าคงท่ีที่กำหนดขึ้นเพื่อเป็นช่วงห่างของค่า k
^opt คือ ค่า k ที่ทำให้ M S E  (PR(k)) มีค่าตํ่าลุด

•̂sta คือ จุดเริ่มต้นของ k ในการค้นหาข้อมูล
kdOl คือ จุดท่ีมีการเว้นช่วงห่างของค่า k = 0.01 (d = 0.01)

จุดที่อยู่ก่อนค่า k ที่เหมาะสมและมีการเว้นช่วงห่างของ 
ค่า k = 0.01 (d = 0.01)

๖̂01 คอ

3 ธ้นยากร ต้นชลขันธ์, การเปรียบเทียบต้วประมาณริดจ์สิาหรับการวิเคราะห์การถดถอยแบบริดจ์, วิทยานิพนธ์ปริญญา 
มหาบ้ณฑิต 1 ภาควิชาสถิติ . จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลิ'ย , 2539
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k a01 คือ จุดที่อยู่หลังค่า k ที่เหมาะสมและมีการเว้นช่วงห่างของ 
ค่า k ะ=0.01 (d = 0.01)

k d001 คือ จุดท่ีมีการเว้นช่วงห่างของค่า k = 0.001 (d = 0.001) 
k end คือ ค่าที่ใข้ตรวจสอบยุติการหาค่า k ที่เหมาะสมเมื่อค้นหา 

ข้อมูลทางด้านขวาของค่า k ที่เหมาะสม 
k flt คือ ค่า k ท่ีเหมาะสมจรง

หลักการของวิธี'การค้นหาข้อy  ลแบบลำดับ 
ข้ันตอนที่ 1 ค่า d = 0.01

1.1) กำหนดให้ค่า d = 0.01 และค่า k sta = 0.0
1.2) คำนวณค่า k d01 = k sta + d
1.3) คำนวณค่า MSE(fiR(kst11)) และ MSE(fiR(kdm ))
1.4) เปรยบเทียบค่า MSE(fiR(ksta)) กับ MSE(fiR(kdm ))

ก. ห้า M S E (P R(k sta)) < MSE(fiR(kdm ))
กำหนดให้ kopt = ksta ยุติการประมวลผล 

ข. ห้า MSE(PR(ksta)) > MSE(fiR(kd101))
กำหนดให้ k sta = k d01 และทำการวิเคราะห์ตั้งแต่ข้อ 1.2) ใหม่ 

เมื่อพิจารณาถึงลักษณะของกราฟ MSE(fiR) จะเห็นได้ว่าเป็นโค้งหงายไม่มีจุด
วกกลับ ฉะนั้นเม่ือมีการกำหนดค่า d อาจทำให้เกิดลักษณะที่เป็นไปได้ในการได้มาซึ่ง kopt ดังน้ีคือ

ลักษณะเช่นนี้จะเกิดขึ้นต่อเมื่อ เรากำหนด ช่วง 
d ห่างเกินไป จุด kopt ที่ได้อาจจะเป็นจุดเรม 
แรกท่ีกำหนด คือ kopt -  0.0 ซ่ึงจะแห้ปัญหา 
โดยจะมีการค้นหาใหม่ทางด้านขวาของ kopt 
คือต้ังแต่ kopt = 0.0 จนถึง kopt = 0.0 + 0.01 
โดยใข้ช่วงห่างเป็น d = 0.001
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ลักษณะเช่นนี้ เราจะได้ค่า k ท่ีตกอยู่หลังค่า k 
เหมาะสมจริง จะแก้ปัญหาโดยการค้นหา
ค่า k ใหม่ ทางด้านซ้ายของ kopt คือ ต้ังแต่ 
kopt-  0.01 จนถึง โดยใซ้ ช่วงห่างเป็น
d = 0.001

ลักษณะเช่นน้ีเราจะได้ค่า k ท่ีตกอยู่ก่อนหน้าค่า 
k ท่ีเหมาะสมจริง {kf11) จะแก้ปัญหา'โดยการค้น 
หาค่า k ใหม่ทางด้านขวาของ kopt คือ ต้ังแต่ 
kopt จนถึง kopt + 0.01 โดยใซ้ช่วงห่างเป็น 
d = 0.001

ในข ั้นตอนน ี้จะทำการตรวจสอบก ่อนว ่าค่า kopt ที่ได้ม ีค ่าเท ่าก ับศ ูนย ์หร ิอไม่ เพื่อ

ตรวจสอบความเป ็นไปได้ของล ักษณ ะท ี่ 1 แต่ถ ้าค ่า kopt ท ี่ได้ม ีค ่าไม่เท ่าก ับศ ูนย ์จะทำการค ้นหาค ่า  

k ทางด ้านซ ้ายของค ่า kopt ก ่อนถ ้าไม่พบจะทำการค ้นหาทางด ้านขวาของ kopt ใหม ่ ซ ึ่งม ีลำด ับ  

การค ้นหาด ังน ี้

2.1) ตรวจสอบค่า kopt -  0.0 หรือไม่
ก. ถ้า kopt = 0.0 ให้ทำการวิเคราะห์ตามข้อ 2.3 (ค้นหาทางด้านขวา 

ของค่า kopt)
ข. ถ้า kopt *  0.0 ให้ทำการวิเคราห์ตามข้อ 2.2 (ค้นหาทางด้านซ้ายของ

ค ่า  K p t )

2.2) กำหนดให้ kb01 = kopt -  0.01
2.2.1 กำหนดให้ kd001 = km  + d
2.2.2 เปรียบเทียบค่า kd001 กับ kopt

ก. ถ้า kd001 > kop(ให้'ทำการวิเคราะห์ตาม1ข้อ 2.3
ข. ถ้า kd 001 < k 0pt จะ,ทำการคำนวณค่า MSE(fiR(kb 01)) และ

ลักษณะท่ี 2

ข้ันตอนท่ี 2 ค่า d = 0.001
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MSE(fiR (kd001 )) และทำการเปรียบเทียบค่าดังกล่าว
- ถ้า MSE(fiR(kdm )) > MSE(fiR(kb01)) กำหนดให้

Kpt = Ko\ และยุติการประมวลผล
- ถ้า MSE(fiR (kdm )) < MSE(fiR(km  )) กำหนดให้

kb01 = kd001 แล้วทำการวิเคราะห์ตามข้อ 2.2.1 อีกครั้งจน 
กว่าจะเข้ากรณีที่ kd001 > k0pt หรีอ กรณี,ท่ี 
MS£(P*(fcd001)) > MSE(fiR (kb01 ))

2.3) กำหนดให้ kend = kopt + 0.01
2.3.1 กำหนดให้ kd001 = kopt
2.3.2 กำหนดให้ ka01 = kd001 + d เปรียบเทียบค่า ka01 กับ kend 

ก. ถ้า ka01 > kend ยุติการประมวลผล
ข. ถ้า ka 01 < kend จะทำการคำนวณค่า MSE(fiR(ka 01)) และ

MSE(fiR(kd001 )) และทำการเปรียบเทียบค่าดังกล่าว
- ถ้า MSE(fiR(ka01)) > MSE(fiR(kdm )) กำหนดให้

Kpt = K m  และยุติการประมวลผล
- ถ้า MSE(fiR(ka01)) < MSE(fiR(kd00ใ )) กำหนดให้

K m  = Ko\ แล้วทำการวิเคราะห์ตามข้อ 2.3.2 อีกคร้ังจน 
กว่าจะเข้ากรณีที่ ka01 > fcend หรือ กรณีท่ี 
MSE(fiR(ka01)) > MSE(fiR(kdm ))

จากการวิจัยของรันยากร ต้นชลขันธ์ พบว่า เม่ือขยายช่วงของ d จาก 0.001 เป็น 0.0001 
ค่า MSE(fiR(k)) ณจุดที่ d = 0.001 กับ d = 0.0001 มีค่าไม่แตกต่างกันดังนั้นเราจะไม่ทำการ
ขยายช่วงของ d เพ่ิมมากข้ึน

2.4.3 วิธีเบส์

ในป ีค .ศ .1996 ทรอสกี้ (Troskie) และซาร์ลตัน (Chalton) ได้เสนอวิธีเบล่ในการ 
หาค่า k โดย เปรียบเทียบกับวิธีของ Hoerl & Kennard (HK) .Hemmerle & Carey (HC) 1 Noor 
& Metha (NM) พบว่า วิธีในการหาค่า k วิธีเบล่ให้ผลดีที่สุด ซึ่งวิธีเบห์แสดงได้ดังนี้
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เน่ืองจาก p* = P 'P ซึ่งเมตริกซ์ P เป็นเมทริกซ์ท่ีทราบค่า เราจึงสามารถสืกษา 
คุณลมบัติ P* จาก P ได้ ให้ y  = (yu y 2,—,y n)' เป็นเวกเตอร์ของค่าสังเกต ท ค่า โดยมีการแจก 
แจงความน่าจะเป็นร่วม ( p ( y  \ P ,ct)) (joint probability distribution) ซึ่งขึ้นอยู่กับพารามิเตอร์ 
p = (P1,P2,...,Pp)' และ CT ซ่ึง (P ,ct)' มีการแจกแจงความน่า1จะเป็นร่วม p (P ,ct) ดังนั้น4

p(i/IP,a)-p(P.<j) = p { $ , ปี \ y ) p  (y)

เราจะได้ว่าการแจกแจงที่มีเงื่อนไข (joint conditional distribution) ของ P และ CT เม่ือ 
กำหนด y  อยู่ในรูปของ

p(P>CTI y)  =
p(plP,<*)-p(P»cr)

p(y)
(2.4.3)

ดังน้ัน จากลมการ2.4.3 จะได้ว่า
p (P ,C T |ïy) a  p ( y |P ,a ) - p ( P ,a )

เม่ือ p ( y  I P ,ct) เป็น การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วม (joint probability distribution) 
P (P ,ct) เป็น การแจกแจงก่อนร่วม (joint prior distribution) สำหรับ (P ,a)'

และ p ( P , ct I y )  เป็น การแจกแจงภายหล ังร ่วม  ( jo in t p o s te r io r  d is tr ib u t io n )  สำหร ับ (P ,  CT)'

กำหนดให้
1. การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วม (joint probability distribution ; p ( i/ | P , ct)) 

ของค่าสังเกต y  = (y], y 2,...,y ท)' คือ

p ( y \ P , ปี', 2 no2 exp 2ct:
( t / - x p ) ' ( r , - x p )

a  CT-n exp^ - - L - ( y - x p ) ' ( y - X p )  \ .........(2.4.3.1)

4 วิรพาฐานะปรัฃญ'', การวิเคราะห์เซิงเบสํ’สำหรับตัวแบบการถดถอยเซิงเสันเซิงเดียว1 วิทยานิพนธ์ปริญญามหาบ้ณฑิต 1 
ภาควิชาสถิติ . จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลิ'ย , 2542 .



2. การแจกแจงก่อนร่วม (joint prior distribution ; JP (P , cr) ) ลำหรับ ( P , ct)' คือ 
p(P,CT) = p (P |c ) -p (o )

เม่ือ การแจกแจงที่มีเงื่อนไขลำหรับ P เม่ือกำหนด G (p (P lo ) )  เป็นการแจกแจงปกติหลายตัว 
แปร (N( p,ar2A _1 )) กล่าวคือ

p (p |a ) =

a
เม่ือ P คือ ค่าเฉล่ียของ P

fey พ4- * { - & พ ุ ่ . พ ุ ■ รุ}
a - p exp { - ^  ( P - P ) 'A ( P - P ) }   (2.4.3.2)

และ การแจกแจงล่วนริมสำหรับ O ( P (a) ) เป็นการแจกแจงไค-กำลังสองผกผัน ที่มีระดับขั้นความ 
เสริ (degree of freedom) เท่าผับ น ( inverted Xu) กล่าวคือ

p (o ) = 'ง^ > + 1)

« 2 2U us? ]
|_2 s _| 2 exp -

a
v2y

-(u+l) exp u s
2 ๙ .(2.4.3.3)

ซึงค่าพารามิเตอร์ P , A ,v  และ ร 2 ขึนอยู่ผับข้อมูลก่อน (prior information) 
เพราะฉะนั้นเราจะได้ว่า

£ (P |a )  = £(P) = P 
C O V (P Ict) = g2A~'

E (cj)

E(g2)

r [(u - i) /2] / "V ,!
ท น /2)

U
v2y

น -  2 = ร.

จากสมการท่ี (2.4.3.2) และ (2.4.3.3) เราจะได้การแจกแจงก่อนร่วมสำหรับ (P ,c)'
อยู่ในรูปของ

p(P,CT) = p (P |a )-p (c r)

a  a " (u+1)“ p e x p | - ^ i - ( u s ^ + ( p - p ) ' A ( p - p ) ) |

.................(2.4.3.4)
เราจะเรียกการแจกแจงก่อนร่วมน้ีว่า การแจกแจงก่อนคู่ลังยุคโดยธรรมชาติ (natural conjugate -
prior distribution)
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เพราะฉะน้ันจะได้ว่าการแจกแจงภายหลังร่วมสำหรับ (P ,ct)' (p(P,cr)| y)) คือ 
p (P ,C T |i/) = p ( y  I P,CT )• p (P ,ct)

1a a -(u+1)-p-ri exp 2 ๔ us2 + ( i / - x p ) '( i , - x p )+

( P - P H P - P ) } ......(2.4.3.5)

เราจะสามารถแสดงให้เห็นได้ว่า สมการท่ี (2.4.3.5) เป็นรูปแบบฟังก์ชันปกติ-แกมมา 
โดยเราสามารถลัดรูปแบบสมการที่ (2.4.3.5) ได้ใหม่ดังต่อไปนี้

น^2 + ( i / - x p ) '( i / - x p )  + (p-p) = us2+i/'iy+2p'X'.i/+P'XXp+
P'Ap-2p'Ap + p'Ap

= us2+ ï/ i/+P '(A+XX)P+2P'(A+XX)P+ 

P(A + X X )P  -  P(A + X X )P  + P'AP 
= ง ิร ิ2 + (P -P )'(A + XX)(P -P )

.................... (2.4.3.6)
เม่ือ p =  (A + X X ) -1 (A p + X 'i/)

= (A  + X X ) -1 (A p + x x p )  ..................... (2.4.3.7)

บ ิร2 = us2 + I/'1/+ P 'A P -P '(A  + X X )P  .................... (2.4.3.8)
และ บิ = ท + บ

เราแทนค่าลมการท่ี (2.4.3.6) ในสมการที่ (2.4.3.5) จะได้ว่า

P(P>CT I £/) a  CT -p exp Y ~ r  (P-P)'(A  + X X )(P -P )

G-(s+1) exp
( ——2 าUS

V y
.(2.4.3.9)

a p(P I CT,Î/) - p ( a \ y )

รูปแบบในสมการ (2.4.3.9) เป็นรูปแบบของการแจกแจงปกติ-แกมมา เพราะว่า
1. การแจกแจงภายหลังที่มีเงื่อนไขสำหรับ P เม่ือกำหนด CT (p(p I CT,I/)) เป็น

การแจกแจงปกติหลายตัวแปรที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย P และเมทรกช์ความแปรปรวนร่วม คือ

๔  (A + X X ) -1
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2. การแจกแจงภายหลังขอบ (marginal posterior) สำหรับ CT (p (ct| ï/)) เป็นการ 
แจกแจงแกมมาผกผันที่มีพารามิเตอร์ บิ และ ร ิ2

เพราะฉะนั้นจากสมการ (2.4.3.9) เราสามารถหาการแจกแจงภายหลังขอบp(P  I y)
. ด ้ โดย

p (P ly )  = | 0 p ( P , ° I p )<*j

a I  0-นิ-p- 1  eXp 

เม่ือ h = บ ิร ิ2 + (P -P ) '(A  + X 'X )(P -P )

' - h } da .(2.4.3.10)

เราสามารถอินทิกรัลลมการ (2.4.3.10) โดยใช้คุณสมปติของฟังก์ชันแกมมา ซ่ึงเราจ:
ได้ว่า

p (P |p )  a  h ^ +p)/2

บ ิร ิ2 + (P -P )'(A  + X 'X )(P -P )
(u+ p )/2

............ (2.4.3.11)
การแจกแจงภายหลังขอบสำหร้บ P ที่ได้เป็นการแจกแจงทีหลายตัวแปร (Multivariate - 

t distribution) ทีมี
1. เวกเตอร์ค่าเฉล่ีย คือ p =  (A + X ' x y '  ( A p + x x p )

2. เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม คือ COV(P) = ร ิ2 (A + X X ) ~ l

3. ค่าคาดหวังของ CT2 คือ £  (ct2 ) = /  TT า
vü - 2 y ร ิ2

เนื่องจากวิธีเบลัเป็นวิธีที่เราจะทราบการแจกแจงก่อนของพารามิเตอร์ P ตังน้ันค่าเฉล่ีย 
ความคลาดเคลื่อนยกกำลังสองในสมการที่ (2.3.5) จะเป็นแบบท่ีมีเงื่อนไข น้ันคือ

£ ^ ( / c ) | p V )  = £ Je2 (  rr2 >
k  ก ์ + P '2

V ม  y1=1 ( î + K  )
+

(>■ 1-  K )
i=l '̂;(^i + kj)

.(2.4.3.12)
และเนองจาก

^ CT2

V^I + p ;: | l + i î ( p r | c 1=)
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V
v^7 + p ;2 ■ + E

, + EX,-
■ + E

( p ‘ - p ;  + p ; J

j ( p ; - p ; ) % p ; ! + 2 p ; ( p ; - p ; ) )

( p ' - p - y M + p ?

และ e ( p* - p *) = 0 
ดังน้ัน

( ( _ 2 า
? -+ p ;2h

\
4  -  ร-

E ( g2) =
K  a ,

vu - 2 y S0 = So2

:น้ันเม่ือเราแทนค่าต่าง  ๆ ลงในสมการท่ี (2.4.3.12) จะได้ว่าค่าเฉลี่ยความ
น) . r a j น) .ท  1

4  ( K - K )

เพราะฉะนั้นเมื่อเราแทนค่าต่าง  ๆ ลงในเ 
คลาดเคลื่อนยกกำลังสองแบบไม่มีเงื่อนไข อยู่ในรูปของ

E (l , (fc)) = X .... fc' f i l  + i l  + P,*21 + ร ;2 y _ 1 4 z 4 1.
v ’ irP w + fc ,)2 1 4- «1 ‘ J 0

(2.4.3.13)................... VZ..H.O. I

เราจะทำการหาอนุพันธ์สมการ (2.4.3.13) เทียบกับ fc, และกำหนดให้เท่ากับศูนย์ 

เพื่อให้ได้ค่า/c,. ที่ทำให้ e [l 2(/c)] มีค่าน้อยท่ีสุด กล่าวคือ d E [L?  —  = 0

จะได้ว่า
a s  (A2 m

dk, i S ë l f f - f  * * ’ )■  s S f
= O

' 2kxX 1
( h  + K)

f s ?  ร*2
j - + ^ -  + P.*2 W i h + k j )  = 0

( ^ + fc,)3
fc,■ ร:2 +

*2 จj ç M
V a . ;

+ fc /M i*2 -  M o 2 -  M o 2 = 0
*2 >fc,4-s O

V a . ;
+ fc ,4 P ;2 -X.,.ร ; 2 = O

r  ร ?  + a, + p;
a i
fc, =

fc,4-
-K *2 \

- h  ร ?  = O
«i Sp2

So+a.-PT
(2.4.3.15)
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เราสามารถจัดรูปแบบในสมการ (2.4.3.15) ได้ใหม่คือ
k, =■ „  ท"*21 a i Pi

เม่ือ a, เป็นสมาซิกตัวที่ I ของเมทริกช์แนวทแยงมุมของเมทริกช์ ( A + X X ) -1

ในการคืกษาครั้งนี้ เราจะสืกษาตัวประมาณเบสํภายใต้ฟังก์ชันความสูญเสียเป็นแบบ 
ความผิดพลาดยกกำลังสอง ซึ่งเราจะได้ว่า ตัวประมาณเบลั สำหรับ P คือ ค่าเฉล่ียของการแจกแจง
ภายหลัง ดังน้ันตัวประมาณเบลัสำหรับ P ในวิธีน้ีคือ

pB = P = ( A  + X X  )_1 (A p+ X X  p )
*2 -O r —

/ \

บิ -  2 ร ิ0

แล: Pfl = P'P B

เมื่อเราใช้การแจกแจงก่อนคู่ลังยุคโดยธรรมชาติ ซึ่งเป็นการแจกแจงก่อนท่ีให้ข้อมูล 
(information prior) เกี่ยวกับตัวแปรลุ่มอย่างแน่ชัด จึงเหมือนกับว่าเรามีข้อมูลตัวอย่างตามทฤษฎี 
(hypothetical sample) ถ้านำข้อมูลตัวอย่างนี้ไปรวมกับข้อมูลที่มือยู่ในปัจจุบันและข้อมูลที่ใช้การ 
แจกแจงก่อนท่ีไม่ให้ข้อมูล (noninformation prior) ซึ่งเป็นการแจกแจงที่ให้ข้อมูลเกี่ยวกับตัวแปรลุ่ม 
ไม่แน่ชัดหรอคลุมเครอ(vague) แล้ว ในทางทฤษฎีจะแทนค่า

A = X X  
X ' y  = AP

ô2 = รไ2
เพราะฉะนั้นในเทอมของ fc, จะได้ว่า

k, =
1 +

.(2.4.3.16)
i r  i(ร)
°  B

โดยทั่วไปแล้วเราจะไม่มืการแจกแจงก่อนคู่ลังยุคโดยธรรมชาติที่เหมาะลม และข้อมูลท่ีดีพอ 
เราจึงต้องใช้ค่าของตัวประมาณที่มาจากกลุ่มตัวอย่าง ซึ่งเราจะได้ว่า

k, =
1 + â2
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1jj y  y - V X ' y
เมอ CT2 = ~ ~ ~ ~

n - p
P* = P' P

และ a, = h
โดยท่ี เป็น ค่าเจาะจงของเมทริกซ์ X*'X*

P เป็น ตัวประมาณลัมประสิทธื้การถดถอยจากวิธีกำลังลองน้อยสุด
และ P เป็น เมทริกซ์ของเวกเตอร์เฉพาะ
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