
การวิเคราะห์โครงสร้างของดีด ีเอจีและเอดีเอจี
ในบทน้ีจะกล่าวถึงปัญหาของดีดีเอจี 2 ประเด็นได้แก่ (1) การท่ีผลการจำแนกข้ึน 

กับลำดับของกลุ่มในลิสต์ และ (2) ระดับความลึกของเลันทางจำแนกของดีดีเอจี จากปัญหาดัง 
กล่าว จึงเสนอสถาปัตยกรรมใหม่สำหรับการจำแนกแบบหลายกลุ่มท่ีเรียกว่าเอดีเอจีและแนะนำ 
วิธีการนำข้ันตอนวิธีเอดีเอจีไปใช้ และในล่วนสุดท้ายจะเสนอแบบจำลองสำหรับหาค่าคาดหวัง 
ของความถูกต้องของข้ันตอนวิธีท้ังสองเพ่ือการเปรียบเทียบ

3.1 ป ัญ ห า 'อ 'น เก ิด จ าก โค ร ง ส ร ้า ง ข 'อ ง ด ีด ีเอ จ ี

3.1.2 ผลการจำแนกข้ึนกับของลำดับของกลุ่มในลิสต์
ดีดีเอจีได้รับการออกแบบอย่างดี จึงเหนือกว่าข้ันตอนการจำแนกแบบหลายกลุ่ม 

มาตรฐานในด้านความเร็ว อย่างไรก็ตามการข้ึนกับลำดับของโนดของดีดีเอจี ล่งผลกระทบต่อ 
ความถูกต้องและความเช่ือถือได้ของผลการจำแนก

ดีดีเอจีให้ผลลัพธ์ท่ีมีการแจกแจงความน่าจะเป็นไม่ยูนิฟอร์ม อันเน่ืองมาจากการ 
ข้ึนอยู่กับลำดับของกลุ่มในลิสต์ ทำให้ความแปรปรวนของผลการจำแนกเพ่ิมข้ึน นอกจากน้ีถ้า 
กลุ่มท่ีถูกต้องถูกเปรียบเทียบต้ังแต่ระดับบน จะทำให้มีโอกาสถูกกำจัดออกไปอย่างผิดพลาดมาก 
กว่าในกรณีท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องเรมถูกเปรียบในระดับล่าง

ลองพิจารณาปัญหาแรกโดยใช้ตัวอย่างในรูปท่ี 7 ซ่ึงเป็นปัญหาการจำแนกกลุ่ม 4 
กลุ่มในระนาบ2 มิติ โดยท่ีเถ้นแต่ละเถ้นเป็นเลันแบ่งระหว่างกลุ่มสองกลุ่ม ตัวเลขกำกับเถ้น 
แสดงช่ือกลุ่มในฝังแต่ละฝัง เช่นเลัน 1 2 หมายความว่า จุดใดๆท่ีทางช้ายของเลันไม่น่าจะเป็น 
กลุ่มท่ี 2 และจุดใดๆท่ีอยู่ทางขวาของเลัน 1 2 ไม่น่าจะเป็นกลุ่ม 1

รูปท่ี 7 ตัวอย่างแสดงผลของการจำแนกข๋ึนกับลำดับของกลุ่ม
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ปัญหาท่ีเกิดข้ึนคือ จุดท่ีอยู่ในบริเวณสีดำหรือสีเทาจะถูกจำแนกได้หลายแบบ 
ข้ึนอยู่กับลำดับของกลุ่มในโนด (หรือลำดับของสมาชิกในลิสต์ท่ีใช้ในการจำแนก) พิจารณาตัว 
อย่างท่ีจุด X ในบริเวณสีดำซ่ึงจะถูกจำแนกได้หลายแบบข้ึนอยู่กับลิสต์ท่ีใช้

ในกรณีท่ีใช้ลิสต์1-2-3-4 ตอนแรกระนาบ 1vs4 จะกำจัดกลุ่ม 4 ออกไปเน่ืองจาก 
จุด X ไม่ได้อยู่ฝังของกลุ่ม 4 ลิสต์จะกลายเป็น 1-2-3 กัดมา ระนาบ 1vs3 จะเอากลุ่ม 3 ออกจาก 
ลิสต์สุดท้ายระนาบ 1vs2 จะตัดกลุ่ม 1 ออกไป ทำให้จุด X ถูกจำแนกเป็นกลุ่ม 2

ในอีกกรณีของลิสต์2-1-3-4 ตอนแรกระนาบ 2vs4 จะกำจัดกลุ่ม 2 ออกไป ลิสต์ 
จะกลายเป็น 1-3-4 กัดมา ระนาบ 1VS4 จะเอากลุ่ม 4 ออกจากลิสต์สุดท้ายระนาบ 1vs3 จะตัด 
กลุ่ม 3 ออกไป ทำให้จุด X ถูกจำแนกเป็นกลุ่ม 1 ซ่ึงต่างจากกรณีแรก

ตัวอย่างน้ีแสดงให้เห็นว่าการเปล่ียนลำดับของสมาชิกในลิสต์ท่ีใช้ในการจำแนกมี 
ผลต่อผลการจำแนก ซ่ึงจะกระทบต่อความถูกต้องในการจำแนกในท่ีลุด

ต า ร า ง ท ี่ 3 แ ส ด ง ใ ห ้เห ็น ว ่า  ใ น ก ร ณ ีข อ ง ด ีด ีเ อ จ ีผ ล ก า ร จ ำ แ น ก ข ึ้น ก ับ ล ำ ด ับ ข อ ง  

ส ม า ช ิก ข อ ง ล ิส ต ์ม า ก  เช ่น ก ร ณ ีป ัญ ห า แ บ บ  4 ก ล ุ่ม  จ ะ ม ีร ูป แ บ บ ล ำ ด ับ ข อ ง ส ม า ช ิก ท ั้ง ห ม ด  24 แบบ 

โ ด ย ม ีแ บ บ ท ี่แ ต ก ต ่า ง ก ัน อ ย ่า ง แ ท ้จ ร ิง จ ำ น ว น  12 แบบ  พ บ ว ่า เม ื่อ เป ล ี่ย น ล ำ ด ับ ข อ ง ส ม า ช ิก ไ ป  ผ ล  

ก า ร ต ัด ส ิน ใ จ ข อ ง ต ัว จ ำ แ น ก แ บ บ ด ีด ีเอ จ ีจ ะ เป ล ี่ย น ต า ม ไ ป ด ้ว ย  ท ำ ใ ห ้ผ ล ก า ร จ ำ แ น ก ก ร ะ จ า ย ไ ป ใ น  

ก ล ุ่ม ท ั้ง ส ี่ แ ท น ท ี่จ ะ เล ือ ก ต อ บ ก ล ุ่ม ใ ด ก ล ุ่ม ห น ึ่ง  ต ัว อ ย ่า ง น ี้แ ส ด ง ถ ึง ป ัญ ห า ป ร ะ เด ็น แ ร ก ข อ ง ก า ร ข ึ้น  

อ ย ู่ก ับ ล ำด ับ ข อ งโ น ด ข อ ง ด ีด ีเอ จ ี ซ่ึงท ำ ใ ห ้ผลการจ ำ แ น ก ม ีค วาม น ่า เชือถือลดลง

ตารางท่ี 3 โอกาสท่ีจะจำแนกจุด 'X '  ในรูปท่ี 7 เป็นกลุ่มต่าง  ๆโดยลิสต์ท่ีมีสมาชิก 4 ตัว

ผลการจำแนก ความน่าจะเป็น
กลุ่ม 1 41.67%
กลุ่ม 2 25.00%
กลุ่ม 3 25.00%
กลุ่ม 4 8.33%

3.1.2 ระดับความลึกของเล้นทางจำแนกของดีดีเอจี
เท้นทางการจำแนกของดีดีเอจีมีความลึกโดยเฉล่ียค่อนข้างมาก ทำให้ความผิด 

พลาดสะสมสูงข้ึน และส่งผลให้กลุ่มท่ีถูกต้องอาจถูกกำจัดออกอย่างผิดพลาดได้ อันจะทำให้ 
ความผิดพลาดรวมสูงและทำให้ความถูกต้องลดต่ําลง ความลึกของดีดีเอจีเป็น N-1 เม่ือ N เป็น 
จำนวนกลุ่มของปัญหา ซ่ึงโดยเฉล่ียแล้วจำนวนกา?เปรียบเทียบจะข้ึนกับ N พิจารณาตัวอย่าง
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ลำหรับกรณ ีป ัญหา 20 กลุ่ม ถ ้ากลุ่มท ี่ถ ูกต ้องถูกเปรียบเทียบครั้งแรกที่โนดราก กลุ่มนี้จะต้องถูก 

เปรยบเทียบทั้งหมด 19 คร้ัง ก่อนที่จะไต้รับการจำแนกอย่างถูกต้อง ถ้ากำหนดให้โอกาสผิดพลาด 

เป็น P ในการจำแนกแต่ละครั้ง จะทำให ้ความผ ิดพลาดละสมเป ็น 1-(1-p)19 เช่นถ้า P = 1% จะ 

ก่อให้เกิดความผิดพลาดรวมถึง 17.38% ปัญหานี้จะรุนแรงขึ้นเมื่อจำนวนกลุ่มเพิ่มขึ้น ป ัญหาทั้ง 

ลองประเด็นจูงใจให้คิดค้นวิธีปรับโครงสร้างของดีดีเอจีเพื่อพัฒนาขั้นตอนวิธีที่มีประสิทธิภาพดีขึ้น 

กว่าเดิม

3.2 ส ถ า ป ัต ย ก ร ร ม ข อ งเอ ด ีเอ จ ี

ลํวนน้ีจะแนะนำสถาปัตยกรรมใหม่ท่ีลดข้อเลียของโครงสร้างดีดีเอจีลง โครง 
ลร้างใหม่ท่ีเรียกว่ากราฟไม่วงแบบมีทิศทางท่ีปรับได้ (Adaptive Directed Acyclic Graph) หรือเอ 
ดีเอจี สามารถลดการข้ึนกับลำดับของสมาชิกในลิสต์และลดความลึกของเค้นทางการจำแนกลง

เอดีเอจีเป็นกราฟ1ไม่วงแบบมีทิศทางท่ีมีโครงสร้างคล้ายสามเหล่ียมคว่ํา สำหรับ 
ปัญหาแบบ N กลุ่ม ระบบจะประกอบด้วยตัวจำแนกแบบสองกลุ่มจำนวน N(N-1)/2 ตัว แต่ละตัว 
เป็นฟังก์ชันแบบทวิภาค โดยจะมีเพียง N-1 โนดท่ีเอดีเอจีเลือกมาใช้ โนดของเอดีเอจีถูกจัดเรียง 
เป็นรูปสามเหล่ียมคว่ํา โดยมีโนดจำนวน N/2 โนด(ปัดข้ึน) ท่ีระดับบนสุด และจำนวนโนดจะลดลง 
คร่ึงหน่ึงลำหรับระดับถัดมา จนเหลือโนดเดียวในระดับล่างสุด ดังแสดงในรูปท่ี 8

Adaptive Layer A 

Adaptive Layer B

Output Layer

รูปท่ี 8 โครงสร้างของเอดีเอจี ซ่ึงประกอบด้วยโนด 7 โนดลำหรับปัญหาแบบ 8 กลุ่ม

ในการจำแนกโดยใช้เอดีเอจี ตัวจำแนกแบบสองกลุ่มในแต่ละโนดจะกำจัดกลุ่ม 
หน่ึงออกไปโดยเร่ิมจากระดับบนสุด และล่งข้อความท่ีบ่งถึงกลุ่มท่ีเลือกมายังโนดระดับล่าง ทำให้ 
ในแต่ละรอบ จำนวนกลุ่มท่ีมีโอกาสถูกเลือกว่าเป็นกลุ่มท่ีถูกต้องจะลดลงทีละคร่ึง การเลือกตัว 
จำแนกแบบสองกลุ่มในโนดแต่ละโนดของระดับกัดมา จะเลือกจากข้อความท่ีล่งมาจากโนดระดับ 
บนลองโนด (หน่ึงโนดในกรณีท่ีมาจากโนดกลางของระดับบน โดยโนดระดับบนมีจำนวนตัวจำแนก 
เป็นเลขค่ี) กระบวนการน้ีจะดำเนินไปอย่างต่อเน่ืองจนเหลือโนดเดียวที,ระดับล่างสุด
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เม ื่อ ล ิ้น ส ุด ก ร ะ บ ว น ก า ร  ผ ล ก า ร จ ำ แ น ก จ ะ ม า จ า ก ข ้อ ค ว า ม ท ี่ส ่ง ม า จ า ก โ น ด ล ่า ง ส ุด  

เอ ด ีเอ จ ีใ ช ้โ น ด ท ั้ง ห ม ด  N-1 โ น ด ใ น ก า ร จ ำ แ น ก เช ่น เด ีย ว ก ับ ด ีด ีเอ จ ี ส ัง เก ต ว ่า ก ล ุ่ม ท ี่ถ ูก ต ้อ ง จ ะ ถ ูก  

จ ำ แ น ก ท ั้ง ห ม ด อ ย ่า ง ม า ก  Log2N ค ร ั้ง ซ ึ่ง ต ํ่า ก ว ่า จ ำ น ว น ท ี่ต ้อ ง ก า ร ใ น โ ค ร ง ส ร ้า ง แ บ บ ด ีด ีเอ จ ี ซ ึ่ง  

จ ำน ว น ค ร ั้ง แ ป ร ต าม ค ่า  N

ในทางปฏิบัติ การจำแนกแบบหลายกลุ่มโดยใช้เอดีเอจีสามารถทำได้โดยใช้ลิสต์ 
เช่นเดียวกับดีดีเอจี รูปท่ี 9 แสดงลิสต์สำหรับกรณี 8 กลุ่ม เรมแรกลิสต์จะประกอบด้วยสมาซิก 
จากกลุ่มทุกกลุ่มคือ 1 ถึง 8 ข้อมูลท่ีต้องการจำแนกจะถูกจำแนกด้วยตัวจำแนกแบบสองกลุ่ม ท่ี 
เป็นคู่ของสมาซิกตัวแรกและตัวสุดท้ายในลิสต์ ซ่ึงคือ 1vs8 และเม่ือตัวจำแนกเลือกกลุ่มใดแล้ว 
กลุ่มน้ันจะถูกส่งลงไปบรรจุในอีกลิสต์สำหรับระดับล่าง โดยใส่จากซ้ายไปขวา แล้วสมาซิกท้ังสอง 
จะถูกลบออกจากลิสต์ระดับบน ต่อจากน้ันทำช้ําฃ้ันตอนเดิมในลิสต์ระตับบนโดยตัวจำแนกแบบ 
ลองกลุ่มตัวกัดมาจะเป็น 2vs7 3vs6 และ 4vs5 ตามลำตับ ซ่ึงกลุ่มท่ีไม่ถูกกำตัดออกจะถูกนำไป 
ใส่ยังตำแหน่งท่ี 2 3 และ 4 ของลิสต์ในระตับท่ีลองต่อไป เป็นอันส้ินสุด 1 รอบ ในแต่ละรอบ 
กระบวนการจำแนกแบบสองกลุ่มน้ีจะดำเนินต่อไปจนไม่เหลือสมาซิกหรือเหลือสมาซิก 1 ตัวใน 
ลิสต์ (ซ่ึงจะถูกส่งลงมาในลิสต์ระตับถัดไปทันที เปรียบได้กับการชนะผ่าน) ในแต่ละรอบ ลิสต์ 
ระดับกัดมาจะเหลือสมาชิกจำนวนครงหน่ึง (ปัดข้ึน) กระบวนน้ีจึงทำซ้ําท้ังหมด Log28 หรือ 3 รอบ 
ก่อนจะเหลือสมาซิกตัวเดียวในลิสต์ซ่ึงสมาซิกตัวน้ันคือกลุ่มที'ได้รับการจำแนก

State 1

State 2

State 3

State 4

ร ูปท ี่ 9 ว ิธ ีก าร น ำ เอ ด ีเอ จ ีไ ป ใช ้ใน ท างป ฏ ิบ ัต ิ

เอดีเอจีลามารถลดปัญหาท่ีเกิดกับดีดีเอจีในเร่ืองการข้ึนกับลำตับของสมาซิกใน 
ลิสต์มาก โดยในกรณีปัญหาแบบ 4 กลุ่ม จะมีลิสต์ท่ีเป็นไปได้ 24 แบบ แต่มีเพียง 3 แบบเท่าน้ัน 
ท่ีอาจให้ผลการจำแนกท่ีแตกต่างกันได้ (เทียบกับ 12 แบบในกรณีของดีดีเอจี) ลองตัวอย่างในตา 
รางท่ี 3 พบว่าเอดีเอจีให้ผลการจำแนกท่ีไม่แปรเปล่ียนไปมากเม่ือเปล่ียนสำตับของสมาชิกในลิสต์ 
โดยจะยังคงให้คำตอบเป็นกลุ่ม 1 หรือ กลุ่ม 3 ท้ังหมดตังตารางท่ี 4
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ตาราง ท่ี 4 โอ ก าลท ี่จ ะจำแ น ก จ ุด  ‘X’ ในร ูป ท่ี 7 เป ็นกล ุ่มต ่างๆ  โด ยล ิสต ์ท ี่ม ีลม าซ ิก  4 ตัว

ผลการจำแนก DDAG ADAG
กลุ่ม 1 41.67% 66.67%
กลุ่ม 2 25.00% -

กลุ่ม 3 25.00% 33.33%
กลุ่ม 4 8.33% -

นอกจากน้ีความลึกของเต้นทางจำแนกของเอดีเอจียังลดลงต่ํากว่าของดีดีเอจี คือ 
อยู่ในระดับ O (logN ) เม่ือเทียบกับระดับ O(N) ของดีดีเอจ ี การลดลงของความลึกหมายถึงการลด 
ลงของโอกาสท่ีจะจำแนกผิดพลาด ซ่ึงจะทำให้ค่าคาดหวังของความถูกต้องสูงข้ึนในท่ีสุด

รูปท่ี 10 แสดงให้เห็นเต้นทางของการจำแนกของดีดีเอจีและของเอดีเอจี สำหรับ 
ปัญหา 8 กลุ่ม แบบดีดีเอจีจะมีความลึกของเต้นทางต้ังแต่ 1 ถึง 7 ข้ึนกับว่ากลุ่มท่ีถูกต้องเรมถูก 
เปรียบเทียบต้ังแต่ระดับใด ส่วนแบบเอดีเอจีจะมีความลึกของเต้นทางเป็น 3 ความแตกต่างของ 
ความลึกน้ีจะเพ่ิมข้ึนเม่ือจำนวนกลุ่มมากข้ึน

รูปท่ี 10 รูปแสดงความลึกของโครงลร้างดีดีเอจีและเอดีเอจีตามลำดับ 

ในส่วนกัดไป จะเสนอแบบจำลองท่ีใช้ในการหาค่าคาดหวังของความถูกต้องของ
ท้ังลองโครงสร้างเปรียบเทียบกัน พร้อมท้ังเสนอทฤษฎีค่าคาดหวังของความถูกต้องและบทพิสูจน์



2 3

3.3 การคำน วณ ห าค ่าคาดห ว ังของความถ ูกตองใน แบบจำล 'องด ีด ีเ'อจ ี

ระดับช้ันโดยเฉล่ียท่ีลึกกว่าของดีดีเอจีส่งผลกระทบต่อความถูกต้องของการ 
จำแนก เพ่ือวิเคราะห์ถึงผลกระทบดังกล่าว จึงจำเป็นท่ีจะต้องสร้างโมเดลข้ึนมา เพ่ือคำนวณหา 
ค่าความถูกต้องคาดหวังของวิธีดีดีเอจี

ในโมเดลดีดีเอจี สำหรับปัญหา N กลุ่ม จะใช้ลิสต์ขนาด N สมาชิก สมาชิกแต่ละ 
ตัวแทนกลุ่มแต่ละกลุ่ม ในแต่ละรอบของการเปรียบเทียบ สมาชิกตัวแรกสุดกับตัวหลังสุดตัวใดตัว 
หน่ึงจะถูกกำจัดออกจากลิสต์ทำให้ขนาดของลิสต์ลดลงทีละหน่ึง จนเหลือสมาชิก 1 ตัว ซ่ึงเป็น 
กลุ่มท่ีถูกจำแนก

ข้อตกลงพ้ืนฐานของแบบจำลอง มีดังต่อไปน้ี
1. ความน่าจะเป็นท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องจะอยู่ในตำแหน่งต่าง  ๆของลิสต์มีการแจกแจงแบบยูนิฟอร์ม
2. ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น ท ี่ก ล ุ่ม ท ี่ถ ูก ต ้อ ง จ ะ ถ ูก ก ำจ ัด อ อ ก อ ย ่า ง ผ ิด พ ล า ด เป ็น  P เม ื่อ ม ีก าร เป ร ีย บ เท ีย บ  

ระห ว ่างก ล ุ่ม ท ี่ถ ูกต ้อ งก ับ ก ล ุ่ม อ ื่น

3. ความน่าจะเป็นท่ีกลุ่มท่ีกลุ่มใดๆ ท่ีไม่ใช่กลุ่มท่ีถูกต้องจะถูกกำจัดออกเป็น 0.5 เม่ือมีการ 
เปรียบเทียบระหว่างกลุ่ม 2 กลุ่มท่ีไม่ใช่กลุ่มท่ีถูกต้อง

แนวคิดหลักคือการจำแนกจะถูกต้องเม่ือกลุ่มท่ีถูกต้องไม่ถูกกำจัดออกจากลิสต์ 
น่ันก็หมายความว่าเม่ือไรก็ตามท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องอยู่ตำแหน่งรีม (ตัวแรกหรือตัวสุดท้ายของลิสต์) 
กลุ่มอ่ืนท่ีเหลือในลิสต์จะต้องเป็นฝ่ายถูกกำจัดออกจากลิสต์จนหมด และการแบ่งเหตุการณ์ท่ี
จำแนกถูกเป็น N -  1 เหตุการณ์ ได้แก่เหตุการณ์ท่ีมีสมาชิกเหลือในลิสต์2,3,4 N ตัว ในขณะท่ี
กลุ่มท่ีถูกต้อง (แทนด้วย X) อยู่ท่ีตำแหน่ง'รัมเป ีนครั้งแรก ตังรูปท่ี 11

N

รูปท่ี 11 เหตุการณ์ทั้งหมดที่เป็นไปได้ในการจำแนกที่ถูกต้อง
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รูปท่ี 12 ตัวอย่างปัญหาแบบ 4 กลุ่ม

วิธีคำนวณลามารถแสดงด้วยตัวอย่างการจำแนกปัญหาแบบ 4 กลุ่มตังรูปที่ 12 

ภายใต้การแจกแจงแบบยูนิฟอร์ม ความน่าจะเป็นท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องจะอยู่ในตำแหน่งต่างๆในลิสต์ 
เป็น 1/4 ในกรณีท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องอยู่ท่ีตำแหน่งรมของลิสต์ กลุ่มน้ันจะได้รับการจำแนกถูกต้องเม่ือ 
กลุ่มอ่ืนทุกกลุ่มถูกกำจัดออกจากลิสต์ ซ่ึงความน่าจะเป็นของเหตุการณ์น้ีเป็น (1-p)M'1 เม่ือ M 

เป็นจำนวนสมาชิกท่ีเหลือในลิสต์ขณะน้ัน ในกรณีท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องไม่ได้อยู่ท่ีตำแหน่งริม จะมีสอง 
ทางคือกลุ่มท่ีอยู่ตำแหน่งแรกจะถูกกำจัด หริอกลุ่มที,อยู่ตำแหน่งสุดท้ายจะถูกกำจัด ทำให้จำนวน 
ของสมาชิกในลิสต์ลดลงทีละหน่ึง จากตัวอย่างข้างต้น ความน่าจะเป็นท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องจะได้รับ
การจำแนกอย่างถูกต้องเป็น

ทัป),(.-,)■  ทัป)'(•-,)' ปป),(.-PÏ ทัC-4-
4  +  ณ ์ ณ ์  ^ +  4  (ป “ 4

( 1 - ณ ์+ 1 ( 1 - ณ ์+ 1 ( 1 - ณ ์ 

(1 -ณ ์(1 ณ ์1 -ณ ์)  + (1_ ณ ์3

: (Lz £ ) + (1 - p j - b z l L 1

ท ฤ ษ ฎ ีบ ท ท ี่ 1 ให้ P เป็นความน่าจะเป็นที่กลุ่มท ี่ถ ูกต้องจะถูกกำจัดออกจากลิสต์อย่างผิดพลาด 

เมื่อมีการเปรียบเทียบระหว่างกลุ่มที่ถ ูกต้องกับกลุ่มอื่น และให้ความน่าจะเป็นที่กลุ่มใดกลุ่มหนึ่ง 

จากสองกลุ่มทีเปรียบเทียบกันจะถูกกำจัดออกเป็น 0.5 เมอทังสองกลุ่มไม่ใช่กลุ่มทถูกตอง และ N 

เป็นจำนวนกลุ่ม จะได้ว่าในกรณีที่การแจกแจงความน่าจะเป็นของโอกาสที่กลุ่มที่ถ ูกต้องจะอยู่ใน 

ตำแหน่งใดๆของลิสต์เป็นแบบยูนิฟอร์ม ค่าคาดหวังของความถูกต้องของดีดเอจจะเป็น

N

I -  P
(1 - P Ï

0 -  P Ï
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บ ท พ ิส ูจ น ์ จากท่ีปรากฏในตัวอย่างข้างต้น กลุ่มท่ีถูกต้องจะถูกจำแนกอย่างถูกต้องถ้าเม่ือไรก็

พิจารณากรณีของลิสต์ท่ีมีสมาซิก i ตัว เม่ือ 2 < i < N-1 ในขณะท่ีกลุ่มท่ีถูกต้อง 
อยู่ตำแหน่งซ้ายสุดเฮนคร้ังแรก ลิสต์ดังกล่าวลามารถเขียนในรูป X0...0 เม่ือ X แทนกลุ่มท่ีถูก 
ต้องและ 0  แทนกลุ่มอ่ืน  ๆ ท่ีไม่ถูกต้อง

ลิสต์น ี้จะมาจากลิสต์ท ี่ม ีสมาซิกจำนวน i+1 ตัว โดยมีกลุ่มที่ไม่ใช่กลุ่มที่ถูกต้อง า 

ต ัวอยู่ทางซ ้ายของกลุ่มท ี่ถ ูกต ้อง ซึ่งแสดงได้เป็น 0X0...0 ก ่อนที่จะได้ล ิสต ์ 0X0...0 ได้มีการ 

กำจ ัดกลุ่มท ี่ไม ่ถ ูกต ้องจำนวน N - i - 1 ต ัวออกจากล ิสต ์ ด ังน ันถ้าเร ิ่มจากลิสต์เร ิ่มต ้นทุกแบบ 

จำนวนเล ้นทางท ี่เป ็นไปได ้ท ั้งหมดท ี่จะมาถ ึงจ ุดท ี่ล ิสต ์ม ีสมาซ ิก i ตัว โดยท ี่กล ุ่มท ี่ถ ูกต ้องอย ู่ 

ตำแหน่งซ้ายสุดจะเป็น 2ผ ' 1 (เน ื่องจากมีลองทางเลือกที่เป ็นไปได้ค ือจะกำจัดกลุ่มซ ้ายสุดหรือ 

กำจ ัดกล ุ่มขวาส ุดออกจากล ิสต ์) ด ังน ั้นจำนวนเล ้นทางท ี่เป ็นไปได ้ท ั้งหมดท ี่มาถ ึงล ิสต ์ท ี่ม ี 

สมาซิก i ตัวโดยท ี่กล ุ่มท ี่ถ ูกต ้องอย ู่ท ี่ตำแหน ่งร ิมจ ึงเป ็น2ผ ' ความน ่าจะเป ็นท ี่จะได ้ล ิสต ์ท ี่ม ี 

สมาซิก i ตัวโดยที่กลุ่มที่ถูกต้องอยู่ที่ตำแหน่งริมจึงเป็น

เน่ืองจากกลุ่มท่ีไม่ถูกต้อง i-1 กลุ่มจะต้องถูกกำจัดออกเม่ือเปรียบเทียบกับกลุ่มท่ีถูกต้อง ความน่า 
จะเป็นรวมท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องในรูปแบบน้ีจะถูกจำแนกอย่างถูกต้องจึงเป็น

สมาชิก N ตัว สำหรับกรณีน้ีจะเห็นได้ชัดว่าความน่าจะเป็นท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องจะถูกจำแนกอย่างถูก 
ต้องจะเป็น

ตามท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องอยู่ท่ีตำแหน่งริมของลิสต์ กลุ่มอ่ืนจะต้องถูกกำจัดออกจากลิสต์จนหมด

จากน่ืจึงพิจารณากรณีท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องอยู่ท่ีตำแหน่งริมเป็นคร้ังแรกเม่ือลิสต์มี

สุดท้ายจึงรวมความน่าจะเป็นท้ังหมดเข้าด้วยกัน แล้วจะได้ค่าคาดหวังของความ
ถกต้อง ดังน่ื

1 ' ( l - ^ l - O - p r ) , (1 p y - >

N  P
J - M + (1 _ p y - '
1 \ - p QED
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3.4 การคำน วณ ห าค ่าคาดห ว ้งข 'องความถ ูกตองใน แบบ จำลองเอด ึเอจ ี

ระดับช้ันโดยเฉล่ียท่ีลึกกว่าของดีดีเอจีส่งผลกระทบต่อความถูกต้องของการ 
จำแนก เพ่ือวิเคราะห์ถึงผลกระทบดังกล่าว จึงจำเป็นท่ีจะต้องลร้างโมเดลข้ึนมา เพ่ือคำนวณหา 
ค่าความถูกต้องคาดหวังของวิธีเอดีเอจี

ในโมเดลดีดีเอจึ สำหรับปัญหา N กลุ่ม จะใช้ลิสต์ขนาด N สมาชิก สมาชิกแต่ละ 
ตัวแทนแต่ละกลุ่ม ในแต่ละรอบของการเปรียบเทียบ จะทำการเปรียบเทียบเป็นคู่ สมาชิกตัวริม 2 
ตัวจะถูกดึงออกจากลิสต์เพ่ือเปรียบเทียบกัน และใส่ดัวท่ีถูกเลือกในลิสต์ใหม่ท่ีมีขนาดเป็นคร่ึงหน่ึง 
ทำจนเหลือสมาชิก 1 ตัว ซ่ึงจะเป็นกลุ่มท่ีถูกจำแนก

ข้อตกลงพ้ืนฐานของแบบจำลอง มีด้งต่อไปน้ี
1. ความน่าจะเป็นท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องจะอยู่ในตำแหน่งต่าง  ๆของลิสต์มีการแจกแจงแบบยูนิ'ฟอร์ม
2. ค ว า ม น ่ า จ ะ เ ป ็น ท ี ่ ก ล ุ ่ ม ท ี ่ ถ ู ก ต ้ อ ง จ ะ ถ ูก ก ำ จ ัด อ อ ก อ ย ่ า ง ผ ิด พ ล า ด เ ป ็น  P  เ ม ื ่ อ ม ีก า ร เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ  

ร ะ ห ว ่ า ง ก ล ุ ่ ม ท ี ่ ถ ู ก ต ้ อ ง ก ับ ก ล ุ ่ ม อ ื ่ น

3. ความน่าจะเป็นท่ีกลุ่มท่ีกลุ่มใด  ๆท่ีไม่ใช่กลุ่มท่ีถูกต้องจะถูกกำจัดออกเป็น 0.5 เม่ือมีการ 
เปรียบเทียบระหว่างกลุ่ม 2 กลุ่มท่ีไม่ใช่กลุ่มท่ีถูกต้อง

ท ฤษ ฎ ีบ ท ที่ 2 ให้ P  เป ็นความน่าจะเป็นที่กลุ่มท ี่ถ ูกต้องจะถูกกำจัดออกจากลิสต์อย่างผิดพลาด 

เมื่อมีการเปรียบเทียบระหว่างกลุ่มที่ถ ูกต้องกับกลุ่มอื่น และให้ความน่าจะเป็นที่กลุ่มใดกลุ่มหนึ่ง 

จากสองกลุ่มที่เปรียบเทียบกันจะถูกกำจัดออกจากลิสต์เป็น 0.5 เมื่อทั้งสองกลุ่มนั้นไม่ใช่กลุ่มที่ถูก 

ต้อง จะได้ว่าในกรณีท ี่การแจกแจงความน่าจะเป็นของโอกาสที่กลุ่มที่ถ ูกต้องจะอยู่ในตำแหน่ง 

ใดๆของลิสต์เป็นแบบยูนิฟอร์ม ค่าคาดหวังของความถูกต้องของเอดีเอจีจะเป็น

'  2 N  -  21"108' * า '
( ]  ทท ั08’ *'1 +

'  2โ|0ร! *1 _ /yN

1 N  )

เ.1 P )  + 1 N  )

เม่ือ N เป็นจำนวนกลุ่ม และ โxl เป็นเลขจำนวนเต็มท่ีน้อยท่ีสุดท่ีมากกว่าหรือเท่ากับ X

บ ท พ ิส ูจ น ์ ในกรณีปัญหาแบบ N กลุ่ม ความสูงหรือจำนวนของระตับทังหมดของเอดีเอจีเป็น 
โLog2N] และในการจำแนกท่ีถูกต้องจำนวนคร้ังของการเปรียบเทียบข้ึนกับตำแหน่งเร่ิมต้นของ 
กลุ่มท่ีถูกต้อง ในบางตำแหน่งกลุ่มท่ีถูกต้องจะถูกเปรียบเทียบกับกลุ่มอ่ืนจำนวน โLog2N~|คร้ัง 
ในขณะท่ีในบางตำแหน่งกลุ่มท่ีถูกต้องจะถูกเปรียบเทียบน้อยกว่า โLog2N] คร้ัง เรียกกลุ่มหลังน้ี 
ว่า กลุ่มชนะผ่าน

เน่ืองจากตามสถาปัตยกรรมของเอดีเอจี กลุ่มชนะผ่านเป็นกลุ่มท่ีอยู่ตรงตำแหน่ง 
กลางของลิสต์ท่ีมีสมาชิกเป็นเลขค่ี และหลังจากผ่านลงสู'ระตับกัดมากลุ่มชนะผ่านเหล่าน้ีจะไปอยู่
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ที่ตำแหน่งริม ดังนั้นกลุ่มชนะผ่านจึงชนะผ่านได้เพียงครั้งเดียว นั้นหมายความว่ากลุ่มชนะผ่านจะ 

ถูกเปรียบเทียบกับกลุ่มอื่น โLog2Nl - 1 คร้ัง

รูปที่ 13 แสดงตำแหน่งของกลุ่มที่จะถูกจำแนกน้อยกว่ากลุ่มที่ตำแหน่งอื่น 1 คร้ัง'

จำนวนตำแหน่งของกลุ่มชนะผ่านจะข้ึนอยู่กับจำนวนของกลุ่ม ถ้าจำนวนกลุ่ม 
ลามารถเขียนให้อยู่ในรูป 2X เม่ือ X เป็นเลขจำนวนเต็มบวก จะไม่มีตำแหน่งท่ีลามารถชนะผ่าน 
แต่ถ้าจำนวนกลุ่มไม่สามารถเขียนให้อยู่ในรูป 2X ได้ จะมีตำแหน่งท่ีสามารถชนะผ่าน

เราลามารถคำนวณหาจำนวนกลุ่มชนะผ่านน้ีได้ จากความรู้ท่ีว่ากลุ่มชนะผ่านจะ 
อยู่ในตำแหน่งกลางของลิสต์ในแต่ละระดับท่ีจำนวนสมาซิกเป็นเลขค่ี เช่นตำแหน่งท่ี 5 ของลิสต์ 
เร่ิมต้น ตำแหน่งท่ี 3 ของลิสต์ในระดับท่ี 2 และตำแหน่งท่ี 2 ของลิสต์ไนระดับท่ี 3 ดังรูปท่ี 13 ก. 
กลุ่มชนะผ่านในระดับท่ี i สามารถมาจากตำแหน่งใดตำแหน่งหน่ึงในสองตำแหน่งท่ีระดับ i -1 ดัง 
ในรูปท่ี 13 ข. ซ่ึงมีตำแหน่งในลิสต์เร่ิมต้นของกลุ่มชนะผ่านท้ังหมด 7 ตำแหน่ง ให้ F(N) เป็น 
จำนวนของตำแหน่งท้ังหมดของกลุ่มชนะผ่านในลิสต์เร่ิมต้นท่ีมีสมาชิก N ตัว เห็นได้ซัดว่า F(2) = 
0 และ

F(N) = (N mod 2) + 2*F( โผ/2ไ ). (1)
จากน้ี จะพิสูจน์แบบอุปนัยบน X ว่า F(N) = 2โ1°92แๅ - N โดยท่ี N G ป, 2X+1 < 

N <2X+1 และ X G f , X >1
อันดับแรก พิจารณากรณีฐานท่ี X = 1 ในกรณีน้ี N เท่ากับ 3 ถึง 4 เห็นได้ซัดว่า 

F(3)=1 ซ่ึงสอดคล้องกับ F(3) = 2โ10323า - 3 และ F(4)=0 ซ่ึงลอดคล้องกับ F(4) = 2โแ0924ๅ - 4
จากน้ันจะพิสูจน์กรณีท่ัวไปท่ี X > 2 โดยวิธีอุปนัย ให้ F(N) = 2โ1°92ผา - N เม่ือ N 

เป็นเลขจำนวนเต็มระหว่าง 2X 1 + 1 และ 2X แล้วจะพิสูจน์ว่า F(M) ก็เท่ากับ 2โ1092ผา - M เช่นกัน 
เม่ือ M เป็นจำนวนเต็มระหว่าง 2X+1 และ 2X+1
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ในกรณีท่ี M = 2N (เลขคู่) และ 2x+2 < M <2X+1 เห็นได้ชัดว่า F(M) = 2F(N) 
ตามสมการท่ี 1 (ในกรณีท่ี M เป็นเลขคู่ กลุ่มชนะผ่านของ F(N) จะมาจาก กลุ่มชนะผ่านของ 
F(M) 2 ตำแหน่ง) ดังน้ันจะได้

F(M) = 2F(N)
= 2(2โ1๐32ผา - N)

_ 2โแ๐922ผา. 2ISJ
= 2โแ092ผา-เฬ ซ่ึงพิสูจน์กรณีแรกท่ี M เป็นเลขคู่

จากน้ันในกรณีท่ี M = 2N -  1 (เลขค่ี) และ 2X+1 < M < 2X+1- 1 เช่นเดิมจะพบว่า 
F(M) = 2F(N) + 1 จากสมการท่ี 1 (ในกรณีท่ี M เป็นเลขค่ี จำนวนตำแหน่งชนะผ่านของ F(N) จะ 
มาจาก ตำแหน่งชนะผ่านสองตำแหน่งของ F(M) และยังสมาชิกมีอีก 1 ดัวฃอง F(M) ท่ีชนะผ่านใน 
รอบน้ี) ดังน้ันจะได้

F(M) = 2F(N) + 1
= 2(2โแ092ผา- ผ ) + 1

= 2rL092N>1 - 2N + 1
= 2fL0922Nl-(2N-1)

เน่ืองจาก 2X+1 < 2N - 1 < 2N < 2X+1 จะได้ว่า log2(2x+1 ) < log2(2N -า )  < log2(2N) < log2(2x+1) 
ซ่ึงหมายความว่า โlog2(2N -  1 )1 = โlog2(2N)l = X+1 สูตรข้างต้นจึงเป็น 

F(M) = 2โแ092(2̂ ,)ไ-(2ผ-1)
= 2โ1°92ผา - M ซ่ึงพิสูจน์กรณี M เป็นเลขค่ี

ทั้งหมดนี้จึงพิสูจน์ว่า F(N) เท่ายับ 2โ1°92ผา - N เม่ือ N เป็นจำนวนเต็มที่อยู่ 
ระหว่าง 2X+1 ยับ 2X+1- 1 เม่ือ X มากกว่าหรอเท่ายับ 1

เม่ือได้สูตรของค่า F(N) แล้ว จะลามารถหาค่าคาดหวังของความถูกต้องของเอดี 
เอจีได้ เน่ืองจากความน่าจะเป็นท่ีกลุ่มท่ีถูกต้องจะอยู่ท่ีตำแหน่งต่างๆเป็น 1/N ภายใต้การแจก 
แจงแบบยูนิฟอร์ม จะได้ว่าค่าคาดหวังของความถูกต้องลามารถหาได้จากการถ่วงน้ําหน์กของ 
ความถูกต้องของกลุ่มชนะผ่านด้วย F(N)/N และถ่วงน้ําหนักของกลุ่มท่ีไม่ชนะบายด้วย (N-
F(N))/N สุดท้ายจะได้ค่าคาดหวังของความถูกต้องเป็น

=  N -  F(N)  / \โเ08,พ1 1 F  ( N ) , 1 \โเ0ร3พา-!

~~N 1 p N v p
f  2 N - 2 ^ "ๆ, )โ106,*1 '  2โ|๐ร2 W1 _ jY '
l N  y  p ) 1 N  )

QED
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ตารางท่ี 5 ตัวอย่างของความลึกของเต้นทางในตำแหน่งเร่ิมต้นแต่ละตำแหน่งของลิสต์

จำนวน
ช้ัน

N F(N)
_ 2โLO92N] _ ^

จำนวนคร้ังของการเปรียบเทียบท่ีตำแหน่งต่างๆ

1 2 21-2 0 1 1

2 3 22 -  3 1 212
4 22 -  4 0 2222

3

5 23 -  5 3 32223
6 CDICOCM 2 323323
7 23 -  7 1 3332333
8 23 -  8 0 33333333

4

9 24 -  9 7 433333334
10 24-10 6 4333443334
11 24- 11 5 43443334434
12 24 -12 4 434434434434
13 CO 3 4443443443444
14 24 -  14 2 44434444443444
15 24- 15 1 444444434444444
16 CDV. 0 4444444444444444
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3.5 ก ารว ิเคราะห ์โครงสร ้างของด ีด ีเอจ ีเท ียบ ก บ เอด ีเอจ ี

จากทฤษฎีพบว่าความถูกต้องของวิธีท้ังลองวิธีตามแบบจำลองเป็นดังตารางท่ี 6

ตารางท่ี 6 เปรียบเทียบค่าความถูกต้องสำหรับกรณีดีสุด กรณีเฉล่ีย และกรณีเลวสุด

กรณดสุด ADAG (1
DDAG (>-p)

กรณีเฉล่ีย
ADAG 2V- 2 ’ ' v _ 7,y v „ - A r V  y 1, 1, V1

DDAG 1 โ1- ^ ( เ ^ ) " - '  J - pY ]

กรณีเลวสุด
ADAG (1- p f ° ŝ

DDAG (1 - P Ï

พบว่าค่าความถูกต้องโดยเฉล่ียจะสัมพันธ์เชิงบวกดับจำนวนกลุ่ม (N) และอัตรา 
การผิดพลาด (p) ท่ีตัวจำแนกแบบลองกลุ่ม กล่าวคือเม่ือจำนวนกลุ่มเพ่ิมข้ึนจะพบว่าค่าความถูก 
ต้องลดลงในท้ังลองข้ันตอนวิธี แต่ในแบบ เอดีเอจีจะลดลงในอัตราท่ีช้ากว่า ดังรูปท่ี 14

Expected Accuracy VS N, P = 0.001 I Expected Accuracy VS N. P = 0.01

รูปท่ี 14 กราฟแลดงความสัมพันธ์ระหว่างจำนวนกลุ่มดับค่าคาดหวังของความถูกต้อง ในกรณีท่ี 
อัตราการผิดพลาดเป็น 0.001 และ 0.01 ตามลำดับ
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