
บททื 2
ทฤษฎึสถิตทใชในการวิจ้ย

การวิจัยในคร้ังน้ี ได้เลนอตัวประมาณการถดถอยพหุคูณเชิงเลัน 5 ตัวในการ 
ประมาณค่าพารามิเตอร์ คือ ตัวประมาณกำลังสองน้อยสุด( Least Squares Estimator : LS ) 
ตัวประมาณค่าลัมใ5)รณ์น้อยสุด( Least Absolute Value Estimator : LAV ) ตัวประมาณ?'ดจั 
(Ridge Estimator : RID ) ตัวประมาณรด'จิท่ีมีค่าลัมบูรณ์,น้อยสุด( Ridge Least Absolute
Value Estimator : RLAV ) และตัวประมาณ?ดจ์ท่ีมีการถ่วงน้ําหนักํ Weighted Ridge
Estimator : WRID ) ซ่ึงรายละเอยดของตัวประมาณแต่ละตัวเป็นดังน้ี

2.1 ตัวประมาณการถดถอย

2.1.1 ตัวประมาณกำลังสองน้อยสุด

การประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยตัวประมาณกำลังสองน้อยสุดใช้หลักการประมาณค่า 
พารามิเตอร์ท่ีทำให้ผลรวมของความคลาดเคล่ือนกำลังลอง(รนm Squares Error : SSE) มีค่า 
น้อยท่ีลุด

จากรูปแบบลมการถดถอยเชิงเด้นพหุคูณ

y t = + 02x n  + P ï x > i + Si ;*' = Uv- , ท

หรือเขียนในรูปเมฟ?กช์ ได้ดังน้ี

y  -  X  /?+£■

เม่ือ y  แทน เวกเตอร์ของตัวแปรตามท่ีมีขนาด (ก X 1)

X  แทน เมท?กช้ของตัวแปรอิสระท่ีมีขนาด(ท xq)
/? แทน เวกเตอร์ของลัมประสิทธ๋ิถดถอยท่ีมีฃนาด (q X 1)

£ แทน เวกเตอร์ของความคลาดเคล่ือนท๋ัมีฃนาด (ท X 1)
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ก แทน ขนาดตัวอย่าง
และ q แทน จำนวนพารามิเตอร์ในตัวแบบ = 4
โดยมีข้อกำหนดว่า rank ของเมทริกช์ X  เท่ากับ q ; (q < ก) ความคลาดเคล่ือน
เป็นตัวแปร^มท่ีเป็นอิสระกันและมีการแจกแจงเดียวกันท่ีมีค่าเฉล่ีย e \sJ =  0 และเมทริกช์

ความแปรปรวน - ความแปรปรวนร่วม £ ^ e s  j  = CT2/

ให้ P u  เป็น เวกเตอร์ของตัวประมาณแบบกำลังลองน้อยสุดของค่าพารามิเตอร์ P  

และ e เป็น เวกเตอร์รองส่วนเหลือ(Residuals) ท่ีเป็นตัวประมาณของความคลาดเคล่ือน E 

เม่ือแทนท่ี P  ด้วย P u  และ แทนท่ี E ด้วย e ในตัวแบบเชิงเลัน จะได้

y  =  x  P u  +  e

และ e =  E -  y -  X  P u

พิจารณา ผลบวกของความคลาดเคล่ือนกำลังลอง

SSE

y-XpAL-XpP 
y y -ÿx f iu - f i j  X ' y + p j  X X  P, 
y  y - 2 f i j  X ' y + f i J  X X  p u

หาค่าของ P  LS ท ี่ทำให้ผลบวกกำลังสองของความคลาดเคล่ือนมีค่าต่ําลุด โดยการหา 

อนุพันลั(Differentiate) ของ SSE เทียบกับ P u  แล้วกำหนดให้เท่ากับ 0 จะได้

5 ^ y  y -  2 P u  X ' y + P u  X X  P 11

d p LS
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ดังน้ัน

- 2 X ' y + 2 X X  P u  =  0

(XX) fia = X 1 y
p  =  { X X ) - \ X ' y  (2.1)

2.1.2 ตัวประมาณค่าสัมบูรณ์น้อยสุด

การประมาณค่าพารามิเตอร์ของตัวแบบการถดถอยพหุคูณ ด้วยตัวประมาณ
ค่าสัมบูรณ์น้อยสุด จะใช้เทคนิคโปรแกรมเซิงเสัน(Linear Programming Technique) ในการ 
ประมาณค่าพารามิเตอร์ท่ีทำให้ผลรวมของค่าสัมบูรณ์รองความคลาดเคล่ือนมิค่าต่ําสุด 

จากรูปแบบสมการถดถอยเซิงเสันพหุคูณ

y , = Po +  P i x n + p 2x i2 +  p 3x i3 + ^ i  ; i  =  1 ,2 ,...,ท

ให้ P  เป็น ตัวประมาณแบบค่าสัมบูรณ์น้อยสุดของค่าพารามิเตอร์ P

และ e, เป็น ตัวประมาณของค่าความคลาดเคล่ือน ร 1

เม่ึอ แทนท่ี P  ด้วย P  และ แทนท่ี ร .  ด้วย e i ในลมการ จะได้

y% = P o + P i x n + p 2 x i 2 + P 3 x H + e i

ดงนน et — y  1 -  P 0-  P 1 x iX -  p 2 xn -  p z XB

ต้องการหาค่า P 0, /?,,p 2, ท่ีทำให้ผลรวมของค่าสัมบูรณ์ของความคลาดเคล่ือนมิค,าต่ําสุด

น้นคึอ Minimize (2.2)1=1

ภายใต้เง่ือนไข: e, = y , - P * - P i X * - P i X n - P * x n

จากลมการ (2.2) แปลงให้อยู่ในรูปโปรแกรมเซิงเสันได้ดังน้ั
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กำหนดให้
ท

-  P1=1

เนื่องจาก e, ไม่มีข้อจำกัดด้านเครื่องหมาย จะได้ว่า

โดยนิยาม
^  = el -  e 1' ; . « I >0

k  ,e, >0 
[0 ,«1 <0

และ = ( 0  5 e ,> 0
{ - e ,  ,e, < 0

เพราะฉะนั้น จะได้ว่า ( e l ) . ( e l )  =  0

นั้นคือ อย่างน้อย 1 ตัวใน el และ ร; จะมีค่าเท่ากับ 0 เสมอ 
ตังนั้น le.j =  el +e7
ใ ห ้  น, =  e!
และ V, =  el

เนั้องจาก พารามีเตอร์ y?0iP n P 2iP i ไม่มีข้อจำกัดด้านเครื่องหมาย 
เขียนได้ในรูป

Po = Po~Po 

Px = p \ - P x

p 2 =  P  2 - P  2

และ P 3 = P 3 —P 3
โดยที่ p \ , p ^ p \ , p ]  , p 2,p 2,p 3,P 3 > 0

จึงลามารถ

ตังนั้น สามารถแปลงปัญหา (2.2) ได้เป็น

Minimize Z = ](น,+V, )
i=l

ภายใต้เงื่อนไข :
f  A + A- ไ ( a - A- ไ ("a + A-ไ r A + A- ไPo-Po + Px - A *ท + Pi —  Pi *,2 + Pz- A
V y V ) \ y \ y
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*****«•*;:"'“.....■

หรือหาค่าตํ่าสุดของ

z=(น1 + . . .  + พ „ + V 1 + . . .  +  V,1) + 0  ^ 0 - / ? 0 + 0  P\~P1 + 0P2~P
\  ;

+ ^ p i - p  r

ภายใต้เงื่อนไข :

A-> f A + A “ > f  A+ A-ไ (  A + A- ไ
k - k + A - Â x ท + / *2- / ? 2 *12 + /?3-

V J V J V ; V y
กํ A + A-ไ r  A+ A-ไ r A + A-ไ f A + A- ไ

Po~ Po + Px~Px •*21 + P 2 - P 2 •*22 + P 2 - P 3 *23+ u2 “ v2 = >>2
\ y \ ; V y V y

f  A + A -ไ f  A + A-ไ ( a + A-ไ f  A+ A- ไ
A .-A > + Px-Px ■ *๗ +  Pl P 2 x  ท 2 + £ 3 - £ 3V ; \ ; \  ) V y

Ïj:xàxxx2**>0 ,=
และหาค่า k ’ k ' k ’ k ' k ’ k ’ k ’ k  ใดย,ใช้1วิธี กาฬิมเ.พล็กซ์i(ร implex Method) 
ซึ่งได้แลดงรายละเอียดวิธีคำนวณ และขั้นตอนต่าง  ๆ ของวิธีการชิมเพล็กช็ใว!.นภาคผนวก ฉ. 
(หน้า 369)

2.1.3 ตัวประมาณริดจ์

ในกรณีที่ตัวแปรอิสระในสมการถดถอยมีลหสัมพันธ์กันอย่างสูงนั้น ตัวประมาณกำลัง

สองน้อยสุดจะให้ค่าประมาณที่ขาดความแม่นยำ(imprecise) ลักษณะของลหสัมพันธ์อาจจะ
เป็นคู่ของตัวแปร หรือ อาจเป็นลักษณะที่ตัวแปรอิสระตัวหนึ่ง เป็นผลรวมเชิงเสัน (linear
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combination) รองตัวแปรอิสระตัวอึ่น ๆ ในสมการถดถอย ซื่งในสถานการณ์เช่นนี้ จะมิตัว

แปรอิสระอย่างน้อย 1 ตัวที่มิค่าความคลาดเคลื่อนมาตรฐานสูง ซึ่งจะส่งผลให้การหดสอบ

สมมติฐานโดยใช้การทดสอบ9i(t - test) ของลัมประสิทธิ๋การถดถอยของตัวแปรตังกล่าว มโอกาส 
ผิดพลาดสูง

Hoeri(1962) เป็นผู้คิดค้นตัวประมาณการถดถอยรคจ์ขึ้นมาใช้เป็นครั้งแรก โดยในขั้น

แรกนั้น การนำเทคนิคการถดถอยริดจ์มาใช้เพี่อทดสอบว่า การเปลี่ยนแปลงค่ารองตัวแปร

อิสระเพยงเล็กน้อยมิผลในการเปลี่ยนแปลงค่าประมาณของลัมประสิทธึ๋การถดถอยอย่างไร และ 
พบว่าในกรณ์ที่ข้อมูลมิพหุลัมพันธ์ การเปลี่ยนแปลงค่าของตัวแปรอิสระเพยงเล็กน้อยจะส่งผล

ให้ค่าประมาณลัมประสิทธการถดถอยเปลี่ยนไปอย่างมาก

ต่อมา Hoeri และ Kennard (1970) ได้คิกษาทาตัวประมาณค่าพารามิเตอร์ในตัว 
แบบการถดถอยพหุคูณเชิงเล็น ที่ให้ค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกำลังสองตํ่ากว่าตัวประมาณ

กำลังลองน้อยสุด เมื่อข้อมูลเกิดพหุลัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระ โดยตัวประมาณนี้ สร้าง

จากหลักการนำค่าคงที่ค่าหนึ่งที่มากกว่าศูนย์(k) มาบวกกับสมาชิกทุกตัวในแนวทแยงมุมของ

เมทร์กช์ X X  จะทำให้ เมทรกช์ X X  ลดสภาพความเป็นเมทรกช์ที่ไม่ด( ill-c o n d it io n )
ลงได้ ก่อนจะหาอินเวอร์ลของเมทริกช์ตังกล่าว

ลมการปกติ(Normal Equation) ชองตัวประมาณการถดถอยรดจ์ ลามารถเชยนได้

ในรูปแบบตังนี้

( X X  + kl) P = X ' y
- RID -

ตังนัน ตัวประมาณการถดถอยริดจ์(Ridge Regression Estimater) เขียนได้ในรูป

P  = ( X X  + k i y \ X ' y  \k>  0 (2.5)
- R I D  -

เม่ือ k เป็น ค่าคงที่ หรอเรยกว่าเป็น พารามิเตอร์ที่เอนเอิยง(biasing parameter)
I เป็น เมทรกซ์เอกลักษณ์Identity Matrix) ที่มิขนาด ( q x q )

ตัวประมาณการถดถอยริดจ์เป็นตัวประมาณที่เอนเอียง แต่จะมิค่าความแปฟรวนน้อยกว่าตัว
ประมาณกำลังสองน้อยสุด

ในการวเคราะห์การถดถอยพหุคูณ เมื่อข้อมูลมิพหุลัมพันธ์นั้น การเล็อกค่า k ท่ี

เหมาะลม จะลามารถทำให้ตัวประมาณริดจ์มิค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกำลังสองตํ่ากว่าตัวประ
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มาณกำลังสองน้อยสุดได้ แต่ในหลายกรณีเราไม่ทราบว่า ค่า k ท่ีเหมาะลมควรเป็นเท่าไร
ซ่ึงม่น้กวิจัยได้เลนอวิธการหาค่า k ท่ีเหมาะสมหลายวิธืด้วยกัน โดยเร่ิมนรก Hoerl และ
Kennard(1970) ใช้เทคน้คการหาค่า k โดยพจารณาจากกราฟ(Graphical Technique) หรีอ 
เรียกว่า Ridge Trace แต่เป็นวิธีการท่ีอาจไห้คำตอบไม่แน่นอน ข้ึนอยู่กับการเลือกกำหนด 
ของผู้ใช้ จึงมิผู้คดด้นวิธีการหาค่า k ท่ีเหมาะสมโดยไม่ใช้กราฟ(Nongraphical Technique)
ไว้หลายวิธี ซ่ึง Gibbons(1981) ได้ทำการวิจัยเพ่ึอเปรียบเทํยบวิธีการต่าง  ๆ ในการหาค่า k 
ท่ีเหมาะลม ผลการวิจัยพบว่า โดยภาพรวม วิธีการประมาณค่า k ท่ีคดค้นโดย Hoerl 1
Kennard และ Bladwin(1975) ซ่ึงแทนด้วย kHKB เป็นวิธีการหน่ึงท่ีมิประสิทธิภาพท่ีดีใน
การประมาณค่า และเป็นวิธีท่ีผู้วิจัยได้นำมาศึกษาเปรียบเทํยบในการวิจัยคร้ังน้ี ซ่ึงเขียน
ได้ในรูปแบบ ต่อไปน้ี

^  H KB ~  } (2.6)
Pls Pus

ตัวประมาณพารามิเตอร์ CT2

เม่ือข้อยูลมิพหุลัมพันธ์ระหว่างตัวแปร 
อสระและมิค่าผิดปกติข้ึนพร้อมกัน ในกรณีเช่นน้ี ตัวประมาณค่าพารามิเตอร์ท่ีเหมาะลมน่าจะ
เป็นตัวประมาณท่ีได้จากการผสมผสานระหว่างตัวประมาณท่ีใช้แก้ปัญหาพหุลัมพันธ์และตัว 
ประมาณท่ีใช้แก้ปัญหาท่ีมิค่าผิดปกติเกิดข้ึน ซ่ึงในหัวช้อน้ีจะกล่าวถึง ตัวประมาณบางตัวท่ี
ได้จากการผสมผสานระหว่างตัวประมาณการถดถอยรีดจ์และตัวประมาณการถดถอยท่ีมิความ 
แกร่ง ซ่ึงเรียกตัวประมาณตังกล่าวว่า ตัวประมาท!ดจํท่ีมิความแกร่ง{Robust Ridge
Estimator) ซ่ึงได้แก่ ตัวประมาณรีดจ์ท่ีมิการถ่วงน้ําหนัก(พeighted Ridge Estimator :
WRID) และ ตัวประมาณรีด'จ์ท่ีมิค่าลัมไyรณ์ต่ํ'าลุด(Ridge Least Absolute Value Estimator 
: RLAV) และจะเป็นตัวประมาณท่ีนำมาใช้ในการวิจัยคร้ังน้ี ซ่ึงมิรายละเอยดตังต่อไปน้ี

เม่ือ ร2 = (rx4 )(rA' ค ่

A  ''โ

i s
เป็นn - q

2.1.4 ต ัวประมาณรีดจ ์ท ี่ม ีความแกร่ง

ในการวิเคราะห์การถดถอยพหุคูณเชิงเด้นน้ัน
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2.1.4.1 ต ัวปร^มาณริดจ ์ท ี่ม ีการถ ่วงป ้าหน ัก

Askin และ Montgomery(1980) ได้กล่าวถึงตัวประมาณที่มีความแกร่งว่า 
เป็นตัวประมาณที่ได้จากเทคนิคการวิเคราะห์การถดถอยที่มีความแกร่ง แต่จะมีความเอนเอียง

โดยเทคนิคดังกล่าว ได้นำมาสร้างตัวประมาณกำลังลองน้อยสุดแบบถ่วงนํ้าหนัก และต่อมา

จึงได้สร้างตัวประมาณรีดจ์ที่มีความแกร่ง โดยสร้างจากตัวประมาณรีดจ์กับตัวประมาณกำลัง

สองน้อยสุดแบบถ่วงนํ้าหนัก ซึ่งเรียกว่า ตัวประมาณr ดจ์ที่มีการถ่วงนี้าหนัก(Weighted Ridge 
Estimator : WRID) ซึ่งมีรูปแบบตัวประมาณดังนี้

P  = (xwx + kl)~lxw y
- muD ~

(2.7)

เม่ึอ พ  แทน เมทรีกซ์ทแยงมุมที่มี พ0 เป็นสมาชกในแนวทแยงมุม

พแ แทน ค่าของนี้าหนัก(w e igh t)îองแต่ละค่าลังเกต โดยมีจุดมุ่งหมายในการลดนํ้า

หนักของค่าลังเกดที่เป็นค่าผิดปกติ

ซึ่งการ่วิจัย'ไนครั้งนี้ จะเลือกใช้ค่าของนี้าหนัก พ„ = -^— ซึ่งเสนอโดย Pfaffenberger
I e/ 1

และ Dieiman (1990)

เม่ือ et แทน ส่วนเหลือจากการใช้ตัวประมาณค่าลัมบูรณ์น้อยสุด(บพ) ในการประมาณค่า 
ตัวแปรตาม y

และ เลือกใช้วิธีการประมาณค่า k ที่คิดด้นโดย Hoerl 1 Kennard และ Bladwin (1975) 
โดยอิงพื้นฐานจากตัวประมาณกำลังลองน้อยสุด(แร) ซึ่งแทนด้วย kHKB และมีรูปแบบดังนี้

qs
ĤKB

Pts L

เม่ือ ร  -
y-x p ^ [y - x

เป็น ตัวประมาณพารามเตอร์ <72
n - q
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2.1.4.2 ตัวประมาณเดจ์ท่ีมีค่าสัมบูรณ์1น้อยสุด

Pfaffenberger และ Dielman (1984,1985) ได้สร้างตัวประมาณการถดถอย 
ริดจ์ที่มีความแกร่ง โดยสร้างจากตัวประมาณการถดถอ!ริดจ์ และตัวประมาณค่าสัมบูรณ์

น้อยสุด ซึ่งเรียกตัวประมาณตังกล่าวว่า ตัวประมาถ!'ดจ์ที่มีค่าสัมบูรณ์น้อยสุด(Ridge Least 
Absolute Value Estimator : RLAV) ซึ่งมีรูปแบบตัวประมาณตังนี้

P = (xx + k ' l ) XX 'y  (2 .8)
-R L A V  -

โดยค่า k * ได้จากวิธีการประมาณค่า k ที่คดค้นโดย Hoerl 1 Kennard และ Bladwin

(1975) แต่อิงพื้นฐานจากตัวประมาณค่าสัมบูรณ์น้อยสุด(LAV) แทนการอิงพื้นฐ า น จ า ก ต ัว

ประมาณกำลังสองน้อยสุด(Lร) ซึ่งแทนด้วย k * และมีรูปแบบตังนี้

£ *  _  4 s LAV

P-  LAV -  LAV

(2.9)

เม่ือ 5น  V n - q
เป็น ตัวประมาณพารามีเตอร์ CT2
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