
สมการเรงอนุพันธ์สำหรับปัญหาการไหล

ในบทนี้จะแสดงขั้นตอนในการประดิษฐ์สมการเชิงอนุพันธ์ที่เกี่ยวข้องกับปัญหา 
การไหล ในการวิเคราะห์ปัญหาการไหลโดยทั่วๆไปจำเปีนต้องแก้สมการเชิงอนุพันธ์ที่สอดคล้อง 
กับ (1) กฎการอนุรักษ์มวล (conservation o f mass) (2) กฎการอนุรักษ์โมเมนต้ม 
(conservation o f momentum) (3) กฎการอนุรักษ์พลังงาน (conservation o f energy)

ในการศึกษาครั้งนี้ เป็นการพิจารณาการไหลแบบหนืดแต่ไม่อัดต้วที่สภาวะอยู่ 
ตัวในสองมิติเท่านั้นดังนั้นความหนาแน่นของการไหลอาจถูกสมมติให้มีค่าคงที่ไต้ และสำหรับ 
การไหลที่มีความเร็วตํ่า อุณหภูมิของการไหลจะมีการกระจายอย่างสมํ่าเสมอทั่วทั้งขอบเขตของ 
การไหลทำให้สมการเชิงอนุพันธ์สำหรับการอนุรักษ์พลังงานไม่มีความสัมพันธ์กับสมการเชิง 
อนุพันธ์อื่นๆ ดังนั้นการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ที่เกี่ยวข้องจึงมีเพียงสมการการอนุรักษ์มวลและ 
โมเมนต้มเท่านั้น [15]

2.1 กฎการอนุรักษ์มวล

พิจารณาการไหลผ่านเอลิเมนต์ขนาดเล็กที่มีขนาด Ax และ Ay ดังแสดงในรูปที่
2.1 ในระบบพิกัดฉาก (regtangular coordinate) โดยกำหนดให้ น และ V แทนความเร็วใน 
แนวแกน X และ Y ตามลำดับ

ร  (p v )p v  +  - ^ d y dx

(p u )d y  ----------- ►

(p v )d x
>  X

รูปท่ี 2.1 มวลของของไหลที่ไหลผ่านเอลิเมนต์สองมิติในระบบพิกัดฉาก

dy

dx

d (p u )  , p u  +  v 7 dxd x
dy
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จากรูปที่ 2.1 จะได้ว่าผลลัพธ์ของมวลที่ไหลออกในแนวแกน X คือ

ล (p u )p u  +  — — - d x
d x

dy -  (pu)dy = -- ^ —dx dy
d x

ผลลัพธ์ของมวลที่ไหลออกในแนวแกน y คือ

ô(pv)
p v +  d y 'dy

dx -  (pv)dx = d(pv " dydx

ด้งนั้นผลลัพธ์ของมวลของของไหลที่ไหลออกจากเอลิเมนต์เท่ากับ

(2.1)

(2 .2)

d  (p u )  +  ô (p v ) dxdy
d x  d y

สำหรับมวลของของไหลภายในเอลิเมนต์นั้นเท่ากับ p(dxdy) ด้งน้ัน

(2.3)

อัตราการเพิ่มขึ้นของมวลภายในเอลิเมนต์ = — (dxdy)at (2.4)

จากนิยามของกฎการอนุรักษ์มวลที่ว่า “ผลลัพธ์ของมวลของของไหลที่ไหลออกจากเอลิเมนต์ที ่
พิจารณาจะเท่ากับอัตราการลดลงของมวลภายในเอลิเมนต์นั้น” [3] จากนิยามด้งกล่าวสามารถ 
เขียนในรูปของสมการได้ด้งต่อไปนี้

d(pu) + d(pv)
ày . dxdy - | ^ ( dxdy) (2.5)

หรือ

d p  +  d ( p u )  1 ล (p v )  
d t d x  d y

ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูป

d p  d p  dp

ล t d x  d y

ลน d v  

d x  d y
0

(2.6)

(2.7)

หรือ

^ P +D ลน ล V
D t p d x h d y

= 0 (2.8)
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สมการ (2.5) สามารถIขียนในรูปของเวคเตอร์ได้ดังนี้

โดยที่

f r + v - pv
V

= 0

v  = A î  + A j  11ar V = u î  + VJ

(2.9)

จากที่ได้กล่าวข้างด้นแล้วว่า การศึกษาครั้งนี้พิจารณาการไหลแบบหนืดแต่ไม่ม ี
การอัดตัว (viscous incompressible flow) ซึ่งความหนาแน่นของอนุภาคของของไหลจะไม ่
เปลี่ยนแปลงไปตามเวลา และตำแหน่งต่างๆขณะที่เคลื่อนที่ไป ด้งน้ัน

Dp
D t

d p  dp  dp
-  • ^  + น— + v —  = 0 ôt d x  d y

ด้งนั้นสมการ (2.8) จะได้ว่า

หรือเขียนในรูปเวคเตอร์ได้ด้งนี้

d u  d \  

d x  d y
O

v-v = O

(2 . 10)

(2.11)

(2 .12)

2.2 กฎการอนุรักษ์โมเมนด้ม

กฎการอนุรักษ์โมเมนด้มหรือกฎข้อที่สองของนืวด้นมีนิยามว่า “แรงท้ังหมดท่ี 
กระทำต่ออนุภาคของของไหลจะเท่ากับอัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนด้มเซิงเส้น" [3] ซ่ึง 
สามารถเขียนเป็นความสัมพันธ์ได้ด้งนี้

= m a (2.13)

กฎข้อที่สองของนืวด้นนั้นเป็นความสัมพันธ์แบบเวคเตอร์ ซึ่งเราสามารถเขียน 
ความสัมพันธ์ด้งกล่าวในรูปของความสัมพันธ์แบบสกาลา (scalar) ในแนวแกนต่าง ๆได้

พิจารณาในทิศทางแกน X

I F ,  = m a x

โดยที่ Fx และ a x เป็นค่าของแรงและความเร่งในแนวแกน X ดามลำดับ

(2.14)
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->  X

dy

รูปท่ี 2.2 แรงที่กระทำบนเอลิเมนต์สองมิติในระบบพิกัดฉาก

พิจารณาด้านซ้ายของสมการ (2.14) แรงที่กระทำบนเอสิเมนตํในรูปประกอบ 
ไปด้วยสองส่วนด้วยกัน (รูปท่ี 2.2) คือ

1. Body forces คือ แรงภายนอกที่มากระทำต่ออนุภาคของของไหล โดยไม่ม ี
การสัมผัสทางกายภาพ (physical contact) ซึ่งได้แก่แรงจากความโน้มถ่วงของโลก และแรง 
เนื่องจากสนามแม่เหล็กไฟฟ้า ในที่นี้จะพิจารณาเฉพาะผลมาจากแรงโน้มถ่วงเพียงอย่างเดียว

2. Surface forces คือ แรงภายนอกที่กระทำต่อผิวด้านนอกของเอสิเมนต์ของ 
ของไหลที่ถูกพิจารณา ซึ่งประกอบไปด้วย แรงเนื่องจากความด้นในแนวตั้งฉาก (normal force) 
และแรงเนื่องจากความเค้นเฉือนในแนวสัมผัส (shear force)

ด้งนั้นแรงลัพธ์ในแนวแกน X คือ

Z F . " cr„ + d o X

~ÔX
dx - C T . dy + V  +

dx   ̂^ dy
d y

'yx
J

dx + p g x dxdy (2.15)

หรือ

^  Fx = -^ s-d x d y  + —̂ -  dydx + p g x dxdy (2.16)

พิจารณาด้านขวาของสมการ (2.14) มวลของของไหลภายในเอสิเมนต์

m P d x d y (2.17)
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สำหรับความเร่งในแนวแกน X ของเอลิเมนต์ดังกล่าวนั้น คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว 
ในแนวแกน X น้ันเอง ดังน้ัน

a‘ -  ธ ็7  <2'18)
นำสมการ (2.16), (2.17) และ (2.18) มารวมกันจะได้สมการการอนุรักษ์โมเมนดัมในแนวแกน X 
ดังนี้

Du
' ว ิโ =  p g x  +

dc?x
ลX

d โ yx
d y (2.19ก)

ในทำนองเดียวกัน สมการการอนุรักษ์โมเมนดัมในทิศทางแกน y จะได้ว่า

D v 5x
= pgy + xy

d x

d a y
d y

(2.19ข)

สำหรับของไหลแบบนิวโทเนียน (Newtonian fluid) ความเค้นต่างๆ สามารถ 
เขียนอยู่ในเทอมของความเร็วและความดันไต่โดยใช้สมมติฐานของ (Stokes’ hypothesis) ดังนี้

° *  =  - P  -  + 2 แ |^ - (2.20ก)

a y = - P  -  |p V - V  + 2p.-—

T = Txy yx
ลน d v  

d y  + d x

(2.20ข)

(2.20ค)

โดย (น แทนค่าความหนืด (viscosity) ซึ่งมีความสัมพันธ์โดยตรงกับอัตราการเปลี่ยนรูปของ 
ของไหล เมื่อแทนสมการ (2.20) ลงในสมการ (2.19) จะทำใหได้สมการเชิงอนุพันธ์ที่สอดคล้อง 
กับการอนุรักษ์โมเมนดัม ซึ่งเรียกกันโดยทั่วไปว่า สมการนาเวียร-สโตกส์ (Navier-Stokes 
equations)

p aT+pH '
น = p g x -

_ d v  p —  + Pat
f -v-v

dp ล
ลX ลX

ล P 5 ’
ล y + ล ิX

ลน 2 rt 2 , ^ - ^ V - V ล 1 1 ^ลน h ôv>
. + d y P y d y H ล x y

(2.21ก)
f  ลน d v N ล '1»1

d x  ̂ +  d y . 2 % - f p V ^
(2.21ข)

สำหรับการไหลแบบไม่อัดตัวภายใต้สภาวะอยู่ตัว และหากละทิ้งแรงเนื่องจากนั้าหนักของของ 
ไหล สมการนาเวียร์-สโตกส์จะลดรูปลงมาเป็น
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ôu  ôu  <3pp u ^  + p v ^  = - ะ f -
dx  dy  dx

(
+ p

dx

ฮน ไ d 

dx  + 'dy

' d u '

<d y .
(2.22ก)

ôv ôv du d f  dv ^ d fa v Y lp u ^ - + p v ^ -  = - ^  + P 
dx  dy  dy d x v 3 x y + ô ÿ U y J _

(2.22ข)

พจน์ทางด้านซ้ายของสมการอนุรักษ์โมเมนดัมทั้งสองสมการข้างต้น เป็นพจน์ 
อันเนื่องมาจากการพาและมีลักษณะไม่เชิงเสน ซึ่งเป็นสาเหตุให้การแก้สมการด้งกล่าวมีความ 
ซ้บซ้อน ซึ่งในบทต่อไปจะได้อธิบายถึงระเบียบวิธีท ี่ใข ้ในการจัดการพจน์ด้งกล่าวอย่างมี 
ประสิทธิภาพและจะเป็นผลให้สามารถทำการวิเคราะห์ปัญหาการไหลได้สะดวกยิ่งขึ้น
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