
บทท 2

ทฤษฎีและวิธืการทางสถิติท่ีเก่ียวข้อง

การว ิจ ัยในคร ั้งน ี้ผ ู้ว ิจ ัยได ้เสนอต ัวประมาณ การถดถอยพห ุค ูณ เซ ิงเส ้น  3 ต ัวประมาณ  
ใน ก าร ป ร ะ ม าณ ค ่าพ าราม ิเต อ ร ์ค ือ  ต ัวป ระม าณ ก ำล ังส องน ้อยส ุดส าม ัญ  (O rdinary L east 
S q u a re s  Estim ator (OLS)) ต ัวป ระมาณ ร ิดจ ์ส าม ัญ  (Ridge O rdinary L east S q u a re s  
Estim ator (ROLS)) และต ัวประมาณ ริดจ ์ท ี่ม ีค ่าส ัมบ ูรณ ์น ้อยส ุด (R idge L eas t A bsolu te 
Value Estim ator (RLAV)) ซ ึ่งรายละเอ ียดของตัวประมาณแต่ละต ัวเป ็นตังน ี้

2.1 การวิเคราะห์ความถดถอยพหุนามและตัวประมาณการถดถอยพหุนาม

2.1.1 การวิเคราะห์ความถดถอยพหุนาม (Polynomial Regression Analysis)

ต ัวแบบและข ้อตกลงเบ ื้องต ้น ท ี่น ำมาใช ้ใน การว ิจ ัยคร ั้งน ี้ค ือ  ต ัวแบ บ ความ ถดถ อย 
พหุนาม ซึ่งมีรูปแบบทั่วไปตังนี้

(2.1) y, = J30 + /31X 1+ j32x] +  ... +  J3rxj’ + £1 , i =  1, 2 , . . . ,ท

เมื่อ [31 เป ็นพารามิเตอร์ไม ่ทราบค่าของพจน์พหุนามที่ j  , j  =  1 ,2

จ าก ส ม ก าร ท ี่ (2.1) เร า ล า ม าร ถ เข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป ข อ ง ก า ร ห า ค ่า ป ร ะ ม าณ ข อ ง  
พารามิเตอร์ของตัวแบบเซิงเส ้น ได้ตังนี้

1) เม ื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรอิสระที่ม ีกำลังส ูงสุดเป ็น 6 ซึ่งม ีต ัวแบบตังน ี้

(2.2) y .1 = J30 +  (3XX1 + /32x; +  foxf +  เ34X,4 + [k x  1 + /36x (;  + £1 , i = 1 , 2 , . . . ,ท

2) เม ื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรอิสระที่ม ีกำลังส ูงสุดเป็น 5 ซ ึ่งม ีต ัวแบบตังน ี้

(2.3) y  1 =  (30 + /3tx 1 +(32x; + J3:x. + /?4X(4 + /35X, + £1 , z' =  1 ,2 , . . . ,ท

3) เม ื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรอิสระที่ม ีกำลังส ูงสุดเป ็น 4 ซ ึ่งม ีต ัวแบบตังน ี้

y , = (30 +  M  + f i jx f  +  f i x '  + /ณ ์ท ั่ + ร,(2.4) i = 1,2, . . . ,ท
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4) เม ื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรอิสระที่ม ีกำลังส ูงส ุดเป ็น 3 ซ ึ่งม ีต ัวแบบดังน ี้

(2.5) y, = P0 + fix, + p 2xf + p\x1 + £ 1 1 / = 1 ,2 ,..., พ

5) เม ื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรอิสระที'ม ีกำลังสูงสุดเป็น 2 ซ ึ่งม ีต ัวแบบดังน ี้

(2.6) y, = P0 + p xx1 + p 2x r +  ร. 1 i = 1 ,2 , . . . ,ท

ตัวแบบความถดถอยพหุนามในกรณ ีน ี้เป ็นต ัวแบบเช ิงเส ้นในพารามิเตอร์ ห มายความ  
ว ่าใน แ ต ่ล ะเท อ ม ข อ งต ัวแ บ บ ม ีพ าราม ิเต อ ร ์เพ ียง 1 ตัว ค ูณ ด ้วยค ่าค งท ี่ของต ัวแป รอ ิส ระและ 
เน ื่อ งจาก ต ัวแ บ บ ท ี่ใช ้ใน ก ารพ ิจารณ าเป ็น ต ัวแ บ บ เช ิง เล ัน ใน พ าราม ิเต อ ร ์ ด ังน ั้น ก ารป ระม าณ  
ค ่าพ าราม ิเต อ ร ์เราส าม ารถ ใช ้ต ัวป ระม าณ ก ำล ังล อ งน ้อ ยส ุด ใน ก ารป ระม าณ ค ่าพ าราม ิเต อ ร ์ P

ดังที่จะได้กล่าวต่อไป

2.1.2 ต ัวประมาณกำลังสองน้อยสุดสามัญ (Ordinary Least Squares 
Estimator (OLS))

การประมาณ ค ่าพ าราม ิเตอร ์ด ้วยต ัวป ระม าณ กำล ังลองน ้อยส ุดใช ้ห ล ักการป ระมาณ  
ค ่าพาราม ิเตอร ์ท ี่ทำให ้ผลรวมของความคลาดเคล ื่อนกำล ังสอง (รนทา S q u a re s  Error (SSE)) มี 
ค ่าน ้อยที่ส ุด

จากรูปแบบลมการถดถอยเช ิงเส ้นพห ุค ูณ

y  1 =  00  + P \X , + p 2x ï  + -  +  P p X ?  +  £ 1 , i = 1 ,2 ,..., H 

หรือเขียนในรูปเมทริกซ์ ได้ดังนี้

y  = X  P  + £

เมื่อ y  แทนเวกเตอร์ฃองตัวแปรตามที่มีฃนาด (ทx\ )
X  แทนเมทริกซ์ของตัวแปรอิสระที่มีขนาด {ท xq)
P  แทนเวกเตอร์ฃองลัมประสิทธิ้ถดถอยที่มีฃนาด ( q x l )

£  แทนเวกเตอร์ของความคลาดเคลื่อนท ี่ม ีฃนาด ( « x l )

ท แทนขนาดตัวอย่าง
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P  แทนจำนวนพจน์พหุนามในสมการดังน้ี คือ 2 , 3 , 4 , 5  และ 6
และ q  แทนจำนวนพารามิเตอร์ในตัวแบบเป็น P  + 1

โดยมีข้อกำหนดว่าค่าลำดับชั้น (rank) ของเมทริกซ์ X  เท่ากับ q  เม ื่อ # < ท
ความคลาดเคลื่อนเป็นตัวแปรส่มที่เป็นอิสระกันและมีการแจกแจงเดียวกัน'ที1มีค่าเฉลี่ย E { s )  = 0

และเมทริกซ์ความแปรปรวน E ( s  ร  ) = (7111]

ให้ P  แทน เวกเตอร์ฃองตัวประมาณแบบกำลังสองน้อยสุดของค่าพารามิเตอร์ P
~ OIS

และ e แทน เวกเตอร์ของส่วนเหลือ (Residuals) ที่เป็นตัวประมาณของความคลาดเคลื่อน 
ร  เม่ือแทนท่ี P  ด้วย P  และแทน ร  ด้วย e ในตัวแบบเชิงเล้น จะได้

"  , - h >  I
~ OIS

และ e = £  = y  -  X  P- - (พ..ร-
พิจารณาผลบวกของความคลาดเคลื่อนกำล้งสอง

S S E = e e

f y - x p  ] { y - x pV - ' O IS  ;  V-
= y y - y X p  ~ p  X ' y  + p  X X  p  

= y y - 2 p  ' X ' y  + P  ' X X  p

\
OIS  y

ผูว ิจ ัยทำการหาค ่าของ P  ท่ีทำให้ผลบวกกำลังสองของความคลาดเคล ื่อน ม ีค ่าต ํ่าส ุด
~  OIS

โ ด ย ก าร ห าอ น ุพ ัน ธ ์ (Differentiate) ของ SSE เท ียบ ก ับ  P  เม ื่อ  /ใ =  0 ,1  ,...,p  แล ้ว
~  OIS h

กำหนดให้เท่ากับ 0 จะได้

d  —  y  y - i p  A y  + P  A A j s
'  OIS h OIS h )

2 X ' y  + 2 X X p  = 0
'  '  OIS

X X  p  = X ' y

d p
'  OIS h

y  y  -  2 p  ’ X ’y  + P  ' X X  p  1 = 0 , A = 0 ,1 ,...,/?
- -OIS h - - OIS II OIS h J

OIS

P  = ( X X y ' X ' y
' OIS

(2.7)
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ตัวประมาณ P จะให้ค่าเฉล่ียความคลาดเคล่ือนกำลังสองต่ําสฺดในบรรดาตัวประมาณไม่เอน- OLร’
เอียงเชิงเส์น แต่ในการประมาณค่า P ด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุดมีฃ้อสมมุติฐานสำคัญข้อหน่ึงคือตัวแปรอิสระ
แต่ละตัวต้องไม่มีความสัมพันธ์กับตัวแปรอิสระตัวอ่ืนซ่ึงในทางปฏิบัติจะเป็นไปได้น้อยมาก เม่ือตัวแปรอิสระมี 
พหุสัมพันธ์กันสูงจะทำให้เมทริกซ์ X X  เกิดเง่ือนไขท่ีไม่ดี (ill -  condition) อาจมีผลทำให้การประมาณ P
ด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุดแล้วไม่ได้ค่าเฉล่ียความคลาดเคล่ือนกำลังสองต่ําสุด เราจึงควรตรวจสอบประสิทธิภาพ 
ของตัวประมาณท่ีได้โดยเราพิจารณาประสิทธิภาพของตัวประมาณค่า P สองส่วน กล่าวคือเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมของตัวประมาณ P และค่าเฉล่ียของกำลังลองของระยะทางจาก P ไปยัง P ซ่ึงเรา
ลามารถเขียนเมทริกช์ความแปรปรวนร่วมของ P ในรูปฟังก์ชันของ X X  และ (T2 ดังต่อไปน้ี

(2.8) Cov(P) = a 2 (XX)- '

ให้ Z, คือระยะทางจาก P ไปยัง P ดังน้ัน

(2.9) L] = ( P - P ) ' ( P - P )

และเราจะได้ค่าเฉล่ียของกำลังสองระยะทางจาก P ไปยัง P ในรูปของ

(2.10) E(L\) = <j2t r a c e ( x x y '
E(L\) = E[(P-P) '(P-P)]

= E(P p \ - p  p
(2.11) E(P P) = p  p  + <72trace(XX)~l 

เม่ือ £ มีการแจกแจงแบบปกติจะได้ว่า

(2.12) Var(Lน้ั) = 2 a 2trace(XXy2

จากสมการท่ี (2.8), (2.10) และ (2.12) เราจะเห็นได้ว่า Cov(P) , E[Lrx] และ Var(L2) ต่าง
ก็เป็นฟังก์ชันของเมทริกช์ X X  ดังน้ันเพ่ือความสะดวกในการทำความเข้าใจเราจึงแปลงเมทริกช์ X X  ให้ 
อยู่ในรูปของค่าเฉพาะ (eigenvalue) ของเมทริกช์ X X  โดยใช้ทฤษฎีทีสำคัญข้อหนึงคือ ถ้า 2( เป็นค่า

เฉพาะของเมท'รกซ์X X  แ ล ้ว ^  A, =ะ trace(XX) ; i = เมื่อ P เป็นจำนวนตัวแปร
(=]

อิสระ
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กำหนดให้ค่าเฉพาะของเมทริกซ์ X X  มีค่าเป็น

a max = 4 )  > พั2 > ... > ณ์,n,,1 = ^ )  ; 4  -  , ^  > 0
จากสมการที่ (2.10) เราสามารถเขียนค่าเฉลี่ยของกำลังสองระยะทางจาก /?  ไปยัง P  ในรูป 

ฟังก์ชันของค่าเฉพาะได้ดังน้ี

(2.13) E ( A )  = <y2t

และจากสมการท่ี (2.12) เราสามารถเขียนค่าความแปรปรวนของกำลังสองระยะทางจาก /?  ไปยัง 

P อยู่ในรูปฟังก์ชันของค่าเฉพาะได้ดังน้ี

(2.14) Var(L]) f - î
^  y

ในกรณีท่ีตัวแปรอิสระมีสภาพไม่เหมาะสม กล่าวคือเกิดความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระในอ้ตราที่ 
สูงจะทำให้ \xx\ มีค่าเล็กลงเข้าใกล้ศูนย์ เนื่องจาก \xx\ มีค่าเท่ากับผลคูณของค่าเฉพาะของเมทริกช์ 
X X จึงล่งผล'ให้ค่าเฉพาะบางค่าตํ่ามาก ดังนั้นจากสมการที่ (2.12) และ(2.13) เราจะเห็นได้ว่า E ( l} p  
และ E ( L I ) จึงมีค่าสูงขึ้นตามไปด้วย นอกจากนี้การเกิดความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระส่งผลให้ความ 
แปรปรวนของค่าประมาณสัมประสิทธี้การถดถอยมีค่ามากและเกิดความสัมพันธ์กันสูง ระหว่างลัมประสิทธิไการ 
ถดถอยที่ใช้ประมาณค่า 1

2.1.3 ด้วประมาณค่าส้มบูรณ์น้อยสุด (Least Absolute Value Estimator)2

ก าร ป ร ะ ม าณ ค ่าพ าร าม ิเต อ ร ์ข อ ง ต ัว แ บ บ ก าร ถ ด ถ อ ย พ ห ุค ูณ ด ้ว ย ต ัว ป ร ะ ม าณ ค ่า  
ส ัมบ ูรณ ์น ้อยส ุด จะใช ้เทคน ิคโปรแกรมเช ิงเส ้น  (Linear Program m ing T echnigue) ในการ 
ประมาณ ค่าพาราม ิเตอร ์ท ี่ทำให ้ผลรวมของค ่าสัมบูรณข์องความคลาดเคล ื่อนม ีค ่าต ํ่าส ุด

จากรูปแบบลมการถดถอยเช ิงเส ้นพห ุค ูณ

(2.15) y i = P0 + p ]xi + p 2xf + ... + p rxj’ + £ t , i = 1,2,... 5 ท

ให้ p  เป ็นต ัวประมาณแบบค่าส ัมบ ูรณ ์น ้อยสุดของค ่าพ าราม ิเตอร ์ P
-  1AV

และ e. เป ็นต ัวประมาณของค ่าความคลาดเคล ื่อน £ 1
เมื่อแทน P  ด้วย P  และแทนที่ £1 ด้วย e 1 ในสมการ (2.15) จะได้- UV

1 สมพล ถารุถนลักดิ้ถูร . “ การเปรียบเทียบวิธ ีการประมาณค่าพารามิเตอร์ในการวิเกราะหกว!»ถดทอยพหุคณด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุด วิธิร ิดร์รีเกรสชัน 
ที๋ใชข้อมลสนเพสโดย»ลักเกณ'ท และวิธีลิวคีเรียนทั่วไป เม ื่อเก ิดห»ส้มพันธีระ»ว่างติวแปรอิสระ, ' 1 (วิ«ยาน ิพนธีปริณ ูญามหาบัณฑิต กาคสถิติ 
บัณฑิตวิทยาลัย จ ุพาลงกรณม»าวิทยาล ัย,2 5 3 9 ) .ห น ้า 9 — 11
'’ ปีทนวดี น ัน นน าเนตร ์.“ การเปรียบเทียบติวประมาณการถดทอยเมื่อมิพหุส ้มพันธีและ»รอมิค่พ ิดปกติ”  , (วิทยานิพนธปริญญามาทบัณฑิต ภาค 
สถิติ บ ัณฑิตวิทยาลัย จ ุพาลงกรณ์นหาวิทยาลัย,2 5 4 4 ) ,ห น ้า12 -1 4
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(2.16) y, = Â ;.,1.+ P\L11.xi + Pi,M-xf + ••- + Pp,MXi +ei . / = 1,2,...,

e, = V, - § 0 - /? ,  X , - B 2 xf -  ... - B  xf7I s i  " ‘u r  i “ -/.Il i “ Pur iแล;

เราต ้อ งก ารห าค ่า  /?0711 ,>§1711. ,>§21 . 5... 5;§7,711 ท ี่ท ำให ้ผลรวม ขอ งค ่าส ัม บ ูรณ ์ของความ  
คลาดเคลอนมค่าตำสุดกล่าวคอ

ท
(2.17) Minimize ^ T |e ,|

I=I

ภายใต้เงื่อนไข e, = y , - Â , „  ~ K . u  X i ~  K m x ‘ -  -  - £ , 1.,1* /’

จากสมการ(2.17) แปลงให้อยู่ในรูปโปรแกรมเซิงเส้นได้ดังนี้

กำหนดให้ Z  =  ^ ] |<?,|

เนื่องจาก e(. ไม่มีฃ้อจำกัดด้านเครื่องหมาย จะได้ว่า

e, =  ef  -  1 ณ ์ . «■  > 0
เม่ือ

ณ ์ =

แล;

e, =

« / » > 0

0 5 e  1 < 0

0 , > 0

. < 0

เพราะฉะน้ัน จะได้ว่า (ef ){ef) = 0
น้ันคือ อย่างน้อย 1 ตัวใน ณ ์ และ e,“ จะมีค่าเท่ากับ 0 เสมอ
ดังน้ัน |e,| = ณ ์ + ef
ให้ น = ef  และ V = ef
เนื่อง1จากพารามิเตอร L์ 1 5/?1115 Â , „  ไม่มีข้อจำกัดด้านเครื่องหมาย

จึงสามารถเขียนได้ในรูป
Po,M = P L  ~ PL
K m- = K m -  K m
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แล î P  PU,- =  Â ; ,„ , A.P l u

เมอ A l,1, 5 Aol,. ’ Ail,. ’ A l,. ■> Al,,- 5 A il, ’ — > A /l, » A l,.  -  0 

ดังนั้น เราสามารถแปลงปัญหา (2.14) ได้เป็น

ท
Minimize Z  = ^  {น1 + V,.) 

;=!

ภายใต้เงื่อนไข

(PL -Â ;„  )+(â,I„ .-Â ;,,k+(Â *,.,,-Â ;,, k + K  + ^ ;1,,. - ^ 1, k + « , - v ,  = y,
Aol, ’ Aol, ’ Ail- 5 Ai”,,. J A?!, > A2, Il ’ — ’ A l ,  5 A/,,,,. -  0 , น'  , V'  >  0
; /' = 1 ,2 ,...,พ

หรือหาค ่าต ํ่าส ุดของ

Z = ( น 1 +...+ผ,1 +v, +...+v„)+o(Âol- -Âol,. ))+0(Âil -All, ))+•••+0(â1,,. - à;,„ ) 
ภายใต ้เง ื่อนไข

(Âol, -Âoi, )+(Â,l- -Â i,k  + (Àl„. -Â2I, k  + K + (Â1„. -Â ;,„k +K, -V, = V,
(Âol,. -Â o”J + ( âa, -Â;„- k  + (Â1, - â2;„ k  + k +(Âl„. -Â ;,_,k +«2 -v2 = >’2

h R

(Âol -Âol, )+(â,1- -Â,;„-k+(ÂA„ -Â1„ k  + K + (â;l„. -Â;,,, k  +u1 - k = Z,
Aol, ’ Aol, 5 All- » Ail,. J A2I ,  ’ A2I ,  ’ — ’ A l„. 5 A/,,,, -  0 ■ 11, ■>v  1 -  0

; i = 1,2,...,ft

แ ล ะ ห า ค ่า  Âol, > Â ;„  , Â,I„ ,Â,;„ 1 â : „  . â ;,„ . . . . . â ;,.,; . â ; ,.11 โ ด ย ใ«เทา»พ ํ 
เพล ็กซ ์ (Sim plex M ethod) ซ ึ่งได ้แสดงรายละเอ ียดว ิธ ีคำนวณ และขั้นตอนต่าง  ๆ ของวิธ ีการชิม
เพล็กช์
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2.1.4 ว ิธ ีช ิ!มเพล็กซ ์ (S implex Method)3

ปัญหาของโปรแกรมเซิงเส ์น (Linear Program m ing) ไม ่ได ้จำก ัดอย ู่ก ับต ัวแปรเพ ียง 
2 ตัว หร ือสมการข ้อกำห น ดเพ ียง 3 ลมการ เราอ าจข ยายจำน วน ต ัวแป รแล ะจำน วน ส ม ก าร 
ข ้อ จ ำก ัด ไ ด ้ต าม ล ัก ษ ณ ะ ข อ ง ป ัญ ห าท ี่เป ็น จ ร ืง  ข ้อกำห น ดโดยท ั่ว   ๆ ไปนั้น อ ย ู่ท ี่ข น าด แ ล ะ  
ความสามารถของคอมพ ิวเตอร ์ท ี่จะใช ้เพ ื่อการคำน วณ เป ็น สำค ัญ  สำหรับในทางคณ ิตศาสตร์น ั้น  
ไม ่ว ่าป ัญ ห าท ี่ต ้องการห าคำตอบ จะเป ็น อย ่างไร เราก ็ต ้องจ ัดร ูปให ้อย ู่ในร ูปแบบของลมการทาง 
คณิตศาสตร์ที่ม ีร ูปแบบแน่นนอนดังต่อไปนี้

สมมติให ้ม ีต ัวแปรจำนวน ท ตัว และสมการข ้อจำก ัดจำนวน ทา ลมการ เราจะสามารถ 
เขียนรูปแบบมาตรฐานของโปรแกรมเซิงเก้นในรูปเมทริกรํได้ด ังนี้

เป ้าห มาย : M ax G =  g'x  
ข ้อจำก ัด : A x  <  T

หรือเขียนในรูปแบบของลมการคือ
สมการเป ้าหมาย : M A X  G = g o + g ^ i + g i ^ + K  + g„xn 
สมการข ้อจำก ัด :

aux1 +  a u x2 + K  + a t 11X 11 < 7) 
a21X, + a22x2 + K  4- a2nx11 < T2

]\
« . 1*1 +  a m2X2 +  K  +  a 11111X11 < Tm

และต ้องไม ่ล ืมข ้อจำก ัดท ี่ว ่า X >  0 (the nonnegativity constraint) ค ือต ัวแปรท ุกต ัวม ีค ่าเป ็น 
บวกนั้นเอง ป ัญ ห าด ังกล ่าวจ ึงจ ัดอย ู่ในร ูปแบบของโปรแกรมเซ ิงเล ันแบบมาตรฐาน ซ ึ่งเราจะได ้ 
ศ ึกษาก ันถ ึงว ิธ ีการแก ้ป ัญหาในรายละเอ ียดต ่อไป

ก่อนท ี่จะเรมต้นวิธ ีการช ิมเพล ็กร์น ั้น ม ีป ัญหาใหญ ่ท ี่ต ้องแก ้อย ู่ประการหน ึ่งค ือ ข ้อจำก ัด 
ท ี่ม ีล ักษณะเป ็นอสมการนั้น จะต้องทำให ้อยู่ในรูปของเครื่องหมาย “ =  “ ก่อน ว ิธ ีการก ็ค ือใช ้ต ัว 
แปรช่วย (slack  vairable) y บางคนเร ียกว ่าเป ็นต ัวแปรขาดซ ึ่งหมายถ ึง ตัวแปรที่ใส่ในสมการ 
ข ้อจำก ัดเพ ื่อให ้ล ิ่งท ี่เราขาดอยู่เต ็มน ั้น เอง เพ ื่อให ้ง ่ายแก ่การเข ้าใจ จะยกต ัวอย่างด ังต ่อไปน ี 
ลมการเป ้าหมาย : M A X  G =  10x, + 15x2

'ป ็ทนวดี น ัน ท น น น ตร.“ การ!ปรียบเทียบสัวประนาณการถดทอยฒํ่อม็พนุส้มฟ้'นธํ๋และ!(รอนิค่าผิตปกติ”  , (ว ิทยาน ิทน!ปริญญามหาบ ัณฑ ิต ทาค 
สถิติ บัณฑิตวิทยาลัย จ ุพาลากรณมหาวิทยาล ัย,2 5 4 4 ) ,หน้า 369- 373
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สมการข ้อจำก ัด :

(1) 3x, +  x 2 < 1 5
(2) X, +  2x2 < 10
(3) 2x, < 9

เม ื่อใช้ต ัวแปรช่วย (slack variable) y ป ัญหาจะเป ็นด ังน ี้ 
สมการเป ้าหมาย : MAX G =  10x, +  15x2 
สมการข ้อจำก ัด :

(1) 3x, +  x 2 + =  15
(2) X, +  2 x 2 +  y  2 =  10

(3) 2x, + y  3 =  9

และต ้องไม ่ล ืมข ้อจำก ัดท ี่ว ่า y  >  0  เช ่นเด ียวก ัน ในการคำนวณด้วยว ิธ ีการช ิมเพล ็กซ ์น ั้น  จะม ี 
ต ัวแปรท ี่ต ้องกำห น ดค ่าให ้เป ็น ศ ูน ย ์ เราเร ียกต ัวแปรน ี้ว ่า “ ต ัวแปรไม ่ต ัวแปรฐาน ” (non basis  
variab les) และต ัวแปรอื่นๆนอกไปจากน ี้ เราเร ียกว ่า “ ต ัวแ ป รฐาน ” (basis variab les) ถ ้าต ัว 
แปรฐานท ุกต ัวไม ่ม ีค ่าต ิดลบ เราเร ียก ว ่า  “ คำตอบท ี่เป ็นไปได ้เบ ื้องต ้น  " (b a s is  feasib le  
solution)

ว ิธ ีการช ิมเพล ็กซ ์เร ิ่มต ้นด ้วยนำสมการป ัญหาท ี่จ ัดร ูปแบบลมการทางคณ ิตศาสตร์แล ้ว ไป 
สร้างตารางช ิมเพล็กซ ์ (Simplex T ables) ซ ึ่งม ีล ักษณะดังน ี

ตัวแปร G X, x2 y, y2 y3 T

Yi 0 3 1 1 0 0 15

y2 0 1 (2) 0 1 0 10

y3 0 2 0 0 0 1 9

g, - 10 15 0 0 0 0

K, - 0 0 0 0 0 0

( « 1- g ,) - -10 -15 0 0 0 0

ตารางที่ 1 แสดงตารางชิมเพล็กซ ์ท ี่ได ้จากสมการข้างต ้น

ตารางช ิม เพล ็กซ ์ม ีส ่วน สำค ัญ อย ู่ 4 ส่วน ด ้วยก ันคือ ส่วนที่ 1 เป ็นตัวแปร g ซึ่งแทน 
ล ัมป ระล ิทธ ิ้ของสมการเป ้าห มาย ส่วนที่ 2 คือ ตัวแปรโครงสร้าง X, ซ ึ่งจะประกอบด ้วย
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สัมประสิทธิ*'1ของ X,. ในลมการข ้อจำก ัดท ั้งหมดซ ึ่งเราต ั้งช ื่อให ้ว ่า เมทริกซ์ A ส่วนที่ 3 คือ ตัว 
แปรช่วย y ซ ึ่งจะเป ็น เมทร ิกซ ์เอกล ักษณ ์ (identity matrix) สอดคล ้องก ับว ิธ ีการท ี่เราจะหาค ่า 
เมทริกซ์ผกผันของ A นั่นเอง และส่วนที่ 4 คือ ต ัวแปรทางด ้านขวาม ึอฃองสมการข ้อจำก ัด คือ 
T ในตารางที่ 1 นี้ เรากำหนดให้ตัวแปรช่วยเป ็นตัวแปรฐานเริ่มต้น

ว ิธ ีการคำนวณนั้น  เร ิ่มด้วยการใส่ค ่าของ g , ซ ึ่งเป ็นค ่าล ัมประส ิทธ ิ้ของสมการเป ้าหมาย 
โด ยล ัม ป ระส ิท ธ ี้ข องต ัวแป รช ่วยใน ล ม ก ารเป ้าห ม ายม ีค ่า เป ็น ศ ูน ย ์ จาก น ั้น ค ำน วณ ห าค ่า  K, 
ด ังร

K, =  3.0 + 1.0 + 2 .0  = 0 (ของX,)
« 2 =  1.0 + 2.0 + 0 .0  = 0 (ของ x2)

h
h

Kt ะ= 15.0 + 10.0 + 9.0 = 0 (ของ T)

ซ ึ่งก ็ค ือ  เอ าค ่าข อ ง  g ค ูณ ก ับ  A แ ล ้วบ วก เข ้าด ้ว ยก ัน น ั่น เอ ง  จากน ั้น  จ ึงห าค ่า  
(K, - g ,) เป ็นอันเสร็จลิ้นตารางที่ 1

จากผลล ัพธ ์ของตารางท ี่ 1 นี้ ม ีส ิ่งท ี่จะต้องสังเกต 2 ประการ

1. ให ้เล ือกค ่า (K, - g 1) ท ี่เป ็นลบมากที่ส ุด ตาม ต ัวอย ่าง คือ -15 เป็น สดมภ ์หล ัก(pivot 
colum n)

2. ให ้นำค ่า T หารด ้วยค ่าของ A ใน สดมภ์หลัก (pivot column) เช่น 15/1 1 10/2 โดย 
เล ือกเฉพาะ A ท ี่ม าก ก ว ่าศ ูน ย ์ ให ้เล ือกค ่าท ี่น ้อยท ี่ส ุดค ือ 10/2 เป็น แถวหลัก (pivot 
row)

สดมภ์หลัก (pivot colum n) และ แถวหลัก (pivot row) พบกันที่ใด จะทำให ้เราได ้ 
เลขหลัก (pivot num ber) ซึงในทีนี คือ (2)

การแก้ป ัญหาด้วยวิธีการชิมเพล็กซ์น้ัน ใช้วิธีการทำซํ้า (Iterative Step) ซึ่งเลียนแบบ 
วิธีการของการหาเมทริกช์ผกผันของ A โดยการทำ เลขหลัก (pivot number) ให้มีค่าเป็นหนึ่ง 
และตัวอื่น  ๆ ของ A ในแถวตั้งน ั้นมีค ่าเป็นศูนย์ นั่นก็คือ เอา (2) หารตลอดแถวนอนของ \ เ2 

จากนั้นทำค่า A ในแถวตั้ง x2 และแถวนอน y 1 และ y3 ให้เป็นศูนย์ เช่นกรณีของแถวนอน y 1 
จะคำนวณใด้ดังนี้
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แถวนอน y, = 3 - 1(1/2), 1 - 1(2/2), 1 - 1(0/2), 0 - 1(1/2), 0 - 1(0/2), 15 - 
1(10/2) สำหรับแถวนอน y3 ก็ทำด้วยวิธีการเดียวกัน เราจะได้ตารางท่ี 2 ดังน้ีคือ

ตัวแปร G X1 x2 Yi y2 y3 T
Yi 0 (2.5) 0 1 -0.5 0 10
x2 15 0.5 1 0 0.5 0 5
y3 0 2 0 0 0 1 9

(K ,-g ,) - -2.5 0 0 7.5 0 75
ตารางท่ี 2 ตารางชิมเพล็กซ์แสดงการทำชำในขันตอนก่อนหน้า

ส่ิงท่ีเปล่ียนไปอย่างเห็นได้ซัดในตารางท่ี 2 น้ีก็คือ การนำ x2 ซ่ึงเป็น สดมภ์หลัก (pivot 
column) เข้าไปอยู่ในฐาน (basis) โดยไปแทน y2 ซ่ึงเป็น แถวหลัก (pivot row) มีความหมาย 
ทางเศรษฐศาสตร์ว่า ถ้าเราเพ่ิมการผลิต x2 เป็นจำนวน 5 หน่วย จะทำให้กำไรซ่ึงจากเดิมเป็น 

ศูนย์น้ัน เพ่ิมข้ึนเป็น 75 ต่อวัน แต่กำไรรวมดังกล่าวน้ีจะสูงท่ีสุดหรือไม่น้ัน ให้ดูจากค่าของ 
(K, - g,) ถ้าหากยังคงมีตัวใดตัวหน่ึงท่ีเป็นลบอยู่ ก็หมายถึงว่ายังจะสามารถเพ่ิมกำไรรวมข้ึนได้ 

อีก โดยการผลิตสินค้าดังกล่าวเพ่ิมข้ึน เซนในกรณีของตารางท่ี 2 น้ี (K,-g 1) เป็นลบท่ีแถวต้ัง 
X1 และจากการหา แถวหลัก (pivot row) ด้วยวิธีเดิม จะเห็นว่า ถ้าเอา X, ไปแทน y1 โดย 
ผลิต X, เพ่ิมข้ึน จะได้กำไรเพ่ิมข้ึนด้วย เลขหลัก (pivot number) คือ (2.5) จากการทำซ้ํา 
เซ่นเดียวกัน จะได้ตารางท่ี 3 ดังน้ี

ตัวแปร G X1 x2 y, y2 y3 T

X1 10 1 0 0.4 -0.2 0 4
x2 15 0 1 -0.2 0.6 0 3

y3 0 0 0 -0.8 0.4 1 1

(K,-g1) - 0 0 1
------------ร?-----

7.5
' T-

0 85

ตารางท่ี 3 ตารางชิมเพล็กซ์ท่ีแสดงการทำขันตอนชำจากชันตอนก่อน

คำตอบท่ีได้ในตารางท่ี 3 น้ีก็คือ การผลิต X ,  ซ่ึงจากเดิมเป็นศูนย์เพ่ิมข้ึน 4 หน่วย 
ในขณะท่ีการผลิต x2 ซ่ึงจากเดิมเป็น 5 ลดลงเป็น 3 หน่วยน้ัน จะทำให้กำไรเพ่ิมข้ึนเป็น 85 
ต่อวัน ในขณะท่ี y3 เหลืออยู่อีก 1 หน่วย จากการตรวจสอบปรากฏว่า (K1 - 9 น่ ทุกตัวมีค่า 
เป็นบวก คำตอบท่ีได้น้ีจึงเป็นค่าท่ีสูงท่ีลุดหรือกำไรสูงท่ีสุด
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วิธีคำนวณชิมเพล็กซ์แบบมาตรฐานท่ีแสดงมาแล้วน้ี สามารถสรุปเป็นข้ันตอนในแบบ 

ท่ัว  ๆ ไปได้ดังน้ี
1. หาค่าลัมประสิทธ๋ึท่ีมีค่าน้อยท่ีสุดในลมการเป้าหมาย หรือ («1- g,)

ถ้า ( K 1 - g  1) > 0 แสดงว่าได้กำไรสูงสุดแล้ว
แต่ถ้า ( K 1 - g  1) < 0 กำหนดแถวต้ังท่ีมีค่'าลัมประสิทธ้ิ'ไนสมการเป้าหมายท่ีน้อย 
ทีสุดเป็น pivot column

2. หาข้อจำกัดท่ีแคบท่ีสุดบนแถวท่ีเป็น แถวหลัก (pivot column) เพ่ีอกำหนดแถวนอน 

เรียก แถวหลัก (pivot row)
คำนวณ Tj เ a jK สำหรับ a jK >0 

เลือก Tj เ a jK =  min(T j  la  11'. , a jK >  0)
ให้ a 11 เป็น เลขหลัก (pivot number)

3. คำนวณ bpj = api / apk สำหรับทุกค่าของ i และคำนวณ Tp ะ= Tp/apk
4. คำนวณ b 11 = a 11 -  a jkb 1,1

T J = TJ -  ajkrp
(K ,-g S  = {K 1 -  g ,)-{K k - g k)bp1 

สำหรับทุกค่าของ i และ] ไม่เท่ากับ P
5. แทน ar .(. = b 11 สำหรับทุกค่าของ j และ i

T1 = T j สำหรับทุกค่าของ J 
และ (K1 - g 1 ) = (K1 -  g.y  สำหรับทุกค่าของ i

6. ทำร้ําตามข้อ 1.

2.1.5 ต้วประมาณริดจ์ (Ridge Estimator)

ในกรณีท่ีตัวแปรอิสระในสมการถดถอยมีลหสัมพันธ์กันอย่างสูงน้ัน ตัวประมาณกำลัง 
สองน้อยสุดจะให้ค่าประมาณท่ีขาดความแม่นยำ (imprecise) ลักษณะของสหสัมพันธ์อาจจะ 
เป็นคู่ของตัวแปร หรือ อาจเป็นลักษณะท่ีตัวแปรอิสระตัวหน่ึง เป็นผลรวมเชิงเส้น (linear 
combination) ของตัวแปรอิสระตัวอ่ืน  ๆในลมการการถดถอย ซ่ึงในสถานการณ์เช่นน้ี จะมีตัว 
แปรอิสระอย่างน้อย 1 ตัวท่ีมีค่าความคลาดเคล่ือนมาตรฐานสูง ซ่ึงจะส่งผลให้การทดสอบ 

สมมติฐานโดยใช้การทดสอบที (t-test) ของลัมประสิทธ้ีการถดถอยของตัวแปรตังกล่าว มีโอกาล 
ผิดพลาดสูง
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ในปี ค.ศ. 1962 โฮเอิล (Hoerl) เป็นผู้คิดค้นตัวประมาณการถดถอยริดจ็ขึ้นมาใช้เป็น 
ครั้งแรก โดยในขั้นแรกน้ันการนำเทคนิคการถดถอยริดจ์มาใช้เพื่อทดสอบว่าการเปลี่ยนแปลงค่า 
ของตัวแปรอิสระเพียงเล็กน้อยมีผลในการเปลี่ยนแปลงค่าประมาณของลัมประสิทธิ้การถดถอย 
อย่างไร และพบว่าในกรณีที่ข้อมูลมีพหุสัมพันธ์การเปลี่ยนแปลงค่าของตัวแปรอิสระเพียงเล็กน้อย 
จะส่งผลให้ค่าประมาณลัมประสิทธี้การถดถอยเปลี่ยนไปอย่างมาก

ต่อมาในปี ค .ศ .1970 โฮเอิล (Hoerl) และ เคนนาร์ด (Kennard) ได ้ศ ึกษาหา
ตัวประมาณค่าพารามิเตอร์ในตัวแบบการถดถอยพหุคูณเซิงเล็นที่ให้ค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อน 
กำลังสองตํ่ากว่าตัวประมาณกำลังลองน้อยสุดเมื่อข้อมูลเกิดพหุสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระซึ่ง 
หลักการโดยทั่วไปของตัวประมาณนี้คือเมื่อพบว่า \x'x\ -> 0 ซึ่งจะมีผลให้ { x x y  มีแนวโน้ม 
ที่จะไม ่ปรากฏค่า และค่าประมาณของ P  คือ p  = (x x y  X ’y  ม ีค่าส ูงผ ิดความจรงจ ึง

พยายามปรับรูปเมทริกช์ X X  โดยการผนวกค่าคงที่ใด  ๆ ค่าหนึ่งที่มากกว่าศูนย์ (k) มาบวกกับ 
สมาชิกทุกตัวในแนวทแยงมุมของเมทริกซ์ X X  จะทำให้เมทริกซ์ X X ลดสภาพความเป็นเมท 
ริกซ์ที่ไม่ดี (ill - condition) ลงได้ ก่อนจะหาเมทริกซ์ผกผันของ X X  ดังกล่าว

สมการปกติ (Normal Equation) ของตัวประมาณการถดถอยริดจ์ สามารถเขียนได้ 

ในรูปแบบดังน้ี
( X X  + kl  11) P  = X ’y

~~ HkH ~~

ดังน้ันตัวประมาณการถดถอยริดจ์ (Ridge Regression Estimator) เขียนได้ในรูป
(2.18) P = ( X X  + k l J - ' X ' y  , k >  0

-  HKB
เม่ือ k เป็นค่าคงท่ี หรือเรียกว่าเป็น พารามิเตอร์ท่ีเอนเอียง (biased parameter) 
และ 111 เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์(identity matrix) ท่ีมีขนาด ( n x n )

ตัวประมาณการถดถอยริดจ์เป็นตัวประมาณท่ีเอนเอียง แต่จะมีค่าความแปรปรวนน้อยกว่าตัว 
ประมาณกำลังสองน้อยสุด

ในการวิเคราะห์การถดถอยพหุคูณเม่ือข้อมูลมีพหุสัมพันธ์น้ัน การเลือกค่า k ท่ี 
เหมาะสม จะสามารถทำให้ตัวประมาณริดจ์มีค่าเฉล่ียความคลาดเคล่ือนกำลังสองต่ํากว่าตัว 
ประมาณกำลังสองน้อยสุดได้ แต่ในหลายกรณีเราไม่ทราบว่าค่า k ท่ีเหมาะสมควรเป็นเท่าไร ซ่ึง 
นักวิจัยได้เสนอวิธีการหาค่า k ท่ีเหมาะลมหลายวิธีด้วยกัน โดยเร่ิมแรกในปี ค.ศ.1970 โฮเอิล 

(Hoerl) และเคนนาร์ด (Kennard) ใช้เทคนิคการหาค่า k โดยพิจารณาจากกราฟ (Graphical 
Technique) หรือเรียกว่า Ridge Trace แต่เป็นวิธีการท่ีอาจให้คำตอบไม่แน่นอนข้ึนอยู่กับการ
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เลือกกำหนดของผู้ใช้ จึงมีผู้คิดค้นวิธีการหาค่า k ท่ีเหมาะสมโดยไม่ใช้กราฟ (Nongraphical 
Technique) ไว้หลายวิธี ซ่ึง Gibbons (1981) ได้ทำการวิจัยเพ่ือเปรียบเทียบวิธีการต่างๆ  ใน 

การหาค่า k ท่ีเหมาะสม ผลการวิจัยพบว่า โดยภาพรวม วิธีการประมาณค่า k ท่ีคิดค้นโดยใน 

ปี ค.ศ. 1975 โฮเอิล (Hoerl) 1 เคนนาร์ด (Kennard) และ บลาดวิน (Bladwin) ซ่ึงแทนด้วย 
kHKH เป็น'วิธีการหน่ึงท่ีมีประสิทธิภาพท่ีดี1ในการประมาณค่า วิธีการประมาณค่า kHKH
ประมาณได้จาก

(2.19) k -  p a ~
P P

เม่ือ P แทนจำนวนตัวแปรอิสระในการวิเคราะห์ความถดถอยพหุคูณ

P แทนค่าลัมประสิทธ้ีสมการถดถอยพหุคูณ'ท่ีประมาณ

และ G 2 แทนความแปรปรวนของสมการถดถอยพหุคูณ

ตัวประมาณริดจ์สาม้ญ (ROLS)
สร้างจากตัวประมาณริดจ็รีเกรสชันและตัวประมาณกำลังลองน้อยสุดสามัญ ซ่ึงเรียก 

ตัวประมาณดังกล่าวว่า ตัวประมาณริดจ์สามัญ (ROLS) โดยมีรูปแบบตัวประมาณดังน้ี
เม่ือลมการปกติ (Normal Equation) ของตัวประมาณการถดถอยรีดจัสามัญสามารถ. 

เขียนได้ในรูป
( X X  + külsI n) P  = X ’y

- ROLS

ดังมัน ตัวประมาณการถดถอยรีดจ์สามัญ (Ridge Ordinary Least Square Estimator) เขียนได้ 

ในรูปแบบดังน้ี
(2ข20) p = (X'X + kOLSInr ' X ' y

- ROIS

การประมาณ kols คำนวณได้จากสมการ (2.19) โดยแทนค่า (3 ด้วยตัวประมาณกำลัง

ลองน้อยสุดสามัญ ( P  )ท่ีคำนวณได้จากสมการ(2.7) และแทนค่า er ด้วย ร;)IS ดังน้ัน
-  OLS

kOLS สามารถเขียนได้ในรูปแบบดังต่อไปน้ี

(2.21)

เม่ือ Sôi.s

Lo is
<]So,ร

p  ' p
~  OIS  '  OIS

y - x p
\ - - OIS

y - x p
'  OIS J เป็นตัวประมาณพารามิเตอร์ G 2

และ q = P + 1
n - q
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2.1.6 เน้วประมาณริดจ์ที่มีความแกร่ง (Robust Ridge Estimator)
ในการวิเคราะห์การถดถอยพหุคูณเชิงเสันน้ัน เม่ือข้อมูลมีพหุสัมพันธ์ระหว่างตัวแปร 

อิสระและมีค่าผิดปกติข้ึนพร้อมกัน ในกรณีเช่นน้ีตัวประมาณค่าพารามิเตอfท่ีเหมาะสมน่าจะเป็น 

ตัวประมาณท่ีได้จากการผสมผสานระหว่างตัวประมาณท่ีใซ้แก้ปัญหาพหุสัมพันธ์และตัวประมาณ 

ท่ีใช้แก้ปัญหาท่ีมีค่าผิดปกติเกิดข้ึน ซ่ึงในหัวข้อน้ีจะกล่าวถึงตัวประมาณบางตัวท่ีได้จากการ 
ผสมผสานระหว่างตัวประมาณการถดถอยรีดจ์และตัวประมาณการถดถอยท่ีมีความแกร่งซ่ึงเรา 
เรียกตัวประมาณดังกล่าวว่า ตัวประมาณริดจ์ท่ีมีความแกร่ง (Robust Ridge Estimator) ซ่ึง 
ได้แก่ตัวประมาณริดจ์ทีมีค่าสัมบูรณ์น้อยสุด (Ridge Least Absolute Value Estimator 
(RLAV)) เป็นตัวประมาณท่ีนำมาใช้ในการวิจัยคร้ังน้ี ซ่ึงมีรายละเอียดดังต่อไปน้ี

ตัวประมาณริดจ์ท่ีมีค่าส้มบูรณ์น้อยสุด (RLAV)
ในปี ค.ศ.1984 และ1985 ฟลาฟเฟนเบอร์เกอร์ (Pfaffenberger) และเดิลแมน 

(Dielman) ได้สร้างตัวประมาณรีดจํรีเกรสชันท่ีมีความแกร่ง โดยสร้างจากตัวประมาณริดจัรีเกรส 

ชันและตัวประมาณค่าสัมบูรณ์น้อยสุด ซ่ึงเรียกว่าตัวประมาณดังกล่าวว่า ตัวประมาณริดจัท่ีมี 

ค่าสัมบูรณ์น้อยสุด (RLAV) ซ่ึงมีรูปแบบตัวประมาณดังน้ี
เม่ือลมการปกติ (Normal Equation) ของตัวประมาณการถดถอยรีดจ์ท่ีมีค่าสัมบูรณ์ 

น้อยสุดลามารถเขียนได้ในรูป
( X X  + kMIJ 1, )p  = X ’y

"  n u i

ดังน้ัน ตัวประมาณการถดถอยรีดจ์ท่ีมีค่าสัมบูรณ์น้อยสุด (Ridge Least Absolute Value 
Estimator) เขียนได้ในรูปแบบดังน้ี
(2.22) p  = (.X X  + k IArI n) - ' X ' y

-  RI.AV

การประมาณ k L4V คำนวณ1ได้'จากสมการ (2.19) โดยแทนค่า P  ด้วยตัวประมาณค่า 

สัมบูรณ์น้อยสุด (J3 ) ท่ีคำนวณได้จากสมการ (2.17) และแทนค่า CT2 ด้วย ร 2LAV ดังน้ัน k L41.
~ IAV

สามารถเขียนได้ในรูปแบบดังต่อไปน้ี

(2.23) tfsu r

LA ! - LAI

เมือ ร 2141

L A V  .  เ *
f i  1 f i

y - x p  M y - x p  I
~ LAV  /  V -  '  I.AV J เป็นตัวประมาณพารามิเตอร์ < 72

และ q =  P + 1
ท — q
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