
บทที่ 2

งานวิจ้ย นิยาม และทฤษฎีบทที่เก ี่ยวข้อง

ใน บ ท น ี้จ ะ ก ล ่า ว ถ ึง ง า น ว ิจ ัย ท ี่เป ็น พ ืน ฐ า น ท ี่ใช ้ใน ว ิท ย า น ิพ น ธ ์เล ่ม น ี้โ ด ย จ ะ ก ล ่า ว ถ ึง ฃ ํ่น ต อ น ว ิธ ีข อ ง เม ท ิด  

โด  (1 9 8 3 )  ส ำ ห ร ับ ป ัญ ห า ก ำ ห น ด ก า ร เช ิง เต ้น ใน ส อ ง ม ิต ิ ท ี่ไ ด ้ม ีก า ร แ ส ด ง ให ้เห ็น ว ่า  เว ล า ท ี่ใ ช ้ใ น ก า ร แ ก ้ป ัญ ห า เร ็ว  

ก ว ่า'ว ิธ ี1ช ิม เพ ล ็ก ช ์แ ล ะ ย ัง ใ ช ้ไ ด ้ก ับ ท ุก เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ ใ น ส อ ง ม ิต ิ แ ล ะ ใน ป ี ค .ศ . 2 0 1 0  เอ ือ อ า ร ไ ด ้น ำ แ น ว ค ิด ข อ ง เม  

ท ิด โด ม า ป ร ับ ป ร ุง ให ้ม ีป ร ะ ส ิท ธ ิภ า พ ท ี่ด ีข ึน  พ ร ้อ ม ท ั้ง เส น อ ท ฤ ษ ฎ ีบ ท ต ่า ง ๆ  เพ ื่อ ใ ช ้ใ น ก า ร แ ก ้ป ัญ ห า

2.1 วิธ ีการแก้ป ัญหากำหนดการเชิงเส้นในส'องมิติของเมทิดโด

น ัก ค อ ม พ ิว เต อ ร ์ซ า ว อ เม ไ 'ก ัน ช ื่อ  เม ท ิด โด  (M e g id d o )  ไ ด ้เส น อ ว ิธ ีก า ร แ ก ้ป ัญ ห า ก ำ ห น ด ก า ร เช ิง เต ้น ใน  

ล อ ง ม ิต ิ ( ใ ช ้ช ื่อ ว ่า ป ัญ ห า  L P 2) ไ ว ้ค ัง น ี้

ส ำ ห ร ับ ก า ร ห า ค ่า ต ํ่า ส ุด  ข อ ง ฟ ัง ก ์ช ัน จ ุด ป ร ะ ส ง ค ์ c lx ] + c 2x 2 (ๆ

ภ า ย ใต ้เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ  anx1 +  <3,2*2 > b1 \ < i < ท (1 )

โด ย ท ี่จ ำ น ว น เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ ม ีท ั้ง ห ม ด  n ส ม ก า ร  

เม ื่อ  C แ ท น เว ก เต อ ร ์ส ํม ป ร ะ ส ิท ธ ิ้ข อ ง ต ัว แ ป ร ใน ฟ ัง ก ์ช ัน จ ุด ป ร ะ ส ง ค ์เด ย ท ี่ c  =  [ c t €2]'

A  แ ท น เม ท ไ ก ซ ์จ ัม ป ร ะ ส ิท ธ ข อ ง เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ แ ล ะ  A  =

a  11 a \2

a 21 a22

a n\ a ท2.

B  แ ท น เว ก เต อ ร ์ด ้า น 'ข ว า ม ือ แ ล ะ  5  =



ข ั้น ต อ น ก า ร แ ก ้ป ัญ ห า ข อ ง เม ท ิด โด ม ีด ัง ต ่อ ไ ป น ี้ 

ข ั้น ท ี่ 1  จ า ก ส ม ก า ร  (*) ก ำ ห น ด ให ้ y =c\x\ +C2X 2

จ ัด ร ูป ต ัว แ ป ร ให ม ่โ ด ย ก า ร เล ือ ก ใช ้ส ม ก า ร ใด ส ม ก า ร ห น ึ่ง ด ัง น ี้

8

เม ือ  c , * 0 (2 .1 )

= ^ ^ '  เน ึ่อ  c 2 * 0 (2 .2 )

y - c 2x 2 เม ือ  c ,  = 0 (2 .3 )

y - c tx 1 เม ือ  €2 = 0 (2 .4 )

ส ำ ห ร ับ ก ร ณ ีท ี่ท ั้ง  C, แ ล ะ  c 2 เป ็น ศ ูน ย ์พ ร ้อ ม ก ัน ท ำ ใ ห ้ไ ด ้ค ่า เห ม า ะ ท ี่ส ุด ค ือ ศ ูน ย ์ ข ั้น ต อ น ต ่อ ไ ป ค ือ ก า ร  

แ ป ล ง ป ัญ ห า ให ้เป ็น ป ัญ ห า ท ี่ส ม ม ูล ก ับ ป ัญ ห า เร ม ต ้น

ข ั้น ท ี่ 2  เล ือ ก ใ ช ้ล ม ก า ร  (2 .1 )  ถ ึง  (2 .5 )  ส ม ก า ร ใด ส ม ก า ร ห น ึ่ง  แ ท น ใน ล ม ก า ร ท ี่ (1 ) จ ะ ใต ้ป ัญ ห า ให ม ่ค ือ  

( จ า ก ป ัญ ห า (  ๆ ห า ก ใ ช ้ส ม ก า ร  2.1)

ห า ค ่า ต ํ่า ล ุด ข อ ง  y  

ส อ ด ค ล ้อ ง ก ับ เง ื่อ น ไ ข

c 2 -

V

(

y ^ c 2 —

a a c \ 

a ท J

a i l C \

a ท J

X2 +  — b 1 ; —  > 0
a ท

x 2 + ^ - b l ; ^ < 0

a  12 x 2 > b, ;a  ,.1 =  0 

1 < i < m

\
(3)
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(ปัญหา LPT)

ทฤษฎีบทตั้ง 2.1 ปัญหาเริ่มต้น นิยามปัญหาที่แปลงแล้วโดยใช้สมการ (3) ใช้ช่ือว่า ปัญหา LPT 

หาค่าตํ่าลุดของ y

ลอดคล้องกับเงื่อนไขบังคับ

(  \

y >

C1 —

a i2C\

u i \ y 

a ท y

X 2 +  — b  1 ; —  >  0

a ท C1

X 2 +  — b  1 ; —  <  0

a 12 x2 > b 1 ; a1.1= 0 1 < i < m

ล ำห ร ับ  c, > 0  แ ล ะ ส เก ล า ร ์ , x 2 , y  ใต ้ว ่า

1. ( x p x 2 ) เป ็น จ ุด ท ี่เห ม า ะ ท ี่ส ุด ใน ป ัญ ห า  LP2 ก ็ต ่อ เม ื่อ  (y,x 2) เป ็น จ ุด ท ี่เห ม า ะ ท ี่ส ุด ใน ป ัญ ห า  LPT

2. ป ัญ ห า  LP2 ไ ม ่ม ีบ ร ิเว ณ ท ี่เป ็น ไ ป ไ ด ้ ก ็ต ่อ เม ื่อ ป ัญ ห า  LPT ไ ม ่ม ีบ ร ิเว ณ ท ี่เป ็น ไ ป ไ ด ้

3. ป ัญ ห า  LP2 เป ็น ป ัญ ห า ท ี่ไ ม ,ม ีข อ บ เข ต  ก ็ต ่อ เม ื่อ ป ัญ ห า  LPT เป ็น ป ัญ ห าท ี่ไ ม ,ม ีข อ บ เข ต  

พ ิส ูจ น ์น ิย า ม บ ร ิเว ณ ท ี่เป ็น ไ ป ไ ด ้ข อ ง ป ัญ ห า

F2 = {(x, 5 x2 )| anx I + at2X2 > bt ; 1 < i < m}

F ,= {{y ,x2)\y> c2 - a  ท c \ x2 +b( ;a 11 > 0  ,y <
4 ท y

c2 - a i2c \ x2 + bt ;ai1 < 0,
*n y

a12X2 > b 1 ; a 11 = 0}

1. ( - >) ให้ (x,,x2) เป็นจุดที่เหมาะที่สุดใน LP2 และกำหนด ÿ  = c 1 X , + C 2X 2 

คังน์นลำหรับทุกจุด ( x p x 2 ) g F 2 c , x , + c 2 x 2 > c 1X, + C 2X 2

ให้ (>, x2) G F, นิยาม X, = ( y-c+x  2 A

ci" yV
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ส ำ ห ร ับ เง ื่อ น ไ ข ใน  LPT

F, = {(y>Xi)\y^ c2 - a i2C\ x 2 + b ( ;ฝ ี.1 > 0  , y <
4il y

a i2Cl

ฝ ี,

x2 + bl ;ฝี,.1 < 0,
il y

a,2X2 > b1- a 1, = 0 }

ส ำห ร ับ  a  1, >  0

y  > C2X2 -  a‘2°~ x2 + —  b 1

y >

a ท

c 261,1 X2 -  a 12x2 +bj
V C1

ai\y > c 2a i\

V C 1
- a „ x2+b,

J

a,,y  c2a1,
— -------- ปี^-X-, +ฝี..-,X, > b.c, c,

y - c 2x 2

2 ' '• น 2 ^ 2  — “ i

\

V y
+ ai2x2 > b1

<*11X 1 +  ฝี ,  2 X 2 > ๖ 1

ไ ด ้ว ่า จ ุด  ( x , , x 2) e f 2 ม ีค ่า ต ํ่า ล ุด เป ็น  y  =  c , x , + c 2x 2

แ ล ะ จ า ก  c,x, + C 2X 2 >  c,x, + C 2X2 น ั่น ค ือ  y > ÿ  ด ังน ั้น  จ ุด ท ี่เห ม า ะ ท ี่ส ุด ใ น  LPT ค ือ  ( ÿ , x 2) #

( < - )  ใ ห ้ ( y ,  x 2 ) เป ็น จ ุด ท ี่เห ม า ะ ท ี่ส ุด ข อ ง  LPT ไ ด ้ว ่า ส ำ ห ร ับ ท ุก จ ุด ใน  LPT y > ÿ

ใ ห ้ ( x , , x 2) e F 2 น ิย า ม  y  =  c , x , + c 2x2

ส ำห ร ับ  a  1, >  0  เง ื่อ น ไข ใน  LP2



11

สำหรับ fl,

เน่ืองจาก

<0

a,\x\ + a,2 X 2 - b 1

/ V - (บุ.V, •
+ a, 2X2 > b,

'1 y
fl,., y (บุfl.1rüZ. _  _2_JL x2 + a .2 x2 > b 1

c, c
«,1-y

I 1
(

>
ฯ

c2fl, 1
- f l .

V c>
x2+ô,

2̂71 LX2 - f l , 2x2 + 0,
\

V CI « ,I
f l ,2 c 1

X, +  — Lfl„« il

«,-2 Cl ไ X + ° n
« ,l  J SV 1

c ,

fl,.1X, + fl,2X2 > ô,

r  y - c 2x x+ fl, 2 x2 >  è,
V น y

f l ^ _ c 2̂ 1

c, c
«,l.y

x2 +  fl,.2 x2 > bt
I ‘ ฯ

(
>

ฯ

c2fl,1

V CI
tf/2 x2 + ô,

C, > 0 จะได้ว่า ^ -  < 0 
C1

C2ai\
V

X, + è.

_y < (บุX2 -  a,2C| x2 +  —  b -1

y < c2 -
f l ,  2 c .

* i  1 y
x2 +-

Afl,.,

V



สำหรับ a,., = 0 ได้ a(2 X2 >b1

ได้ว่าจุด (y ,x2)e F ,  มีค่าตํ่าสุดเป็น y

12

และจาก y > ÿ  ดังน่ัน c,x, +C2X 2 > c,xj +C2X2 จุดที่เหมาะที่สุดใน LP2 คือ (x j,x2)

(สำหรับกรณี a, < 0 สามารถแสดงได้ในทำนองเดียวกัน)

2. (->) โดยวิธีแย้งสลับที่ ให้ LPT มีบรเวณที่เป็นไปได้

น่ันคือ จะมีจุด (>',*2) e F, นิยาม X, = r y - c 2x2  ̂

V c\ J
สำหรับ an >0

เน่ืองจาก - ^ -< 0 จะได้ว่า
a.,

V 2̂ 1 C\ ๅ
y  >  C 2 X 2  — —  x 2 +  —  b 1

aท

y ï
CM;

2 11 ”  <3,0 X , +b.
V c >

2 /22  ' °7

> c2a ท
V C1

—  ฝ ิ, . x2 +  ก ั

a ,  y  c2an
— ------- — Lx 2 + a 11X1 > b1.

สำหรับ a„ < 0

r y - c 2x2 ^
\  c\ J

+ al2x1 >b1

anxx+al2x2 >b1

y ï c 2x2 - ^ X2 + 3 - b ,an
f

y ร — - -  x 2 -  ai2x2 + b 1
\

\
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ลำหรับ a 11 = 0

an y > C2a ท 
V C 1

- a i 2 X 2 +  b 1

a ,,y  c ,a  1.,
— -------- 2 +0,2*2 -  bt
c\ C1

r  y - c 2x2 ^ 

V c\ J
+ 0,2*2 > b 1

0,1*, +  a 12* 2 > b 1

a 1.2* 2 > bj

น่ันคือมีจุดท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขใน LP2 และ LP2 มีบริเวณท่ีเป็นไปได้ 

เพราะฉะน้ัน ถ้า LP2 ไม่มีบริเวณท่ีเป็นไปได้แล้ว LPT ไม่มีบริเวณท่ีเป็นไปได้ 

(*-) โดยวิธีแย้งสลับท่ี ให้ LP2 มีบริเวณท่ีเป็นไปได้

นั่นคือจะมีจุด (x,,x2)<E F2 นิยาม y = c ]x  1+ C2X2

a  11* 1 +  a  12x 2 > b  1

+  a , 2* 2 >  b,O,,
f  y  -C 2X2 'ไ

V L I y
0,1+ 0,0,.,— ----------- + + - X ,  +  ๕ .T x ^  >  ก ั
0, c,

0, 1+ > c 2a  ,1 

V c .

,2 2 *-7

\
*2 + 6,

y

+ > c2o,i

V V
* 2 -  Cl 12 X2 +  b 1

+ ^

0 , 2 0 , 0 ,

0,1
1

0,1

\
0 , 20 , 0,1V  4 -  1

0,1  J 1

0 ,

สำหรับ a(1 < 0
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a 11X\ + a 12 x2 > b 1

\y - c 2x 2

'I y
+ a 12X 2 > b 1

a,, y  c2a11-ill----- ป ีL x 2 4- a ,2x 2 >

«il ̂ > C2fl,l

V Cl
- a . x2+b,

เน่ืองจาก c, > 0 จะได้ว่า ^ < 0
c,

2- a,2x2+ b,

y < c  2 x2 X2+ ^ ~ b
aท

x2+ —  b,y
a,2c1

<1 y

ลำหรับ a,, = 0 ได้ a,2X2 > 6,

นั่นคือ มีจุดที่สอดคล้องกับเงื่อนไขใน LPT และ LPT มีบริเวณที่เป็นไปได้ 

เพราะฉะนั้น ถ้า LPT ไม่มีบริเวณที่เป็นไปได้แล้ว LP2 ไม,มีบริเวณที่เป็นไปได้ 

3. (—») ให้ LP2 เป็นปัญหาที่ไม่มีขอบเขต

ให้ M  < 0จากปัญหาไม่มีขอบเขตได้ว่า จะมีจุด (x,,x2) e /รุซึ่ง C,X,+C2X2 < M  

กำหนดให้ y - c }x 1 +€2X 2
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ลำหรับ a,

เน่ืองจาก

ลำหรับ a,

0/1*1 + a,2X2 - b1
^ y - C 2X2 ^

c.' "y
+ ai2x2 >b1

a,, y  c\a,r ü h L  _  _ z ะÜL X2 +  £ 2 x 2 >  b  1

aay > c2aท
V C1

- a (2 x2 + b1.

M a .
V CI

x2 - a i2x2 + b 1

y  > € 2 X2-  a,2C{ x2 + —  b 1

y > c2 -
a,2บ,

-‘/I y
x2 + ^ / , (

<0

<0 จะได้ว่า

y  < c 2 X 2 

(

aac\
* 2 + a b(

y ï
c2an

x2 -  a 12 X2 + b i
V c >

aท y > M lL 

V c .
x2 + b 1

y
a,, y c1a,,
— -------- ป ี^  x2 + a i2 X2 > b 1

f  y - C 2X2 b
c \ y

+ a 12X 2 > b 1

anx \ + a i2x2 >b1

=  0 a 1.2 X2 > bt



ได้ว่า ค่าตํ่าลุดใน LPT เท่ากับ y < M  จากจุด (>',*2) e F t 

ดังน้ัน LPT เป็นปัญหาที่ไม,มีขอบเขต

16

(< -)ให้ LPT เป็นปัญหาที่ไม'มีขอบเขต

ให้ M  < 0จากปัญหาไม่มีขอบเขตได้ว่า จะมีจุด (>',*2) € /ว่ซึ่ง y < M

กำหนด * 1 ะ=
r y - c 2x2  ̂

V c\ J

ลำหรับ an < 0

y  -  C2X2 ~  ~J2̂ L  *'2 + — b 1

y *
CMปี^- * 2 -  a 11% 1 + b 1

V C1 aท
any > c 2a i\

V c.
- a . x2+b,

a 1., y C M i \

— ----- -- -- ปี^- x2 + a 12 x2 > b 1
ฯ 1

aท
r y - c 2x2^+ a 12X1 >  b 1
V ‘ ฯ /  

aทx 1 +  « , 2 * 2  Z b,

a, 1*, + a, 2* 2 >è,

r y  ~ C2X2  ̂

\  c\ J
+  a ,-2* 2 >  b,

a 1, y  CM A
— -  -  -ป ี-  JC, +  a .., JC, >  b.

c, c, 2 1 /2 2 — /

> C2g;l

V C I
* 2+6,

เน่ืองจาก C, > 0 จะได้ว่า < 0
C,
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7 < °2 ง '1 * 2 -  a 12 X2 + ๖1 
V c \ )  a i\

y  < C2X2 -  x2 + -
aท

y ï c2~ ai2C\
4i 1 y

x2+ ^

สำหรับ an = 0 ได้ aax2 > ๖1

ได้ว่า ค่าตํ่าสุดใน LP2 เท่ากับ y < M จากจุด (*1,* 2) G ¥2

ดังใfน LP2 เป็นปัญหาที่ไม่มีขอบเขต

สำหรับกรณีท่ี C, < 0  สามารถแสดงได้ในทำนองเดียวกัน

ขั้น ที่ 3

จากปัญหาที่(4) กำหนดกลุ่มของเงื่อนไขบังดับในรูป y  >am 1* ,+ ๖ ให ้เป ็นกล ุ่ม /1 และเง่ือนไข 

บังดับในรูป y< a11X1+ ๖ ให้เป็นกลุ่ม / 2 พร้อมทํ่งนิยามฟังก์ชัน g ( x )  และ h(X) ดังนี้

g (x) = ส่วนของเงื่อนไขบังดับในกลุ่ม /เ ที่เป็นสวนหนึ่งของบริเวณที่เป็นไปได้

h ( x )  = ส่วนของเงื่อนไขบังดับในกลุ่ม 12 ที่เป็นส่วนหนึ่งของปริเวณที่เป็นไปได้

รูป 2.1 แสดงลักษณะของฟังก์ชัน g ( x )  และ h ( x )  กับบริเวณที,เป็นไปได้



จากฃ่ํนท่ี 3 ทำให้ได้ปัญหารูปใหม่คือ

หาค,าตํ่าสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ g(x)

สอดคล้องกับเงื่อนไข g(x)<h(x) (4)

หรือ หาค่าสูงสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ }i(x)

สอดคล้องกับเงือนไฃ g{x)<h(x) (5)

ข้ัน ท่ี 4

ลำหรับการหาค,าตํ่าสุด จะพิจารณาเงื่อนไขบังคับที่อยู่ในกลุ่ม / 1 ล’วนการหาค่าสูงสุด ให้พิจารณา 

เง่ือนไขบังคับท่ีอยู่ในกลุ่ม / 2 โดยทำการเรืยงค่าความชันจากน้อยไปหามากภายในกลุ่มเง่ือนไขน้ัน พิจารณาค่า 

ความชันท่ีอยู่ตรงกลางจากการเรยงค่าความชันโดยสมมติฐานท่ีว่าค่าท่ีอยู่ตรงกลางเป็นค่าท่ีเหมาะท่ีสุดจึงนำ 

เง่ือนไขบังคับท่ีมีค่าความชันเป็นมัธยฐานและเง่ือนไขบังคับท่ีมีค่าความชันใกล้เคียงกับเง่ือนไขดังกล่าวในการ 

หาคำตอบ หากจุดดังกล่าวไม่ใช่คำตอบ จะต้องลดช่วงในการหาคำตอบต่อไป โดยการหาเง่ือนไขท่ีมีค่าความ 

ชันเป็นอยู่ตรงกลางจากกลุ่มเง่ือนไขบังคับท่ีเหลืออยู่อีกคร้ัง ทำชำจนกว่าจะได้จุดท่ีเหมาะท่ีสุด

18

รูป 2.2 แสดงการหาคำตอบของเมกิดโด
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วิธีการหาคำตอบของเมทิดโด มีฃ้อเสียคือจากขั้นที่ 4 จะได้ผลเฉลยเร็วที่สุด (ลดช่วงในการหาคำตอบ 

น้อยคร้ังท่ีสุด) เมื่อจำนวนเงื่อนไขที่มีค่าความชันเป็นบวก และเงื่อนไขที่มีค่าความ1ชันเป็นลบ มีจำนวนที่เท่ากัน 

(ดังแสดงในรูปที่ 2.2) แต่ถ้าหากว่าไม่เท่ากันแล้ว จะทำให้การทำงานในข"นตอนท่ี 4 ใช้เวลาในการหาคำตอบท่ี 

นาน (ดังแสดงในรูป 2.3)

2.2 การแก้ปัญหากำหนดการเชังเส้นในสองมิติโดยวิธีของเอ่ืออารี (Krung & Aua-aree 

method - KA Method)

เอืออารี [9] พบว่า จากการแก้ปัญหาของเมทิดโด จุดที่ให้ค่าเหมาะที่ลุดใรั้นจะมาจากการดัดกันของ 

เงื่อนไขบังดับที่มีค่าความชันน้อยสุดจากกลุ่มของเงื่อนไขบังดับที่พิจารณา โดยมีเง่ือนไขว่าทุกเง่ือนไขบังดับที่ 

นำมาพิจารณาจะต้องประกอบเป็นบรีเวณที่เป็นไปได้ ซึ่งแสดงได้ดังนี้

ขั้นที่ 1 ถึงขั้นที่ 3 ใช้วิธีการเดียวกับวิธขีองเมทิดโด

ข้ัน ท่ี 4

จากข้ันท่ี 3 ทำการแบ่งเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม / 1แ ล ะ /2ออกอีกเป็น2 กลุ่มย่อยตามค่าความชันดังนี้ 

/ 11= เซตของเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม / , ที่มีความชันเป็นลบ 

/ 12 = เซตของเง่ือนไขบังดับในกลุ่ม /เท ี่ม ีความ1ชันเป็นบวก



/ 21 = เซตของเง่ือนไขบังคับในกลุ่ม / 2 ที่มีค1วาม'ชันเป็นบวก 

/ 22= เซตของเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม / 2ที่มีค'วาม1ชันเป็นลบ

20

รูป 2.4 แสดงการแบ่งกลุ่มของเอ่ืออารีเป็น 4 กลุ่มย่อย 

ทฤษฎีบท 2.1 (การหาคำตอบโดยวิธีของเอึ๋ออารี)

1. จุดตํ่าสุดของบัญหา (*) จะมาจากการตัดกันของเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม 

เง่ือนไขบังคับ / 11 กับเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันน้อยสุดในกลุ่มเงื่อนไขบังคับ / 12

2. จุดสูงสุดของปัญหา (ๆ จะมาจากการตัดกันของเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม 

เง่ือนไขบังคับ / 21 กับเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากสุดในกลุ่มเงื่อนไขบังคับ / 22

รูป 2.5ประกอบคำอธิบายทฤษฎีบทท่ี 2.1 (1)



หก(ทjaกลา5 สำนัก0 เนาทขทรทขากร 
0 พ าก ง^•เก ,Mlห '1า ท แ ’(ห้เ
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ขั้น ที่ 5

จากทฤษฎีบทที่ 2.1 พบว่ายังไม,ครอบคลุมทุกกรณีสำหรับการหาผลเฉลย นั่นคือ ในการหาค,าตํ่าสุด 

จุดคำตอบต้องมาจากการตัดกันของเงื่อนไขบังคับที่อยู่ในกลุ่ม 111 และ / 12 แต่ถ้าเกิดกลุ่มเง่ือนไขใดเงื่อนไข 

หน่ึงเป็นเซตว่าง ก็ยังมีโอกาสที่จะมีค,าตํ่าสุดไต้ จึงมีการขยายทฤษฎีบทที่ 2.1 ออกไป จากการแบ่งกลุ่มเงื่อนไข 

บังคับออกเป็น4 กลุ่มย่อยทำให้ได้ปัญหาที่เป็นไปไต้ทํ่งหมด15รูปแบบ(ไม,รวมกรณีที่ทุกกลุ่มเงื่อนไขเป็น 

เซตว่างพร้อมกัน) ซึ่งจะส่งผลที่ไม่เหมือนกันในการหาค่าสูงสุดและตํ่าลุด

สำหรับการหาค,าตํ่าสุดและสูงสุดจะไม่มีคำตอบเมื่อ

- ไม่มีบรเวณ'ท่ีเป็น'ไป'ได้

- ปัญหาไม่มีขอบเขต เมื่อมีเงื่อนไขบังคับเพียงกลุ่มเดียว 

ปัญหาค่าตํ่าลุดจะมีคำตอบเมื่อ

- มีเงื่อนไขบังคับอยู่นั่งในกลุ่ม / 11 และ / 12 (ปัญหากลุ่มที่ 1)

- มีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม 111 และ 122 แต่ไม,มีเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม 112 
(ปัญหากลุ่มที่ 2)

- มีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม / 12 และ 121 แต่ไม่มีเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม / 11 

(ปัญหากลุ่มที่ 3)

ปัญหาค่าสูงสุดจะมีคำตอบเมื่อ

- มีเงื่อนไขบังคับอยู่นั่งในกลุ่ม / 21 และ / 22 (ปัญหากลุ่มที่ 4)

- มีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม / 12 และ / 21 แต่ไม่มีเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม / 22 

(ปัญหากลุ่มที่ 5)

- มีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม / 11 และ 122 แต่ไม่มีเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม 121 

(ปัญหากลุ่มที่ 6)
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บทแทรก 2.2 (บทขยายของทฤษฏีบท 2.1)

วิธีการหาค่าตํ่าสุดทำได้ด ัง น ี้

1. หากมีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม / , 1 และ / 12 จุดตํ่าสุดจะเกิดจากการดัดกันของเงื่อนไขที่มีค่าความ 

ชันมากที่สุดไนกลุ่ม/ , 1และเงื่อนไขที่มีค่าความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม/12

2. หากมีเพียงเงื่อนไขที่อยู่ในกลุ่ม / 11 เท่าน้ีน ให้พิจารณาเงื่อนไขในกลุ่ม / 22 หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่า 

ความความชันน้อยสุดของกลุ่ม / 22 มีค่าความชันน้อยกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันน้อยสุดในกลุ่ม 7น „

ได้ว1าบัญหานี้นมีผลเฉลย

3. หากมีเพียงเงื่อนไขที่อยู่ในกลุ่ม / 12 เท,าน้ีน ให้พิจารณาเงื่อนไขในกลุ่ม / 21 หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่า 

ความความชันมากสุดของกลุ่ม / 21มีค่าความชันมากกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันน้อยสุดในกลุ่ม 112 ^

ได้ว่าบัญหานั้นมีผลเฉลย

หลังจากนั้นต้องทำการตรวจสอบว่าบัญหามีบริเวณที่เป็นไปได้โดยแทนค่าผลเฉลยกับทุกเงื่อนไข 

บังคับในกลุ่ม 121และ / 22หากสอดคล้องกับทุกเงื่อนไขจะได้ว่าผลเฉลยดังกล่าวเป็นผลเฉลยที่เหมาะที่สุด แต่ 

ถ้าไม,สอดคล้องกับบางเงื่อนไขแล้ว บัญหาคังกลำวจะไมมบริเวณที่เป็นไปได้

วิธีการหาค่าสูงสุดทำได้ดังนี้

1. หากมีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม 121 และ 122 จุดตํ่าสุดจะเกิดจากการคัดกันของเงื่อนไขที่มีค่าความ 

ชันมากท่ีสุด'ในกลุ่ม / 21 และเงื่อนไขที่บังคับมีค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม 122
2 . หากมีเพียงเงื่อนไขที่อยู่ในกลุ่ม/22เท่านั้นให้พิจารณาเงื่อนไขในกลุ่ม / 11หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่า 

ความความชันมากสุดของกลุ่ม 122 มีค่าความชันน้อยกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันน้อยสุดไนกลุ่ม

/ 11 จะได้ว่าบัญหานั้นมีผลเฉลย

3. หากมีเพียงเงื่อนไขบังคับที่อยู่ในกลุ่ม / 21 เท่าน้ัน ให้พิจารณาเงื่อนไขไนกลุ่ม 112 หากเงื่อนไขบังคับท่ี 

มีค่าความความชันน้อยสุดของกลุ่ม / 12 มีค่าความชันน้อยกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันน้อยสุดในกลุ่ม / 21

จะได้ว1าบัญหานั๋นมีผลเฉลย



อธิบายความหมายของบทแทรก 2.2 โดยใช้ภาพดังนี้

ป ัญหากลุ่มที่ 1 นั่นคือปัญหาที่กลุ่ม / 11แ ล ะ /12ต่างก็ไม่เป็นเซตว่างพร้อมกัน ผลเฉลยจะเกิดจาก 

เงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม / 11 และเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม / 12

หลังจากนั่นต้องทำการตรวจสอบว่าปัญหามีบรเวณที่เป็นไปได้โดยแทนค่าผลเฉลยกับทุกเงื่อนไข
บังคับในกลุ่ม / 11 และ / 12หากสอดคล้องกับทุกเงื่อนไขจะได้ว่าผลเฉลยดังกล่าวเป็นผลเฉลยที่เหมาะที่สุด แต่
ถ้าไม่สอดคล้องกับบางเง่ือนไขแล้ว ปัญหาดังกล่าวจะไม่มีบรเวณที่เป็นไปได้

ปัญหากลุ่มที่ 2 คือปัญหาที่ไม่มีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม 112 จึงพิจารณาเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม / 11 กับ

- หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความ1ชันมากท่ีสุด'ในกลุ่ม 7แ มีค่าความชันน้อยกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่า 

ความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม/22 แล้วปัญหานั่นจะไม,มีขอบเขต

- หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม / 11 มีค่าความชันมากกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่า 

ความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม / 22 แล้ว ปัญหานั่นจะมีผลเฉลย ซึ่งผลเฉลยจะเกิดจากการดัดกันของ 

นั่งสองเงื่อนไขบังคับนั่น

รูป 2.6 แสดงการหาผลเฉลยของปัญหากลุ่มท่ี 1
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รูป 2.7 แสดงการหาคำตอบของปัญหากลุ่มที่ 2

ปัญหาที่กลุ่มที่ 3 คือปัญหาที่ไม,มีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม / 11 จึงพิจารณาเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม 121

- หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม / 12 มีค่าความชันน้อยกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่า 

ความ1ชัน1น้อยที่สุด'ในกลุ่ม/21 แล้วปัญหาifนจะไม,มีขอบเขต

- หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม / 12 มีค่าความชันมากกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่า 

ความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม/21 แล้วปัญหานั้นจะมีผลเฉลยซึ่งผลเฉลยจะเกิดจากการตัดกันของนั้ง 

สองเงื่อนไขบังคับนั้น

รูป 2.8 แสดงการหาคำตอบของปัญหากลุ่มที่ 3

เนื่องจากปัญหาใน 3 กลุ่มนี่!เป็นการหาค่าตํ่าลุด นั้นตอนต่อไปคือการตรวจสอบว่าปัญหามีปริเวณที่ 

เป็นไปได้หริอไม, นั้นคือการตรวจสอบผลเฉลยกับเงื่อนไขในกลุ่มเงื่อนไขบังคับ / 21 และ / 22 หากสอดคล้องกับ 

ทุกเงื่อนไขบังคับแล้ว ได้ว่าผลเฉลยที่ได้เป็นผลเฉลยที่เหมาะที่ลุด แต่ถ้าไม,สอดคล้องกับบางเงื่อนไขแล้ว 

ปัญหาดังกล่าวจะไม่มีบริเวณที่เป็นไปได้



ปัญหากลุ่มที่ 4 คือปัญหาการหาค่าสูงสุด เมื่อเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม 121 และ 122 ต่างก็ไม่เป็นเซตว่าง 

ผลเฉลยจะมาจากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันน้อยสุดในกลุ่ม / 21 และเงื่อนไขที่มีค่าความชันมากสุดในกลุ่ม 

/ 22

25

.Y

รูป 2.9 แสดงการหาคำตอบของปัญหากลุ่มที่ 4

ปัญหากลุ่มที่ 5 คือปัญหาที่ไม,มีเง่ือนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม / 21 จึงพิจารณาเงื่อนไขบังคับในกลุ่ม / 11 กับ

- หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่ลุดในกลุ่ม 122 มีค่าความ1ชันน้อยกว่าเงื่อนไขบังคับท่ีมีค่า 
ความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม/11 แล้วปัญหาใf แจะ'ไม,มีขอบเขต

- หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่ลุดในกลุ่ม / 22 มีค่าความ1ชันมากกว่าเงื่อนไขบังคับที่มีค่า 
ความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม/11 แล้ว ปัญหานั้นจะมีผลเฉลยซึงผลเฉลยจะเกิดจากการตัดกันของทํ่ง 
สองเง่ือนไขบังคับ'น้ัน



ปัญหากลุ่มที่ 6 คือปัญหาที่ไม่มีเงื่อนไขบังคับอยู่ในกลุ่ม / 22 จึงพิจารณาเงื่อนไขบังคับไนกลุ่ม / 21

กับ 7,2
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- หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม / 21 มีค่าความชันน้อยกว่าเงื่อนไขที่มีค่าความ 
ชันน้อยที่สุดในกลุ่ม/12 แล้วปัญหาใfนจะ'ไม่มีขอบเขต

- หากเงื่อนไขบังคับที่มีค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม 121 มีค่าความชันมากกว่าเงื่อนไขที่มีค่าความ 
ชันน้อยที่สุดในกลุ่ม/12 แล้วปัญหาใfนจะมีผลเฉลยซึ่งผลเฉลย1จะเกิด'จากการตัดกัน'ของน่ังสอง 
เง่ือนไขบังคับใfน

X ► X

รูป 2.11 แสดงการหาคำตอบของปัญหากลุ่มที่ 6

ปัญหาในกลุ่มที่ 4-6 เป็นการหาค่าสูงสุด ขํ่นตอนต่อไปคือการตรวจลอบว่าปัญหามีบ่ริเวณที่เป็นไปได้ 
หรอไม, นั่นคือการตรวจสอบผลเฉลยกับเงื่อนไขในกลุ่มเงื่อนไขบังคับ 111 และ / 12หากสอดคล้องกับทุกเง่ือนไข 
บังคับแล้ว ได้ว่าผลเฉลยที่ได้เป็นผลเฉลยที่เหมาะที่สุด แต่ถ้าไม,สอดคล้องกับบางเงื่อนไขแล้ว ปัญหาดังกล่าว 
จะไม่มีบรเวณท่ีเป็นไปได้

นอกจากนี้ยังมีบางเงื่อนไขบังคับซึ่งเมื่อแปลงโดยใช้สมการ (3.1)หรอ (3.2) แล้ว จะเหลือเพียง 
เฉพาะคัวแปร y  เพียงคัวเดียว ซึ่งเงื่อนไขบังคับดังกล่าวคือเงื่อนไขบังคับท่ีมีเวกเตอร์น่ังฉากซีไปทิศเดียวกันกับ 
เวกเตอร์นั่งฉากของฟังก์ชันจุดประสงค์ คัวอย่างเซ่น

หาค่าตำสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ 3x, + x 2 

สอดคล้องกับเงื่อนไขบังคับ 3xx +x2 >4



เม่ือใช้สมการ (3.2) ได้ว่า y  = 3x, + x2 
x2 = y -  3x,
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แทนค่า x2 ลงในเงื่อนไขบังคับ จะได้บัญหาเมื่อแทนค่าใหม่คือ

หาคํ่'าตํ่าสุดของฟังก์ชัน'จุดประสงค์ y  

สอดคล้องกับเงื่อนไขบังคับ y > 4

จะเห็นว่า เง่ือนไข y>  4 เป็นเงื่อนไขบังคับที่มีเฉพาะคัวแปร y เพียงอย่างเดียว และยังเป็นการกำหนดว่า ค่า 

ตํ่าสุดของ y จะไม่มีทางตํ่ากว่า 4 และหากว่าเงื่อนไขบังคับนั้นไม,เป็นเงื่อนไขบังคับที่เกินจำเป็น ทำให้ได้ค่าท่ี 

ตํ่าที่สุดตามต้องการ ล?ปได้คังนั้

ทฤษฎีบท 2.2 ลำหรับฟังก์ชันจุดประสงค์ c,x, +C2X2

กำหนดให้ C เป็นเงื่อนไขบังคับที่มีทิศทางเดียวกับฟังก์ชันจุดประสงค์

c ,  : c,Xj + C 2X2 > b  

C2 : c,x, + C 2X2 <  d

หาก C, ไม่เป็นเงื่อนไขบังคับที่เกินจำเป็นแล้ว ค,าตํ่าสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์มากกว่าห้รอเท่ากับ b 

หาก c 2 ไม่เป็นเงื่อนไขบังคับที่เกินจำเป็นแล้ว ค่าสูงสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์น้อยกว่าหรอเท่ากับ d

รูป 2.12 ประกอบการอธิบายทฤษฎีบทที 2.2
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พิสูจน์ให้ y  = clxl +C2X2 เป็นค่าของฟังก์ชันจุดประลงค์

และเงื่อนไขที่มีเกรยนเดียนต์เวกเตอร์เดียวกันก์บเวกเตอร์ฟังก์ชันจุดประสงค์ anx 1 + al2X2 >b1 

เนื่องจากว่ามีทิศทางเดียวกันจะได้ว่า a,, =c 1,a,2 =c2 

นั่นคือ y >b1 ซึ่ง'จะมีค่าตํ่าลุดเท่ากับ6,.

ซึ่งสามารถแสดงกรณีที่เป็นค่าสูงสุด โดยเค่รึ๋องหมายของเงื่อนไขบังคับเป็นน้อยกว่าหรอเท่ากับได้เซ่นเดียวกัน

ต่อไปจะแสดงตัวอย่างการแก้บัญหาตามขั้นตอนของเอืออาร

ตัวอย่างที่ 2.1 จงหาค่าสูงสุด และค,าตํ่าสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ 3x + 2y

ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข - x  + y<  1

x + 4_y<4

3x + 2.y>-3

x + _y<2

-4 x  + 3^> -12

ไม่จำกัดค่าของ X, y

วิธีทำ โดยวิธีการของเอืออาร

ให้ z = 3x + 2_yจะได้ว่า y - Z~^X และแทนค่ากลับไปในบัญหาเรมต้น จะได้บัญหาที่จัดรูปใหม่คือ

หาค่าตํ่าสุด และสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ Z

ลอดคล้องกับเงอนไข 7 , า ( a ไZ < 5x + 2 1(a) € / 21

5JC + 4 
2

(b) 6 I 21
Z > -3.... 
Z < x + 4.

.(c)
.(๙) g / 21

2 0 )  e  ก ั 2



ตังน้ัน ลำหรับการหาค1าตํ่าสุดแล้ว เราสามารถแยกหาคำตอบได้ตังนี้

29
จะเห็นว่า เงื่อนไขที่แปลงแล้วจะเป็นเงื่อนไขในรูปตัวแปร X และ Z  เท่านั้น และเง่ือนไข (c) เป็น

เงื่อนไขที่มีเฉพาะตัวแปร Z เท่าน้ัน หากเง่ือนไข (c) เป็นเง่ือนไขท่ีเป็นส,วนหน่ึงในบรเวณท่ีเป็นไปได้แล้ว จะได้
ว่า ค่าตํ่าสุดของปัญหานี้เท่ากับ -3 (ดูรูป 2.13 ประกอบ)

กรณีที่1 หากตัดให้เงื่อนไขบังตับ (c) อยู่ในกลุ่มเง่ือนไข 7,1

โดยบทแทรก 2.2 ได้ว่าเงื่อนไขจะอยู่ในกลุ่มที่ 1 นั้นคือ ผลเฉลยจะเกิดจากการตัดกันของเงื่อนไขที่มี 

ค่าความชันมากที่สุดในกลุ่ม / 11 (ซ่ึงในท่ีน้ีคือเง่ือนไข (c)) กับเงื่อนไขที่มีค่าความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม / 12 (ซ่ึง 

ในท่ีน้ีคือเง่ือนไข (e))

ผลเฉลยท่ีได้คือ

X =  (-3 + 8) X ร ุ-  = ̂ -ะร ;ุ:
y  =

ค่าตำสุดคอ -3 ทจุด (x,_y) = '10 - 8 0  
ร ุ7 ’ไ34~

กรณีท่ี 2 หากจัดให้เง่ือนไข (c) อยู่ในกลุ่มเง่ือนไข / 12

โดยบทแทรก 2.2ได้ว่า ปัญหานี้จะให้ผลอยู่ในกลุ่มที่ 3 ซ่ึง เงื่อนไขที่มีค่าความชันมากสุดในกลุ่ม / 21มี 

ค่าเท่ากับ 5 (เง่ือนไข (a)) ซึ่งมากกว่า เงื่อนไขที่มีค่าความชันน้อยสุดในกลุ่ม / 12 ซึ่งมีค่าความชันเท่ากับ 0 

(เง่ือนไข (c)) โดยน้ันท่ี 5 ได้ว่า ผลเฉลยจะเกิดจากการตัดกันของเงื่อนไข (a) และเงื่อนไข (c)

ผลเฉลยคอ Z - -  3 
- 3 - 2

=  -1

-3-3C-1) A
y = — 0 — = 0

ค่าตํ่าสุดคือ-3 ท่ีจุด (x, y) -  (1,0)



สังเกตว่า ไม'ว่าจะแบ่งเงื่อนไข (c) ให้อยู่ในกลุ่มใด ก็จะได้ค่าตํ่าสุดเท่าเดิม เนื่องจากว่า เง่ือนไข (c) เป็น 

เงื่อนไขที่มีทิศทางเดียวกันกับทิศทางของฟังก์ชันจุดประสงค์ และสอดคล้องกับทฤษฎีบท 2.2
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กรณีการหาค'าสุงสุด

หากจัดเงื่อนไข (c) ให้อยู่ในกลุ่ม / 12 แล้ว (ซึ่งไม'มีผลต่อการหาค่าสูงสุด) โดยบทแทรก2.2 จะได้ว่า 

ปัญหาดังกล่าวจะอยู่ในกลุ่มที่ 5 ซึ่งเงื่อนไขที่มีค่าความชันน้อยที่สุดในกลุ่ม / 21 มีค่าความชันเท่ากับ 1

(เง่ือนไข (d)) ซึ่งน้อยกว่าเงื่อนไขที่มีค่าความชันมากสุดในกลุ่ม 112 ซึ่งมีค่าเท่ากับ Y •(เง่ือนไข (e)) โดยข่ํนท่ี 

5 ได้ว่าปัญหานี่จะมีผลเฉลยซึ่งจะมาจากการดัดกันของเงื่อนไข (d) และ (e)

8 28 2
ผลเฉลยคือ x = —,z = — ,y = — 

5 5 ^ 5

ค่าสูงสุดมีค่าเท่ากับ ^  ท่ีจุด O ,y) = "8 2 
J ’ 5

\

/
#

ซึ่งจะตรวจสอบคำตอบที่ได้เปรียบเทียบกับการแก้ปัญหาโดยวิธีกราฟ ได้ดังนี้

Z

รูป 2.13 แสดงการแก้ปัญหาโดยวิธีกราฟของปัญหาที่แปลงตัวแปรแล้ว
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y

รูป 2.14 แสดงการแก้ปัญหาโดยวิธีกราฟของปัญหาเรมต้น

2.3 เงื่อนไข Karush-Kuhn-Tucker

2.3.1 {โ-ญหาคู่ควบ (Dual Problem)

ในปัญหากำหนดการเชิงเล้นทุกปัญหา จะมีปัญหาอีกหนึ่งปัญหาที่ใช้ข้อมูลคล้ายกับปัญหาต"งต้นที่ 
เรียกว่า ปัญหาคู่ควบอยู่ด้วยเสมอ ปัญหาคู่ควบถูกนำมาใช้ตรวจลอบร่วมกับผลเฉลยของปัญหาเริ่มต้นพร้อม 
เง่ือนใฃหย่อนเติมเต็ม (Complementary slackness) สำหรับผลเฉลยที่สอดคล้องกับการเป็นผลเฉลยที่เหมาะ 
ที,สุด โดยท่ีทิศทางของจุดประสงค์ของปัญหาคู่ควบจะตรงข้ามกับปัญหาเรมต้นเสมอ กล่าวคือ ถ้าปัญหา 
เรมต้นเป็นการหาค่าตํ่าลุด ในปัญหาคู่ควบจะเป็นการหาค่าสูงสุด เป็นต้น

ให้ น = (น1,น2,....น111) ' ' เป็นเวกเตอร์ของตัวแปรคู่ควบ

สำหรับปัญหาเรมต้นที่เราคืกษาคือ



ห า ค ่า ต ํ่า ล ุด ข อ ง  CTX

ภ า ย ใต ้เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ  A x > b  (1 0 )

ไม,จ ำ ก ัด ค ่า ข อ ง  X

จ ะ ม ีป ๋ญ ห า ค ู่ค ว บ ค ือ

ห า ค ่า ส ูง ส ุด ข อ ง  น 1 b

ภ า ย ใต ้เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ  น 7 A =  c t ( 11)

น > 0

ก า ร ส ร ้า ง ป ัญ ห า ค ู่ค ว บ ท ำ ไ ด ้ต ัง น ี้

ห า ก บ ัญ ห า เร ิ่ม ต ้น เป ็น ก า ร ห า ค ่า ต ํ่า ส ุด  บ ัญ ห า ค ู่ค ว บ จ ะ เป ็น ก า ร ห า ค ่า ส ูง ส ุด

- ห า ก เง ื่อ น ไ ข บังคับข อ ง บ ัญ ห า เร ิ่ม ต ้น เป ็น ม า ก ก ว ่า ห ร อ เท ่ากับแ ล ้ว  ต ัว แ ป ร ข อ ง บ ัญ ห า ค ู่ค ว บ ม ีค ่า  

น ้อ ย ก ว ่า ห ร อ เท ่า ก ับ ศ ูน ย ์

- ห า ก เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ อ ง บ ัญ ห า เร ิ่ม ต ้น เป ็น น ้อ ย ก ว ่า ห ร อ เท ่า ก ับ แ ล ้ว  ต ัว แ ป ร 1ข อ ง ป ัญ ห า ค ู่ค ว บ ม ีค ่า  

ม า ก ก ว ่า ห ร อ เท ่า ศ ูน ย ์

- ห า ก เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ ข อ ง บ ัญ ห า เร ิ่ม ต ้น เป ็น เท ่า ก ับ แ ล ้ว  ต ัว แ ป ร ข อ ง บ ัญ ห า ค ู่ค ว บ จ ะ ไ ม 1จ ำ ก ัด ค ่า

- ห า ก ต ัว แ ป ร ข อ ง บ ัญ ห า เร ิ่ม ต ้น เป ็น ม า ก ก ว ่า ห ร อ เท ่า ก ับ ศ ูน ย ์แ ล ้ว  เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ ข อ ง บ ัญ ห า ค ู่ค ว บ จ  

เป ็น ม า ก ก ว ่า ห ร อ เท ่า ก ับ

- ห า ก ต ัว แ ป ร ข อ ง ป ัญ ห า เร ิ่ม ต ้น เป ็น น ้อ ย ก ว ่า ห ร อ เท ่า ก ับ ศ ูน ย ์แ ล ้ว  เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ ข อ ง ป ัญ ห า ค ู่ค ว บ จ 

เป ็น น ้อ ย ก ว ่า ห ร อ เท ่า ก ับ

- ห า ก ต ัว แ ป ร ข อ ง ป ัญ ห า เร ิ่ม ต ้น ไ ม ,จ ำ ก ัด ค ่า แ ล ้ว  เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ ข อ ง ป ัญ ห า ค ู่ค ว บ จ ะ เป ็น เท ่า ก ับ  

ห า ก ป ัญ ห า เด ิม เป ็น ก า ร ห า ค ่า ส ูง ส ุด  ป ัญ ห า ค ู่ค ว บ จ ะ เป ็น ก า ร ห า ค ่า ต ํ่า ล ุด

- ห า ก เง ื่อ น ไ ข บ ัง ค ับ ข อ ง ป ัญ ห า เร ิ่ม ต ้น เป ็น ม า ก ก ว ่า ห ร อ เท ่า ก ับ แ ล ้ว  ต ัว แ ป ร ข อ ง ป ัญ ห า ค ู่ค ว บ จ ะ

มากกว่าหรือเท่ากับศูนย์
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- หากเงื่อนไขบังคับของปัญหาเรมต้นเป็นน้อยกว่าหรอเท่ากับแล้ว ตัวแปรของปัญหาคู่ควบจะน้อย 
กว่าหรอเท่ากับศูนย์

- หากเงื่อนไขบังคับของปัญหาเรมต้นเป็นเท่ากับแล้ว ตัวแปรของปัญหาคู่ควบจะไม,จำกัดค่า
- หากตัวแปรของปัญหาเรมต้นมากกว่าหรอเท่ากับศูนย์แล้ว เงื่อนไขบังคับของปัญหาคู่ควบจะน้อย 

กว่าหรอเท่ากับ
- หากตัวแปรของปัญหาเรมต้นน้อยกว่าหรอเท่ากับศูนย์แล้ว เงื่อนไขบังคับของปัญหาคู่ควบจะ 

มากกว่าหรือเท่ากับ
- หากตัวแปรของปัญหาเรมต้นไม่จำกัดค่าแล้ว เงื่อนไขบังคับของปัญหาคู่ควบจะเป็นเท่ากับ 

ตัวอย่าง2.2 จากปัญหากำหนดการเชิงเล้นต่อไปนี้

หาค่าตำสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ 3x + 2y 

ซ่ึงสอดคล้องกับเง่ือนไขบังคับ - x  + y<  1

x+ 4 y< 4

3x + 2 y> -3

x + y< 2

-4 x  + 3 y > - \2

ไม่จำกัดค่าของ X,y

เราเขียนปัญหาคู่ควบได้โดยกำหนด น = (พ,พ,, น2,น3,น4,น5) เป็นเวกเตอร์ฃองตัวแปรคู่ควบ

หาค่าสูงสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ น1 + 4น2 -3พ3 + 2 น4 - 1 2 น5

ซ่ึงสอดคล้องกับเง่ือนไข -U1+ น2+3พ3+น4-  4น5 - 3

น\ + 4พ2 น้ี" 2พ3 น้ี- น4 น้ี- 3พ5 = 2

พ1,พ2,น3,พ4,พ5 >0
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2.3.2 เงีอนไขที่เหมาะที่ส ุด Karush-Kuhn-Tucker (KKT Optimal Conditions)

ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงเงื่อนไขที่ทดสอบจุดที่เหมาะที่ลุดของปัญหากำหนดการเชิงเล่น กล่าวคือ ถ้า 

X - เป็นจุดที่เหมาะที่ลุดของปัญหากำหนดการเชิงเล่นแล้ว X - จะต้องลอดคล้องกับเงื่อนไขเคเคที 

(KKT Conditions) ต่อไปนี

- จุด X - อยู่ในบรเวณที่เป็นไปได้ของปัญหาเริ่มต้น (Primai Feasibility)

- จุด น' ซึ่งเป็นจุดของปัญหาคู่ควบอยู่ในบรเวณที่เป็นไปได้ของปัญหาคู่ควบ (Dual Feasibility) 

จุด x ’ ลอดคล้องกับเงือนไขหย่อนเติมเต็ม (Complementary slackness)

เขียนเป็นสัญลักษณ์ได้ดังนี้

X* เป็นจุดเหมาะสมที่สุดเมื่อ

2 . น t ~à =  c t ,u  > 0  112.

3. น*7' (Ax -b )  =  0

ตัวอย่าง 2.3 จากตัวอย่าง 2.1 และ2.2จงแสดงว่าจุด (x ,^ ) = (-1,0) เป็นจุดเหมาะที่สุดที่ให้ค,าต่ําสุดโดยใช้ 

เง่ือนไขเคเคที

วิธีทำ โดยเง่ือนไขแรกของ KKT จุด (1, 0) สอดคล้องกับทุกเงื่อนไขบังคับของปัญหา

หาค่าตํ่าสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ 3x + 2y  

ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขบังคับ

- x  + y < \  (1 = 1)
x +  4y <4  (  - 1 < 4 )
3x + 2_y > -3  ( - 3 = - 3 )
X +  y  < 2  (  - 1 < 2 )
-4 x  +  3 y > - 1 2  ( 4 > - 1 2 )

x ,yไม,จำกัดค่าของ
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จากตัวอย่าง 2.2 เลือก พ =  ( « 1,พ2,พ3 ,พ4 ,พ5) เป็นเวกเตอร์ฃองตัวแปรค ู่ควบโดยปัญหาคู่ควบของปัญหานีคอ

หาค่าสูงสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ พ, + 4 พ 2 - 3 พ 3  +  2พ 4 - 1 2 พ 5

J J,_ พ J  V, -M, + ผ2 + 3พ3 +พ4-  4w5 =3ชงสอดคล้องกับเงอนเข
พ, +  4พ2 +  2พ3 +  พ4 +  3ผ5 =  2

พ1,พ2,พ3,พ4,พ5 >0

เนื่องจากจุด (-1,0) มาจากการตัดกันของเงื่อนไขบังคับที่ า และ 3 โดยเงื่อนไขที่ลามของเคเคทีได้ว่า 
พ2 = M 4 = น5 = 0 และปัญหาคู่ควบจะเหลือเพียง

หาค่าสูงสุดของฟังก์ชันจุดประสงค์ พ, -  3ผ3

-พ , +  3พ3 =  3
ลอดคล้องกับเง่ือนไข พ, + 2ผ3 = 2

พ,,พ3 > 0

แก้ระบบลมการได้ พ, = 0 ,พ3 = 1 ซึ่งต่างก็มากกว่าหรอเท่ากับศูนย์

ตังน้ัน จุด 0 ,x )  = (1,0) สอดคล้องกับเง่ือนไขท"งสามของเคเคที และเป็นจุดที่เหมาะที่สุด #
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