
ท ฤ ษ ฎ ีแล ะส ถ ิต ิท ีเก ีย ว ข ้อ ง

งานวิจัยนีมีชุดมุ่งหมายเพื่อศึกษาอำนาจการทดสอบของสถิติทดสอบค่าเฉลี่ยของประชา 
กรกลุ่มเดียว เมื่อประชากรมีการแจกแจงแบบเบ้ขวา โดยใช้การแจกแจงแลมดาของตูกีร์ ซ่ึงเป็นการ 
แจกแจงที่กำหนดโดยค่าความเบ้และความโด่งของข้อมูล ค้าหรับบทน้ีจะกล่าวรายละเอียดตามหัว 
ข้อต่อไปนี้

1. ความเบ้ (Skewness) และความโต่ง (Kurtosis)
2. การแจกแจงแลมดาของตูกีร์
3. การแจกแจงของพิงก์ชันท่ีได้จากตัวอย่างสุ่ม และการแจกแจงของค่าเฉลี่ยตัวอย่าง
4. ตัวสถิติที่ใช้ในการทดสอบ

2.1 ความเบ้ (Shewness) และความโด่ง (Kurtosis)

2.1.1 ความเบ้

ประชากรท่ีมีการแจกแจงสมมาตรหัน เค้นโค้งที่ได้จากการแจกแจงจะมีลักษณะเป็นรูป 
ระฆังท่ีสมมาตรกันท่ีค่าเฉลี่ย เค้นโค้งทางด้านขวาของค่าเฉลี่ย และทางด้านซ้ายของค่าเฉล่ีย จะมี 
ลักษณะเหมือนกันท ุกประการ ค่าเฉล่ีย (Mean) มัธยฐาน (Median) และฐานนิยม (Mode) จะมีค่าเท่า 
กันหรือทับกันสนิท

แต่ถ้าประชากรมีการแจกแจงไม่สมมาตร มีลักษณะ เบ้ไปข้างใดข้างหนึ่ง ค่าเฉล่ีย 
มัธยฐาน และฐานนิยมจะมีค่าต่างกัน พิจารณาดูรูปต่อไปนี้
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รูปท่ี 2.1 แสดงเค้นโค้งของการแจกแจงที่ไม่มีความเบ้ เบ้ขวา และเบ้ซ้าย

จะเห็นว่าในรูป a. ประชากรมีการแจกแจงสมมาตร ซ่ึงไค้ว่าค่าเฉล่ีย มัธยฐานและฐาน 
นิยม จะมีค่าเท่ากัน ส่วนในรูป b. ประชากรมีการแจกแจงเบ้ไปทางขวา เพราะพ้ืนที่เค้นโค้งทางค้าน 
ขวาของค่าฐานนิยมมากกว่าพื้นที่ทางด้านซ้ายของค่าฐานนิยมและในรูป C. ประชากรมีการแจกแจง 
เบ้ไปทางซ้าย เพราะพื้นท่ีภายได้เค้นโค้งทางด้านซ้ายของค่าฐานนิยมมีมากกว่าพ้ืนท่ี ทางด้านขวา 
ของค่าฐานนิยม

การวัดความเบ้ (Measure of Skewness) จะใช้การวัดความเบ้โดยวิธีโมเมนต์ (Moment) 
สูตรสำหรับหาค่าวัดสมมาตร หรือสัมประสิทธีความเบ้จากค่าประชากร เป็นดังนี
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แ 3 E((X-JUŸ)
=  CT3 =  (IV(X))m

โดยท่ี
เน3 คือ โมเมนต์ศูนย์กลางอันดับท่ี 3 E((X- เน Ÿ)
G คือ ค่าเบ่ียงเบนมาตรฐานของประชากร y]V(X)

สามารถประมาณค่าวัดสมมาตร หรือส้มประสิทธ์ความเบ้จากข้อมูลตัวอย่างได้ค่าสถิติดัง
น ี้

A 1ท3
a  3 ~  7  \  3/2(พ2)

โดยท่ี

m 3 =  z ( x / - * )  / n  

m2= - * )  /n

การวัดความเบ้ด้วยโมเมนต์ศูนย์กลางอันดับท่ี 3 จะให้ค่าต่างๆ กันดังนี้
1. ถ้าการแจกแจงสมมาตร ค่าส้มประสิทธ์ความเบ้เป็นศูนย์
2. ถ้าการแจกแจงเบ้ขวา ค่าส้มประสิทธ์ความเบ้มีค่าเป็นบวก
3. ถ้าการแจกแจงเบ้ซ้าย ค่าส้มประสิทธ์ความเบ้มีค่าเป็นลบ

2.1.2ความโด่ง

การวัดความโต่ง ก็คือการวัดเส้นโค้งว่าจะมีความโด่งมากน้อยเพียงใด เส้นโค้งที่เราเรียก 
ว่าเส้นโค้งปกติ เส้นโค้งใดที่โด่งผิดจากเส้นโค้งปกติ ก็นับเป็นเส้นโค้งที่ไม่ปกติทั้งสิ้น แม้แต่จะ 
เป็นรูประฆังท่ีสมมาตรก็ตาม

ความโด่งของการแจกแจงของประชากร มี 3 ลักษณะดังนี้
1. เส้นโค้งที่มีความโด่งเป็นปกติ เรียกว่า เส้นโค้งชนิด Mesokurtic
2. เส้นโค้งที่แบนราบกว่าปกติ เรียกว่า เส้นโค้งชนิด Platykurtic
3. เส้นโค้งที่โด่งกว่าปกติ เรียกว่า เส้นโค้งชนิด Leptokurtic
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การวัดความโด่ง (Measure of Kurtosis) หรือการหาสัมประสิทธ์ความโด่ง ซ่ึงวัดได้จาก 
ค่าโมเมนต์ศูนย์กลางอันดับท่ี 4 หารด้วยค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานยกกำลังส่ี ดังสูตรต่อไปนี้

_  _  E { { X - p Ÿ )
a* = <J*= (V(X))2

โดยท่ี
fJA คือ โมเมนต์ศูนย์กลางอันดับที่ 4 E((X- เน ป)
a  คือ ค่าเบ่ียงเบนมาตรฐานของประชากร y]V(X)

สามารถประมาณค่าวัดความโด่ง หรือสัมประสิทธ์ความโด่งจากข้อมูลตัวอย่างได้ค่าสถิติ
« พ ี'

* = J ^  
a * — \ 2  (ทh)

โดยท่ี

m 4 =  ร ุ  ( * f  - * )  / n

“ 2 = ร ุ( ^ “ *) /n

การวัดความโด่งโดยใช้โมเมนต์ศูนย์กลางอันดับที่ 4 จะให้ค่าต่างๆ กันดังนี้
1. ถ้า « 4 เท่ากับ 3 แสดงว่าเห้นโค้งมีความโด่งเป็นปกติ (Mesokurtio)
1. ถ้า « 4 น้อยกว่า 3 แสดงว่าเสันโค้งแบนราบกว่าปกติ (Platykurtio)
3. ถ้า « 4 มากกว่า 3 แสดงว่าเสันโค้งที่โด่งกว่าปกติ (Leptokurtio)

2.2 ก ารแจ กแจงแอ ม ด าข อ งด ูก ีร ์ (T u k ey ’s L am d a D istr ib u tion )

Ramberg และ Sohmeiser ได้เสนอวิธีการสร้างตัวแปรสุ่มที่ขึ้นอยู่กับความเบ้ (skewness ะ 
« 3) และความโด่ง (kurtosis ะ « 4) โดยตัวแปรสุ่มนี้มีการแจกแจงที่เรียกว่า “การแจกแจงแลมดา 
ของตูกีร์” โดยที่ตัวแปรสุ่มนั้นจะถูกกำหนดจากค่าพารามิเตอร์ 4 ค่า ซึ่งสัมพันธ์กับค่าความเบ้และ 
ความโด่ง ดังนี

X =R(p)= ตั1+ [ / 3 ~ { \ - p ) ^ ] a 2 ; 0< P < 1 (2.1)



11

โด ย ท ี่ P เป ็น เลข ช ุ่ม ท ี่ม ีค ่าระห ว ่าง  0  และ  1
/I, ค ือพ าราม ิเต อร ์ท ี่ก ำห น ด ต ำแห น ่ง  (Location parameter)
Â2 ค ือ พ าราม ิเต อร ์ม าต ราส ่วน  (S cale parameter)
Â3,Â4 ค ือพ าราม ิเต อร ์ส ัณ ฐ าน  (Shapeparam eter) ซ ึ่งข ึ้น ก ับ ค ่าค วาม เบ ้และค วาม  

โด ่งท ี่ก ำห น ด  ถ ้าก ารแจ กแจ งเป ็น แบ บ ส ม ม าต ร จ ะได ้ว ่า  Â3 = Â4

ด ังน ั้น ฟ ิงก ์ช ัน ค วาม ห น าแน ่น ข องต ัวแป รช ุ่ม  X  ท ี่ได ้จาก ส ม ก าร  (2 .1) ค ือ

โดยท ี่

/ (x) =y(R(p))
= i/r '(p)
=  * . 2 [ * . 3p^ ' + u x - p) * '- 1] ' ; 0<p< 1

R(p) = dR(p)/dp
Ramberg และ Sohmeiser ได้แสดงค่าโมเมนต์ท่ี k เม่ือ 4=0 ได้ดังสมการ

(2.2)

1) (2.3)

โด ยท ี่ P  ค ือ ค ่า เบ ด ้าฟ ิงก ์ช ัน (bata function)
จากส ม การท ี่ (2 .3) โม เม น ต ์ท ี่ k  จ ะ ห าค ่าไม ่ได ้ เม ื่อค ่า เบ ้ต าฟ ิงก ์ช ัน ม ีค ่า เป ็น ลบ  ด ังบ ัน  

โม เม น ต ์ท ี่ k จะห าค ่าได ้ก ็ต ่อ เม ื่อ  -1 /k < m in (Â3,Â4)

ด ังน ั้น จ ากส ม การท ี่ (2 .3) ส าม ารถ ห าค ่า เฉ ล ี่ย  ความ แป รป รวน  โม เม น ต ์ท ี่ 3 รอบ ค ่า เฉ ล ี่ย  

(^3 =  E ( X  -  ju)3) และโม เมน ต ์'ท ี่ 4  รอบ ค ่าเฉ ล ี่ย  ( / / 4 =  E ( X  -  yU)4)  จ าก ก ารแ จ ก แ จ งได ้ด ังน ี

f l  = A] + A  เ  A2 
a1 -  (B- A2) /
JU3 = (C-3AB + 2A3)/ ̂ 2
fi4 = (D-  4 AC+ 6 A2 B-  3 A4 ) / A4
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A = l/( l+ 2 3)- l /( l+ /l4)
B = l/(l+2A3)+l/(l+2A4) - 2p{\+ A3, l+A4) 
c = l/(l+3 A3 ) - 3 p a +2 A3, 1+ A4 )+3 p(l+A3, 1+2 A4 ) - l/(l+3 A4 )
D = l/(l+4yi3) -4/?(1+3 A3, 1+ A4 )+6P(l+2A3, 1+2 A4 )

-4P(1+A3, 1+3 A4 )+l/(l+4 A4 )

ด ัง น ั้น ค ่า ค ว า ม เบ ้แ ล ะ ค ว า ม โ ด ่ง  เป ็น ไ ป ต า ม ส ม ก า ร ด ัง น ี้

«3=/น3/ CT3 (2.4)

เร า ส า ม า ร ถ ห า ค ่า  A 1,ดั2, A3,A4 เม ื่อ ก ำ ห น ด ค ่า ค ว า ม เบ ้แ ล ะ ค ว า ม โ ค ่ง ต ่า ง ๆ ไ ด ้

จ า ก ต า ร า ง  Remberg แ ส ด ง ใ น ภ า ค ผ น ว ก  โ ด ย ท ี่ค ่า  เป ็น ค ่า ท ี่ค ่า เฉ ล ี่ย เป ็น ศ ูน ย ์แ ล ะ ค ว า ม แ ป ร ป ร ว น เท ่า  

ก ับ  1 แ ต ่ถ ้า เฉ ล ี่ย เท ่า ก ับ  jj, แ ล ะ ค ่า ค ว า ม แ ป ร ป ร ว น เท ่า ก ับ  ( J 2 จ ะ ต ้อ ง แ ป ล ง ค ่า  Ax แ ล ะ  A2 จ า ก ต า ร า ง

(*4 = JU 4 / C74 ( 2 .5 )

A1(/1, <y) = Ax (0,1) (J + เน 
A2 ( / i  ,a) =  A2 ( 0 ,1 )  / CT

(2.6)
( 2 .7 )

ค ่า ป ร ะ ม า ณ ค ว า ม เบ ้ « 3 , ค ว า ม โ ด ่ง  « 4 จ า ก ข ้อ ม ูล ต ัว อ ย ่า ง ไ ด ้ด ัง น ี

A m3

โ ด ย ท ี่
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กราฟแสดงฟงก์ชันความหนาแน่นของการแจกแจงแลมดาของตูกีร์ที่ค่าความเบ้และ 
ความโด่งต่างๆ แสดงดังรูปที่ 2 .2 -2 .4

รูปที่ 2.2 แสดงฟงก์ชันความหนาแน่นของการแจกแจงแลมดาของดูกีร์ ที่ความเบ้เท่ากับ 
0, ความโด่งเท่ากับ 3, 5 ,9
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รูปที่ 2.3 แสดงท่งก์ชันความหนาแน่นของการแจกแจงแลมดาของตูกีร์ ที่ความเบ้เท่ากับ 
1, ความโด่งเท่ากับ 4, 6, 9

รูปที่ 2.4 แสดงฟ้งก์ชันความหนาแน่นของการแจกแจงแลมดาของลูกีร์ ที่ความเบ้เท่ากับ 
0, 0.5, 1 , ความโด่งเท่ากับ 4
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2.3 การแจกแจงของฟังก์ชันที่ได้จากตัวอย่างชุ่ม แอะการแจกแจงของค่าเฉลี่ยตัวอย่าง

2.3.1 ค่าคาดหวังและค่าความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของฟิงก์ชันที่ได้จากตัวอย่างสุ่ม

เนื่องจากฟิงก์ชันที่ได้จากตัวอย่างสุ่มเป็นตัวแปรสุ่มที่มีการแจกแจงความน่าจะเป็น จึง
สามารถที่จะหาค่าคาดหวัง และค่าความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน (Standard Error) ของฟ้งก์ชันหรือ 
ตัวแปรสุ่มนีได้ สมมติว่า จากตัวอย่างสุ่ม (Y„Y2, . . . ,¥ 11) ฟิงก์ชัน พ  = Y จะมีการแจกแจงความน่า 
จะเป็น โดยค่าคาดหวังของ พ  หรือ E(w) คือค่าเฉลี่ยของการแจกแจงของ พ  และค่าความคลาด 
เคลื่อนมาตรฐานของ พ  หรือ S.E(W) คือรากที่สองของค่าความแปรปรวนของ พ

ยกตัวอย่างเช่น กรณีที่ฟิงก์ชันที่ได้จากตัวอย่างสุ่มเป็นค่าเฉลี่ยตัวอย่าง ให ้ Y  เป็นค่าเฉลี่ย 
ตัวอย่างของตัวอย่างสุ่ม (Yj,Y2,...,Y n) ซึ่งเลือกมาจากประชากรที่มีค่าเฉลี่ย แ  และความแปรปรวน 
CT2 จะได้ว่าค่าเฉลี่ยตัวอย่าง Y  จะมีค่าคาดหวังเช่นเดียวกับค่าคาดหวังของประชากร Y และจะมีค่า 
ความแปรปรวนเท่ากับค่าความแปรปรวนของ Y หารด้วยขนาดตัวอย่าง กล่าวคือ

E (F ) = E(Y) = /J.
V (F ) = V (Y )/n =  CT2/ ท

และ S .E .(F )=  (T / yfn

2.3.2 การแจกแจงหาค่าเฉลี่ยตัวอย่าง

2.3.2.1 กรณีไม่ทราบค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของประชากร และประชากรมีการ
แจกแจงปกติ

ถ้าเลือกตัวอย่างจากประชากรที่มีค่าเฉลี่ย / /  และความแปรปรวน a 2 ค่าเฉลี่ยตัวอย่าง Y

จะมีการแจกแจงเป็นปกติโดยมีค่าเฉลี่ย เน และความแปรปรวน C72/ ททำให้ ^ ~  p- มีการแจก
a / y j n

แจงแบบ N(0,1) อย่างไรก็ตามในทางปฏิบัติบ่อยครั้งเราจะไม่ทราบค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของ
ประชากร ในกรณีเช่นนี้มักจะประมาณ (7  ด้วยค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของตัวอย่าง ร ตัวสถิติท่ีน่าสน

ใจจึงเป็น t ซึ่งไม่ได้มีการแจกแจงปกติอีกต่อไป แต่เป็นตัวสถิติเป็นทํงก์ชันของตัวแปร

สุ่ม 2 ตัว คือ Y  และ ร



ดังน้ันตัวสถิติทดสอบ

.ฝ-ร/ห

จึงมีการแจกแจงที ด้วยระดับขั้นความเสรีเท่ากับ ท-1

2 3 . 2 . 2  กรณีประชากรมีการแจกแจงแบบอื่นๆ ที่ใม่ใช่การแจกแจงปกติ

ในบางครั้งประชากรที่เราสนใจอาจมีการแจกแจงแบบอื่นๆ ที่ไม่ใช่การแจกแจงปกติ โดย 
ปกติเราจะอาศัยทฤษฎีบทลิมิตเข้าสู่ส่วนกลาง เพ่ือประมาณการแจกแจงของค่าเฉลี่ยตัวอย่างดังนี

ถ้าสุ่มตัวอย่างขนาด ท (¥ 1,¥ 2,...,Y11) จากประชากรใดๆ ที่มีค่าเฉล่ีย / ท เ ละความแปรป 
รวน (T2 แล้ว ถ้าตัวอย่างมีขนาดใหญ่ ค่าเฉล่ียตัวอย่าง Y  จะมีการแจกแจงเข้าสู่การแจกแจงปกติที่มี

ค ่าเฉลี่ย^ และความแปรปรวน or2 เท  หรือ ^ ~ จะมีการแจกแจงโดยประมาณปกติมาตรฐาน
a l  'ร/ห

แต่ถ้าไม่ทราบค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของประชากร(cr) จะประมาณค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของ

ประชากรด้วยค่าเบ่ียงเบนมาตรจานของตัวอย่าง (ร) ตังนันการแจกแจงของ t = - — ¥ =  ซ่ึงเรียกว่าร / •ร/ห
“ตัวสถิติทดสอบที” จะมีการแจกแจงที ถ้าขนาดตัวอย่างมีขนาดใหญ่พอ

แต่ในบางครั้งเราก็ไม่สามารถที่จะสู่มตัวอย่างให้มีขนาดใหญ่มากๆ ได้ ตังนั้นตัวสถิติ
ทดสอบที่อาจจะไม่เหมาะสมกับการนำมาใช้งาน เม่ือประชากรมีการแจกแจงแบบอื่นโดยเฉพาะ
อย่างยิ่งประชากรมีความเบ้ จึงจำเป็นต้องเลือกใช้ตัวสถิติตัวอื่น

2.4 ตัวสถิติท่ีใช้ในการทดสอบ

2.4.1 ตัวสถิติทดสอบที (Student’s t test)
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เม่ือ X

ร

ท

1 .1 £ * 1
แทนค่าเฉล่ียของตัวอย่างมีค่าเท่ากับ — —

แทนค่าความเบี่ยงเบนมาตราฐานของตัวอย่างมีค่าเท่ากับ

แทนขนาดของกลุ่มตัวอย่าง

ตัวสถิติทดสอบทีจะมีการแจกแจงที ด้วยระดับข้ันความเสรี(degree of freedom) เป็น n-1
เม่ือสมมติฐานว่างเป็นจริง

จะปฏิเสธสมมติฐานเม่ือ
ทดสอบทางด้านน้อยกว่า : t < - t a ,ท-1
ทดสอบทางด้านมากกว่า : t > ^ a j i - \

ทดสอบสองทาง : M > 2-”-'

2.4.2 ตัวสถิติทดสอบทีของจอห์นสัน (Johnson’s t test)

A A

J *  ( * - / 'o )  +  ̂ r ^  + / ( ฬ )

. . £ * 1
X แทนค่าเฉล่ียของตัวอย่างมีค่าเท่ากับ ——

ท

ร แทนค่าความเบ่ียงเบนมาตราฐานของตัวอย่างมีค่าเท่ากับ J — Y ( x .  - x ) 2 

ท แทนขนาดของกลุ่มตัวอย่าง

/73 แทนโมเมนต์ที่สามรอบค่าเฉลี่ยของตัวอย่างโดย / /3 = ^ * *  ~
/=1 w

จะปฏิเสธสมมติฐานเม่ือ
ทดสอบทางด้านน้อยกว่า 
ทดสอบทางด้านมากกว่า 
ทดสอบสองทาง

J > ^a /1 -l
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2.4.3 ตัวสถิติทดสอบดัดแปลงของจอห์นสัน (Modified Johnson’s t test)

„.ร ^ .J1.à1+ 2 เ ^ ฟ  r +
A r.2

Ë _
9 ท

เม่ือ X แทนค่าเฉล่ียของตัวอย่างมีค่าเท่ากับ ——
ท

ร แทนค่าความเบี่ยงเบนมาตราฐานของตัวอย่างมีค่าเท่ากับ - x )2
I a / I

■ เท ิน ิ- 1

£ * 1

ท แทนขนาดของคลุมตวอยาง

/?, แทนตัวประมาณที่ไม่เอนเอียงของค่าความเบ้ของตัวอย่างมีค่าเท่ากับ

ท
« Z  0 ,-*)3

(« -1 )(«  -  2)ร3

จะปฏิเสธสมมติฐานเม่ือ
ทดสอบทางด้านน้อยกว่า ะ MJ < ( - ( 0 1 - z a ) / 2  

ทดสอบทางด้านมากกว่า ะ MJ > ( t a n _ 1 + za ) / 2
>  ( โ  1+ ^ ) / 2ทดสอบสองทาง MJ
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