
บฑทั 2

สถิติที่ใชในการวิจัย

ในการประมาณค่าแบบช่วงความเชื่อมั่นสำหรับพารามิเตอร์ X  ของการแจกแจงแบบ 
ปัวส์’ซองมีด้วยกันหลายวิธี สำหรับวิธีการประมาณที่ทำการศึกษาเปรียบเทียบในวิจัยครั้งน้ีคือ 
วิธีการประมาณแบบปกติ วิธีการประมาณแบบไค-สแควร์ วิธีการประมาณแบบฒสั และวิธี 
การประมาณแบบวอร์เคล ในบทนี้จะกล่าวถึงรายละเอียดของทฤษฎีที1เก่ียวข้องกับการวิจัย
และวิธีการประมาณแต่ละวิธี ดังต่อไปน้ี

2.1 การประมาณค่าพารามิเตอร์แบบช่วง

ให้ X x, X 2 , . . . ,X '1 เป็นตัวอย่างล่มขนาด ท จากการแจกแจงซ่ึงมี 6  เป็นพารา 
มิเตอร์ที่ไม่ทราบค่า สมมติสามารถหาตัวสถิติ L ( X x, X  2, . . . ,X '1) และ บ ( X x, X 2 , . . . ,X '1) 

สำหรับค่าจรีง 9 ใดๆโดยที่
P [ L ( X x, X 2, . . . ,X  < 9 < บ  ( X „ X  2, . . . ,X 11) }  =  \  - a  

เม่ือความน่าจะเป็น 1 - a  เป็นค่าคงท่ี (0 < a  < 1)
น่ันคือถ้า X,, x 2 , . . . , X 11เป็นค่าสังเกตของX , , X 2 , . . . , X n ดังน้ัน /O , , x 2 , . . . ,X 11) แทน 

ด้วย / และ น( x  1, x 2 , . . . , x n ) แทนด้วย น เป็นค่าสังเกต^ของ L ( X  1, X 2 , . . . , X 11)  และ 
บ { X 1, X 2, . . . ,X '1) ตามสำดับ

จากนี้ เมื่อทราบค่าของตัวแปรล่ม และหาค่าตัวสถิติ L  และ ข,'ได้แล้ว'ก็สามารถที่จะ 
ส ร ้า งช ่ว ง (/,น ) แล ะ เร ีย ก ช ่วง( /,น ) ที่ได้^ว่าช่วงความ เช ื่อ ม ั่น 100(1- a )% สำหร ับ 6  

[ l00(1-๙ )% confidence interval for#] หรือกล่าวได้ว่า ช่วงค่าประมาณที่ได้ซ่ึงสามารถจะ 
คลุมค่าจรืง 9  จะตกอยู่ในช่วง ( I , น )  ด้วยความเชื่อมั่น100(1- ๙ ) %  และเรียกค่า /ว่าขีด 
จำกัดความเช่ือมั่นล่าง (lower confidence limit) เรียกค่า น ว่าขีดจำกัดความเชื่อม่ันบน 
(upper confidence limit) และเรียกค่า 1 - a  ว่าสัมประสิทธ้ิความเซือมัน (confidence
coefficient)
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2.2 ทฤษฎืบทลิมิตเข้าสู่ศูนย์กลาง ( The Central Limit Theorem )

เม ื่อ ส ุ่ม ต ัว อ ย ่า ง ข น า ด ใ ห ญ ่จ า ก ป ร ะ ช า ก ร ท ี่ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง แ บ บ ใ ด  ๆ ก ็ต า ม ท ี่ม ีค ว า ม  

แ ป ร ป รว น จ ำ ก ัด  ค ่า เฉ ล ี่ย ต ัว อ ย ่า ง จ ะ ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง ล ู่เข ้า ส ุ่ก า ร แ จ ก แ จ ง ป ก ต ิ น ั่น ค ือ

ถ ้า X ค ือ ค ่า เฉ ล ี่ย ข อ ง ต ัว อ ย ่า ง ส ุ่ม  X ,,X 2, . . . ,X n จ า ก ก า ร แ จ ก แ จ ง ท ี่ม ีค ่า  

เฉล ี่ย  แ  แ ล ะ ม ีค ่า ค ว า ม แ ป ร ป ร ว น  CT2 < 0 0  แล ้ว  เม ื่อ  «  - > C0 ได ้ว ่า

X ~ normal (/น, <วญ่ ) (โดยประมาณ)

ห รอ

Z = ^ -  norm al(0,1) (โดยประมาณ)
°  X N n

2.3 การแจกแจงแบบปัวส์ชอง (Poisson Probability distribution)

ก า ร ท ด ล อ ง ส ุ่ม ใด  ๆ  ก ็ต า ม ท ี่จ ำ น ว น ผ ล ส ำ เร ็จ ท ี่เก ิด ข ึ้น ใ น แ ต ่ล ะ ช ่ว ง เว ล า เป ็น อ ิส ร ะ ต ่อ  

ก ัน  แ ล ะ ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น ข อ ง ก า ร เก ิด ผ ล ส ำ เร ็จ ห น ึ่ง ค ร ั้ง ใน ช ่ว ง เว ล า ส ั้น  ๆ แ ป ร ผ ัน ต รง ก ับ ค ว า ม  

ย า ว ข อ ง ช ่ว ง เว ล า แ ล ะ ม ีค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น น ้อ ย ม า ก ท ี่จ ะ เก ิด ผ ล ส ำ เร ็จ ม า ก ก ว ่ห น ึ่ง ค ร ัง ใ น ช ่ว ง เว ล า  

ส ั้น  ๆ ส า ม า ร ถ ก ล ่า ว ได ้ว ่า  ก า ร ท ด ล อ ง น ั้น เป ็น ก า ร ท ด ล อ ง แ บ บ ป ัว ส ์ช อ ง  แ ล ะ ม ีฟ ัง ก ์ช ัน ค ว า ม น ่า  

จ ะ เป ็น  (p ro b a b ility  fu n c tio n ) ต ังน ี

/  (x;X) = P (X  =  X )  =  ^ - J -  ,*  = 0,1,2,...

=  0  1ค ่ า  X  อ ื ่ น ๆ

โด ย ท ี่ X  ค ือ  จ ำ น ว น ผ ล ส ำ เร ็จ ท ี่เก ิด ข ึ้น ต ่อ ห น ึ่ง ช ่ว ง เว ล า

X ค ือ  ค ่า เฉ ล ี่ย ข อ ง จ ำ น ว น ผ ล ส ำ เร ็จ ท ี่เก ิด ข ึ้น ต ่อ ห น ึ่ง ช ่ว ง เว ล า

และ e = 2.7182...
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เ ร า เร ีย ก ก า ร แ จ ก แ จ ง ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น ท ี่ม ีฟ ัง ก ์ช ัน ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น ข ้า ง ต ้น ว ่า  

ก า ร แ จ ก แ จ ง ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น แ บ บ ป ัว ส ัซ อ ง  (P o is s o n  p ro b a b ility  d is tr ib u tio n ) แ ท น ด ้วย  

ส ัญ ล ัก ษ ณ ์ X  — Poisson(A)
ใ น ก า ร อ น ุม า น เก ี่ย ว ก ับ พ า ร า ม ิเต อ ร ์ A ข อ ง ก า ร แ จ ก แ จ ง แ บ บ ป ัว ส ัซ อ ง ท ี่เป ็น  

ก า รป ระ ม า ณ ค ่า  ( E s tim a tio n ) แ ล ะ ใน ก า ร ป ร ะ ม า ณ ค ่า แ บ บ จ ุด  ( P o in t e s t im a tio n  ) จ ะ ใต ้ 

ว่า
ถ ้า ส ่ม ต ัว อ ย ่า ง ข น า ด  ท จ า ก ป ร ะ ช า ก ร ท ี่ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง แ บ บ ป ัว ส ัซ อ ง  ท ี่ม ี 

พ า ร า ม ิเต อ ร ์ ป .จ ะ ได ้ต ัว อ ย ่า ง ส ่ม  ค ือ  X , , X 2, . . . , X n ต ัง น ั้น ต ัว ป ร ะ ม า ณ ภ า ว ะ น ่า จ ะ เป ็น ส ูง  

ส ุด  ( M a x im u m  lik e lih o o d  ) ข อ ง  A ค ือ

À = (\! ท )^ X 1=X

เม ื่อ  ^ ปถ้ ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง แ บ บ ป ัว ส ัซ อ ง ท ี่ม ีพ า ร า ม ิเต อ ร ์ ค ือ  nA 
/ =1

และ A ม ีค ุณ ส ม บ ต ิไม ่เอ น เอ ีย ง แ ล ะ ม ีค ว า ม แ ป ร ป ร ว น ต ำ ส ุด  (M in im u m  v a r ia n c e  u n b ia s e d  

e s t im a to r : M V U E )

แ ล ะ จ ะ ได ้ว ่า

E ( i)  = (บท)'£ E (X , )

= 0 / » ) | >
= (1/ท)(ท A)

ฉ ะ น ั้น  V(Â) = A
V(Â) = V (X )

= V (X ) เท2 
ฉ ะ น ั้น  V(Â) - A in

ต ัง น ั้น ถ ้า ต ัว อ ย ่า ง ม ีข น า ด ใหญ ่เพ ีย ง พ อ ( ท - ^ 0 0 ) จ า ก ท ฤ ษ ฎ ีบ ท ล ิม ิต ส ่ศ ูน ย ์ก ล า ง  A จ ะ มีก าร 

แ จ ก แ จ ง ป ก ต ิโด ย ป ร ะ ม า ณ  แ ล ะ ม ีค ่า เฉ ล ี่ย ข อ ง ก า ร แ จ ก แ จ ง เป ็น  A แ ล ะ ค ว า ม แ ป ร ป ร ว น  ค ือ

A in
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2.4 การแจกแจงแกมมา (Gamma Distribution)

ต ัว แ ป ร ส ุ่ม  X  เร ีย ก ว ่า  ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง แ ก ม ม า 1ซ ึ่งม ี พ า ร า ม ิเต อ ร ์a > 0,j3 > 0  ถ ้า 

ม ีฟ ัง ก ์ช ัน ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น (P ro b a b ility  fu n c tio n ) ด ังน ี

/ (x) = P (X  = x) = Xa-'e~fix
f i a T  (a Y X y

0

ก า ร แ จ ก แ จ ง แ ก ม ม า แ ท น ด ้ว ย ส ัญ ล ัก ษ ณ ์ X  -  gamma(a,j3) 
โด ย ม ีค ่า เฉ ล ี่ย  ค ือ  a l  P  

แ ล ะ ค ่า ค ว า ม แ ป ร ป ร ว น  ค ือ  a lp 1

2.5 การแจกแจง'ใค-สแควร์((วhi-Square distribution)

พ ิจ า ร ณ า ก ร ณ ีเฉ พ า ะ ข อ ง ก า ร แ จ ก แ จ ง แ ก ม ม า ใ ห ้ต ัว แ ป ร ส ุ่ม  X  ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง แ ก ม ม า  

ซ ึ่งม ี a = n ! 2 แ ล ะ  J3 = 1 / 2  เม ื่อ  ท เป ็น จ ำ น ว น เต ็ม บ ว ก  จ ะ ได ้ฟ ัง ก ์ช ัน ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น  

(P ro b a b ility  fu n c tio n )  ต ังน ี

f ( x )  = P ( X  = x) = 1

r ( n i  2)2ท / 2
ท /2-1 - x / 2X e ,x > 0

เรา เร ีย ก  ว ่า ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง ไ ค -ส แ ค ว ร ์ท ี่ม ีอ ง ศ า ค ว า ม เป ็น อ ิส ร ะ เท ่า ก ับ  « แ ท น ด ้ว ย

ส ัญ ล ัก ษ ณ ์ X  -  x l
โด ย ม ีค ่า เฉ ล ี่ย  ค ือ  ท 

แ ล ะ  ค ่า ค ว า ม แ ป ร ป ร ว น  ค ือ  2ท
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2.6 ความสัมพันธ์ระหว่างการแจกแจงแบบปัว่ส์ชองกับการแจกแจงแกมมา

จ า ก ต ัว แ ป ร ส ่ม  X  ท ี่ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง  gamma(a,j3)  เม ื่อ  a  เป ็น จ ำ น ว น เต ็ม บ ว ก

ใ น ท า ง ก ล ับ ก ัน  พ ิส ูจ น ์ได ้ว ่า  ใน 'ช ่วง เวล า  ห ่า ง  ระ ห ว ่า ง  เก ิด  เห ต ุก า ร ณ ์7 ),/' =  1,2,... 

เป ็น อ ิส ร ะ ก ัน แ ล ะ ต ่า ง ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง เอ ก ซ โพ เน น เช ีย ล  ด ัง น ั้น จ ำ น ว น เห ต ุก า ร ณ ์ท ี่เก ิด ข ึ้น ใน ช ่ว ง  

เวลา (0 ,^ ]ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง ป ัว ล ัซ อ ง :

ใ ห ้ Pn(t) = ฟ ัง ก ์ช ัน ก า ร แ จ ก แ จ ง ส ะ ส ม ข อ ง จ ำ น ว น เห ต ุก า ร ณ ์เก ิด ข ึ้น ใน ช ่ว ง  ( 0 , / ]  แ ล ะ  

ใ ห ้ 'Yj T' ค ือ ผ ล บ ว ก ข อ ง ช ่ว ง เว ล า ห ่า ง เก ิด เห ต ุก า ร ณ ท์ + 1 ช ่ว ง  เพ รา ะ ฉ ะ น ั้น  X ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง

ด ั ง น ั ้ น ส ำ ห ร ั บ แ ต ่ ล ะ  X  จ ะ ไ ด ้

P (X  <  x )  =  P(Y > a )

Y ~  Poisson(j3x)'

แ ก ม ม า ด ้ว ย พ า ร า ม ิเต อ ร ์ {ท + 1 ,A ) แ ล ะ ได ้ว ่า

Pn(t) = P {X > t )

จ า ก น ึ๋ใ ห ้ น = x - ณ ์ด ้

จ า ก ท ฤ ษ ฎ ีบ ท ท ว ิน า ม  (b in o m ia l th e o re m ) ไ ด ้

C a s e lla  G. a n d  B e rg e r .R .L ,S ta t is t ic a l In fe re n c e ,( C a lifo rn ia .'W a d s w o rth  ,1 9 9 0 ) 1

p .101 .
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เพราะฉะนั้น

(u + t y y  n - ,  น ',-,t '

m - t
X e 1 [e^ น"-' du

■X /!(« -!)!

e~M ( X t ÿ r ( n - i - l )
h  /!(«-!)!

è fl
ซ ึ่งค ือ  ฟ ัง ก ์ช ัน ก า ร แ จ ก แ จ ง ส ะ ส ม ข อ ง ก า ร แ จ ก แ จ ง แ บ บ ป ัว ส ํช อ ง น ั่น เอ ง

2.7 วิธีการประมาณค่าแบบช่วงสำหรับพารามิเตอร์ของการแจกแจงแบบปัวสํชอง

ก า ร ป ร ะ ม า ณ ค ่า แ บ บ ช ่ว ง ล ำ ห ร ับ พ า ร า ม ิเต อ ร ์ X ข อ ง ก า ร แ จ ก แ จ ง แ บ บ ป ัว ส ์ซ อ ง  ท ี่ใ ช ้ 

ใ น ก า ร ศ ึก ษ า ว ิจ ัย ม ีร า ย ล ะ เอ ีย ด ด ัง น ี้

2.7.1 วิธีการประมาณแบบปกติ

ใ ห ้ X , , X 2, . . . , X n เป ็น ต ัว อ ย ่า ง ส ่ม จ า ก ก า ร แ จ ก แ จ ง แ บ บ ป ัว ส ํซ อ ง  . ท ี่ม ีพ า ร า ม ิเต อ ร ์ 

ค ือ  X แ ล ะ  X- X เป ็น ค ่า เฉ ล ี่ย ต ัว อ ย ่า ง

เม ื่อ ใ ห ้ X เป ็น ต ัว ป ร ะ ม า ณ แ บ บ จ ุด ข อ ง  X จ ะ ได ้

Z = ^ ~ÀU2 -  N (0,1) 1 «->00 {XIท)112
และ

p (~Z x-a,2 < z  < z ^a,2) = ! - a

ท - ^ - a n  < u น ั ้ ห ้ T < z ' - ' y )  =  1 “ “
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P -Z,-.,2 แ/ท}',2 < i - i < z 1.,,,2 { i/« r 1 - o r

4 * - ^  {A/«î,/2 <;t C Â +Z ,^/»}1'2 =  1 - a

ได้
แ ต ่เน ื่อ ง จ า ก ไม ่ท ร า บ ค ่า เฉ ล ี่ย ข อ ง ป ร ะ ช า ก ร  ( / l  ) จ ึง แ ท น ค ่า  A ด ้วย  Â = x  จ!

P Â -  Z i - « / 2  \z  เท }12 < A < Â  + z ,_ a /2 [à In } 12 =  1 - a

แ ล ะ ด ัง น ั้น  ช ่ว ง ค ว า ม เช ื่อ ม ั่น  100(1 — ๐0)% ส ำ ห ร ับ  A คือ

^A — Zx_a11\a เท̂  ,A + Z\_a11 \a / ท} j
2.7.2. วิธีการประมาณแบบไค-สแคว!

ใ ห ้ X 1, X 1,...,X n เป ็น ต ัว อ ย ่า ง ส ่ม จ า ก ป ร ะ ช า ก ร ท ี่ม ีก า ร แ จ ก แ จ ง แ บ บ ป ัว ส ัช อ ง  ที่ 

ม ีพ า ร า ม ิเต อ ร ์ค ือ  A
ใ ห ้ Y — Y x ,  ฉ ะ น ัน  Y ~  Poisson(nA)

จ า ก น ี้ห า ช ่ว ง ค ว า ม เช ื่อ ม ั่น ข อ ง  A จ า ก ก า ร แ ก ้ส ม ก า ร ต ่อ ไป น ี้ห า ค ่า  A

^  e ~ ' u ( n A ) k _  a
h  y k \  = ~2

y A  e - n X ( n A ) k a_  

, Je \ ?k = 0 K z

(2. 1)

(2.2)

ได ้ว ่า

จ า ก ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง ก า ร แ จ ก แ จ ง ป ัว ส ัซ อ ง แ ล ะ ก า ร แ จ ก แ จ ง แ ก ม ม า  เรา เข ีย น

a_  _  y  e ~ nX (ท A ) k
T = h  y  k l = P ( Y  > y )
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= P  ( บ  < A ) ,  บ  — gamma ( y , ท)

= P ( X  < 2 n À ) ,  X  = 2 ท บ  -  x l y

เนื่องจาก x  = 2 ทบ มีการแจกแจงไค-สแคว?ด้วยองศาความเป็นอิสระเท่ากับ 
2y  ดังนั้นได้ค่าของ A ให้เป็น Al ดังน้ี

2nAL = Xly,all

X  = - î -  y 2/ l L ^ _ _ A 2 y , a l l
2/7

ในทำนองเดียวกันจากสมการ (2.2) หาค่าของ /l ให้เป็น A,, ได้

A  =  1 y  2บ 2  11 A  2 ( y  + \ ) , \ - a  เ 2

และดังนั้นช่วงความเชื่อมั่น 100(1 — 0๐)% สำหรับ A m

( 1 1, 2 1 20 % 2 y , a / 2 5 _ 2 ( y + 1 ), 1 - a / 2
V  2 77 2 /7
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2.7.3 วิธีการประมาณแบบเบส์

วิธีการประมาณค่าแบบ'ช่วงด้วย'วิธีการเบลัสำหรับพารามิเตอร A ของการแจกแจงแบบ
ปัวส์ซอง จะใช้ฟังก์ชันความหนาแน่นภายหลัง(Posterior density function^อง ๏  คือ g ( Ax )  
โดยพิจารณาดังนี้

ใหX้ 1,X 2,..., X n มีการแจกแจงเหมือนกันและอิสระจากกันด้วยการแจกแจงแบบปัวลั
ซอง ที่มี,พารามิเตอร์คือ ๏ = /1  (Poisson(/t)) และฟังก์ชันความหนาแน่นก่อน(Prior density 
function^อง ๏ มีการแจกแจงแบบ g a m m a {a ,P ) แทน'โดย ๏  -  g am m a(a ,j3 ) และมี,ฟังก์ชัน 
ความสูญเสีย(Loss function)®ยู่ในรูปของกำลังสองของความแตกต่างระหว่างดัวประมาณและ 
ตัวพารามิเตอร์ที่ถูกประมาณ ดังน้ันจะได้ฟังก์ชันความหนาแน่นภายหลังของ ๏  เมื่อกำหนด
Y x  = Y X โดยมีรายละเอียดด้งนี้

พิจารณาฟังก์ชันแบบมีเงื่อนไขของ X  เม่ือกำหนด 0 = ต ั คือ

-n x  ๆX e A
x ,!x J ..jภ!h(x U) =

ท
,A > 0 1X = Y X'

i=11 2  ;  /=1

h(x\A) คือ ฟังก์ชันค ว า ม หนาแ น ่ น ร ่ ว ม แ บ บ มีเง่ือนไขของ X  เมื่อก ำ ห น ด  A
และ พารามิเตอร์ !  เป็นค่าของตัวแปรส่ม ๏  ชึ่งมีฟังก์ชันความหนาแน่นก่อน(prior density
function) คือ

g (A) = gamma(a, เ3) = z~xipAa~1
fittiTa)

,A > 0,a,j3 > 0

เราเรียก g(A) ว่า ฟังก์ชันความหนาแน่นก่อนของ ๏  และจะได้g ( / lx )  เป็นฟังก์ชัน

ความหนาแน่นแบบมีเง่ือนไขของ A เม่ือกำหนด X  = x และเรียก g ( /lx )  ว่า ฟังก์ชัน
ความหนาแน่นภายหลัง (posterior density function) ของ A เม่ือกำหนด X - - X  ดังน้ี

g(Ax ) =
g{A)h{p\A)

X\g(A )h{x\A )dA

พิจารณา

\g{A)h(x\A)dA  = I
0 0

dA
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1 L - A / ( ( n,9+ l ) / / 0  ; ( * + « ) - !  j ;

r n a m \..j c # r  1 M

(/?/(K/? + l})J'*‘T (X + g )“|- 1, - พ { เ พ ) # * " •>'
/? T (g ) (X ,!X 1L.X„!) \ (p i{n P  + \})x* ° T ( X + a )

ฉะน้ัน
/ m « x w . . x , . )

ซ่ึง A = X  + a  และ B = — —n/3 + 1

น้ันคือ จาก g& x) =
g (X )h (^A )

^g(X)h{y^A)dA

e-xipr -\ 6-ทAÀX p aT {q ){X x\X  2\...x 11\)
p aY{a) {X , \X 2\ . .X n\) BaY(A)

e~XIB AA~' 
BaY(A)

ดังนั้นฟังก์ชันความหนาแน่นภายหลังของ 0  เม่ือกำหนด X  ะ= x คือ gamma(A, B) เม่ือ
PA — JC H- oc น̂ ) te J3 : n(J + 1

เมื่อพิจารณาหาช่วงความเชื่อมั่น 100(1-๙ )%  แบบเบลัจะพิจารณาจากฟังก์ชันความหนาแน่น 
ภายหลังของ ©เม ื่อกำหนดX  = X ในกรณีเฉพาะเมื่อ a  = p  = 1 จะ

\  D A า A - X - B X, r B  / l e
x )  = n à

P(AL < Q < A b -dA

ให้ V  = 2BA ดังน้ัน A = v/2B

๙ f  V ไ  
. 2 5 ,

/ <-1
e - 1. / 2

f v )
i J r  (A) น  5  J

2 aT(A) 2̂  
เม่ือ A = X  + \ และ B = n + \

- t A-'e-v,2dv (2.3)
! J
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พิจารณาจากการอินติเกรตใน (2.3) พบว่า คือฟังก์ชันการแจกแจงแบบไค-สแควร์ท่ีมี 
องศาความเป็นอิสระ คือ 2 { X  +1)
ฉะนั้นจะได้ขีดจำกัดความเช่ือมั่นล่างคือ

2 B A l =  Z 2(y+i)a/2 เม่ือ B  =  {ท + 1) และให้ y  แทน X

K  = 2(74 ) x - '■ . .^ ท

ทำนองเดียวกันจะได้ขีดจำกัดความเชื่อมั่นบน คือ

Z B A y  = Z 2(y+l),a/2 เ^อ B  =  ( n  +  1)

Àu = 2(771)'๘'''*'’''-“'2
และดังนั้นช่วงความเชื่อมั่น 100(1-๙)% สำหรับ /I คือ 

v 2 (« + 1) ̂ +1W2’ 2(ท + 1) ̂ +,)'1-“ /2 ,

2.7.4 วิธืการประมาณแบบวอร์เดล

วิธีการประมาณโดยการหาช่วงที่สั้นที่สุด เสนอโดย ดอน จี วอร์เดล
(Don.G.Wardell:1995) ได้ พัฒนาการศึกษามาจาก วิธีการทางสถิติ ของ มูด แกรบิลและ 
บอล (Mood,Graybill,Boss;1974) โดยมีการศึกษาดังนี้

ให้ X  เป็นตัวแปรล่มแบบไม่ต่อเน่ืองท่ีมี f x ( x ; A )  เป็นฟังก์ชันความน่าจะเป็นและมีดั 
คือพารามิเตอร์ ท คือ ขนาดตัวอย่าง © เป็นปริภูมิของช่วงของพารามิเตอร์และให้
T  =  t ( X  1, . . . ,X J  เป็นตัวสถิติท่ีพอเพียงที่ได้จากตัวอย่าง

จะได้ T  มีฟังก์ชันการแจกแจงสะสมคือ F T ( t ; A )  ถ้า'ให้ t 0 เป็นค่าสังเกตใดๆ 
ดังนั้นระดับความเชื่อมั่น 100(1 - p ] - p  2 )%  เม่ือ 0< p x, p 2 < 1สำหรับพารามิเตอร์ A  สามารถ 
หาได้จาก
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P \ = F T ( t 0 \ A H )  (2.4)
และ p 2 = \ - F T { t 0 —\ \ A L )  (2.5)
เม่ือ คือค่าขีดจำกัดความเชื่อมั่นล่างของช่วงแรกเริ่มที่จะนำไปใช่ในการหาค่า X  (ค่าขีดจำกัด
ความเช่ือมั่นล่างท่ีต่ําท่ีสุด)

A H คือค่าขีดจำกัดความเชื่อมั่นบนของช่วงแรกเริ่มท ี่จะนำไปใช่ในการหาค่า XH (ค่าขีดจำกัด 
ความเช่ือมั่นบนท่ีต่ําที่สุด)

p x คือ ความน่าจะเป็นที่จะเกิดจำนวนผลสำเร็จเท่ากับ t 0 หรือตํ่ากว่าเมื่อขนาดตัวอย่างเท่า 
กับ ท ถ้าค่าเฉล่ียตัวอย่างมีค่าเท่ากับ A H

p 2 คือ ความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดจำนวนผลสำเร็จเท่ากับ /0 หรือมากกว่าเมื่อขนาดตัวอย่าง 
เท่ากับ' ท ถ้าค่าเฉล่ียตัวอย่างมีค่าเท่ากับ X L

ค่าของ a h และ a l ได้มาจากการอ้างอิงผลของค่าประมาณแบบช่วงของวิธีการ 
ประมาณแบบปกติมาใช้เป็นค่าเริ่มต้นในการหาค่าประมาณที่ดีที่สุด

Mood,Graybill,Boss;(1974) กล่าวว่า การพิจารณาการแก้สมการ (2.4),(2.5) จะใช้วิธี 
การเชิงตัวเลขในการหาค่า และวอร์เดลได้นำวิธีของ Mood,Graybill,Boss มาใช้เฉพาะเพ่ือหาคำ 
ตอบที่จะเป็นไปได้ คือค่า p x, p 2 เพ่ือ'ไห้เป็น'ไปตามเง่ือนไข 2 ข้อที่1จะกล่าวต่อ,ไป การหาคำตอบท่ี 
ดีท่ีสุด วอร์เดลได้นำเสนอวิธีการตังกล่าว มีรายละเอียดตังนี้

วิธีการศึกษา
การหาช่วงความเช่ือมั่น ที่สั้น,ท่ีสุด'จะกระทำตังน้ี

ให้
CL แทน ระตับความเชื่อม่ันท่ีต้องการพิจารณา ในการวิจัยครั้งนี้ ใช้

0.90,0.95,0.99 ตามสำตับ
ตังนั้นการพิจารณาหาค่าที่เหมาะสมแบบไม่เชิงเส์น(nonlinear optimization ) พิจารณา 

โดย
minimize 1111L À H -  À L (3a)
ภายใต้เง่ือนไข

C L  <  1 -  p x -  P 2 <1
a h - x > 0

A h ,A l g 0
เม่ือ p ] และ p 2ได้มา'จาก ( 2.4)และ(2.5)

(3b)
(3c)
(3d)
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นอกจากน้ี การแก้ปัญหา (3) ต้องอาศัยเงื่อนไขที่เหมาะสมเพื่อพิจารณาหาค่าที่ดีท่ีสุดโดยจะหา 
คำตอบภายใต้เง่ือนไขท่ีเหมาะสมตาม (4)ชึ่งการหาเงื่อนไข(4)จะประยุกต์จากวิธีการแบบไม่เชิง
เต้น,ของ Karush-Kuhn-Tucker (Hillier and Lieberman 1990) 

สมมติให้ A„ *  A, ดังน้ันจะหาเง่ือนไขท่ีเหมาะสม จาก
-1 -A

d X

■ 1-/1*
H

ÔP2
dX,

X H =  X H = 0

X L = Ay =0

(4a)

(4b)

P ,  +  p 2  - a  =  0 (4c)
โดยท่ี X* 11, X* คือ ขีดจำกัดความเชื่อมั่นบนและขีดจำกัดความเชื่อมั่นล่างที่ตํ่าที่สุด 

X* คือ ตัวดำเนินการของลากรังจ์ 
a  คือ 1-CL

เพ่ือขจัด X’ จึงรวม (4a) และ(4b) เข้าด้วยกัน จึงได้เงื่อนไขในการหาคำตอบที่เหมาะสมดังนี้

dp,
S X 1 'ใ// ='ใ//

d p  7
dX, 'ใ/.='ใ/

(4d)

เมื่อพิจารณาในกรณีการแจกแจงแบบปัวสํซอง จะมีรายละเอียด ดังน้ี 
f x (x - ,X )  -  (e~ÂXx / x ! )  เม่ือ A > 0 และX =0,1,2,...

T  = X j เป็นตัวสถิติท่ีพอเพียงสำหรับ A และT  จะมีการแจกแจงแบบปัวต้ 
(=1

ซองที่มีพารามิเตอร์ n X

10 ในกรณีการแจกแจงแบบปัวสํซองนี้ คือ ค่า 40 (จำนวนหน่วยที่เกิดผลสำเร็จ 
ในช่วงเวลาที่กำหนด)

ดังนั้นกรณีการแจกแจงแบบปัวส์ซอง พิจารณา (3)จะมีเงื่อนไขเป็นดังน้ี

minimize \ h xl X h - X l (5a)
ภายใต้เงื่อนไข

C L  <  1 -  P ,  -  P  2  <  1 (5b)
X H - X L > 0 (5c)
X H > 0 (5d)
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a l > 0 (5e)
และการจะได้คำตอบที่เหมาะสมสำหรับหาช่วงที่สันท่ีสุด พิจารณาจาก 2 สมการคือ

P,  +  p 2 -  a  =  0  (6a)

t 0e n{À'H < )  _ n X H ( i f  )'»-> = 0 (6b)
XL

A* คือ ขีดจำกัดความเชื่อมั่นล่างของการแจกแจงที่มีค่าตํ่าที่สุด 
XH คือ ขีดจำกัดความเชื่อมั่นบนของการแจกแจงที่มีค่าตํ่าที่สุด 
ในการหาคำตอบ XL,XH จะได้จากการแก้สมการ (6a) และ (6b)เม่ือ (6ช)ได้มา 

จากการศึกษาตาม (4ช) มีรายละเอียดดังน้ี

และ

เม่ือ

พ  =  ...
1=0

Pi = 1 -F.) . ( / 0 - 1 ; Al )
_ Q e n iL( n A L y

A-i  t\
1=0

และจาก (4d) 
dp,

ÔA t
d p  2

,  dA,
A, =x,

/!

ÔA
a i

‘ น

= 1
H 1=0

e - x"  { n t ) ( n A H Y  l_  f
t\

= » z
" ( ท ; ^ ) ' - 1 “ " " " ( ท ^ ) '

1=1 ( 1 - 1)1 * z -r=0

= ne, -nXH 1 +  ( ท ^  )  +  +  . ■ ■ +  }  ■"-1-- -  1 -  (77 A „  )  -
( ก ั- 1)!

พ ' 0-1 พ ,'
(ก ้,-1)! กั !

- m ~ n ห ( n A H ) l°
10 '.

ในทำนองเดียวกันจะได้

d p 2 ne ~n L ( n A , ) °

d X =  (f„ -1)!
V (1.-1

ดังน้ัน a l t XH=X 11
d p  2
dA , Xf. =X,
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ne~n?'H 0 ไ£ y° ne-n& (nXL)'°
ก้ปั (กั -1)!

nXH ( nXHy r 0e ~ nAl # .๙ „ - 4 )

ณ ์ณ ์1 ) ' "  1 =  e - '๙ » 0

/og"(4-4) _ n X "  (มั่f  )'»-> = 0 (6b)

ในการคำนวณหา 2* ,2*H จะหาได้จากการแก้สมการ (6a) และ(6b) ซึ่งในการวิจัยครั้ง'น้ี 
ใช้การหาคำตอบที่ดีที่สุดโดยใช้โปรแกรมสำเร็จรูป EXCEL โดยใช้วิธีการ Non-linear
programming โดยแทนเงื่อนไขต่างๆเพื่อหาคำตอบที่ดีที่สุดตามเงื่อนไขที่ได้ตาม (5)

ข้อจำกัดของวิธีการนี้ในการทำการวิจัยจากโปรแกรม EXCEL ท่ีใข้ในการศึกษาวิธีไม่เชิง 
เส์น่(Non-linear Method) โดยเม่ือขนาดตัวอย่างและค่าพารามิเตอร์เพิ่มขึ้นจะไม่สามารถหาค่า 
ระดับความเชื่อมั่นและค่าความยาวเฉลี่ยได้ เพราะวิธีการประมาณนี้ผู้เสนอคือ วอร์เดล ได้เสนอ 
โปรแกรมมาเพื่อศึกษาวิธีการนี้ในกรณีขนาดตัวอย่างเล็ก เท่าน้ัน

2.8 เกณฑ์การตรวจสอบ

การตรวจสอบวิธีการประมาณแบบช่วงสำหรับพารามิเตอร์ของการแจกแจงแบบปัวจั 
ซองท้ัง 4 วิธีนั้น จะทำการตรวจสอบค่าระดับความเชื่อมั่นและเปรียบเทียบค่าความยาวเฉลี่ยของ 
ช่วงความเชื่อมั่นที่กำหนดได้จากแต่ละสถานการณ์ทดลองในการทดลองซํ้า 2,000 คร้ัง โดยมีราย 
ละเอียดการตรวจสอบดังนี้

การตรวจสอบค่าระดับความเชื่อมั่นเพื่อตรวจสอบว่าวิธีการประมาณใดให้ค่าระดับ 
ความเช่ือมั่นไม่ตํ่ากว่าเกณฑ์ที่กำหนด เกณฑ์ที่ใช้ในการตรวจสอบจะอาศัยการทดสอบสมมติ
ฐานโดยใช้ตัวสถิติ Z  มีรูปแบบดังนี้

H 0 : p > p 0 
H  1: P  < P o

พิจารณา ความน่าจะเป็นยอมรับ H 0 เม่ือ H 0 เป็นจริงที่ระดับนัยสำคัญ a 0.



P - z ,-«1, <■ P -  P0

เพราะฉะน้ัน

IPoO-Po)
ท J

=  1 - a n

IPoO-Po)"l-o„ - < p  -Po

_ z  ฝ ! - ฝ  *Po zฯ-«0-» M P

เม่ือพิจารณา ค่าระดับความเช่ือมั่น จะมีค่า O < p  <1 ซ่ึงจะได้ว่า

P<1

ฉะน้ัน จะได้ช่วงของการยอมรับสมมติฐานหลัก H0คือ

MSCUNna-H นทบ์MÎMOUJOIJ 
iTnmnim^iînîทmon >1

_ z  P o d - Pc) 1 Po zฯ-«0- » ’ 1

ดังน้ันจะได้ว่า วิธีการประมาณให้ค่าระดับความเชื่อมั่นไม่ตํ่ากว่า P c  ท่ีกำหนดถ้า P  มีค่าอยู่ใน 
ช่วง

/
Po -  Z l-«0

y
IPoQ-Po) \

1
y

โดยท่ี a 0

P

P
Po

คือระดับนัยสำคัญ ที่กำหนดในการทดสอบ
สำหรับการวิจัยครั้งนี้กำหนดระดับนัยสำคัญของการทดสอบเท่ากับ 0.05 
คือระดับความเชื่อมั่น
คือระดับความเช่ือมั่นที่ได้จากการทดลอง
คือระดับความเชื่อม่ันที่กำหนด ( 0.90, 0.95 และ 0.99 )



1. ทีระดับความเชือมัน 90%

H 0  :  P  > 0.90 
Hl :p< 0.90

จะได้ว่า วิธีการประมาณให้ค่าระดับความเชื่อมั่นไม่ตํ่ากว่า 90 % ถ้า P  มีค่าอยู่ในช่วง

0 .90-1 .645
V

10.90(0.10) 
V 2,000 , 1)

หรือมีค่าอยู่ในช่วง (0.8890,l)

2. ที่ระดับความเชื่อมั่น 95%

H 0  :  P  > 0.95 
h \ : p < 0.95

จะได้ว่า วิธีการประมาณให้ค่าระดับความเชื่อมั่นไม่ตํ่ากว่า 95 % ถ้า P  มีค่าอยู่ในช่วง

0.95-1.645
V

[ Ô
r

■ 95(0.05)
2,000

\

1
y

หรือมีค่าอยู่ในช่วง (o.9420,1)

3. ที่ระดับความเชื่อมั่น 99%

H0:p> 0.99 
II1 : P  <  0.99

จะได้ว่า วิธีการประมาณให้ค่าระดับความเชื่อมั่นไม่ตํ่ากว่า 99 % ถ้า P  มีค่าอยู่ในช่วง
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น่ันคือ ค่าระดับความเช่ือมั่นที่ได้จากการทดลองจะต้องมีค่าไม่ตํ่ากว่า 0.8890 1
0.9420 , 0.9864 ที,ระดับความเชื่อมั่น 90% 1 95 % และ 99% ตามลำดับ จึงจะถือว่าวิธีการ 
ประมาณนั้นให้ค่าระดับความเชื่อมั่นไม่ตํ่ากว่าเกณฑ์ที่กำหนดและจะนำเฉพาะวิธีการประมาณที่ 
ให้ค่าระดับความเชื่อมั่นไม่ตํ่ากว่าเกณฑ์ที่กำหนดไปทำการเปรียบเทียบค่าความยาวเฉลี่ยของช่วง 
ความเช่ือม่ันต่อไป โดยจะทำการพิจารณาเปรียบเทียบค่าความยาวเฉลี่ยของช่วงความเชื่อมั่นที่ได้ 
ว่าวิธีการประมาณใดสามารถให้ค่าความยาวเฉลี่ยของช่วงความเชื่อมั่นสั้นที่สุด จะสรุปว่าวิธีการ 
ประมาณนั้นได้ช่วงประมาณที่เหมาะสมที่สุดสำหรับสถานการณ์นั้น ๆ
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