
บทท 2

ทฤษฎี

2.1 แผ่นพื้นรับแรงภายนอก

การวิเคราะห์ปัญหาแผ่นพินรับแรงภายนอก ความหนาของแผ่นพืนเปีนปัจจัยที่มีความสำคัญในการ 
เลือกทฤษฎีที่จะนำมาใช้เป็นวิธีหาคำตอบ โดยในทฤษฎีนั้นๆ มีสมมติฐานที่จะช่วยลดการคำนวณที่ซับซ้อน และ 
ทำให้ได้คำตอบที่ใกล้เคียงคับค่าแม่นตรงมากที่สุด เม่ือพิจารณาถึงลักษณะการเสีย2ปของแผ่น ความหนาของ 
แผ่นพ้ืนมีผลต่อการโก่งตัวของแผ่นพ้ืนคือ เม่ือความหนามีค่าน้อยมาก การโก่งตัวท่ีเกิดขึ้นเน่ืองจากความเครียด 
เฉือนจะมีค่าน้อย แต่เม่ือความหนาของแผ่นบางมีค่ามาก ค่าความเครียดเฉือนจะมีผลมากต่อการโก่งตัวท่ีเกิดขึ้น 
ทฤษฎีพินฐานที่ใช้วิเคราะห์แผ่นพืนมี 2 ทฤษฎี คือ

2.1.1 ทฤษฎีแผ่นพื้นของเคอร์ขอฟฟ้ (KirchhofT Plate Theory)<23),<31,,<32>

เป็นทฤษฎีเริ่มด้นที่ใช้ในการวิเคราะห์แผ่นพินที่มีความหนาน้อยมากเมื่อเทียบคับขนาดกว้างยาวของ 

แผ่นพิน ช่ึงมีสมมติฐานตังนี

1. วัสดุมีคุณสมบัติยืดหยุ่นเชิงเล้น เป็นเนือเดียวคันตลอดแผ่น และมีคุณสมบัติเหมือนกันในทุกทิศ 

ทาง

2. การโก่งตัวท่ีเกิดขึนมีค่าน้อยมากเม่ือเทียบคับความหนาของแผ่นพ้ืน และระนาบก่ึงกลางของแผ่น 

พิน (middle surface) ยังคงเป็นระนาบหลังเกิดการตัด ตังน้ันความเครียดในทุกทิศทางท่ีระนาบก่ึง 

กลางเท่ากับศูนย์

3. ความเค้นในแนวตังฉากคับระนาบก่ึงกลางมีค่าน้อยมากเม่ือเทียบคับความเค้นในทิศทางอ่ืน

4. อุดในตำแหน่งใดๆ เม่ือลากเน้นตรงจากอุคนันมาตังฉากคับระนาบก่ึงกลางของแผ่นบาง เน้นตรง 

เน้นนันยังคงเป็นเน้นตรงและต้ังฉากคับระนาบก่ึงกลางของแผ่นพ้ืนหลังเกิดการเคล่ือนท่ี ทำให้การ 

เคล่ือนท่ีท่ีเกิคขึนเน่ืองจากความเครียดเฉือนมีค่าน้อยมากและสามารถตัดท้ิงได้

2.1.2 ทฤษฎีแผ่นพื้นของมินด้อิน (Mindlin Plate Theory)

เป็นทฤษฎีที่พัฒนาต่อมาจากทฤษฎีแรก โดยพิจารณาผลของการกระจัดท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากความเครียด 

เฉือนแนวดิ่ง ซ่ึงใช้คับแผ่นพินท่ีมีความหนามาก หรือพฤติกรรม1ในแผ่นพื้นท่ีรับแรงท่ีมีนั้าหนักกระทำเฉพาะที่ 

เป็นด้น มีสมมติฐานเหมือนคับทฤษฎีแรกยกเว้น ข้อ 4 ท่ีด้องเปล่ียนเป็น “เน้นตรงซ่ึงลากตั้งฉากคับระนาบกึ่ง 

กลางของแผ่นบาง ยังคงเป็นเน้นตรง แต่ไม่จำเป็นต้องตังฉากคับระนาบก่ึงกลางของแผ่นบางหลังเกิดการคัด”
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2.2 การวิเคราะห์การดัดของแผ่นพื้นโดยวิธีไฟไนต์เอเณมนต์แบบการกระฉัดสอดคล้อง

2.2.1 วิธีไฟไนต์เอเณมนต์กับทฤษฎีแผ่นบางของเคอร์ชอฟฟ,23’',24’

Mxdy

® M dy
Q dy xy

® ทุ่งเข้าหาหน้ากระดาษ 

0  ทุ่งออกจากหน้ากระดาษ

รูปท่ี 2.2.1 ส่วนประกอบของแรงภายในเม่ือแผ่นบางรับแรง,23,

จากทฤษฎีแผ่นบางของเคอร์ชอฟ่ฟ้ เม่ือแผ่นบางความหนาเท่ากับ t รับนำหนักบรร'ทุกจากแรงภายนอก 

พิจารณาแรงภายในท่ีเกิคขึนโดยดูชินส่วนเล็กๆ ของแผ่นนัน ประกอบด้วยแรงภายในทิศทางต่างๆ ดังแสดงในรูป

ท่ี 2.2.1 โดยท่ี (7 และ <7 คือความเค้นตั้งฉากท่ีเกิดขึ้นในทิศทาง X และ y ตามลำดับ มีค่าแปรผันเชิงเสันตาม
ความหนา Z และทำให้เกิดเป็นโมเมนต์ Mx และ My ความเด้น Xxy และ Xyx คือความเด้นเฉือน แปรผันเชิงเส้น

ตามความหนา Z และทำให้เกิดเป็นโมเมนต์บิด Mxy และ Myx ส่วนความเด้น x ^  และ Xyz คือความเด้นเฉือนใน 

แนวด่ิง(มีค่าเท่ากับศูนย์ตามสมมติฐานของเคอร์ชอฟฟ) แปรผันแบบกำลังสองกับระยะ Z มีค่าเท่ากับศูนย์ท่ีขอบ 

บนและขอบล่างของแผ่น และมีค่ามากที่ชุดท่ีระนาบกึ่งกลางแผ่น(2=0) ก่อให้เกิดแรงเฉือน Qx และ Qy สำหรับ

G 72 มีค่าน้อยมากเม่ือเทียบกับความเค้นในทิศทางอื่นจึงดัดทิงได้ตามสมมติฐาน ส่วนลักษณะการเคล่ือนดัวท่ีเกิด 

ขึ้นตามสมมติฐานท่ีกล่าวว่า ชุดในตำแหน่งใดๆ เม่ือลากเส้นตรงจากชุดน้ันมาต้ังฉากกับระนาบก่ึงกลางของแผ่น 

บางก่อนการเสียรูป เส้นตรงเส้นนันยังคงเป็นเส้นตรงและดังฉากกับระนาบก่ึงกลางของแผ่นบางหลังเกิดการเสีย 

รูป ซ่ึงจะเป็นจริงเม่ือความเครียดเฉือนแนวด่ิงมีค่าน้อยมากสามารถดัดท้ิงได้
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รูปท่ี 2.2.2 การเคล่ือนตัวของอุดใดๆ บนแผ่นบางตามสมมติฐานของเคอร์ชอฟฟ้

จากรูปท่ี 2.2.2 อุด P เป็นอุดใดๆอยู่ห่างจากระนาบก่ึงกลางของแผ่นพ้ืนเป็นระยะ Z ลากเสันตรง A-A 

ผ่านอุค P และตังฉากกับระนาบก่ึงกลางก่อนการเสียรูป เม่ือเกิดการเสียรูปเสันตรงA-A เคล่ือนท่ีไปยัง A'-A' ซ่ึง 

ยังคงเป็นเสันตรงและตังฉากกับระนาบก่ึงกลางอยู่ ตังนันการเคล่ือนตัวของอุดใดๆ  บนระนาบ xy ท่ีระนาบก่ึง 
กลางของแผ่นบางจะอยู่ในทิศของแกน Z เท่านัน ส่วนการเคล่ือนตัวของอุคต่างๆ  ท่ีไม่อยู่ในระนาบก่ึงกลางของ 
แผ่นบางอยู่ในรูปของผลคูณของมุมท่ีหมุนไปจากเสันตรงท่ีต้ังฉากกับระนาบก่ึงกลางก่อนการเสียรูปในทิศทาง X

และ y คือ ----และ   กับระยะห่างจากอุดน้ัน  ๆถึงระนาบก่ึงกลาง ตังสมการท่ี (2.2.1)
<3x dy

น =

V =

ธX

ธy

ï x y  =  

ï x z  =

Y yz  =

du d 2 พ

dx dx2

dy d 2 VJ

dy dy2

du dv d 2 VJ

dy dx dxdy

du dvj

dz dx 
dv dvj

dz dy

\

y  (2.2.1)

J
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โดยท่ี น = การกระจัดของชุดใดๆในทิศทาง X 

V = การกระจัดของชุดใดๆในทิศทาง y 

พ = การกระจัดของชุดใดๆในทิศทาง Z 

Z = ระยะจากชุดใด  ๆถึงระนาบก่ึงกลาง ตามแนวแกน Z

8 x และ 8y = ความเครียดในทิศทาง X และ y ตามลำดับ

Yxy และ 7 ^  = ความเครียดเฉือนบนระนาบ X และ y ตามลำดับ
7 ^  และ Yyz= ความเครียดเฉือนแนวด่ิงบนระนาบ X และ y ตามลำดับ

ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์และความโค้ง

จากกฎของธุค กล่าวถึงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดคือ เมื่อมีแรงดึงกระทำในแนว

แกน X จะเกิดความเครียดในแนวแกน X เท่ากับ 8 X = —— รวมทังเกิดความเครียดทางข้าง 8 = 8 2, = - — 5—
E E

( เครื่องหมายลบแสดงว่าเกิดการหดตัว ) โดยท่ี 8 y และ 8 Z คือความเครียดในแนวแกน y และ Z ตามลำดับ E คือ 
โมดูสัสของความยืดหยุ่น และ บ คือ อัตราส่วนของปีวส์ชอง(Poisson’s ratio) ส่วนในแนวแกน y และ Z ความ 
สัมพันธ์จะมีลักษณะเคียวกัน เม่ือชินส่วนรับแรงภายนอกและคิดความเครียดทังสามแกน สามารถนำความเครียด 
ทังสามแกนมารวมกันไค้และเขียนเป็นสมการดังสมการที่ (2.2.2)

ธ ,- i [ a I -o(<V a !)]

ๆ - ^ 0 1- U( ° . * CT. ) ]

ร1.

( 2.2.2)

ตามสมมติฐานของเคอร์ชอฟฟ้ ความเค้นในแนวแกน z CTZ และความเครียดเฉือน Yyz และ Y x z  ร ต ์ '1 

น้อยมากจนสามารถดัดท้ิงไค้ ความสัมพันธ์ของความเค้นและความเครียดจึงเขียนอยู่ในเปของเมตริกชใค้ดังน้ี

{CT} = [C ] {8}

° ,

G. > = -
(1 -ง2)

xy

I บ 

บ I

0 0
(1- » ,

Sx

8 . (2.2.3)

xy
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โดยท่ี [C ]=
น - ง 2 )

1 ง

บ 1

0 0
0 - 0 ,

คือ เมตริกซ์สอดคล้อง(compliance matrix)

ความเค้นท่ีเกิดข้ึนในข้ึนส่วนทำให้เกิดค่าโมเมนต์ดัดโดยสามารถหาค่าไค้จากสมการท่ี (2.2.4)

M- เท/2 เท/2 เท/21 G zdz M = 1 G zdz Myv = TIV z dzJ-t/2 x y J-t/2 y xy J-t/2 xy
(2.2.4)

โดยท่ีจากสมการท่ี (2.2.4) t คือความหนาของแผ่น Z คือระยะจากชุดใดๆ ถึงระนาบก่ึงกลางตามแนว 

แกน Z ส่วน Gxx และ Gyy คือความเค้นต้ังฉากในแนวแกน X และ y ตามลำดับทำให้เกิดโมเมนต์ Mx และ My 

ส่วน Txy คือความเค้นเฉือนทำให้เกิดโมเมนต์บิด Mxy

ดังนันสมการของความเค้นท่ีระยะ Z ใดๆ คือ

12M Z 12Myz
3เ

12Mxyz
3t

(2.2.5)

สมการที่ (2.2.5) เป็นสมการความสัมพันธ์ของความเค้นกับโมเมนต์ และสมการที่ (2.2.1) เป็นสมการ 

ความสัมพันธ์ของความเครียดและความโค้ง นำมาแทนลงในสมการท่ี (2.2.3) เพื่อสร้างเป็นสมการความสัมพันธ์ 

ระหว่างโมเมนต์กับความโค้ง และสามารถเขียนในรูปของเมตริกซ์ไค้ดังสมการท่ี (2.2.6)

{M} = -[D J  {K}

- —

M x 1 ง  0
Et3

5 M > = ----------- — ง  1 0 5 K y r12(1 - U ) น - ง )M 0 0 -----— Kl  v  J 2 l  xyJ

(2.2.6)

โดยท่ี [Dk]
12(1- ฆ 2)

1 ง  

ง  1

0 0
0-0 ,

คือ เมตริกซ์เฟ่ลกซิบิลีตีของเคอธ์ชอฟฟ้
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และ
K,

K.

xy

> = <

a2w

a2w

â 7a2w
คือเวกเตอรความโค้ง(curvature matrix)

dxdy

การสร้างเมตริกซ์สติฟเนสของชิ้นส่วน

จากการที่ไม,พิจารณาการกระจัดที่เกิดฃึนเนื่องจากความเครียดเฉือน ทำให้พลังงานความเครียดจะเกิด 
จาก ธx , 8 y และ Yxy เท่านัน ซ่ึงความเครียดทังสามตัวนีสามารถคำนวณไค้จาก การเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง พ ดัง

แสดงไว้ในสมการที่ (2 .2 . 1 ) จากสมการพลังงานความเครียดคือ ข = j ^ - { e } T[c ] {e }d v  โดยท่ี

โ a2w a2w a2wl ]
{ร }  T = ๅ - Zๆ ! ' _ z ^ T T  _2 z^ r ๆT f  และ [C] คือเมตริกซ์สอดคล้องแสดงไว้ในสมการที่ (2.2.3)

Ox Oy axay

V คือปริมาตรของวัตลุ และเมื่อเขียนสมการพลังงานความเครียดอยู่ในรูปของความโค้งโดยอินทิเกรตตลอดความ
หนาจาก —๙2 ถึง ๙2 สมการจะเปล่ียนเป็น

บ = j ^ { K } T[ D K] { K } d A (2.2.7)

โดยท่ี { k } T =ะ
a2w a2w a2w
dx dy2 dxdy

A คือ พินท่ีของแผ่นพ้ืน

[Dk] แสดงไว้ในสมการที่ (2.2.6)

และเวคเตอร์ของการกระจัดในวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์จะอยู่ในรูปของผลคูณระหว่างพิงก์ขันสัณฐานกับ 
ระดับขันความเสรีท่ีธุดต่อคือ

{น} = [N] {d} (2.2.8)
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โดยท่ี {น}คือIวกเตอร์ของการกระจัด {พ  พ x พ y }T เมตริกซ์ [N] เป็นฟ้งก์ขันสัณฐานและ {d} 
เป็นเวคเตอร์ของระดับขันความเสรีท่ีชุคต่อ จากนั้นสามารถหาเมตริกซ์ความโค้งในรูปของระดับขันความเสรีที่จุด 
ต่อไค้จากการหาอนุพันธ์ของ {น}

{K} = [ล] {น} (2.2.9)

แทนค่าสมการที่ (2.2.8) ลงในสมการที่ (2.2.9)

{K} = {ล} [N] {d}

{K} = [B] {d}

โดยท่ี {ล}
ลX2

ล y2

ôx ลy

> = คือเวคเตอร์ของตัวปฏิบัติการการหาอนุพันธ์

[B] = {ล}[พ] คือ เมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัด 
(strain-displacement matrix)

แล้วแทนค่าลงในสมการที่ (2.2.7) จะไค้สมการพลังงานความเครียดในรูปของระดับขันความ 
เสรีที่จุดต่อและเมตริกซ์สติฟเนส ดังน้ี

พลังงานความเครียด บ = - { d } T JA[B ]T[D K][B]dA{d} 

เมตริกซ์สติฟเนส [K.] = 1  K k H 0 ] dA (2.2. 10)
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2.2.2 วิธีไฟไนต์เอเณมนต์กับทฤษฎีแผ่นของมินต์อิน12',,

ระนาบก่ึงกลJ งขอJ ๗ นพืน
I

P โ

รูปท่ี 2.2.3 การเคลื่อนตัวของชุดใดๆบนแผ่นบางตามสมมติฐานของมีนด์ลิน

สำหรับในกรณีที่ผลของการกระจัดเนื่องจากความเครียดเฉือนแนวดิ่งมีค ่ามาก เช่นแผ่นพืนรับแรงที่มี 

ความหนา คำตอบที่ไต้จากการคำนวณตามทฤษฎีของเคอรัชอฟฟ้จะให้คำตอบที่มีความถูกต้องน้อยลงเนื่องจาก 

ไม,คิดผลเนื่องจากความเครียดเฉือนแนวดิ่ง ด ังน้นในทฤษฎีของมีนต้ลิน จึงมีการปรับสมมติฐานเดิมในข้อที่ 4 
เป็น “ ชุดในตำแหน่งใดๆ เมื่อลากเส้นตรงจากอุดนันมาตังฉากกับระนาบกึ่งกลางของแผ่นหืน เส้นตรงเส้นนันยัง 

คงเป็นเส้นตรง แต่ไม่จำเป็นต้องตังฉากกับระนาบกึ่งกลางของแผ่นหืนหลังเกิดการเคลื่อนที่ ”  ตังแสดงในรูปที่

2.2.3 เส้นตรง A ’-A ’ ยังคงเป็นเส้นตรงแต่ไม่ตังฉากกับระนาบกึ่งกลางของแผ่นหืน

การกระจัดในลักษณะตังกล่าวทำให้ม ุมท ี่หบ ุนใปจากเส้นตรงที่ต ังฉากกับระนาบกึ่งกลางก่อนการเส ีย 

ร ูปในท ิศ ทาง X และ y มีค่าเท่ากับ 9 X และ 0  ซึ่งไม่เท่ากับ และ —  ตังนั้นการเคลื่อนที่ของชุดใดๆ ที่ไม่
y dx ôy

อยู่บนระนาบกึ่งกลางของแผ่นหืนจากสมการที่ (2.2.1) จะเปลี่ยนเป็น
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น = - Z 0 x
V = - z 0 y

æ

8x= &  = ~z ล ิโ  

_ 5 v _  3 0  8y=aT~Z~ĉ
d u  av _  f 3 0 /

y d y  d x  V (3y (3x J
du dw dw

"y xz -~\ ^  x Odz dx dx
dv dw Q dwY,I'a T â r

A

(2.2.11)

7

ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์แอะความโค้ง

เม่ือเพ่ิมการพิจารณาผลของความเครียดเฉือนแนวด่ิง ดังนันจะต้องเพ่ิมพจน์ของความสัมพันธ์ระหว่าง 

ความเค้นเฉือนและความเครียดเฉือนในแนวด่ิงคือ Tx2 = GXZYXZ และ Tyz = GyzYyz เข้าไปในสมการท่ี (2.2.3) 

ต้วย ในท่ีนีเน่ืองจากลักษณะของแผ่นพินท่ีพิจารณามีคุณสมบัติเหมือนกันในทุกทิศทางดังนันค่า Gxz จึงเท่ากับ

G และมีค่าเท่ากับ G โดยท่ี G คือค่าโมดูลัสเฉือนมีค่าเท่ากับ --------
yz "  2(1 + 13)

1 ง
fa  ไ rธ ไง  1
a yy ( l -U ) Syy

j  ^ x y
E

 ̂= — —— 2 <Y  xy r
( l - u  ) (1-U)

XXZ Y x z2
I V (1-U) พ

2

จากพันสามารถนำไปคำนวณแรงเฉือนไต้จากสมการ

Q * -  £ ^ 2 T z x dz  Q y = I l T yZ dz  (2  Z 1 3 )

โดยที่ Qx และ Qy คือแรงเฉือนที่ระนาบ X และ y ตามลำดับ ความเค้นเฉือน Txz และ Tyz คือความเค้น
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เฉือนบนระนาบ X และ y ตามลำดับ สำหรับการวิเคราะห์แผ่นพืนที่มีความหนาเพื่อให้ง่ายต่อการคำนวณจะ
สมมติให้การกระจายค่าความเค้นเฉือนทั้งสองกระจายเท่าๆ กันเป็นรูปสี่เหลี่ยมตลอดความหนาโดยใช้ตัว 
ประกอบรูปร่าง(form factor) เท่ากับ 5/6 <23) สมการความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์และความโค้งในสมการที่ 
(2.2.6) จึงเปล่ียนเป็น

{ M } = - [D J  {K>

โ 5 0 ,
”  อ บ อ dx

M ไ 30,X บ อ  อ

My น - บ ) อ dy
M x y

ae  ae
2 X y E +

5 dy dx
Qx -G t

6

Q y .
6 _

e  - ร ุ ้ '*< CD

โดยท่ี ว :
Et

12(1 - บ
ค่าความแขงของการดัด (flexural rigidity)

(2.2.14)

E
”  2(1 +บ)

ค่าโมดูกัสเฉอน (shear modulus)

ว UD

ง อ อ
(1-บ )อ

6 ° '

6 e '

คือเมตริก'ธ์เฟ่ลกชิบิลิตี-ของมีนต์ลิน
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{K } = I tôy dx
ลพ

e , - xOx
A

คือเวกเตอร์ความโค้ง

การสร้างเมตริกซ์สติฟเนสของชิ้นส่วน

ในทฤษฎีแผ่นของมินด์สิน เวกเตอร์ของการกระจัด {น} ประกอบด้วยตัวแปรสามตัวคือ การเคล่ือนท่ีใน 

แนวด่ิง พ และ มุมท่ีหมุนไปจากเสันตรงท่ีต้ังฉากกับระนาบก่ึงกลางก่อนการเสียเปในทิศทาง X และ y หรือ 0 X 

และ 9y โดยตัวแปรท้ังสามเป็นอิสระต่อกัน ตังน้ันเวกเตอร์ตัวแปรการกระจัดสามารถเขียนใค้เป็น

{น} = [NI {d}

' •> 
พ ท Nj พ.

< e x M N. e l­
Q1 y\

i=l N. le,J
โดยที่ N. เป็นฟิงก์ซ์นสัณฐานของตัวแปร และ ท เป็นจำนวนชุดต่อในหนึ่งชิ้นส่วน

(2.2.15)

จากเวกเตอร์การกระจัด นำไปหาเวกเตอร์ของความโค้ง {K} และเมตริกซ ์ความสัมพันธ์ระหว่าง 

ความเครียดและการกระจัด [B| ไค้ตังสมการที่ (2.2 16) และ สมการที่ (2.2 18)

{K} = [ล] {น} (2.2.16)
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โ ae ไ a

\ 1 > =
0 — 0

dx
a0 0 — 
dy

a a
dy dx 

0
dy dx

a 1 0■ Sx 

0 - -
dx
a- — 0 1

1 y ft dy

พ

เมตริกซ์ของตัวปฏิบัติการการหาอนุพ ันธ์ คือ

0

0

_a

dx

0

[ô ] = 0

d_

dx
a

dy

d_

f t

1

0

0

d_

dy
d_

dx

0

(2.2.17)

นำสมการที่ (2.2.17) ไปหาเมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดจาก

IB] = (ลเ [N1 (2.2.18)

จากสมการที่ (2.2.18) แทนค่า [B] ลงในสมการ (2.2.16) และสามารถเขียนเวกเตอรความโค้งใน3ปของ 

เวกเตอร์ของระตับข้นความเสรีที่อ ุคต่อ {d} ไค ้โดย {K> = [d]{d) และจากสมการพลังงานความเครียดของชิน

ส่วนที่ม ีพ ื้นที่เท ่าก ับ A คือ บ = [  - { K } T[ D M] { K } d A  แทนค่า {K} ลงในสมการพลังงานความเครียดตัง
Ja 2 1 J

กล่าวจะไค้เมตริกซ์สติฟเนสคือ

K =  \[Bf [ ว M] [ B ] d A (2.2.19)
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จากเมตริกซ์สติฟ่เนสที่สร้างขึ้นจากทฤษฎีแผ่นของมินต์ลินในสมการที่ (2.2.19) เราสามารถแยก 

เมตริกซ์สติฟเนสของชิ๋นส่วนออกเป็นสองส่วนคือส่วนของแรงดัดและส่วนของแรงเฉือน K = Kb+ Ks โดย

กำหนดให้ [Bbl เป็นเมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดเน่ืองจากการดัด และส่วน [Bsl คือ 
เมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดเน่ืองจากแรงเฉือน

TMh
K ,-  j A[ B>]T [ DK .][Bs ] dA (222l)

dA ( 2.2.20)

เม่ือพิจารณาท่ีเมตริกซ์ [Dm] พจน์ท่ีเป็นผลจากการดัดคือ Et3
12(1 - บ 2 )

0

ง

1

0
« 1

และพจน์

ที่เป็นผลจากแรงเฉือนคือ -G t  เม่ือแผ่นดังกล่าวมีความหนาน้อยลงจนเข้าใกล้แผ่นบางคือ t —» 0 พจน์ท่ีเป็นผล 
6

ของการดัดจะลดค่าลงอย่างรวดเร็วเพราะพจน์ t3 ในขณะท่ีพจน์ท่ีเป็นผลของแรงเฉือน ค่าจะลดลงข้ากว่าท้ังๆที่
K t ควรจะมีค่าน้อยมากๆ เม่ือเทียบกับ Kb ในแผ่นบาง ปิญหาท่ีเกิดข้ึนคือปิญหาการยึด(เ๐eking) ซ่ึงทำให้ค่าการ 
โก่งตัวของแผ่นพืนน้อยกว่าปกติมาก ป็ญหานีเกิดขึนเมื่อใข้ทฤษฎีของมีนดัลินกับแผ่นที่มีความหนาน้อยมากจน 
เข้าใกล้แผ่นบาง การแก้ป็ญหาการยึดสามารถใช้วิธีการเลือกลดอันดับการอินพิเกรด (selective reduced 
integration) กล่าวคือ ลดอันดับการอินทีเกรตในการสร้างเมตริกซ์สติฟเนสในส่วนของแรงเฉือนลงหนึ่งอันดับ 
หรือใช้วิธีสร้างเมตริกซ์สติฟเนสด้วยวิธีไฟในต์เอเลเมนต์แบบผสม



WBfflJคกล'!) รถ!แน]แนบ] ก!] 
Ï  พาลงกา tiJjjrท ! ทยาลัย

21

2.3 การสร้างเมตริกซ์สติฟเนสโดยหลักของการแปรผัน(25)

รูปท่ี 2.3.1 วัตถุใดๆ ปริมาตร Vและมีบริเวณขอบรับแรงที่กำหนดร0 และขอบที่กำหนดการกระจัดร11

โดยทั่วไปในการสร้างเมตริกซ์สติฟเนสของชิ้นส่วนที่มีสนามการกระจัดเป็นตัวแปรอิสระจะใช้หลักพลัง 
งานศักย์ต่ําชุด (Principle of Minimum Potential Energy) โดยกล่าวว่า “ถ้าการกระจัดของระบบสอดคล้องกับ 
เงื่อนไขความต่อเน่ือง และเงื่อนไขขอบของระบบ เมื่อระบบอยู่ในสภาวะสมดุล พลังงานศักย์รวมท่ีเกิดขึนย่อมมี 
ค่าน้อยที่ชุด” ซ่ึงพลังงานศักย์รวมของระบบคือผลต่างของพลังงานความเครียดและพลังงานศักย์จากแรงภายนอก 
สามารถเขียนเป็นสมการไค้ตังนี

n = ฆ - พ

ท ( น ) = ![; ธ1C8-FTu d V - ^ T TudS = มีค่าต่ําท่ีชุดเม่ืออยู่'ในสภาวะสมดุล (2.3.1)

โดยมีสมการเงื่อนไขบังคับคือ

ธ- Ô u  =  0  ในปริมาตรของชิ้นส่วนV (2.3.2)
น -น ิ =0 บนผิวของชิ้นส่วนร11 (2.3.3)

โดยท่ี ฆ = พลังงานความเครียด
พ  = พลังงานศักย์จากแรงภายนอก (โดยมีเครื่องหมายตรงข้ามกับพลังงานความเครียด)
ร0 = ผิวของชินส่วนบริเวณท่ีกำหนดแรงท่ีผิว T 
น = เวกเตอร้ของการกระจัดของช้ินส่วน
นิ = การกระจัดท่ีรู้ค่าบนผิวของชินส่วน ร11 
ธ = เวกเตอร้ของความเครียด
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c = เมตริกซ์สอดคล้อง

F = เวกเตอร์ของแรงตัว (body force vector) ท่ีกำหนคขึน
T = เวกเตอรไ]องแรงท่ีผิว (surface traction) ท่ีกำหนดข้ึน = VCT
V = เมตริกซ์ทิศทางโคไซน์ (direction cosine matrix) ของเส้นต้ังฉากกับผิวของวัตถุ

a  = เวกเตอร์ของความเค้น
d  =เมตริกซ์ของตัวปฏิบัติการการหาอนุพันธ์คือ

เมื่อระบบในสมการที่ (2.3.1) เกิดการเคลื่อนทีไ่ปด้วยการกระจัดเสมือน 5น ตามหลักของงานเสมือน และ 
จากการท่ีระบบจะอยู่ในสภาวะสมดุลอีกครังเมื่อระบบมีพลังงานศักย์รวมตํ่าสุด สมการท่ี (2.3.4) เป็นสมการใหม ่
ที่เกิดข้ึนจากผลของการกระจัดเสมือนและแทนค่า 8  = d  น ตามสมการท่ี (2.3.2) ด้วย Bq โดยท่ี B คือเมตริกซ์ 
ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการกระจัด

d V - | TTôudS=0 (2.3.4)

โดยท่ี K.= j^BTCBdV

จากสมการท่ี (2.3.1 ) ถึง (2.3.4) เราสามารถหาเมตริกซ์สติฟเนสของข้ึนส่วนได้โดยหลักของพลังงานศักย์ต่ํา 
สุด ซึ่งต้องสอดคล้องกับสมการเงื่อนไขบังคับตามสมการท่ี (2.3.2) และ (2.3.3) นอกจากน้ีค่าของความเค้นและ 
ความเครียดคำนวณไค้จากความสัมพันธ์เชิงเส้นกับการกระจัด ซึ่งโดยวิธีนีการกระจัดจะมีความถูกต้องสูงเน่ือง 
จากเป็นการกระจัดท่ีสอดคล้องท่ีบริเวณขอบของชินส่วน แต่เม่ือนำมาคำนวณหาความเค้นและความเครียดท่ีเกิด 
ภายในชินส่วนจึงทำให้มีความคลาดเคลื่อนอยู่บ้าง ซึ่งสามารถลดความคลาดเคลื่อนได้ล้าแบ่งจำนวนชินส่วนให ้
มากขึน ทำให้การคำนวณต้องใช้เวลามากขึ้นตามไปด้วย

จากวิธีแคลคูลัสของการแปรผัน เราสามารถลดเงื่อนไขบังคับโดยใช้วิธีตัวคูณของลากรองจ์ได้ ตังน้ันเม่ือนำ 
ไปใช้กับสมการที่ (2.3.1) โดยลดเงื่อนไขบังคับท่ี (2.3.2) และ (2.3.3) ทำให้เรามีความเครียดเป็นตัวแปรอิสระเพ่ิม 
ข้ึน และลดเงื่อนไขของการกระจัดที่ขอบ โดยเพิ่มตัวคูณลากรองธ์กับเงื่อนไขตั้งสองลงไปในสมการที่ (2.3.1)

ท (น )= ธ TC £ -F Tu - A ,{ ( 8 - Ô u ) j d V - |îTu d S - I  XT2(น-น ิ)dร (2.3.5)

โดยท่ี X, และ X 2 เป็นตัวคูณลากรองจํ

จากสมการท่ี (2.3.5) เมื่อแค้สมการจะไต้ค่าตัวคูณลากรองจ์ X ,  คือ ความเค้น a  และ X 2 คือแรงกระทำท่ี 
ขอบ T โดยท่ี T = v a  เป็นสมดุลของแรงท่ีขอบ ค่า V คือเมตริกซ์ทิศทางโคไซน์ของเส้นต้ังฉากกับผิวของวัตถุ 
แทนค่า X ,  และ X 2 ลงในสมการที่ (2.3.5)
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n o(น,ธ,G )= ธ 1C 8 -F Tu - G T( S - Ô u ) J d V - | ï TudS- | ï T(u -ïï)d S  (2.3.6)

สมการที่ (2.3.6) เป็นสมการหลักของการแปรผันที่'วไป โดยมีตัวแปรอิสระสามตัวคือ การกระจัด น 
ความเครียด 8 และความเค้น G และไม่มีสมการเงื่อนไขใดๆ สมการนี้มีชื่อเรียกโดยท่ัวไปว่า หลักของ ฐ-วาชิชุ 
(Hu-Washizu principle) ซ่ึงวิธีการลดสมการเง่ือนไขและใช้ตัวแปรอิสระมากกว่าหน่ึงตัวเพ่ือสร้างเมตริกซ์สติฟ 
เนสของชินส่วนก็คือ วิธีไฟไนต์เอเลเมนต์แบบผสม (mixed formulation finite element)

นอกจากนีเราสามารถลดหรือเลือกตัวแปรที่จะใช้เป็นตัวแปรอิสระไค้โดยการใช้สมการเงื่อนไข ยกตัวอย่าง 
เช่น เมื่อต้องการให้ความเค้นและการกระจัดเป็นตัวแปรอิสระ จึงต้องกำจัดตัวแปรความเครียดออกจากสมการท่ี 
(2.3.6) โดยใช้สมการเงื่อนไขที่ว่า 8  = c ‘g  กำหนดให้ ร = C 1 คือเมตริกซ์ปรุงแต่ง (constitutive matrix) แทน 
ค่าความเครียดลงในสมการที่ (2.3.6)

Ü R(น,G )= J ^ - น ี้G TSG + G TÔu - FTu) dV - j V u d S -  | ï T(u-ïï)dS (2.3.7)

สมการน้ีเรียกว่า หลักของเฮลลิงเกอร-ไรส์เนอร์ (Hellinger-Reissner principle) ใช้ตัวแปรอิสระสองตัวคือ 
การกระจัดและความเค้น ซึ่งเมื่อทำการแปรผันเทียบกับตัวแปรการกระจัด น และตัวแปรความเค้น G จะไต้ความ 
สัมพันธ์คือ

ร G = D น ในปริมาตร V
<9T G + F = 0 ในปริมาตร V

(2.3.8)
(2.3.9)

โดยท่ี d  คือเมตริกซ์ของตัวปฏิบัติการการหาอนุพันธ์

หรือค้าใช้การแปลงรุปโดยทฤษฎีไดเวอร์เจนซ์ตังสมการที่ (2.3.10) แทนเช้าไปในสมการที่ (2.3.6) ก็จะไต้ 
หลักของเฮลลิงเกอธ์-ไรส์เนอธ์ในอีกรุปแบบหนึ่งตังสมการที่ (2.3.11)

(<9TG )TudV+ f  TTudS (2.3.10)
J0V

n R(น,CT) = น ี้G TS G -(Ô TG )Tu- F 1u) d v + l  (T -T T)udS + jV ï ïd S (2.3.11)
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It
หลักของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร (Hcllincer-Rcissner principle)

n R(น,a) = N - -o ^ s c r  +  a ' ô u - F Tu) dV- j V u d S -  J£t T (น -  น ิ)dS

ทฤษฎีไดเวอร์เจนซ์ [ a T(<9u)dv = -  [ Jv Jv ( Ô 'a ) TudV+ T1 นdS

- - a ' s a - c ^ G ) 1 น- ftu) dV + f (T -T T)udS+ (V ïïd S
-  2 K  K

1 t
ลดเง่ือนไข : dJ<5 + F = 0

เพ่ิมเง่ือนไข + F = 0 T = T บนร1,
T = T บนรa 

1
โดยตัวคูณลากรองจ์ คือ น

t
หลักของพลังงานศักยเติมเตมต็าทสค (Princinal of Minimum Comnlementarv Potential F.nerev)

n c(G)= V ï ï  dS

เปที่ 2.3.2 แผนผังความสัมพันธ์ของหลักของการแปรผันต่างๆ'25’
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จากสมการท่ี (2.3.11) เมื่อความเค้นอยู่ในสภาวะสมดุลในปริมาตร V ตามสมการท่ี (2.3.9) และสอดคล้อง 
กับแรงกระทำที่ขอบตามสมการ T =VO บนขอบ ร0 ทำให้เราสามารถกำจัดตัวแปรการกระจัดออกจากสมการ 
ท่ี (2.3.11) ไค้ และกลายเป็นสมการหลักของพลังงานศักย์เติมเต็ม(Principle of Minimum Complementary 
Potential Energy)

จากสมการท่ี (2.3.5) จนถึงสมการท่ี (2.3.12) แสดงการเปลี่ยนหลักของพลังงานศักย์ตํ่าสุดโดยใช้แคลคูลัสของ 
การแปรผันจนกระท่ังไค้หลักของพลังงานศักย์เติมเต็มตํ่าสุค ซึ่งสามารถเขียนเป็นแผนภูมิไค้ตังเปที่ 2.3.1

2.4 การสร้างเมตริกซส์ติฟเนสโดยวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์ (25)

2.4.1 วิธการกระจดสมมต (Assumed Displacement Method)

เมื่อแบ่งแผ่นรับแรงที่ค้องการวิเคราะห้ออกเป็นช่ินส่วนย่อยจำนวนจำกัดแล้ว หลักของพลังงานศักย์ต่ํา 
สุดสามารถเขียนเป็นสมการไค้เป็น

ในวิธีไฟไนตัเอเลเมนต์การกระจัดของชินส่วน {น! จะถูกสมมติอยู่ในพจนการประมาณของการกระจัด
ท่ีชุดต่อ

(2.3.12)

(2.4.1)

โดยท่ี V = ปริมาตรของชินส่วนท่ี i
ร0 = ผิวของชินส่วนบริเวณท่ีกำหนดแรงที่ผิว T
8 = ความเครียด 
น = เวคเตอร์ของการกระจัด 
C = เมตริกซ์สอดคล้อง
F = เวคเตอร์ของแรงตัว (body force vector) ท่ีกำหนดข้ึน 
T = เวกเตอร์ของแรงท่ีผิว (surface traction) ท่ีกำหนดข้ึน = VG

{น! = [N] {q! (2.4.2)

โดยท่ี [N1 คือเมตริกซ์ของฟ้งก์ชินสัณฐาน
{q! คือการกระจัดท่ีชุดต่อ
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จากความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดของชินส่วนกับการกระจัดของชินส่วน {ร} = |3]{น} โดยที [3เ 
คือเมตริกซ์ของตัวปฏิบัติการการหาอนุพันธ์ สามารถเขียนสมการความสัมพันธ์ของความเครียดของชินส่วนกับ 
การกระจัดท่ีธุดต่อได้เป็น {ธ} = [B]{qî โดยท่ี [B] = [3]IN] แทนค่า ธ ในสมการท่ี (2.4.1)ด้วย q

n ( u ) = x - q TKiq -q TQi

โดยท่ี K.j = j^B  CBdV

Qj = j^NTF d V + !  NTfd S

(2.4.3)

เม่ือรวมเมตริกซ์สติฟเนสย่อย Kj และเมตริกซ์ของแรง Qj ของแต่ละชินส่วนเข้าด้วยกันแล้วจะได้เมตริกซ์ 
สติฟเนสรวม K และเมตริกซ์ผลรวมของแรง Q สมการท่ี (2.4.3) เปล่ียนเป็น

- q TKq -  qTQ (2.4.4)

a n  9
สมการท่ี (2.4.4) แปรผันเทียบกับ q แล้วอยู่ในสถานะคงที่คือ ------ = 0 ตังน้ันจะได้ Kq = Q เป็นความ

ô q
สัมพันธ์ของเมตริกซ์แรงรวมที่กระทำกับการกระจัดที่จฺคต่อนั้งหมดของแผ่นรับแรง

2.4.2 วิธีสมลุลของแรง (Equilibrium Method)

ในวิธีนี้ใช้หลักของพลังงานศักย์เติมเต็มตํ่าสุด โดยเมื่อแบ่งแผ่นพืนที่ต้องการพิจารณาออกเป็นชินส่วน 
ย่อยจำนวนจำกัด แล้วสามารถเขียนสมการได้ว่า

n c(C7)= I  — a  Ts a  dv -  | l TudS  (2.4.5)

โดยท่ี ■ นิ = การกระจัดท่ีรุ้ค่าบนผิวของชินส่วน ร11
ร = c  1 เมตรกชปรุงแต่ง (constitutive matrix)
T = เวกเตอร์ของแรงท่ีผิว (surface traction) =V Ü
V = เมตริกซ์ทิศทางโคไซน์ (direction cosine matrix) ของเส้นตังฉากกับผิวของวัตถ 
CT = เวกเตอธ์ของความเค้น
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V = ปริมาตรของชินส่วน 
ร = บริเวณผิวท่ีกำหนดการกระจัด นิ

เร่ิมต้นด้วยการสมมติความเค้นในพจน์ของพารามิเตอร์ (3 โดยความเค้นจะต้องสอดคล้องกับสมการสมลุล 

a TG+F = o โดสท่ี a คือเมตริกซ์ของตัวปฏิบัติการการหาอบุพันธ์

{a} = [P]{p| (2.4.6)

จาการ้ันหาความสัมพันธ์ของแรงกระทำท่ีขอบกับความเค้นภายใน T = VCT และสามารถเขียนค่า T ใน^ป 
ของพารามิเตอร์ P  ไ ค ้เป็น

m  = {R} (Pi (2.4.7)

โดยท่ี {R} = [V] {PÎ

กำหนดการกระจัดท่ีขอบ นิ ให้อยู่ในพจน์ของการกระจัดที่จุดต่อ q โดยใช้ตัวแปร L เป็นฟิงก์ช้นสัณฐาน 
ของการกระจัดท่ีขอบกับการกระจัดที่จุคต่อ นิ = Lq จากน้ันแทนค่าความเค้น แรงกระทำที่ขอบและการกระจัดที ่
ขอบในสมการท่ี (2.4.5)

n c= - p TH P -p TGq (2.4.8)

โดยท่ี H = j*

G=I° I
PTSPdV

R LdS

a n
ในสมการท่ี (2.4.8) ทำการแปรผันเทียบกับพารามิเตอร์ B แล้วอยู่ในสถานะคงท่ี คือ ------ = 0 ใต้ผลลัพธ์ap

คือ h P = Gq ตังน้ันสามารถเปล่ียนพารามิเตอร์ P ให้อยู่ในเปของการกระจัดท่ีอุดต่อ q ไค้คือ P = Hf'Gq

จากสมการท่ี2.4.5พลังงานความเครียดคือ [น้ัa ' s G d V  = - p ^ p  = น ั้qTKq ตังน้ันเมตริกซ์
•ก/ 2 2 2

สติฟเนสคือ

= GT H 1 GK (2.4.9)
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2.4.3 วิธีการสมมติความเค้นพันธุทาง (Assumed Stress Hybrid Method)

วิธีน้ีใช้การสมมติความเคนและสมมติการกระจัด จากสมการท่ี 2.3.7 เราสามารถสร้างเมตริกซ์สติฟเนส 
ได้จากหลักของเฮลลิงเกอร้ -  ไรส์เนอร์ ซึ่งค้าไม่พิจารณาแรงตัว(b๗ y force) และแรงท่ีผิวของวัตถุ(surface 
traction) แค้วสามารถเขียนสมการได้ตังนี

r i R(CT,น) = f  ~ - a TS a  dV+ G T( B q )  dV (2.4.10)Jv 2

โดยท่ี CT = เวกเตอร์ของความเค้น
ร = c  1 เมตรกซปรุงแต่ง (constitutive matrix)
B = เมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัด 
V = ปริมาตรของชินส่วน

เริ่มด้นสร้างเมตริกซ์สติฟเนสโดยสมมติความเค้นในรุปของพารามิเตอร์ P และสร้างการกระจัดที่สอด 
คล้องในชินส่วนในพจน์ของ q

{CT} =[ PJ {(3} (2.4.11)
{น} =[Nj{q} (2.4.12)

แทนค่าความเค้นจากสมการท่ี (2.4.11) ลงในสมการที่ (2.4.10)

n R= - ^ p TH p - p TGq (2.4.13)

โดยท่ี H = f  P^SPdV

G = f  P1BdV

5 J-J
จากการแปรผันสมการท่ี 2.4.3.4 เทียบกับตัวแปร B —  =  0 ได้ผลลัพธ์คือ

ap

h P = Gq (2.4.14)

ตังนันสามารถเปล่ียนพารามิเตอร์ P ให้อยู่ในรุปของการกระจัดท่ีชุดต่อ q ได้คือ

P  = H 'Gq
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จากสมการท่ี 2.4.2.2 พลังงานความเครียด คือ 

เมตริกซ์สติฟเนสคือ

j ^ - a Tsadv = -q TKq คังนัน 
2

K = GT H 1 G (2.4.15)

จากสมการของ n R และ n c มีส่วนท่ีต่างกันคือ เมตริกซ์ G เป็นการอินทิเกรตบนปริมาตรของชินส่วนและ 

การอินทิเกรตท่ีผิวของซ่ินส่วนตามลำดับ ซึ่งสำหรับในซิ่นส่วนที่เป็นสามมิติ เช่น ซิ่นส่วนรุปลูกบาศก์ การอินทิ 

เกรตท่ีผิวจะต้องอินทิเกรตถึง 6 ผิว แต่ถ้าอินทิเกรตบนปริมาตรสามารถอินทิเกรตเพียงครังเคียว ทำให้การใช้ n R 
มีประสิทธิภาพในการคำนวณมากกว่า

2.4.4 วิธีไฟไนฅ์เอเลเมนต์แบบผสม (Mixed Finite Element Method)

วิธิน้ีโคยทั่วใปคือการใช้ตัวแปรที่สมมติข้ึนมากกว่าหนึ่งตัวซึ่งรวมถึงวิธีการสมมติความเค้นพันธุทางใน 

ข้อท่ี 2.4.3 ด้วย ตัวแปรท่ีนิยมใช้ในการสมมติคือ การกระจัด ความเค้น และความเครียด โดยท่ีความสัมพันธ์ของ 

ตัวแปรยังต้องเป็นไปตามกฎกลศาสตร์ของวัสดุ จากน้ันจะใช้หลักของการแปรผันต่างๆ ท่ีได้กล่าวผ่านมาแล้วใน 

การสร้างเมตริกซ์สติฟเนส หรืออาจจะปรับปรุงหลักของการแปรผันขึนมาใหม่เพื่อให้เหมาะสมกับตัวแปรที่ 

สมมติขืน ในท่ีนิยกตัวอย่างการสมมติตัวแปรสามตัวโดยใช้การกระจัด ความเค้น และความเครียด และใช้หลัก 

ของ สู-วาชิสุในการหาเมตริกซ์สติฟเนส โดยไม่คิดแรงในวัตถุและแรงท่ีผิวของวัตถุ

ท 0((7,ธ,น) = I  - £ TC 8 - a TS + a T( d u )  d v  (2.4.16)

โดยท่ี V =ปริมาตรของชินส่วน

8 =ความเครียด 

CT = ความเค้น
น = เวกเตอร์ของการกระจัด 
C = เมตริกซ์สอดคล้อง

9  = เมตริกซ์ของตัวปฎิบัติการการหาอนุพันธ์

สมมติพีงล้ช้นสัณฐานสำหรับแต่ละตัวแปรตังน้ี

{ร} = [E] {ร}
{a} = [P] {p}

{น} = [N] {q}
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แทนค่าตัวแปรต่างๆ ที่สมมติขึ้นในสมการที่ (2.4.16)

ท 0= — รT E ร -  p TPs + P  T B q (2.4.18)
2

โดยท่ี 1 =  £  ETCE dV

p= £  PTE dV 

B — £  PTÔN dV

เมื่อแปรผันสมการที่ 2.4.18 เทียบกับตัวแปรทังสามจะได้ความสัมพันธ์ของตัวแปรแต่ละตัวตังนี

o  ร

—  0พ 0 ;
an 0

I s - p r p = 0 

-  P ร + Bq = 0

p T B = 0

(2.4.19)

จากสมการท่ี (2.4.19) สร้างความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์ของความเครียดในรูปของการกระจัดท่ีจุด 

ต่อ คือ ร = (  P ' B )  q ตังทันจากสมการพลังงานความเครียด

ข  =  -  ร T  I  S

U = -  qT (  P 1 b )  I  (  P 1 B j  q (2.4.20)

เมตริกซ์สติฟเนสคือ K = ( p ' ' b )  I  ^ P 1 B ^ (2.4.21)

ในวิธีไฟไนตัเอเลเมนต์หลังจากสร้างเมตริกซ์สติฟเนสของขึ้นส่วนแล้ว เม่ือได้คำตอบในรูปของการ 

กระจัดหรือความเค้นแล้ว คำตอบท่ีได้จำเป็นด้องพิจารณาการลู่เข้าค่าแม่นตรง(convergence) ด้วย เพ่ือเป็นตัวบอก 

ประสิทธิภาพของชินส่วน วิธีหน่ึงที่ใข้ตรวจสอบการลู่เข้าของคำตอบคือการทดสอบข้ึนส่วนแบบหย่อม*26,127’ ซ่ึง 

จะกล่าวถึงในบทต่อไป ส่ิงท่ีต้องพิจารณาอีกอย่างคือจำนวนพจน์ท่ีใข้สำหรับสมมติสนามของตัวแปรจะด้องเพียง 

พอทจะไม่ทัาใหเกดรูปแบบการเคลอนทปลอมของการกระจัด (zero energy mode or spurious kinematic mode) 

อันหมายถึงการที่ได้คำตอบของการกระจัดอันไม่ก่อให้เกิดพลังงานในขึ้นส่วน การสร้างข้ึนส่วน จำเป็นต้องป้อง 

กันการเกิดรูปแบบการเคลื่อนที่ลักษณะนี้ ซ่ึงอาจเกิดข้ึนจากค่าอันตับ(rank) ของเมตริกซ์สติฟเนสของชินส่วน 

น้อยกว่าการกระจัดทังหมดของชินส่วนลบด้วยรูปแบบการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็งทังสามรูปแบบ ซ่ึงก็คือการ
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ตรวจสอบเสถียรภาพของช๋ินส่วน,261’'271 ท้ังน่ี,สามารถอธิบายในทางคณิตศาสตร์ไค้ โดยยกตัวอย่างวิธีไฟไนค้เอเล 
เมนต์ผสม ซึ่งสามารถเขียนในรูปของเมตริกซ์ไค้เป็น

(2.4.22)

โดยที่สมมตใิห้ X และ y เป็นสนามของตัวแปรอิสระ มีขนาดของระดับข้ันความเสรีเท่ากับ 1ฑ และ ท 
ตามลำดับ เมื่อลดรูปสมการท่ี 2.4.22 โดยกำจัดตัวแปร X ออกไปแล้วเขียนสมการใหม่เป็น

(bV  B) y = -f2 + B V f ,  (2.4.23)

พิจารณาสมการนี่ การท่ีจะไค้คำตอบเดียวจากสมการ ค่าอันดับของเมตริกซ์ A จะต้องมากกว่าหรือเท่า 
กับ ท หรือหมายความว่า m > ท เสมอ นอกจากนียังต้องคูคำตอบ y ที่ไค้ โดย By *  0 เสมอเม่ือค่า y *  0

นอกจากนีชิ๋นส่วนท่ีใช้คำนวณจำเป็นค้องมีความยืนยง(invariance)(24) นั่นคือคำตอบที่ไค้จะไม่เปลี่ยน 
แปลงไม,ว่าจะวางชินส่วนในลักษณะใด ฤ(ดห้ายการท่ีจะใช้เครื่องคอมพิวเตอร์ในการคำนวณให้มีประสิทธิภาพ 
นัน อัลกอริธึม(algorithm) สำหรับสร้างเมตริกซ์สติฟเนสของชินส่วนจะต้องมีการคำนวณที่ไม่ซับซ้อนเพื่อ 
ประหยัดเวลาในการคำนวณ ชินส่วนท่ีมีการคำนวณที่ไม่ซับซ้อนจะถือว่ามีประสิทธิภาพทางการคำนวณ
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