
บทที่ 1

บทนำ

น  ความนำ

ในการวิเคราะห์โครงสร้าง ระเบียบวิธีไฟไนตใอเลเมนต์เป็นวิธีหนึ่งที่นิยมใช้ในการแก้บีญหาและได้มี 
การพัฒนามาอย่างต่อเน่ือง การที่จะได้คำตอบที่เช้าใกล้ค่าแม่นตรงมากที่สุดขึ้นอยู่กับการเลือกชนิดของซ่ินส่วน 
และวิธีการที่นำมาใช้ในการสร้างเมตริกซ์สติฟเนส โดยในช่วงแรกของการพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์นั้น 
เริ่มด้นด้วยการใช้สนามของตัวแปรเพียงสนามเดียว (single field formulation) ได้แก่ แบบจำลองสอดคล้อง 
(compatible model) ใช้สนามการกระจัดเป็นตัวแปร และ แบบจำลองสมดุล (equilibrium model) ใช้สนามความ 
เค้นเป็นตัวแปร หลังจากนั้นเมื่อได้มีการศึกษาอย่างละเอียดมากขึ้นจึงได้มีการให้ความสนใจใช้สนามของตัวแปร 
หลายสนาม (multifield formulation) อันนำมาซ่ึงการพัฒนาแบบจำลองพันธุทาง (hybrid model) และ แบบจำลอง 
ผสม (mixed model) ทังนิเพื๋อให้ได้คำตอบของความเด้นที่ถูกต้องมากขืน รายละเอียดของวิธีการท่ีกล่าวมาท้ัง 
หมดช้างด้นสามารถสรุปคร่าวๆได้ตังนิ

1.1.1 แบบจำลองสอดคล้อง (Compatible Model)

สมมติสนามของตัวแปรเป็นสนามของการกระจัด (assumed displacements) และหาเมตริกซ์สติฟเนส 
โดยใช้หลักของพลังงานศักย์ตํ่าสุด (Principle of Minimum Potential Energy) เมื่อแก้สมการแล้วจะได้คำตอบใน 
รุปของการกระจัดท่ีธุดต่อต่างๆ จากนันนำการกระจัดเหล่าพันไปหาแรงภายในต่อไป

1.1.2 แบบจำลองสมดุล (Equilibrium Model)01

การสร้างเมตริกซ์สติฟ่เนสโดยวิธีนี้ ใช้หลักของพลังงานศักย์เติมเต็มต่ําสุด (Principle of Minimum 
Complementary Potential Energy) และการสมมติความเค้นซ่ึงสมดุลภายในชินส่วน หมายถึงพีงก์ชันของความ 
เค้นจะต้องสอดคล้องกับสมการสมดุล และแรงท่ีบริเวณขอบจะด้องมีความสมดุลระหว่างซ่ินส่วน ตังน้ันความยู่ง 
ยากท่ีเกิดขืนคือ การเลือกสมมติสนามของความเค้นท่ีจะด้องทำให้เกิดความสมดุลภายในซ่ินส่วน

1.1.3 แบบจำลองพันธุทาง (Hybrid Model)

เป็นวิธีที่เสนอโดย เพียน(Pian)<2) โดยหาเมตริกซ์สติฟเนสของซ่ินส่วนด้วยหลักของพลังงานศักย์เติมเต็ม 
ตำสุด (Principle of Minimum Complementary Potential Energy) สำหรับสนามของตัวแปรแบ่งเป็นสองสนามคือ 
สนามการกระจัดสอดคล้องท่ีบริเวณขอบของชินส่วน และสนามของความเค้นที่เป็นไปตามสมการสมดุล จากน้ัน 
กำจัดตัวแปรในส่วนของสนามความเค้นให้อยู่ในรุปของตัวแปรการกระจัด แล้วนำไปหาคำตอบ พบว่าคำตอบท่ี
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ได้มีค่าสติฟเนสของขึ้นส่วนไม่มากเกินไปเหมือนคำตอบที่ได้จากแบบจำลองการกระจัดสอดคล้อง และคำตอบ 
ของความเด้นมีความถูกต้องมากฃึน

ต่อมาได้ปรับปรุงการหาเมตริกซ์สติฟเนสของขึ้นส่วนโดยใช้หลักของเฮลลิงเกอร์-ไรส์เนอร์(แellinger- 
Reissner Principle) เพื่อทำให้การสมมติสนามของความเค้นไม่จำเป็นต้องสอดคล้องกับสมการสมดุล ทำให้การ 
เลือกพิงกัขันเพ่ือประมาณสนามของความเต้นได้ง่ายข้ึน และยังสามารถเพ่ิมการกระจัดภายในในรุปของพิงก์ขัน 
ฟองสถู่(bubble function) เพ่ือแต้ป้ญหาการยึดเน่ืองจากแรงเฉือน(shear locking)

1.1.4 แบบจำลองผสม (Mixed Model)

ในแบบจำลองนีใช้สนามของตัวแปรมากกว่าหนึ่งสนาม โดยทั่วไปสนามของตัวแปรจะใช้สนามของ
การกระจัด สนามของความเต้น และสนามของความเครียด ส่วนการสร้างเมตริกซ์สติฟเนสในกรณีที่มีสนามของ 
ตัวแปรสองสนามใช้หลักของเฮลลิงเกอร์-ไรส์เนอร”, และล้ามีสนามของตัวแปรสามสนามใช้หลักของเ-วาชิชุ
(Hu-Washizu Principle) โดยฟิงก์ขันท่ีสมมติของแต่ละสนามมีความอิสระต่อกัน และในระหว่างขั้นตอนการ 
สร้างเมตริกซ์สติฟ่เนสของชินส่วน ตัวแปรอื่นๆจะถูกลดรุปโดยวิธีสถิตย์ (static condensation) จนเหลือสนาม 
ของการกระจัดเป็นตัวแปรฤ[ดท้าย แล้วนำไปหาคำตอบ

1.1.5 แผ่นรับแรงดัด (Plates ๒ Bending)

ในช่วงเริ่มต้นของการพิจารณาป้ญหาเกี่ยวกับแผ่นรับแรงตัดจะเป็นไปตามทฤษฎีแผ่นบางของ 
เคอรัชอฟพิ(KirchhofO ชึ่งมีลักษณะสำกัญคือ ไม่พิจารณาความเครียดเฉือนแนวด่ิง (transverse shear strain) และ 
มีความต้องการความต่อเนื่องในระตับ c'-continuity ทำให้เกิดอุปสรรคในการเลือกพิงกัขันสัณฐานที่เหมาะสม 
ต่อมาได้มีการปรับปรุงสมมติฐานโดยไรสํเนอร๙-มีนด้ลิน (Reissner-Mindlin) ทำให้พัฒนาไปส่การพิจารณาการ 
วิเคราะห้ปีญหาเกี่ยวกับแผ่นหนา โดยรวมผลของความเครียดเฉือนแนวดิ่งเช้าไปด้วยและลดระตับความต่อเน่ือง 
ให้อยู่ในระดับ C°-continuity คือที่ฐดต่อระหว่างชินส่วน การเคลื่อนท่ีในแนวด่ิงระหว่างฐคต่อจะต้องมีความต่อ 
เน่ือง แต่ค่าบุมหบุนท่ีเกิดขึนนันไม่จำเป็นต้องต่อเน่ือง แต่ในแผ่นพ้ืนหนาจะมีปีญหาเกิดข้ึนเมื่อความหนามีค่าลด 
ลงจนเช้าใกล้แผ่นบางคือการยึดเนื่องจากแรงเฉือนยังผลให้ชินส่วนมีสติฟเนสมาก ผลเฉลยท่ีได้จึงมีค่าไม่ถูกต้อง 
วิธีการหน่ึงที่นำมาแต้ปิญหาคือ การเลือกลดการอินทิเกรต  (selective reduced integration)(6>'๓ โดยจะใช้การอิน 
ทิเกรตในกันตับดิ่าสำหรับพจน์ของแรงเฉือน
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1.2 งานวิจัยที่ผ่านมา

t  ๆ

------- •-------
1 5 2

(ก) (ข)

•  ระดับขันความเสรีประกอบด้วยการกระจัดและมุมหมุนทังสองทิศทาง 
o  ระดับข้ันความเสรีประกอบด้วยมุมหมุนทั้งสองทิศทางเท่าน้ัน

รูปท่ี 1.2.1 (ก) PLAT8 ในพิกัดธรรมชาติ รุ, และ ใๅ
1.2.1 (ข) PLAT8H ในพิกัดธรรมชาติ ร ุ และ าๅ <8)'(9)

ลีและวอง(Lee และ Wong)(S) ได้ศึกษาวิธีวิเคราะห์แผ่นพืนรับแรงดัดตามทฤษฎีแผ่นของมินด์ลิน โดย 
สร้างชินส่วนขึนมาสองชนิด ชินส่วนแรกคือ PLAT8 เป็นชินส่วนท่ีมี 8 อุดต่อ ในหนึ่งอุดต่อมีสามระดับขันความ 
เสรี(degree of freedom) คือการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งและมุมหมุนทังสองทิศทาง สนามของตัวแปรที่ใช้มีสองสนาม 
คือ สนามการกระจัดและสนามความเครียดเฉือนแนวดิ่ง โดยสมมติสนามความเครียดเฉือนแนวด่ิงด้วยพิงก์ชัน 
พทุนามอย่างเป็นอิสระต่อกัน ชิ้นส่วนที่สองคือ PLAT8H เป็นชิ้นส่วนที่น์ามาจากการพัฒนาของฮิวส่(Hughes),gl 
ซึ่งมีการสมมติสนามของตัวแปรในลักษณะเคียวกับ PLAT8 แต่จะเพ่ิมอุดต่อท่ีเก้าตรวก่ึงกลางชิ้นส่วนโดยอุดต่อที่ 
เพ่ิมฃึนนีมีเพิยงสองระดับขันความเสรีคือมุมหมุนท้ังสองทิศทางเท่าน้ัน แล้วกำจัดออกในภายหลังจนสุดท้าย
เหลือ 8 อุคต่อเหมือนเติม และท้ังสองช้ินส่วนใช้หลักการของเฮลลิงเกอร๙-ไรส์เนอร์ดัคแปร (Modified Hellinger- 
Reissner Principle) เหมือนกันในการสร้างเมตริกซ์สติฟเนส ในการเลือกพิงกัชันที่ใช้ประมาณสนามของ 
ความเครียดเฉือนแนวด่ิง ผู้วิจัยท้ังสองได้ทดลองแปรเปลี่ยนจำนวนพจน์ของความเครียดเฉือนแนวดิ่งขึ้นมาสาม 
ลักษณะดังนี้

1. 8CK คือ Y*z = «,+«2 รุ-fa/n+a 4 รุทุ
Yyz = «5+«£+«7'ท+«8

2. 6a คือ Y*z = «,+«£+«3ๆ
Yyz = a 4+ a 5r l+ a 6^

3. sa คือ Yxz = « 1+«2£1+a3ๆ
Yyz = «4+«£+«5ๆ (1.2.3)



4

โดยท่ี Y
Y,
Y.

► = เวกเตอร์ของความเครียดเฉือน

a  = เวคเตอร์ของส้มประสิทธิ'ในการสมมติความเครียดเฉือน

พบว่าซ่ินส่วนชนิด PLAT8-5CX หมายถึงชิ๋นส่วน PLAT8 ท่ีมีพจน์ของความเครียดเฉือนแนวด่ิง 5 พจน์ 
ดังสมการท่ี (1.2.3) และซ่ินส่วน PLAT8H-50C และ 6 a  ไม่เกิดปีญหาการยึดเนื่องจากแรงเฉือน ส่วนซิ่นส่วน 
PLAT8-6a และ PLAT8H-8a จะให้คำตอบที่มีความผิดพลาดสงเมื่อซิ่นส่วนเริ่มบิดเบี้ยวจนไม่เป็นเปสี่เหลี่ยม 
ปีญหาท่ีสำคัญคือชินส่วนทังสองชนิดท่ีมีความเครียดเฉือนแนวดิ่ง 5 พจน์ และ 6 พจน์จะมีปิญหาในเรื่องเกิดเป 
แบบปลอมของการกระจัด (spurious kinematic modes) เมื่อแผ่นพินมีท่ีรองรับเพียงแค่ท่ีบุมทั้งสี่เท่าน้ัน แต่ถ้าใช้ 
พจน์ของความเครียดเฉือนแนวด่ิง 8 พจน์จะไม่เกิดปีญหาดังกล่าว

หลังจากที่ได้พัฒนาวิธีแบบจำลองความเค้นสมมติพันธุทาง เทียนและคณะ00’-011 ได้พัฒนาการสร้างสม 
การสำหรับซิ่นส่วนไม่สอดคล้อง (incompatible elements) โดยใช้หลักของเฮลลิงเกอร์-ไรส์เนอร์ และให้ชื่อว่า 
ไฟไนต์เอเลเมนต์พันธุทาง/ผสม (hybrid/mixed finite elements) ทั้งบี้กำหนดให้การสมมติความเค้นไม่จำเป็นด้อง 
สอดคล้องกับสมการสมดุล แต่ใช้การเพิ่มการกระจัดภายในเป็นตัวคูณลากรองจั การกระจัดจึงแบ่งได้เป็นสอง
ส่วนคอ การกระจัดสอดคล้อง นc (compatible displacement part) และส่วนเพีมการกระจัดภายใน ux (additional 
internal displacement) จากการใช้วิธีนีพบว่ามีความยืดหยุ่นในการนำมาสร้างสมการ และช้อดีที่พบคือ ไม่เกิดการ 
เคล่ือนที่ปลอมของการกระจัด ชินส่วนมีความยืนยง (invariance) มีประสิทธิภาพเมื่อนำมาใช้กับคอมพิวเตอร์ 
สติฟเนสไม่มากจนเกินไป และให้ค่าความเค้นที่ถูกต้อง

ชาลีบและชาง(Saleeb และ Chang)04’ ได้เสนอแนวทางในการเลือกประมาณพีงก์ชินของการกระจัดและ 
ความเค้น โดยใช้ฟ้งก์ชินประมาณพทุนามลากรองจํ (Lagrange polynomial interpolation function) ในการ 
ประมาณพีงกํชินของการกระจัด และได้เสนอแนวทางในการเลือกพีงก์ชินการประมาณความเค้นโดยมีช้อ
พิจารณาดังนีคือ

1. เปแบบการเคลื่อนที่จลนะ (kinematic deformation mode) โดยจำนวนพารามิเตอร์ที่สมมติขึน 
สำหรับความเค้น m จะด้องมากกว่าหรือเท่ากับจำนวนระดับขั้นความเสรีของซ่ินส่วน ท ลบด้วย 
จำนวนเปแบบการเคลื่อนที่แบบวัตอุแข็งเกร็ง r (rigid body mode) กล่าวคือพารามิเตอร์ของความ 
เค้นหนึ่ง5ปแบบจะด้องสอดคล้องกับ2ปแบบของการเคลื่อนที่หนื่งเปแบบ (m > n-r)

2. ในการเลือกสมมติพิงต์ชินการประมาณของความเค้น จะเลือกให้เกิดความสมดุลหรือไม่ก็ใด้



หอสม»)กลา) ฬทาซ้นาทยนรการ 1
ซพาล)กาก'มหา')1ทยาลอ

อันตับ จำนวนพจน์

1 0 1

X y 1 3

X2 xy y2 2 6

X3 x2y xy2 y3 3 10

X4 5 x3y xy  xy3 y4 4 15

รูปท่ี 1.2.2 สามเหล่ียมของปาสคาล(Pascal triangle)

3. ในการเลือกพิงต์ชันของความเค้น จะต้องทำให้ข้ินส่วนมีความยืนยง วิธีการหน่ึงคือค้าเลือก

พิงก์ชันของความเค้นเป็นตัวแปรในพิกัดหลัก (global coordinates) จำนวนพจน์ในพิงค้ชันพทุ 

นามของความเค้นจะต้องมีความบริทุรณ์ (completeness) คืออันตับของพิงกัชันท่ีใช้จะเป็นตัว 

กำหนดจำนวนพจน์ซ่ึงต้องครบถ้วนตามที่กำหนดไว้โดยสามเหล่ียมของปาสคาลในรูปที่ 1.2.2
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รูปท่ี 1.2.3 ชินส่วน HMPL5

นอกจากนี้ ชาลีบและขาง ใต้เสนอขิ่นส่วน HMPL5 ตังรูปท่ี 1.2.3 เป็นชิ่นส่วนที่มี 5 ชุดต่อ โดยใช้ 

ระเบียบวิธีไฟไนต้เอเลเมนต์พันธุทาง/ผสม (hybrid/mixed finite element method) ท่ีเคยเสนอโดยเพียน110,,," 1 ใน 

หน่ึงชุดต่อแต่ละชุดมีสามระตับชันความเสรีคือ การเคลื่อนที่ในแนวด่ิงและบุมหบุนทังสองทิศทาง สมมติการ 

กระจัดให้มีความสอดคล้องโดยใช้พิงก์ชันพทุนามของลากรองจ์ และสมมติหน่วยแรงเค้นตัดกับหน่วยแรงเค้น

เฉือนโดยไม่จำเป็นต้องสอดคล้องกับสมการสมดุล และขณะสร้างเมตริกซ์สติฟเนสสำหรับชินส่วนก็จะกำจัดตัว 

แปรในพจน์ของความเค้นออกไป จะไต้เมตริกซ์สติฟเนสของชิ๋นส่วนที่มีสองพจน์คือเมตริกซ์สติฟ่เนสจากจาก

แรงตัดและเมตริกซ์สติฟเนสจากจากแรงเฉือน อนึ่งผู้วิจัยไต้ปรับปรุงข่ินส่วน HMPL5 โดยเปล่ียนพิงก์ชันของ 

ความเค้นจากเติมให้อยู่ในรูปของพิงก์ชันเชิงเส้นสองแกน(bi-linear) แล้วนำไปตรวจสอบประสิทธีภาพต่อไป
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เปที่ 1.2.4 ขึ้นส่วนพีงก์ชันฟองสยู่ 4 ชุดต่อ และ 9 ชุดต่อ

หินสกีและจัสติ (Pinsky และ Jasti)(20) ได้เสนอวิธีอีกวิธีหน่ึงท่ีสามารถใช้ป้องกันบีญหาการยึดเน่ืองจาก 

แรงเฉือนได้ คือการใช้พีงต์ชันฟองสยู่ (bubble function) ช่ึงมีลักษณะเหมือนกับการเพ่ิมการกระจัดภายในท่ีเสนอ 

โดยเหิยน การกระจัดจะสมมติเป็นสองส่วนคือ ส่วนที่หนึ่งเป็นระดับชันความเสรีที่ชุดต่อตามปกติ และส่วนที่ 

สองเป็นหิงก์ชันฟองสยู่ที่สมมติขึ้นโดยไม่ขึ้นกับตัวแปรอื่น ส่วนความเค้นจะสมมติ 5 พจน์คือ การสมมติแรงดัด

สามพจน์ได้แก่ Mx My Mxy และแรงเฉือนสองพจน์คือ Qx และ Qy ทังนีจำนวนพจน์ท่ีใช้ในหิงก์ชันของความ 

เค้นและพีงก์ชันฟองสยู่ขึ้นอยู่กับจำนวนชุดต่อในขึ้นส่วน โดยข้ึนส่วน 4 ชุดต่อใช้จำนวนพจน์ของหิงก์ชันความ 

เค้น 20 พจน์ จำนวนพจน์ของพีงต์ชันฟองสยู่ 9 พจน์ และขึ้นส่วน 9 ชุดต่อใช้จำนวนพจน์ของหิงก์ชันความเค้น 

46 พจน์ จำนวนพจน์ของหิงกัชันฟองส'ยู่ 11 พจน์ ข้ึนส่วนท่ีได้สามารถแก้ปิญหาการยึดเน่ืองจากแรงเฉือนได้ ผู้ 

วิจัยได้ปรับปชุงฟ้งกํชนฟ่องสยู่โดยเปลี่ยนเปแบบของฟ้งค้ชันและจำนวนพจน์เพิ่อให้มีประสิทธิภาพในการ 

คำนวณย่ิงขึน

ในปี 1998 อายัดและคณะ(Ayad et al.)122’ ได้เสนอวิธีการแด้ปีญหาการยึดเน่ืองจากแรงเฉือนของแผ่นรับ 

แรงดัดตามทฤษฎีของไรส่เนอร์-มินด้ลิน โดยใช้การถ่ายทอดแรงเฉือนแบบผสม (Mixed Shear Projected , MiSP) 

และสร้างเป็นขนส่วน MÎSP4 ซ่ึงมี 4 ชุดต่อ โดยใช้หลักการของเฮลลิงเกอร์-ไรส่เนอร้ในการสร้างเมตริกซ์สติฟเน 

ส และใช้สนามของโมเมนต่และแรงเฉือนเป็นสนามของตัวแปร ส่วนการประมาณความเครียดเฉือนในแนวด่ิงอยู่ 

ใน3ปของความเครียดสัมผัสที่ขอบ(edge tangential strain) จากนันนำไปสร้างเป็นเมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่าง 

ความเครียดกับการกระจัดได้ แล้วจึงนำไปหาเมตริกซ์สติฟเนสของข้ึนส่วนในที่ฤค

ในการวิเคราะห์แผ่นหนาหรือแผ่นรับแรงโดยทฤษฎีของมีนด้ลิน ซ่ึงรวมผลของความเครียดเฉือนแนว 

ด่ิง(transverse shear strain) ในการคำนวณ ดังนันคำตอบด้านความเค้นจึงมีความสำคัญ การใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์ 

เอเลเมนต์แบบการกระจัดสอดคล้องจะให้คำตอบด้านความเค้นท่ีไม่ถูกต้องเพียงพอ จึงนำแบบจำลองผสมมาใช้ 

ในการหาเมตริกซ์สติฟเนส หลักการแปรผันท่ีใช้เป็นหลักของเฮลลิงเกอร์-ไรสัเนอธ์ และหลักของเฮลลิงเกอร้- 

ไรส์เนอร์ดัดแปร ตัวแปรท่ีใช้มีสนามของการกระจัด สนามของความเค้นและสนามของความเครียด ศึกษาการ 

สร้างชินส่วนที่สร้างขึนด้วยวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์แบบผสม รวมทังตรวจสอบประสิทธิภาพของแต่ละชินส่วน ซ่ึง 

แต่ละวิธีสามารถแล้ปีญหาการยึดเน่ืองจากแรงเฉือน และไม่ก่อให้เกิดเปแบบการเคลื่อนที่ปลอมของการกระจัด
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1.3 วัตลุประสงค์ของงานวิจัย

1. ศึกษาวิธีการสร้างสมการแบบผสมท่ีมีการพัฒนาข้ึนมา โดยพิจารณาถึงหลักการและแนวความคิค 

ในการสร้างสมการของชินส่วน เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแต่ละวิธี

2. ปรับปรุงและแก้ปิญหาที่เกิดขึ้นในขึ้นส่วนและพัฒนาประสิทธิภาพของขึ้นส่วนให้ดีขึ้น

1.4 ขอบข่ายของการทำงาน

1. ศึกษาเฉพาะระเบียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์แบบผสม (mixed finite element method)

2. วัสดุท่ีใช้บีพฤติกรรมยืดหยู่นเชิงเส้น (linearly elastic)

3. เป็นวัสดุที่เหมือนกันทิศทาง (isotropic material)

4. พิจารณาการวิเคราะห้ในสภาวะสถิตย์ (static)

ft
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