
บทท 2

ทฤษฎีที่เกี่ยวข้องในการวิจัย

วิธีที่,ใข้กัแมาก,ในการประมาณการแจกแจงของประ ชา กร^งเที่น'วิธีเก่าที่สุดคือ 

วิธ ีเกัโตแกรม (H is to g ra m  M ethod)5 การกัรัางสิฬ่โตแกรม เรื่มจากการกำVทเด 
จุดกำเนิดและการกำหนดความกว้างชองข้าง จุดกำเนิดมักกำVrweเจากค่าตํ่าสุดชองข้อมูล 

ที่รวบรวมได้ ข ้านความกว้างชองข้าง ประมาณจากผลหารระหว่างผลต่างของค่าสุงสุดกับ 

ค่าตาสุดของข้อมูล และจำนวนข้าง ความกว้างของข้างที่เหมาะกัมจะทำให้ได้รูปแบบการ 

แจกแจงที่ใกล้เคยงชองประชากร ถ้าใข้จำนวนข้างน้อยเณเไป (คือแต่ละข้างกว้างเกินไป) 

จะทำให้ไม่Iหนรูปแบบการแจกแจงที่ถูกต้อง แต่ถ้าจำนรนข้างมากเกินไป (คือแต่ละข้าง 

แคบเกินไป) ก็จะทำให้เกิดความกับกัน เนราะข้วงหนง  ๆ อาจม ีค ่าก ังเกตเน ียงค ่าเค ืยว 

หรอไม'มีเลยก็ได้ ดังน้ัน จํงมีข้อเกันอแนะให้ใข้จำนวนข้างระหว่าง 8 - 2 0  ข ้าง หรือ 

ประมาณ-จำนวนข้างจาก V n  เมอ N เที่แขนาดของกลุ่มตัวอย่าง0

1เอกจากความกว้างของข้างแล้ว จุดกำเนิด (หรือจุดเริ่มต้น) ก็มีผลมาก 

จากการกัร้างสิกัโตแกรมโดยใข้ข้อมูลชุดเดียวกัน และใข้ความกว้างชองแต่ละข้างเท่ากัน 

แต่จุดที่เริ่มต้นของสิกัโตแกรมต่างกันจะได้ผลแตกต่างกันดังรูปที่ 2 .1

bB.W. S ilv e rm a n , D e n s i ty  E s t im a t io n  f o r  S t a t i s t i c s  and  
D a ta  A n a ly s is  (London ะ chapman and  H a l l ,  1 9 8 6 ), p . 7 .

s foTi l f r i d  J .  D ix o n , I n t r o d u c t io n  t o  S t a t i s t i c a l  A n a ly s is  
(McGraw -  H i l l ,  1 9 8 3 ), p . 8 .
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ระยะเวลา (วัน)

รูปท่ื 2 .1  สิลโตแกรมแส'ดงระยะเวลา (วัน) ใ!เการทดลองกับคนไข้ 

กล่มควบคมที่ใข้สิกษาเ■ รองการฆ่าตัวตาย7

7 ร . พ .  S i l v e r m a n ,  D e n s i t y  E s t i m a t i o n  f o r  S t a t i s t i c s  a n d

D a t a  A n a l y s i s  (L o n d o n  ะ c h a p m a n  a n d  H i l l ,  1 9 8 6 ) ,  p .  1 1 .
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จากรส่โตแกรมในรูปที่ 2 .1  เป็นรส่โตแกรมที่ส่ร้างปีนโดยใรข้อมูลชุดเดียวกัน 

ความกว้างชองรวงเท ่าก ัน แต่จุดเรี่มต้นต่างกัน ร่งทำให้ได้สิส่โตแกรมที่ให้ความหมาย 

แตกต่างกัน

ดังน้ัน การประมาณการแจกแจงโดยใรการส่ร้างสิส่โตแกรม แม้จะรู้ส ิกว่าง่าย 

แต่ป้ญหาก็ม้เกิดปีนดังที่ได้กล่าวมาแล้ว นอกจากการประมาณจากสิส่โตแกรมแล้ว ยังมีวิธี 

การประมาณดังกรนความหนาแน่นด้วยวิธีอื่น  ๆ อก แต่ทุกวิธีปีองการประมาณใข้วิธีนั้นฐาน 

ที่ต่างกัน 2 อย่าง คอ

1. วิธีของดังที่รนถ่วงนํ้าห,นัก (M ethod o f  w e ig h t f u n c t io n )  วิธีน

ดังกิรนความหนาแน่นที่ประมาณได้ส่ร้างขนโดยใรดังกิรนล่วงนํ้าหนัก (w e ig h t f u n c t i o n ) 

$งต้องส่อตคล้องกับเงอนไขบางประการ เส่น ต้องเป็น,ดังโไรใ*ส่มมาตร เป็นต้น

2. ว ิธ ีการกระจายของ f ( x )  (M ethod o f  "e x p a n d in g  o f  f ( x ) " )

วิธีนดังกิรนความหนาแน่นที่ประมาณส่ร้างขนโดยใรดังกิรนออรโธนอรมัล (O rth o n o rm a l 

f u n c t i o n ) 8

โดยอาดัยวิธีของดังกรนล่วงนํ้า,หนัก วิธีหนงที่นยมใรใใ*การประมาณดังกรใ*

ความหนาแน่ใ*กันมาก คอ ว ิธ ีเคอร ้เนล (K e rn e l M ethod) วิธีนเป็นวิธีที่ได้รับการ 

ส่นับส่นุนให้เลอกใรเป็นอันดับแรก โดยเฉนาะเมื่อต้องการประมาณดังกรนความหนาแน่น

ของหนงตัวแปร เนราะวิธีน ั้เป ็นวิธีท ี่ส ่ามารถประยุกต่ได้อย่างกว้างขวาง9 วิธีประมาณ 

ดังกรนความหนาแน่นโดยวิธีเคอร้เนล ดังกรนถ่วงนํ้าหนัก คอ ด ังกรนเคอร้เนล โดยทั่วไป 

(ไม่เส่มอไป) ดังกิรนเคอร้เนลจะเป็นดังกิรนส่มมาตร และส่อดคล้องกับเงอน'ไปีปีอง 

การเป็นดังกิรนความน่าจะเป็นหนาแน่น กล่าวดีอ ถ้า K เป็นดังกิรนเคอรเนล ดังกิรน K

SM.A. M irzahm edov, On Some P r o p e r t i e s  o f  D e n s i ty  E s t im a t io n  

(H ungary ะ B u d a p e s t,  1 9 7 4 ), p . 535 .

9B.W. S ilv e rm a n , D e n s i ty  E s t im a t io n  f o r  S t a t i s t i c s  and  
D a ta  A n a ly s is  (London ะ chapman an d  H i l l ,  1 9 8 6 ), p . 34.
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ต้อง ชอดคล้องกับเงื่อนไขทว่า10

I K (X) dx  = 1 
-  00

การประมาณตังกตั!เความหนาแน่นของประชากรโดยวิธเคอรเนล ประมาณไต้
จากตัตร11

โดยที่ f  เป็นตังที่ตันความหนาเแณที่ประมาณไต้ 
ท เป็นขนาดชองกลุ่มตัวอย่าง 
h  เป็นความกว้าง 
K เป็นตังที่ตันเคอริเนล 
X1 เป ็นค่าตังเกต (ค่าของข้อมูลตัวอย่าง)

การประมาณตังที่ตัแความหนาเนณของประชากรตังวิธีที่กล่าวข้างต้น ตังโ[ตันท่ี
ประมาณไต้คือ ตังกตัน f  จากฬูตรจะเห็นไต้ว่า ค่าชอง f  ขนกับค่าของ h  ตังที่ตัน K 
และค่า X 1 แต่ตามวิธ-ชองเคอรเนล ไต้ตัรุปว่า นารามิเตอริท ี่ม ผี ล มากต่อตังที่ตัน f
ที่ประมาณไต้คือ ค่าของ h  โดยที่ h  เป็นความกว้างของแต่ละล่วง และจะเรยก h  ว่า 
ความกว้าง (Window w id th )  หรอ นารามิเตอรที่ใข้ปรับกราฟ (S m oo th ing  p a ra m e te r)  
S ilv e rm a n  (1986) ไต้แตัดงความเห็นว่า การกำหนดความกว้างของล่วงที่เหมาะตัม 
จะทำให้ไต้ตังที่ตั!เความหนาแน่นโดยประมาณใกล้เคืยงกับตังกตันความหนาเณ่นที่แท้จริง12 
ต ังรูปท่ี 2 . 2  และ 2 . 3

1๐ร .พ . S ilv e rm a n , D e n s i ty  E s t im a t io n  f o r  S t a t i s t i c s  and
D a ta  A n a ly s is  (London ะ chapman an d  H a l l ,  1 9 8 6 ), p . 13.

11I b i d . ,  p . 15.

Î  (X) = ( l / n h ) X  KC(x-X 4) /  h : U1

I b i d . ,  p . 16 -  17.
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รปท่ี 2 .2  ฟ้งกifนความหนาแน่นที่แท้จริง

รูปท่ี 2 .3  (ก) (ซ) และ (ค) เป็นฟ้งก^ความหนาเณ่นที่ประมาณจากซ้อมูลตัวอย่าง

ชนาด 200 โดยริธ ืเคอร ิเนล ใ!(ความกว้าง ะ (ก) 0 .1  (ข) 0 .3  (ค) 0 .6



รูปท่ี 2 .2  แลัดงนิงก์เ?นความหนาแน่นที่แท้จริงของประชากร ส่วนรูปท่ี 2 .3  

(ก) (ข) (ค) เป็น,ฝังกข้'นความฬนาแน่น่ที่ประมาณ'จากข้อมูลตัวอย่างขนาด 200 ที่จำลอง 

มาจากประชากรที่แท้จริง คอมนิงกํ{กัเความหนาแน่นดังรูปท่ี 2 .2  นิงกํชนเคอริเนลที่ใ^ในการ 

ประมาณคอ K ( t )  = (1/น่27โ )e ~ < 1 /2 ) t  , -  00 < t  < 00 แต่ความกว้างที่ใข้

แตกต่างกัน รูปท่ี 2 .3  (ช) ใกล้เค้ยงกับนิงกํข้นความหนาแน่นที่แท้จริงของประชากร 

มากกว่า รูปท่ี 2 .3  (ก) ข้งใข้ความกว้างของข้วงเล็กเก ิน'ใป หริอรูปท่ี 2 .3  (ค) ใ?ง 

ใข้ความกว้างของîfวง'ใหญ่เกิน'ไป จIเทาให้ไม่เห็นลักษ«นะแท้จริงที่ผฬองฐานนิยม เพื่อความ 

เข ้าใจในเรื่องน ั้ดขน จงนิจารณารูปที่ 2 .4  ดังนิ13

รูปท่ี 2 .4  การประมาณนิงกํข้นความหนาแน่นใดยวสีเคฮริเนลใดยแลัดงให้เห็นกง 

แต่ละเดอริเนล (ความกว้าง 0 .4 )

จากรูปที่ 2 .4  แลัดงการฬร้างนิงก์ข้น f  จากข้อมูลตัวอย่างขนาด 7 ^งขนาด 

ตัวอย่างเป็นขนาดที่เล ็ก แต่เพ ื่อข ้วยความเข้าใจได้,ง่ายขน จะเห็นได้ว่า ค่าของ f  ท่ี X  

แต่ละค่าเก ิดจากผลรวมซ อ ง แต่ละเคอริเนลที่จุดนั้น  ๆ เข้นiท่ี X  = -2  ค่าของ f ' ท่ี X  = -2  

เกิดจากความฬูง (1) รวมกับความชูง (2) นิงกํข้นเคอริเนลเป็นตัวกำหนดรูปร่างของ 

แต่ละโค้งเล ็ก  ๆ ที่อยู่ภายใน ขณะที่ความกว้าง h  กำหนดความกว้าง ในที่นโ ค ้ ง เล็ก  ๆ ต ่าง

13B.W. S ilv e rm a n , D e n s i ty  E s t im a t io n  f o r  S t a t i s t i c s  and  

D a ta  A n a ly s is  (London ะ chapman an d  H a l l ,  1 9 8 6 ), p . 14.
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เป็น,โค้งปกติ เนราะใสัฟ้งกสัใเความหนาแ!พ่ฟกติมาตรฐานเป็นห้งกสันเคอ,m i ล เนอเป็แ 

การแสํดงว่าการใสัห ้งกสันเคอรเนลเดยวกัน แต่ใสัฅวามกว้างต่างกันจะทำให้ได้ห้งกสัน f  

ที่ประมาณได้แตกต่างกัน นิจารณารูปที่ 2 .5  ดังต่อไปนี

รูปท่ี 2 .5  (ก) (ข) การประมาณฝืงกสันความหนาแน่น โดยว ิธ ีเดอรเนล

โดยแสํดงให้เห ็นถงแต่ละเคอรเนลความกว้าง (ก) 0 .2  (ข) 0 .8



รูปท่ี 2 .4  และรูปที่ 2 .5  (ก) (ช) ต่างเนินตังกช้นความหนาแน่นที่ประมาณ 

จากช้อมูลตัวอย่างขนาด 7 ใช้ตังกช้นความหนาแน่น,ปกติมาตรฐานเป็น,ฝังกช้นเคอรเนล

แต่ใช้ความกว้างชองช้วง (h ) แตกต่างกัน

ตังกช้นเคอรเนล นอกจากตังกช้นความหนาแน่นปกติมาตรฐานตามที่กล่าวมาแล้ว

ม,อกหลายแบบ ตังนิ1*

1 ) เอ'พาเนคนิคอป (E p an ech n ik o v )

K(t)  = (3 /4 )Cl -  ( l / 5 ) t 2: 

= O

ตังกช้นเคอรเนลคือ

5 ,
, t  อ ื่น ๆ

2 ) สํองฐานนิยม (B iw e ig h t)  ตังกช้นเคอรเนลคือ

K (t)  = ( 5 /1 6 ) ( 1  -  t 2 ) ,  t  < 1

= O , t  อ ื่น ๆ

3 ) สำมเหลี่ยม ( T r ia n g u la r )  ตังกร'นเคฮรั้เนลคือ

< 1

t  อรi ๆ

K (t)  = 1 -  

= 0

แม้'ว่า,{เงกร''นเคอร์เนลจะมีหลายแบบ แต่ตัเงกร1นความ'หนาแน่นปกติมาตรฐานเนิน 
ตังลี่ช้นเคอรเนลที่นิยมใช้กันมาก จากตัวอย่างที่กล่าวมาช้างต้นต่างใช้ตังกช้นความหนาแน่น 
ปกติมาตรฐานเนินตังลี่ช้นเคอรเนลทั้งสิน ในปี ค .ff. 1982 โอยาง ชู ป ีเตอร14 15 ไต้ทำการ 
ติกษาการประมาณตังล่ีช้นความหนาแน่นโดยติกษาวิธีการประมาณ 3 วิธี คือ วิธีเสํโตแกรม 
(H is to g ram  M ethod) วิธีควอนไทลี่ ( Q u a n t i le  M ethod) และวิธีเคอรเนล ริ?งเนิน 
การประมาณตังกร'นความหนาเพ่น Ÿ  โดยใช้ตัวประมาณเคอร์เนล การติกษาครั้งนตังล่ีช้น 
เคอรเนลที่ใช้ในการติกษาคือ ตังกร'นความหนาแน่น'ปกติมาตรฐาน

14B.W. S ilv e rm a n , D e n s i ty  E s t im a t io n  f o r  S t a t i s t i c s  and  

D a ta  A n a ly s is  (London ะ chapman and  H a l l ,  1 9 8 6 ), p . 43 .

15Ouyang Soo P e t e r .  "E m p ire c a l B ayes an d  D e n s i ty  E s t im a t io n

PH.D’ s  T h e s i s ,  s t a t e  U n iv e r s i t y  o f  New Y ork At s t r o n g  B rook , 1982.
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เนองจากฟ้งกํรใเความหนาเฟนปกติมาตรฐานเที่นฟ้งกํลันความหนาแน่นที่นิยมใธี 

เที่นฟ้งกํลันเคอรั้นเลกันมาก ในการวจัยฅรั้งน ผู้วิจัยจงเสือกฟ้งก์ลันความหนาแน่นปกติ 

มาตรฐานเที่นฟ้งกํลันเคอรั้นเลที่ใลัในการสิกษาและเสือกฟ้งก์ลันสำมเหลี่ยมมาลองสิกษา 

เปรยบเทียบด้วย ทั้งนเนราะว่าฟ้งกํลันสำมเหลี่ยมและการแจกแจงของประสำกรที่มิการ

แจกแจงชวส์ชงนารามิเตอร์เท ่ากับ A กรณ A มิค่าน้อย  ๆ มิลัษ{นะคล้ายกัน และเมอ A 

มิค่ามากขน การแจกแจงบ้วส์ชงจะใกล้ เ คยงกับการแจกแจงปกติ

ส่วนความกว้างของรวง ร่งเที่นนารามิเตอรั้ที่ใลัปรับกรานิของนิงกํลันความ 

หนาเณ่นที่ประมาณ มิวิธ ีการกำหนดหลายวิธีโดยที่วิธ ีการแต่ละวิธีเที่แเนียงเแททางที่คาดว่า 

ใรได้ แต่ยังไม่ได้เที่นที่ยอมรับกันเที่นสำกล วิธ ีการเสือกใรค่านารามิเตฮรั้ท ี่ใลัปรับกราป 

ควรนิจารททหลาย  ๆ ค ่า โดยอาลัยความติดเบองตันเลี่ยวกับฟ้งกํ■ ลันความหนาแน่นที่สิกษา 

เ ,ฝน ล้าประสำกรมิการแจกแจงปกติมิค่าความแปรปรวน ก ั2 และใลัฟ้งกํลันความหนาแน่น 

ปกติมาตรรานเที่นฟ้งกํรนเคอรั้เนล จะสำมารถประมาณค่าที่เหมาะสํมได้จากสํตร16ไ:::;;ะ
h 1 เที่นความกว้างของรวง (fประมาณค่าจากส่ว!แที่ยงเบนมาตรฐานของ 

ตัวอย่าง แต่ล้าการแจกแจงชองประสำกรที่เราสํนใจสิกษามิลักษณะเบ้ ควรประมาณค่า h 

จากสํตร17

h 2, = 0 .7 9  Rn~<1/S)

h 2 เที่นความกว้างของรวง R เที่นค่านิลัยควอไทล ( I n t e r q u a r t i l e
R ange) หาได้โดยสํตร13

1SB.W. S ilv e rm a n , D e n s i ty  E s t im a t io n  f o r  S t a t i s t i c s  and  
D a ta  A n a ly s is  (London ะ chapman and  H a l l ,  1 9 8 6 ), p . 45.

17c l a r k e  G.M., A B a s ic  C o u rse  in  S t a t i s t i c s . (London ะ 
Edward A rn o ld ), p . 48.

l s I b i d . , p .  4 8 .
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R  =  Q 3 -  Q i

Q1 และ Q3 เป็นค่าควอไทลืท่ี 1 และควอไฑล่ีท่ี 3 ตามลำดับ 
จากแนวทางตามที่เชนอมาดังกล่าว และเม่ือนิจารณาประกอบกับประชากรท่ีมิ

การแจกแจงปัวส์ชงนารามิเตอร A เท่ากับ 1 2 3 4 5 ผู้วิจัยนำทั้งค่า h 1 และ
h2 มาลองจักษาดู นร้อมท้ังจักษาIนมเตม1ในกรผ 1ไ3 เท่ากับ 0 .5  ด้วย การเลํอก 
h3 เท่ากับ 0 .5  ชนมาจักษาเนราะตัวแปรล่มที่มิการแจกแจงป้วส์ชงเป็นตัวแปรล่มไม่ต่อเมื่อง 
ล่วliการประมาณนิงกชนการแจกแจงชองตัวแปรล่มโดยวิธีเคอรืเนล เป็นการประมาณนิงกชน f  

ช ัง เป็นนิงกช!เดวามหนาแน่นชองตัวแปรล่มต่อเม่ือง ดังน้ัน ผู้วิจัยจังลองเลือกความกว้าง
ตามแบบที่เคยใชกันโดยทั่วไป กล่าวคอ

P(X = X) = P(x -  .5  < X < X + .5 )
การวิจัยครั้งนั้ผู้วิจัยต้องการจักษาถงวิธีการประมาณนิงก์ชนความน่าจะ เ ป็นของ 

ประชากร เมื่อประชากรมิการแจกแจงนิวล่ชงนารามิเตอรื A เป็น 1 2 3 4 และ 5

ตามลำดับ โดยใชวิธ ีของเคอรเนล และเลือกนิงกชนเคอรืเนล K± และ K2 ริ?งเป็นนิงก์ชน 

ชามเหลี่ยม และ,นิงกชนความหน,าเแท่เปกติมาตรฐาน ตามล ำ ด ับ  ล่วนความกว้างของล่วง 

เล ือกจักษาความกว้าง h t h 2 และ h 3 ตามที่กล่าวมาแล้ว เม ื่อจ ักษาว่าว ิธ ีเคอรเนล 

ชังเหมาะกับการประมาณนิงกชนความหนาแน่นชองตัวแปรล่มต่อเมื่องจะเหมาะชมหรือไม่ 

เมื่อนำมาโชประมาณนิงกชนความน่าจะเป็นปีองตัวแปรล่มแบบ'ไม่ต่อเมื่อง
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