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บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

เน่ืองจากในปจจุบันโปรแกรมประยุกตคอมพิวเตอรมีความซับซอนเพ่ิมมากขึ้น ทํา
ใหการประมวลผลหาผลลัพธที่ถูกตองแมนยําเปนปญหาที่สําคัญในการคํานวณ โดยทั่วไป
ปญหานี้สามารถแกไขไดโดยการเพิ่มจํานวนหลักของเลขทศนิยมที่ใชในการคํานวณ แตวาวิธีนี้
จะทําใหคอมพิวเตอรตองประมวลผลมากขึ้น ทําใหในบางครั้งตองมีการปดเศษทศนิยมทิ้งเพื่อ
ลดภาระงานและเวลาที่ใชในการทํางาน ซึ่งตรงจุดนี้อาจทําใหเกิดปญหาในการคํานวณขึ้นได
เพราะการปดเศษทศนิยมอาจทําใหคาตัวเลขมีความผิดเพี้ยนไปและเมื่อนําคาดังกลาวไป
คํานวณตอ อาจเปนสาเหตุใหผลลัพธจากการคํานวณมีความผิดเพ้ียนไปได [1] โดยปญหาน้ี
สามารถแกไขไดโดยการใชเลขคณิตแบบชวง (interval arithmetic) เพราะเลขคณิตแบบชวงจะ
แสดงตัวเลขเปนชวงดวยจํานวนสองจํานวนนั่นคือ ขอบเขตลาง (lower endpoint) และขอบเขต
บน (upper endpoint) [2] ทําใหการคํานวณแบบชวงมีความสามารถในการควบคุมและ
ตรวจสอบปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษ (round-off error) ได อีกทั้งยังสามารถ
รับประกันไดวาคําตอบที่ถูกตองจะอยูในชวงคําตอบที่คํานวณไดอยางแนนอน [3] โดย
ประสิทธิภาพของการคํานวณแบบชวงจะวัดจากระยะหางระหวางขอบเขตลางกับขอบเขตบน 
ซึ่งอัลกอริทึมการคํานวณแบบชวงที่มีประสิทธิภาพจะสามารถทําใหระยะหางระหวางขอบเขต
ลางกับขอบเขตบนลดลงได แตในทางตรงกันขามอัลกอริทึมการคํานวณแบบชวงที่ไมมี
ประสิทธิภาพจะทําใหระยะหางระหวางขอบเขตบนกับขอบเขตลางขยายออกไป [4] โดย
สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก [5] 

การเพิ่มความเร็วในการทํางานของคอมพิวเตอรในปจจุบันสามารถทําไดหลายวิธี 
ยกตัวอยางเชน การเพิ่มความเร็วของสัญญาณนาฬิกา หรือการเรงการทํางานของฮารดแวร 
เปนตน แตจริงๆ แลวการเพิ่มความเร็วในการทํางานยังสามารถทําไดอีกวิธีหน่ึง คือ การพัฒนา
อัลกอริทึมที่ใชในการคํานวณ ซึ่งงานวิจัยในดานนี้สวนใหญจะมุงเนนไปที่การพัฒนาอัลกอริทึม
การคํานวณบนระบบดิจิทัล (digital) และแอนะล็อก (analog) สําหรับงานวิจัยน้ีไดมุงเนนไปที่
การพัฒนาอัลกอริทึมการคํานวณบนระบบแอนะล็อก โดยขอดีของการทํางานบนระบบแอ
นะล็อก คือ การคํานวณบนระบบแอนะล็อกสามารถกระทําไดแบบทันกาล (real-time) ดวย
ความสามารถในระดับวงจรของระบบแอนะล็อกเอง [6, 7] ซึ่งคุณสมบัตินี้สามารถเปรียบเทียบ
ไดกับระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมาย (Signed digit number system) ของการทํางานบน
ระบบดิจิทัล [8, 9, 10] แตปญหาที่สําคัญของการทํางานบนระบบแอนะล็อก คือ สัญญาณ
รบกวน (noise) ที่เกิดขึ้นภายในวงจรอาจจะกลายมาเปนคาความผิดพลาด (error) ในระบบ
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จํานวนได [11] ทําใหในป 1997 ซาเอ็ด (Saed) อาหมาดี (Ahmadi) จูเลียน (Jullien) และ มิล
เลอร (Miller) ไดนําเสนอระบบจํานวนคาซอนทับ (Overlap resolution number system) ขึ้นมา 
[11, 12] และหลังจากนั้นในป 2002 ระบบจํานวนคาซอนทับไดถูกเปลี่ยนชื่อเปน ระบบจํานวน
คาตอเน่ือง (Continuous valued number system) [13, 14] โดยระบบจํานวนนี้อาศัยหลักการ
ในการเพิ่มสัญญาณซ้ําซอนเพ่ิมเขาไปเพื่อการแทนคาจํานวนเพียงจํานวนเดียว โดยที่สัญญาณ
ที่ไดเพ่ิมขึ้นไปเหลานี้จะเรียกวา ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน (redundancy analog digit) และดิจิต
แรกเทานั้นที่มีหนาที่ในการแทนคาแอนะล็อกที่เราตองการจะแสดงทั้งหมด สวนในดิจิตอ่ืนๆ จะ
บอกคาในสวนของรายละเอียดที่ลดลงไปเรื่อยๆ หนาที่ของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนที่เพ่ิมเขามา 
คือ การปรับปรุงคา (refine) ของดิจิตที่มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกัน โดยวิธีการลดคาความ
ผิดพลาด (ในที่นี้จะเรียกแทนวา วิธีการกูคาความผิดพลาด) (error recovery) นั้นจะเริ่มจาก
ดิจิตที่นัยสําคัญนอยที่สุด ทําการปรับปรุงคาของดิจิตที่อยูติดกันไปเรื่อยๆ จนถึงการปรับปรุงคา
ของดิจิตที่นัยสําคัญมากที่สุด ทําใหคาความซับซอนของเวลา (time complexity) ในการลดคา
ความผิดพลาดเปนเชิงเสนตรง Θ(n) ซึ่ง n คือ จํานวนของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน ถัดมาในป 
2004 สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ไดนําเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
(Redundant analog number system) ขึ้นมา [15] เปนระบบที่พัฒนาขึ้นมาจากระบบจํานวนคา
ตอเนื่อง [16] โดยที่ระบบนี้จะใชเพียงสองสัญญาณในการนําเสนอจํานวนแตละจํานวน อีกทั้ง
ระบบนี้ยังสามารถกูคาความผิดพลาดไดอยางสมบูรณและคาความซับซอนของการกูคาความ
ผิดพลาดยังเปนคาคงที่อีกดวย แตวาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนดังกลาวจะสามารถทํางาน
ไดจริงภายใตขอกําหนดที่วา สัญญาณรบกวนที่เกิดขึ้นในแตละดิจิตตองมีความสัมพันธกันใน
เชิงของการสงผลตอคาความผิดพลาดที่เทากัน (equal error factor) [15, 17, 18] นั่นคือ ในแต
ละสัญญาณตองมีคาความผิดพลาดเทากัน ซึ่งในความเปนจริงเราไมสามารถกําหนดใหคาความ
ผิดพลาดเทากันได จึงยังคงเปนปญหาที่นาสนใจอยู 

งานวิจัยน้ีนําเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหม โดยมุงเนนไปที่การ
ปรับปรุงและพัฒนาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบเดิมใหมีคุณภาพที่ดีขึ้น โดยการนําขอดี
ของเลขคณิตแบบชวงและความสามารถในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนมาปรับปรุงใหสามารถทํางานรวมกันได พรอมทั้งนําเสนออัลกอริทึมสําหรับการคํานวณ
ทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน ซึ่งประกอบดวยการบวก ลบ คูณ และหาร สําหรับระบบจํานวนที่ได
ออกแบบมานี้ 
 
1.2 วัตถุประสงคของงานวิจัย 

ออกแบบระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่มีความสามารถในการควบคุม
และตรวจสอบปญหาที่เกิดจากความผิดพลาดจากขอมูลขาเขาหรือคาคลาดเคลื่อนการปดเศษ 
และออกแบบอัลกอริทึมการประมาณชวงใกลเคียง พรอมทั้งออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการ
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คํานวณของตัวดําเนินการทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน คือ การบวก ลบ คูณ และหาร ของระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนี้ดวย 
 
1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

1) เสนออัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบใหม เฉพาะการบวก ลบ คูณ และหารเทานั้น 

2) คาความผิดพลาดในระบบจะอยูในรูปของเปอรเซ็นตท่ีไมทราบคา ซึ่งคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบตองอยูในขอบเขตที่ระบบจํานวนสามารถจะทนไดเทานัน้ 
จึงจะสามารถทําการกูคาออกมาได 

3) ตัวถูกดําเนินการที่จะทําการคํานวณทางคณิตศาสตรจะตองถูกกูคาความผิดพลาด
กอน เพ่ือใหเปนคาที่ถูกตองปราศจากคาความผิดพลาดกอนที่จะทําเริ่มการคํานวณ
ผลลัพธ 

4) คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจะไมเกิดระหวางดําเนินการกูคาความผิดพลาด และ
ดําเนินการทางคณิตศาสตรอีก 

5) การกูคาความผิดพลาดเปนการทํางานบนระบบจํานวน ไมไดเปนการขจัดสัญญาณ
รบกวนในวงจรแตอยางใด 

6) ทําการออกแบบระบบจํานวน อัลกอริทึมการประมาณชวงใกลเคียง อัลกอริทึมการ
คํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน และเสนอวิธีการพิสูจนอัลกอริทึมเหลานี้เทานั้น 
ไมไดมีการสรางออกมาเปนวงจร 

 
1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินงานวิจัย 

1) ศึกษางานวิจัยเลขคณิตแบบชวง ระบบจํานวนคาตอเน่ือง และระบบจํานวนแอนะ 
ล็อกซ้ําซอน 

2) วิเคราะหปญหาที่มีความสอดคลองกันจากงานวิจัยเหลานั้น 
3) ออกแบบระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหม 
4) ออกแบบอัลกอริทึมการประมาณชวงใกลเคียงและอัลกอริทึมการคํานวณทาง

คณิตศาสตรพ้ืนฐาน 
5) พิสูจนอัลกอริทึมที่ไดออกแบบไว 
6) จัดทํารายงานวิทยานิพนธ 

 
1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรบัจากงานวิจยั 

1) ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหมที่รองรับการทํางานแบบชวงได เพ่ือการ
ตรวจสอบและควบคุมปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษ อีกทั้งยังสามารถ
ประมาณชวงใกลเคียงไดในกรณีที่ไมทราบคาความผิดพลาด 
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2) อัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานซึ่งประกอบดวยการบวก ลบ คูณ 
และหาร สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหม 

 
1.6 ผลงานทีต่ีพมิพจากวิทยานิพนธ 
 สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหัวขอเรื่องดังตอไปน้ี 

1) “On-Line multiplication in compressed Signed Digit Representation Using 
On-the-fly Technique” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ 
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ National Computer Science and Engineering 
Conference (NCSEC2004) 

2) “On-Line Arithmetic in Compressed Signed Digit Representation” โดย นพคุณ 
ศรีมโนธรรม และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 9th Annual National 
Symposium on Computational Science and Engineering (ANSCSE9) 

3) “Interval Number Representation in Analog System” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม 
และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ The 3th Joint Conference on 
Computer Science and Software Engineering (JCSSE2005) 

4) “Interval Redundant Analog Number System” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม และ
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ IADIS International 
Conference Applied Computing 2006 (IADIS2006) 

5) “Interval Arithmetic for Analog Computing” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม และอรรถ
สิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 10th Annual National Symposium on 
Computational Science and Engineering (ANSCSE10) 

6) “A Redundant Analog Interval System” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม และอรรถสิทธิ์ 
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ The 4th International Joint Conference 
on Computer Science and Software Engineering (JCSSE2007) 



บทที่  2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
2.1 เลขคณติแบบชวง 

ในการคํานวณเลขทศนิยม (floating point number) แบบทั่วไปที่มีจํานวนเลข
ทศนิยมหลายตําแหนง ทําใหคอมพิวเตอรตองมีภาระในการประมวลผลมากตามไปดวย ซึ่งจะ
ทําใหสูญเสียเวลาไปโดยเปลาประโยชนและในบางครั้งระบบของเราไมสามารถแสดงเลข
ทศนิยมไดครบทุกตําแหนง ดังนั้นจึงจําเปนตองมีการปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพ่ือใหระบบ
ทํางานตอไปไดและลดเวลาที่ใชในการทํางานของคอมพิวเตอรลง แตทวาการกระทําเชนน้ี
อาจจะไดรับผลกระทบจากปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษได ทําใหผลลัพธที่ไดจาก
การคํานวณมีความความคลาดเคลื่อนไป ซึ่งแนวทางการแกไขปญหาสามารถทําไดโดยการ
นําเสนอจํานวนแบบชวงใหครอบคลุมตัวเลขนั้น [1] โดยจะทําใหผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ
ปรากฏอยูในชวงที่เราครอบคลุมไวนั้นอยางแนนอน 

การทํางานของเลขคณิตแบบชวงจะแสดงตัวเลขดวยจํานวนสองจํานวน นั่นคือ 
ขอบเขตลาง (xl) และขอบเขตบน (xu) แตบางครั้งในระหวางการคํานวณอาจทําใหขอบเขตบน 
ขอบเขตลาง หรือทั้งขอบเขตบนและขอบเขตลางไมสามารถแสดงคาได ซึ่งปญหานี้อาจเกิดจาก
การแทนคาขอบเขตลางกับขอบเขตบนผิดตําแหนง โดยเปนที่ทราบกันวาคาที่ถูกตองตองอยู
ระหวางขอบเขตทั้งสอง ดังนั้นจึงมีความจําเปนตองกําหนดขอบเขตที่ใหญขึ้นและครอบคลุม
คําตอบที่ถูกตองได จึงอาจทําใหชวงที่เปนคําตอบใหญกวาความเปนจริงที่คํานวณได 

กําหนดให X เปนคาเชิงตัวเลข (numerical value) ใดๆ ในเลขคณิตแบบชวง 
รูปแบบการแทนชวงของ X ในเลขคณิตแบบชวงเปนดังสมการดานลางนี้ 

 X = [xl, xu] (2.1) 
 
2.2 ตัวดําเนินการทางคณติศาสตรพื้นฐานของเลขคณิตแบบชวง 

กําหนดให X = [xl, xu] และ Y = [yl, yu] เปนชวงจํานวนสองชวงจํานวนในเลข
คณิตแบบชวง โดยที่ตัวดําเนินการทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานของเลขคณิตแบบชวงเปนการ
คํานวณที่เกิดจากการบวก ลบ คูณ และหารกันของขอบเขตลางและขอบเขตบน โดยที่ตัว
ดําเนินการทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานของเลขคณิตแบบชวงสามารถแสดงไดดังนี้ 

 
 [ ],l l u uX Y x y x y+ = + +  (2.2) 
 
 [ ],l u u lX Y x y x y− = − −  (2.3) 
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 ( ) ( )min , , , ,max , , ,l l l u u l u u l l l u u l u uX Y x y x y x y x y x y x y x y x y× = ⎡ ⎤⎣ ⎦  (2.4) 

 

 min , , , ,max , , ,l l u u l l u u

l u l u l u l u

x x x x x x x xX Y
y y y y y y y y

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
÷ = ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
  โดยที่ yl, yu > 0 (2.5) 

 
ตัวอยางที่ 2.1 กําหนดให X = [4.85, 5.15], Y = [6.9, 7.1] การคํานวณพื้นฐานของตัว
ดําเนินการบวก ลบ คูณ และหารของเลขคณิตแบบชวงสามารถแสดงไดดังนี้ 

 
 X + Y = [11.25, 12.75] 
 
 X – Y = [–2.25, –1.75] 
 
 X × Y = [min(33.465, 34.435, 35.535, 36.565), 
    max(33.465, 34.435, 35.535, 36.565)] 
           = [33.465, 36.565] 
 
 X ÷ Y = [min(0.7029, 0.6831, 0.7464, 0.7254), 
    max(0.7029, 0.6831, 0.7464, 0.7254)] 
           = [0.6831, 0.7464] � 

 
2.3 ระบบจํานวนคาตอเน่ือง 

ระบบจํานวนคาตอเน่ืองถูกคิดคนขึ้นในป 1997 โดยในตอนแรกระบบจํานวนคา
ตอเน่ืองนั้นมีชื่อเรียกวา ระบบจํานวนคาซอนทับ (Overlap resolution number system) ซึ่งใน
ภายหลังถูกเปลี่ยนชื่อเปน ระบบจํานวนคาตอเน่ือง (Continuous valued number system) ใน
ป 2002 โดยกลุมผูวิจัยไดนําเสนอระบบจํานวนที่ทํางานบนระบบแอนะล็อกและกลาวถึงขอดี
และขอเสียของระบบจํานวนแอนะล็อก ซึ่งขอดี คือ ความสามารถในการคํานวณแบบปราศจาก
ตัวทด (carry-free) ของระบบจํานวนแอนะล็อก ทําใหระบบจํานวนแอนะล็อกสามารถทํางานได
แบบทันกาล ดวยความสามารถในระดับวงจรของระบบแอนะล็อกเอง สวนขอเสียของระบบ
จํานวนแอนะล็อก คือ สัญญาณรบกวนในวงจรอาจจะกลายมาเปนคาความผิดพลาดในระบบ
จํานวนได ซึ่งถือเปนจุดประสงคของงานวิจัยน้ีดวยที่จะทําการลดคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นใน
ระบบ 

ระบบจํานวนคาตอเนื่องน้ันถูกนําเสนอขึ้นมาสําหรับการคํานวณทางคณิตศาสตรที่
มีสัญญาณรบกวนนอย (low noise arithmetic) โดยใชรูปแบบการแทนคา (representation) 
และการดําเนินการ (operation) แบบแอนะล็อก ซึ่งการคํานวณสําหรับระบบจํานวนนี้จะสามารถ
คํานวณแบบไมมีตวัทด (carry free arithmetic) ไดโดยการใชคุณสมบัติของการทํางานของวงจร
แอนะล็อก ระบบจํานวนคาตอเนื่องจะใชจํานวนสัญญาณหลายสัญญาณในการแทนคาจํานวน
เพียงจํานวนเดียว โดยที่สัญญาณที่เพ่ิมเขาไปเหลานี้จะถูกเรียกวา ดิจิตซํ้าซอน (redundancy 
digit) ซึ่งจะถูกนําไปใชในการลดคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในแตละดิจิต โดยที่ดิจิตที่มีลําดับ



 

 

7 

สูงสุดเทานั้นที่เปนดิจิตที่แสดงถึงคาทั้งหมดที่เราตองการ สวนดิจิตอ่ืนๆ จะเปนดิจิตที่ถูกสราง
ขึ้นมาเพื่อบอกรายละเอียดที่ลดลงไปเรื่อยๆ ของแตละดิจิต โดยวิธีการการกูคาความผิดพลาด
ของระบบจํานวนนี้ จะใชคุณสมบัติของดิจิตซ้ําซอนเหลานั้นนํามาทําการปรับปรุงคาของดิจิตที่มี
ลําดับสูงกวาที่อยูติดกันเพ่ือเพิ่มคาความถูกตองใหสูงขึ้นเร่ือยๆ จนกวาจะถึงดิจิตตัวแรกสุด 
โดยขบวนการที่ใชในการเพิ่มคาความถูกตองนั้นจะเริ่มจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุด ไปยัง
ดิจิตที่มีนัยสําคัญมากที่สุด ทําใหเวลาที่ถูกใชในการเพิ่มคาความถูกตองนี้ขึ้นกับจํานวนของดิจิต
ซ้ําซอน หรือสามารถบอกไดวาคาความซับซอนของเวลา (time complexity) สําหรับการกูคา
ความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเน่ืองเปน Θ(n) โดยที่ n คือ จํานวนของดิจิตซํ้าซอน โดย
ที่ในระบบที่คํานึงถึงความถูกตองที่มากขึ้นก็จะตองการจํานวนดิจิตซ้ําซอนที่มากขึ้นดวยเชนกัน 

สําหรับฐาน β ที่เปนจํานวนจริงใดๆ ที่ β ≥ 2 กําหนดใหจํานวนจริง X โดยคาสูงสุด
ของ X จะถูกจํากัดดวยคา M ซึ่ง |X| < M และคาจํานวนจริง X นั้นจะประกอบไปดวยดิจิตคา
ตอเน่ือง (continuous valued digit) xn หลายดิจิต ซึ่ง K ≤ n ≤ L โดยที่ K และ L เปนจํานวน
เต็มที่ K > 0 และ 0 ≤ L คาระยะสูงสุดแบบพลวัต (maximum dynamic range) สามารถ
คํานวณไดจาก 

 M = βL+1
 (2.6) 

รูปแบบการแสดงคาของ X สามารถเขียนออกมาไดเปน 

(xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) 

เครื่องหมาย | ใชในการแยกสวนที่เปนจํานวนเต็มทางดานขวาออกจากสวนที่เปนทศนิยมทาง
ดานซาย ในการสรางดิจิตคาตอเนื่องนั้นจะถูกสรางเริ่มตนจากดิจิตที่มีคาลําดับมากที่สุด หรือ xL 
ซึ่งสามารถคํานวณไดจาก 

 
M
XxL ×= β  (2.7) 

และดิจิตอ่ืนทีเ่หลือสามารถทําการคํานวณไดดวย 

 ⎣ ⎦( )β11 ++ −= nnn xxx  (2.8) 

จากสมการที่ 2.7 และ 2.8 เราสามารถทําการสรุปไดวา |xn| < β และ 

⎣ ⎦ 1−≤ βnx และจากสมการที่ 2.6 นั้นเราก็สามารถทําการหาคาของ L ในกรณีที่เราทราบ M 
ไดโดย βL+1

 ≥ |M| นอกจากนั้นยังสามารถทําการคํานวณดิจิต n > L ไดโดยจะเรียกดิจิตที่มีเลข
ลําดับมากกวาคา L นี้วา ดิจิตที่ถูกสรางเกิน (Excessively evolved digits, EEDs) โดยยังคงใช
สมการเดิมคือสมการที่ 2.8 ซึ่งสามารถทําใหงายขึ้นไดวา xn = xn-1 / β โดยดิจิตที่ถูกสรางเกินน้ี
จะใชในการคํานวณที่คําตอบของการดําเนินการนั้นเกินกวาคา M ทําใหตองมีการเพิ่มคาของ L 
ซึ่งนั่นก็คือเพ่ิมคาระยะสูงสุดแบบพลวัต 

ดังที่กลาวมาขางตนวาในขณะที่ดําเนินการคํานวณของระบบจํานวนแอนะล็อกนั้น 
อาจมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นได ซึ่งคาความผิดพลาดที่เราสนใจในระบบนี้จะอยูในรูป 
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n n nx x ε′ = +  
ซึ่ง x'n หมายถึงคาของ xn ที่รวมกับคาของความผิดพลาดเขาไวดวยกัน 
วิธีการกูคาความผิดพลาดของดิจิตลําดับที่ n (x'n = xn + εn) ของระบบจํานวนคา

ตอเนื่องนั้น สามารถทําไดโดยการกําหนดใหดิจิตที่มีลําดับต่ํากวาที่อยูติดกันน้ันเปนคาที่ถูกตอง
หรือไมมีคาความผิดพลาด x'n-1 = xn-1 และดวยเง่ือนไขเพ่ิมเติมอีกหนึ่งเง่ือนไข คือ 
 n nx x′ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (2.9) 
ดวยเง่ือนไขเหลานี้เองทําใหเราสามารถทําการกูคืนคาของ x'n ออกมาเปน x''n ที่มีคาเทากับ xn 
ดังสมการที่ 2.10 

 ( )1 /n n
n

K

x x n K
x

x n K
β−′ ′⎧ +      >⎢ ⎥⎣ ⎦′′ = ⎨ ′                          =⎩

 (2.10) 

ซึ่งจะเรียกวิธีการกูคืนขอมูลน้ีวา ขบวนการวิวัฒนาการยอนกลับ (reverse evolution process) 
ซึ่งขบวนการนี้จะสามารถกูคืนไดอยางถูกตองก็เม่ือทําการคํานวณฟงกชันพื้น (floor function) 
ตามสมการที่ 2.9 ไดอยางถูกตอง ซึ่งเทคนิคการกูคาความผิดพลาดนี้จะไมสามารถทําไดใน
กรณีที่ n n nx xε+ >⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  หรือ n n nx xε+ <⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  จึงไดมีการปรับปรุงโดยการเปลี่ยนฟงกชัน
พ้ืนใหเปนฟงกชันการถูกปดเศษ (rounded function) แทน nx′⎢ ⎥⎣ ⎦  ไดดังนี้ 
 ( )1 /n n nR Rounded

x x x β−′ ′ ′= −⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

และดวยเง่ือนไขที่วา  

 ( )1
1/
2n nε ε β−− <  (2.11) 

และเม่ือเอาไปแทนในสมการที่ 2.10 แลวเราจะไดสมการในการกูคาความผิดพลาดออกมาดังน้ี 
 ( )1 /n n nR Rounded

x x x β−′ ′ ′′= −⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 [ ] ( )1 /n nR
n R

K

x x n K
x

x n K
β−′ ′′⎧ +      >⎢ ⎥⎣ ⎦′′ = ⎨ ′                            =⎩

 (2.12) 

ซึ่งเทคนิคที่ใชในการกูคาความผิดพลาดนั้นจะทําการปรับปรุงคาความแมนยําของดิจิตที่มีลําดับ
สูงกวาที่อยูติดกันทีละดิจิตในหนึ่งรอบ นั่นก็หมายความวา คาความซับซอนของเวลาในการกูคา
ความผิดพลาดนั้นมีคาเทากับ Θ(n) โดยที่ n เทากับจํานวนของดิจิตซ้ําซอน ซึ่งคาความ
ซับซอนนี้มีคาเทากับการแพรกระจายของตัวทดในระบบดิจิทัล 

และจากสมการที่ 2.12 แสดงใหเห็นวาการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคา
ตอเน่ืองน้ันไมสามารถทําการกูคาความผิดพลาดสําหรับดิจิตที่มีลําดับต่ําที่สุด (xK) ซึ่งเปนดิจิต
ตัวขวาสุดได ทําใหคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิตน้ันจะเกิดการแพรกระจายไปยังดิจิตอ่ืนๆ 
ของรูปแบบการแทนคาซึ่งเหตุการณนี้จะเรียกวา การแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจาก
ดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด (least significant digit error propagation) โดยที่คาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xK นั้นไดสงผลกระทบไปยังดิจิต xL ดวยคาความผิดพลาดที่สามารถ
จะคํานวณไดดังสมการที่ 2.13 
 εL = εK / βL-K (2.13) 
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จะเห็นไดวาการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นจะเริ่มจากดิจิตที่
มีนัยสําคัญนอยที่สุดกอนเร่ือยไปยังดิจิตที่มีนัยสําคัญมากที่สุดโดยที่ขอดอยของระบบจํานวนคา
ตอเนื่อง คือ ระบบนี้จะยังมีคาความผิดพลาดติดอยูในระบบ อันเนื่องมาจากอัลกอริทึมในการกู
คาความผิดพลาดจะเริ่มตนจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุดกอน ทําใหคาความผิดพลาดที่ติดอยู
ที่ดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุดสงผลกระทบไปยังดิจิตที่มีนัยสําคัญสูงกวา ทําใหระบบจํานวนคา
ตอเน่ืองจึงทําไดเพียงลดคาความผิดพลาดลงเทานั้น ไมสามารถกําจัดคาความผิดพลาดไดหมด
อยางสมบูรณ 

 
ตัวอยางที่ 2.2 กําหนดใหระบบจํานวนคาตอเนื่องที่มีคาฐาน β = 10 และระยะสูงสุดแบบพลวัต 
M = 100 ที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 4% รูปแบบการแทนคาของ X = 78.459 ในระบบ
จํานวนคาตอเนื่องและผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดสามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.1 
 

ตารางที่ 2.1 แสดงถึงการทํางานของระบบจํานวนคาตอเนื่องและการกูคาความผดิพลาด 
โดยที่ระบบมีคาความผิดพลาดเทากับ 4% 

n 1 0 -1 -2 -3 

xn 7.8459 8.459 4.59 5.9 9 

x′n 8.159736 8.79736 4.7736 6.136 9.36 

[x′′n]R 7.845936 8.45936 4.5936 5.936 9.36 

 
 จากตารางที่ 2.1 จะเห็นไดวาผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวน
คาตอเนื่องน้ันยังคงไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุดอยูซึ่ง
จะสงผลกระทบไปยังทุกๆ คา ทําใหคําตอบที่ไดไมตรงคําตอบที่แทจริงอีกทั้งคาความซับซอน
ของเวลาที่ใชในการกูคาความผิดพลาดยังเปนเชิงพหุนาม ซึ่งขึ้นอยูกับจํานวนดิจิตแอนะล็อก
ซ้ําซอนที่ใชในการแทนจํานวน � 
 
2.4 ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

สืบเนื่องจากระบบจํานวนคาตอเนื่องที่วา คาความผิดพลาดไมสามารถกําจัดออกไป
ไดหมด ทําใหระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนไดถูกคิดคนขึ้นมาในป 2004 ซึ่งเปนระบบจํานวน
แอนะล็อกที่พัฒนาตอมาจากระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยขอดีของระบบน้ีคือ ระบบสามารถกูคา
ความผิดพลาดไดอยางถูกตอง ทําใหผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีความถูกตองแมนยํา
ปราศจากคาความผิดพลาดจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุด แตวาขอจํากัดของระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนคือ คาความผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบจําเปนจะตองมีคาเทากันทั้ง
ระบบจึงจะสามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดอยางถูกตอง สําหรับคาความซับซอนของเวลา
ในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะเปนคาคงที่ ซึ่งมีคาความ
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ซับซอนของเวลานอยกวาระบบจํานวนคาตอเนื่องที่มีคาความซับซอนของเวลาเปนเชิงพหุนาม 
Θ(n) โดยที่ n เปนจํานวนของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน 

กําหนดให M เปนคาระยะสูงสุดแบบพลวัต โดยที่คา M เปนคาที่กําหนดวาถา
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีคามากกวา M จะพิจารณาวาระบบเกิดปญหาสวนลน (overflow) 
และกําหนดให β เปนจํานวนจริงซ่ึงเรียกวาฐาน (base) โดยที่ β ≥ 2 การนําเสนอคา X บน
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนสําหรับทุกๆ คาเชิงตัวเลขของ X ใดๆ ที่ |X| ≤ M สามารถแสดง
ไดดังนี้ 

 ( , )v rX x x=  
โดยที่ xv คือ ดิจิตแอนะล็อกคา และ xr คือ ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน ซึ่งคาของ xv 

และ xr สามารถคํานวณไดจาก 
 ( )/vx X Mβ= ×  (2.14) 

 
( )
( )

0

0
v v v

r
v v v

x x x
x

x x x

β

β

⎧ − ×      ≥⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥= ⎨
− ×      <⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

 (2.15) 

สมการที่ 2.15 สามารถเขียนใหอยูรูปของสมการ 2.16 ไดดังนี้ 

 ( ) ( )( )r v v vx sign x x x β= × ⎡ ⎤ − ×⎢ ⎥  (2.16) 

ผลกระทบของคาความผิดพลาด (ε) ที่มีตอระบบ สามารถเขียนใหอยูในรูปของการ
คูณกันของตัวประกอบไดดังนี้ 

 v vx x ε′ = ×  
 r rx x ε′ = ×  

สําหรับการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนสามารถคํานวณ
ไดจากสมการขางลางนี้ 

 
( )/

r v

v r Rounded

x x
x x

βε
β β

′ ′+
=

′ ′+ ×⎡ ⎤⎣ ⎦
 

 * /v vx x ε′=  
 * /r rx x ε′=  

โดยที่ *
vx  คือ ดิจิตแอนะล็อกคาที่ปราศจากคาความผิดพลาด และ *

rx  คือ ดิจิตแอ
นะล็อกซ้ําซอนที่ปราศจากคาความผิดพลาด 

 
ตัวอยางที่ 2.3  กําหนดให β = 2 และใหคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M = 32 ซึ่งมีคาความ
ผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบเทากับ 25% รูปแบบการแทนคาของ X = 12.315 ในระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนและผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดสามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.2 
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ตารางที่ 2.2 แสดงถึงการทํางานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนและ 
การกูคาความผิดพลาดโดยที่ระบบมีคาความผิดพลาดเทากับ 25% 

 xv xr 

xn 0.7696875 0.460625 

nx′  0.962109375 0.57578125 
*
nx  0.7696875 0.460625 

 
 จากตารางที่ 2.2 จะเห็นไดวาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนสามารถกูคาความ
ผิดพลาดไดอยางถูกตองสําหรับกรณีที่คาความผิดพลาดเทากันทั้งระบบ และคาความซับซอน
ของเวลาในการกูคาความผดิพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนยังเปนคาคงที่อีกดวย � 



บทที่  3 
 

ระบบจํานวนแอนะล็อกซํ้าซอนแบบชวง 
 

จุดประสงคหลักของงานวิจัยนี้ คือ การนําเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบชวงบน
ระบบจํานวนแอนะล็อก ที่มีชื่อเรียกวา ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง (Interval 
redundant analog number system, IRANS) โดยที่ระบบการแทนจํานวนแบบใหมนี้สามารถ
รองรับปญหาที่เกิดจากความผิดพลาดของขอมูลขาเขาและปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการ
ปดเศษสําหรับระบบจํานวนแอนะลอ็กได โดยคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบนั้นสามารถกู
คาไดโดยการนําอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนมา
ประยุกตใชกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงได 

สําหรับเน้ือหาในบทนี้จะกลาวถึงแรงจูงในการนําเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบ
ใหม พรอมทั้งไดนําเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง อัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาด คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม การประมาณชวงใกลเคียง และตัวดําเนินการ
ทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน (บวก ลบ คูณ และหาร) สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ใหมนี้ 
 
3.1 บทกลาวนํา 

ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงเปนระบบจํานวนที่ถูกพัฒนามาจากระบบ
จํานวนคาตอเนื่องและระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ระบบจํานวนคาตอเน่ืองเปนระบบจํานวน
ที่ถูกนําเสนอขึ้นมาเพื่อลดคาความผิดพลาดในระบบที่เกิดขึ้นจากสัญญาณรบกวนในวงจร 
ในขณะที่ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนเปนระบบที่พัฒนามาจากระบบจํานวนคาตอเน่ืองเพ่ือ
ลดคาความซับซอนของเวลาในการกูคาความผิดพลาดลงจาก Θ(n) เหลือเปนคาคงที่ เม่ือ n คือ 
จํานวนดิจิตซํ้าซอนที่ใชในระบบ สําหรับคาความซับซอนของเวลาสามารถลดลงไดเน่ืองจาก
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะใชดิจิตซ้ําซอนเพียงสองดิจิตในการนําเสนอจํานวนแตละ
จํานวน โดยที่ยังคงรักษาความถูกตองของขอมูลไว ซึ่งตางจากระบบจํานวนคาตอเน่ืองท่ี
จําเปนตองใชจํานวนดิจิตซ้ําซอนหลายดิจิตเพ่ือความถูกตองของขอมูล อีกทั้งระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนยังสามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดอยางถูกตอง โดยปราศจากการ
แพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุดอีกดวย ซึ่งระบบจํานวนคาตอเน่ือง
ไมสามารถกําจัดขอผิดพลาดนี้ได 

แตทวาในระหวางที่มีการคํานวณทางคณิตศาสตร บางครั้งอาจมีความจําเปนตอง
ปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพื่อลดเวลาที่ใชในการคํานวณ หรือในบางกรณีที่ระบบไมสามารถ
รองรับการคํานวณไดครบทุกดิจิต ทําใหมีความจําเปนตองปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพ่ือให
ระบบสามารถทํางานตอไปได อีกทั้งในบางครั้งความผิดพลาดของขอมูลอาจเกิดขึ้นไดจากความ
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คลาดเคลื่อนของอุปกรณการวัด หรือจากขอมูลขาเขา ซึ่งปญหาตางๆ เหลานี้อาจทําใหการ
คํานวณผิดพลาดคลาดเคลื่อนไปได ดังน้ันแทนที่จะคํานวณจากขอมูลที่ไดรับมาโดยตรง 
สามารถใชการคํานวณจากการแทนชวงแทน ทําใหสามารถมั่นใจไดวาคําตอบจริงที่ไดจะตองอยู
ในชวงที่ไดจากการคํานวณอยางแนนอน สําหรับอัลกอริทึมในการแทนชวงนั้นสามารถศึกษา
เพ่ิมเติมไดที่ [5] 

จากที่ไดกลาวมาขางตน ทําใหผูวิจัยใหความสนใจกับการนําการแทนจํานวนแบบ
ชวงมาประยุกตใชบนระบบจํานวนแอนะล็อกที่ใชพ้ืนฐานในการทํางานของระบบจํานวนแอนะ 
ล็อกซ้ําซอน ทําใหระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหมนี้สามารถรองรับปญหาที่เกิดขึ้นจาก
ความผิดพลาดของอุปกรณการวัด ความผิดพลาดจากขอมูลขาเขา และคาคลาดเคลื่อนการปด
เศษได อีกทั้งยังมีความสามารถในการกูคาความผิดพลาดไดอีกดวย ระบบจํานวนที่ไดนําเสนอ
ขึ้นมานี้มีชื่อเรียกวา ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง โดยท่ีระบบนี้จะใชสามแอนะล็อก
ดิจิตในการแทนจํานวนแตละจํานวน พรอมทั้งนําเสนออัลกอริทึมสําหรับตัวดําเนินการพื้นฐาน
ทางคณิตศาสตร ไดแก บวก ลบ คูณ และหาร สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกแบบใหมนี้อีกดวย 
 
3.2 ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง (Interval redundant analog number 
system) 

กําหนดให X เปนคาเชิงตัวเลขแบบชวง (interval numerical value) สําหรับจํานวน
จริงใดๆ บนฐาน β ที่ β ≥ 2 ซึ่งประกอบไปดวย XL (จํานวนขอบเขตลาง, lower endpoint 
value) และ XU (จํานวนขอบเขตบน, upper endpoint value) ที่เปนจํานวนจริง โดยที่ |XL| < M 
และ |XU| < M โดยที่ M เปนคาระยะสูงสุดแบบพลวัต (maximum dynamic range) รูปแบบ
การแทนจํานวนในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจะใชดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน 
(redundant analog digit) จํานวนสามดิจิต ในการแทนชวง X ซึ่งประกอบดวย xL (ดิจิตแอนะ 
ล็อกขอบเขตลาง, lower endpoint analog digit) คือ ดิจิตที่ทําหนาที่แทนคาขอบเขตลางของ
ชวง X โดยที่ xU (ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน, upper endpoint analog digit) คือ ดิจิตที่ทํา
หนาที่แทนคาขอบเขตบนของชวง X และ xR (ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน, redundancy analog 
digit) คือ ดิจิตที่เปนดิจิตซํ้าซอนของ xL และ xU โดยที่รูปแบบการแทนคาของ X ในระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ประกอบไปดวย xL xU และ xR สามารถแสดงไดดังนี้ 

( , , )L U RX x x x=  
ซึ่งคาของ xL xU และ xR สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lx X Mβ= ×  (3.1) 
 ( )/U Ux X Mβ= ×  (3.2) 

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

x x x x x x
x

x x x x x x

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 (3.3) 
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จากสมการที่ 3.3 สามารถเขียนใหมใหอยูในรูปของสมการที่ 3.4 ไดดังนี้ 

 ( ) ( )( )R L U L U L Ux sign x x x x x x β= + × ⎡ + ⎤ − + ×⎢ ⎥  (3.4) 

โดยที่ 

 ( ) ( )
( )

1 0
1 0

L U
L U

L U

x x
sign x x

x x
             + ≥⎧⎪+ = ⎨−           + <⎪⎩

 

 
เน่ืองจากการนําเสนอระบบจํานวนแบบใหมนั้นตองการความสมบูรณของระบบใน

การนําเสนอ ซึ่งความสมบูรณของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้นสามารถแสดงได
ดังทฤษฎีบทที่ 3.1 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.1 จํานวนจริงแบบชวงทุกจํานวนที่คาขอบเขตลางและคาขอบเขตบนมีคาไมเกิน 
M สามารถแปลงใหอยูในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดเสมอ ในระบบที่มีคาฐาน β 
ที่ซึ่ง β ≥ 2 โดยที่คาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลาง (xL) คาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อก
ขอบเขตบน (xU) และคาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน (xR) สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงจะมีคาไมเกินคาของ β 
 
พิสูจน 
การพิสูจนทฤษฎีบทที่ 3.1 จะเปนการพิสูจนใหเห็นวาคาสัมบูรณของคาขอบเขตบนและคา
ขอบเขตลางที่แปลงใหอยูในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง จะมีคาไมเกิน β 
 
กําหนดให X เปนจํานวนจริงแบบชวงใดๆ ที่มีรูปแบบการแทนจํานวน คือ [XL, XU] 
 
กรณีที่ 1 การพิสูจน xL 
จากขอกําหนดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่วา 
 |XL| < M 
ซึ่งสามารถเขียนใหมไดวา 

 1LX
M

<  

 1 1LX
M

− < <  

เม่ือนํา β มาคูณทั้งสมการจะสามารถสรุปไดอีกทีวา 

 LX
M

β β β− < × <  
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กรณีที่ 2 การพิสูจน xU 
จากขอกําหนดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่วา 
 |XU| < M 
 
ซึ่งสามารถเขียนใหมไดวา 

 1UX
M

<  

 1 1UX
M

− < <  

เม่ือนํา β มาคูณทั้งสมการจะสามารถสรุปไดอีกทีวา 

 UX
M

β β β− < × <  

 
กรณีที่ 3 การพิสูจน xR 
จากสมการที่ 3.4 

 ( ) ( ) 1L U L U L Usign x x x x x x+ × ⎡ + ⎤ − + <⎢ ⎥  

ซึ่งสามารถเขียนใหมไดวา 

 ( ) ( )( )1 1L U L U L Usign x x x x x x− < + × ⎡ + ⎤ − + <⎢ ⎥  

เม่ือนํา β มาคูณทั้งสมการจะสามารถสรุปไดอีกทีวา 

 ( ) ( )( )L U L U L Usign x x x x x xβ β β− < + × ⎡ + ⎤ − + × <⎢ ⎥  

 จากการพิสูจนทฤษฎีบทที่ 3.1 ทําใหสามารถสรุปไดวาจํานวนจริงแบบชวงทุก
จํานวนสามารถแปลงใหอยูในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดเสมอ โดยคาสัมบูรณ
ของดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลาง ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน สําหรับ
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้นจะมีคาไมเกิน β ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.1 กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X = [11.73, 14.86] ในระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงที่มีคาฐาน β = 2 และ 10 ที่มีคา M = 32 และ 100 ตามลําดับ รูปแบบการแทน
จํานวนของ X ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.1 
 

ตารางที่ 3.1 แสดงรูปแบบการแทนจํานวนของ X = [11.73, 14.86] 
บนระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

β xL xU xR 

2 0.733125 0.92875 0.67625 

10 1.173 1.486 3.41 

 � 
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ในการทํางานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้น ดิจิตแอนะล็อก
ขอบเขตลาง ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน อาจไดรับผลกระทบจาก
สัญญาณรบกวนในวงจรที่อยูในรูปของคาความผิดพลาดได ดังน้ันสมมุติใหคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นในชวงเวลาเดียวกันน้ัน อยูในรปูของการคูณกันของตัวประกอบใดๆ สําหรับดิจิต xL xU 
และ xR หลังจากที่ไดทําการใสตัวประกอบของคาความผิดพลาดแลว สามารถแสดงออกมาไดดัง
สมการ 3.5 3.6 และ 3.7 ตามลําดับ 
 L Lx x ε′ = ×  (3.5) 
 U Ux x ε′ = ×  (3.6) 
 R Rx x ε′ = ×  (3.7) 
โดยที่ ε คือ คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับสัญญาณ xL xU และ xR 

 จากสมการที่ 3.5 3.6 และ 3.7 คาความผิดพลาด ε ที่เกิดขึ้นในระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้น จะอยูในรูปของจํานวนเทาดังนี้ 
 ε = 1 + ( เปอรเซ็นตของคาความผิดพลาด / 100 ) 
 
ตัวอยางที่ 3.2 กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X = [5.38, 18.63] ในระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงที่มีคาฐาน β = 2 และมีคา M = 32 โดยที่รูปแบบการแทนจํานวนของ X 
ประกอบไปดวย (xL, xU, xR) ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดในแตละดิจิตเปน 25% 
เทากันทั้งระบบ ผลลัพธของจํานวนจริงแบบชวง X หลังไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาด
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.2 
 

ตารางที่ 3.2 แสดงผลลัพธของจํานวนจริงแบบชวง X หลังไดรับผลกระทบจาก 
คาความผิดพลาดในแตละดจิิตเปน 25% เทากันทั้งระบบ 

 xL xU xR 

xn 0.33625 1.164375 0.99875 

x′n 0.4203125 1.45546875 1.2484375 

 � 
 
3.3 การกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

 ในขณะที่ดําเนินการทางคณิตศาสตรตางๆ อาจมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นไดใน
ระบบ ดังนั้นเนื้อหาในสวนน้ีจะกลาวถึงอัลกอริทึมในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนแบบชวง เน่ืองจากระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดนําความรูในการกู
คาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนมาใช ดังน้ันผลลพัธจากอัลกอริทึมการกูคา
ความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจะถูกตองแมนยําก็ตอเม่ือคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นน้ันมีคาเทากันทั้งระบบเชนเดียวกันกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน สําหรบั
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กรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาไมเทากัน อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดจะไมสามารถ
ทํางานไดอยางถูกตอง ซึ่งจะกลาวถึงบทวิเคราะหของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง
ในกรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาไมเทากันในแตละสัญญาณในภายหลัง คาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบสามารถกูคาไดจากอัลกอริทึมที่ 3.1 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.2 อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่ใชดิจิต
แอนะล็อกสองดิจิต สามารถนํามาประยุกตใชกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ใช
ดิจิตแอนะล็อกสามดิจิตซึ่งประกอบไปดวย xL xU และ xR ไดอยางถูกตองตามอัลกอริทึมที่ 3.1 
 
อัลกอริทึมที่ 3.1 อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
 
 Input: ( ),v rx x′ ′  
 Output: ( ),v rx x∗ ∗  

 
 Begin 
  if vx′  = 0 and rx′  = 0 then 
   vx∗  ← 0, rx∗  ← 0 
  else 

 
[ ]( / )

r v

v r Rounded

x x
x x

βε
β β

′ ′+
=

′ ′+ ×
 (3.8) 

   /v vx x ε∗ ′= , /r rx x ε∗ ′=  
  end if 
 End 
 
โดยที่ฟงกชัน Rounded ในอัลกอริทึมสามารถนิยามไดวา 

 [ ] 0
( / )

0
v v

v r Rounded
v v

x x
x x

x x
β

⎧      ≥⎡ ⎤⎪⎢ ⎥′ ′+ = ⎨      <⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩
 (3.9) 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนสามารถนํามาประยุกตใชกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดอยางถูกตอง 
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 กําหนดใหดิจิต xv และ xr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนสามารถคํานวณได
จาก (xL + xU) จากสมการที่ 3.1 และ 3.2 และ xR จากสมการที่ 3.3 ในระบบจํานวนแอนะ
ซ้ําซอนแบบชวง 
 
กําหนดให ε คือ คาความผดิพลาดที่ถูกตองและจากสมการที่ 3.1 3.2 3.3 และ 3.8 จะไดวา 

 
[ ]

( )
( ) ( / )

R L U

L U R Rounded

x x x
x x x

βε
β β

′ ′ ′+ +
=

′ ′ ′+ + ×
 (3.10) 

กําหนดให ε′ คือ คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL xU และ xR ทําใหสามารถเขียนใหมได
วา 

 
( )( )

( )( ) ( / )
R L U

L U R Rounded

x x x
x x x

ε β
ε

ε β β

′ + +
=

′ + + ×⎡ ⎤⎣ ⎦
 (3.11) 

โดยจะแบงการพิจารณาออกเปนสองกรณี คือ 
 
กรณีที่ 1 คือ (xL + xU) ≥ 0 และจากสมการที่ 3.11 จะไดวา 

 ( )L U

L U

x x
x x

ε β
ε

β

′ +⎡ ⎤⎢ ⎥=
+⎡ ⎤⎢ ⎥

 

 ε ′   =  
 
กรณีที่ 2 คือ (xL + xU) < 0 และจากสมการที่ 3.11 จะไดวา 

 ( )L U

L U

x x
x x

ε β
ε

β

′ +⎢ ⎥⎣ ⎦=
+⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 ε ′   =  
 จากการพิสูจนจะเห็นไดวา คาความผิดพลาด ε′ ที่คํานวณไดจะมีคาเทากับ ε ที่เปน
ตัวประกอบของระบบจริง ■ 
 
หมายเหตุ ฟงกชัน Rounded ที่ใชในอัลกอริทึมที่ 3.1 นั้นคือฟงกชันการปดเศษใกลเคียงลง 
(rounded floor function) กําหนดใหจํานวนจริง X = Y + Z โดยที่ Y เปนภาคจํานวนเต็ม 
(integer part) และ Z เปนภาคเศษสวน (fractional part) ของ X ซึ่ง 0 ≤ Z < 1 ฟงกชันการปด
เศษใกลเคียงลงสามารถนิยามไดดังสมการที่ 3.12 

 [ ] 1 0.5 1
0 0.5Rounded

Y Z
X

Y Z
+      < <⎧

= ⎨           ≤ ≤⎩
 (3.12) 
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ตัวอยางที่ 3.3 กําหนดให X = [23.655, 36.921] ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่
มีคาฐาน β = 10 และคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M = 100 โดยมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 3% 
เทากันทั้งระบบ ผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.3 
 

ตารางที่ 3.3 แสดงผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
แบบชวงในระบบที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 3% เทากันทั้งระบบ 

 xL xU xR 

xn 2.3655 3.6921 9.424 

x′n 2.436465 3.802863 9.70672 

x*
n 2.3655 3.6921 9.424 

 � 
 
3.4 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
แบบชวง 

เน่ืองจากระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดนําความรูในการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนมาใช ทําใหมีการพิจารณาคาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมไดในเชิงเดียวกัน นั่นคือ เนื่องจากสมการที่ 3.10 ในอัลกอริทึมการกูคา
ความผิดพลาดไดมีการใชฟงกชัน Rounded เกิดขึ้น ซึ่งคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม
ไดนั้นหมายถึง ขอบเขตของคาความผิดพลาดสูงสุดที่เกิดขึ้นไดในระบบ ถาคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นน้ันเกินขอบเขตน้ีจะทําใหอัลกอริทึมกูคาความผิดพลาดนั้นไมสามารถคํานวณผลลัพธ
ออกมาได โดยคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมไดสามารถคํานวณออกมาไดดังทฤษฎี
บทที่ 3.3 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.3 กําหนดให ε เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบและ β เปนคาฐาน โดยที่ β 

≥ 2 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงใน
การกูคาความผิดพลาดสามารถคํานวณไดจากอสมการขางลางนี้ 
 

 1 11 1
2 2

ε
β β

− ≤ ≤ +  (3.13) 
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พิสูจน 
จากสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 และจากเงื่อนไขของสมการที่ 3.9 ในกรณีที่ (xL + xU) ≥ 0 
 [ ]( ) ( / )L U L U R Rounded

x x x x x β′ ′ ′+ = + +⎡ ⎤⎢ ⎥  
 ( )( ) ( / )L U R Rounded

x x xε β                = + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

 L U Rounded
x xε                = ⎡ + ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  

ซึ่ง ε จะสงผลใหฟงกชัน Rounded เปนไปไดสองอยางนั่นคือ 

 ( ) 11
2

β ε× − ≤  

 ( ) 11
2

β ε× − ≥ −  

ซึ่งสามารถเขียนใหมไดดังนี้ 

 ( )1 11
2 2

β ε− ≤ × − ≤  

โดยสามารถสรุปไดวา 

 1 11 1
2 2

ε
β β

− ≤ ≤ +  

สวนการพิจารณาสมการที่ 3.9 ในสวนของเง่ือนไขที่วา (xL + xU) < 0 จะไดผลลัพธที่เหมือนกัน 
 จากการพิสูจนจะเห็นไดวาอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดจะสามารถกูคาได
อยางถูกตองก็ตอเม่ือคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบมีคาอยูในชวงของอสมการที่ 3.13 ■ 

จากอสมการที่ 3.13 และบทพิสูจนจะเห็นไดวาคาฐานจะมีผลตอคาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ โดยคาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมจะลดลงเม่ือคาของฐานนั้นมีคาเพิ่มขึ้น ยกตัวอยางเชน บนฐาน β = 2 คา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมเทากับ 25% และจะมีคาเทากับ 5% สําหรับฐาน β = 10 
 
3.5 การประมาณชวงใกลเคียงสําหรับกรณีที่คาความผิดพลาดไมเทากันของระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

ในขณะที่ระบบกําลังดําเนินการคํานวณทางคณิตศาสตร สัญญาณรบกวนที่เกิดขึ้น
ในวงจรอาจสงผลกระทบตอระบบการคํานวณได ซึ่งในความเปนจริงแลวคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นในแตละสัญญาณเหลานี้ไมสามารถควบคุมใหเทากันได ทําใหผลลัพธที่ไดจากการการกู
คาความผิดพลาดในอัลกอริทึมที่ 3.1 มีความผิดเพี้ยนไป ในสวนนี้เราจึงไดทําการพิจารณาถึง
กรณีที่คาความผิดพลาดที่ไมทราบคาเกิดขึ้นในระบบอยูในรูปของตัวประกอบที่คาไมเทากัน 
การประมาณชวงใกลเคียงสําหรับกรณีที่คาความผิดพลาดไมเทากันของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงสามารถคํานวณไดดังอสมการที่ 3.14 และ 3.15 
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ทฤษฎีบทที่ 3.4 กําหนดให xLest เปนคาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางที่ไดจากการประมาณชวง
ใกลเคียง xUest เปนคาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียง xL เปนคา
จริงของดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลาง xU เปนคาจริงของดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน ระบบจํานวน
แอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่คาความผิดพลาดที่ไมทราบคาในแตละสัญญาณมีคาไมเทากัน ชวง
คําตอบที่ถูกตองจะมีคาเปนไปตามอสมการขางลางนี้ 
 L Lestx x≥  (3.14) 
 U Uestx x≤  (3.15) 
โดยที่คาของ xLest และ xUest สามารถคํานวณไดจากสมการขางลางนี้ 

 
1

L
Lest

L

xx
e
′

=
+

 

 
1

U
Uest

U

xx
e
′

=
+

 

ซึ่งคาของ eL และ eU สามารถคํานวณไดจากสมการขางลางนี้ 

 

11 [ ]
21

Rounded

L

T
e

T
β

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠= − ,

1 1 [ ]
21

Rounded

U

T
e

T
β

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠= −  

และ 
( ) ( )/L U RT x x x β′ ′ ′= + +  

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะเริ่มจากการสรุปความสัมพันธระหวางสมการที่ 3.10 ในอัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาด 

[ ]
( )

( ) ( / )
R L U

L U R Rounded

x x x
x x x

βε
β β

′ ′ ′+ +
=

′ ′ ′+ + ×
 

และสมการ 
( ) ( )/L U RT x x x β′ ′ ′= + +  

ซึ่งจะไดวา 

 
[ ]Rounded

T
T

ε =  (3.16) 

จากนั้นจะนําความสัมพันธของสมการที่ 3.16 ไปใชในการพิสูจนสมการที่ 3.14 และ 3.15 
 
กรณีที่ 1 การพิสูจนสมการที่ 3.14 เปนการพิสูจนการประมาณคาขอบเขตลางที่นอยที่สุดที่จะ
เกิดขึ้นกับดิจิต xL 
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กําหนดให εL เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL และ errL เปนผลกระทบของคาความ
ผิดพลาดตอดิจิต xL หลังจากมีการกูคาความผิดพลาดแลว (ในกรณีที่คาความผิดพลาดไม
เทากัน) ซึ่ง errL นั้นจะคํานวณไดจาก 
 ( )/L L Lerr x x ε′= −  

 

[ ]

L L
L

Rounded

xx T
T

ε
       = −  

 [ ]1 L Rounded
L

Tx
T

ε⎛ ⎞       = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

จากสมการนี้จะเห็นวา [ ]1 L RoundedT
T

ε⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 คือ อัตราสวนที่เปนผลกระทบของคาความผิดพลาด

ที่มีตอดิจิต xL ซึ่งอัตราสวนของผลกระทบจะมีคาขึ้นอยูกับ εL โดย εL จะมีคานอยที่สุดที่เปนได
และมากที่สุดที่เปนไดตามสมการที่ 3.13 นั่นคือ 

 1 11 1
2 2

ε
β β

− ≤ ≤ +  

ซึ่งคาที่นอยที่สุดที่เปนไปไดของ εL คือ 2 1
2
β

β
−  ดังสมการนี้ 

 

2 1[ ]
21

Rounded

L L

T
err x

T

β
β
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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21

Rounded

L L

T
err x

T
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 L Lx e       =  
ทําใหเราสรุปความสัมพันธของ xL x′L และ eL ไดวา 
 L L L Lx x e x′+ ≥  
สามารถเขียนใหมไดวา 

 
1

L
L

L

xx
e
′

≥
+

 

ซึ่งก็คือ 
 L Lestx x≥  
 
กรณีที่ 2 การพิสูจนสมการที่ 3.15 เปนการพิสูจนการประมาณคาขอบเขตบนที่มากที่สุดที่จะ
เกิดขึ้นกับดิจิต xU 
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กําหนดให εU เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xU และ errU เปนผลกระทบของคาความ
ผิดพลาดตอดิจิต xU หลังจากมีการกูคาความผิดพลาดแลว (ในกรณีที่คาความผิดพลาดไม
เทากัน) ซึ่ง errU นั้นจะคํานวณไดจาก 
 ( )/U U Uerr x x ε′= −  

 

[ ]

U U
U

Rounded

xx T
T

ε
       = −  

 [ ]1 U Rounded
U

Tx
T

ε⎛ ⎞       = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

จากสมการนี้จะเห็นวา [ ]1 U RoundedT
T

ε⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 คือ อัตราสวนที่เปนผลกระทบของคาความผิดพลาด

ที่มีตอดิจิต xU ซึ่งอัตราสวนของผลกระทบจะมีคาขึ้นอยูกับ εU โดย εU จะมีคานอยที่สุดที่เปนได
และมากที่สุดที่เปนไดตามสมการที่ 3.13 นั่นคือ 

 1 11 1
2 2

ε
β β

− ≤ ≤ +  

ซึ่งคาที่มากที่สุดที่เปนไปไดของ εU คือ 2 1
2
β

β
+  ดังสมการนี้ 

 

2 1[ ]
21

Rounded

U U

T
err x

T

β
β
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

1 1 [ ]
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Rounded

U U

T
err x

T
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 U Ux e       =  
ทําใหเราสรุปความสัมพันธของ xU x′U และ eU ไดวา 
 U U U Ux x e x′+ ≤  
สามารถเขียนใหมไดวา 

 
1

U
U

U

xx
e
′

≤
+

 

ซึ่งก็คือ 
 U Uestx x≤  
 จากอสมการที่ 3.14 3.15 และบทพิสูจน ทําใหเราสามารถสรุปไดวาการประมาณ
ชวงใกลเคียงของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ไดจากอสมการที่ 3.14 และ 3.15 จะ
ครอบคลุมคําตอบจริงอยางแนนอน ■ 
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ตัวอยางที่ 3.4 กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X = [14.83, 16.27] ในระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงที่มีคาฐาน β = 10 และคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M = 100 โดยมีคาความ
ผิดพลาดเกิดขึ้นกับดิจิต xL xU และ xR เปน 3% 4% และ 5% ตามลําดับ ผลลัพธจากการ
ประมาณคาใกลเคียงของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 
3.4 
 
ตารางที่ 3.4 แสดงผลลัพธจากการประมาณชวงใกลเคยีงของระบบจํานวนแอนะลอ็กซ้ําซอน 

แบบชวงที่มีคาความผิดพลาดเปน 3% 4% และ 5% ตามลําดับ 

 xL xU xR 

xn 1.483 1.627 8.9 

x′n 1.52749 1.69208 9.345 

x*
n 1.470837035 1.629322568 8.998403975 

 
จากตารางที่ 3.4 จะเห็นวาคําตอบจากอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดไมสามารถ

คํานวณผลลัพธออกมาไดอยางถูกตอง อันเนื่องมาจากคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบมีคา
ไมเทากันในแตละสัญญาณ แตระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงก็สามารถประมาณชวง
ใกลเคียงไดจากทฤษฎีบทที่ 3.4 ซึ่งผลลัพธจากการประมาณชวงแสดงใหเห็นวา คําตอบที่
แทจริงจะตองอยูในชวงของ 
 xL ≥ 1.407340822, xU ≤ 1.710732656 
โดยจะเห็นไดชัดวา คําตอบที่แทจริงจะอยูภายในชวงที่เกิดจากการประมาณชวงใกลเคียงของ
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจริง � 
 
3.6 การแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่มีคาไมเทากันของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
แบบชวง 

ในสวนนี้เราจะกลาวถึงวิธีการในการแปลงรูปแบบการแทนคาบนฐานหนึ่งๆ ไปยัง
รูปแบบการแทนคาอีกรูปแบบบนฐานที่มีคาที่แตกตางกัน เน่ืองจากในวงจรนั้นไมมีความ
จําเปนตองใหคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมในแตละสวนของวงจรจะตองมีคาเทากัน 
และเนื่องจากการศึกษาถึงระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดแสดงใหเห็นถึงคาความ
ผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมกับคาฐานที่ไดเลือกใชดังในอสมการที่ 3.11 ดังน้ันเนื้อหาในสวน
นี้จึงไดนําเสนออัลกอริทึมที่ใชในการแปลงรูปแบบการแทนคาระหวางคาฐานตางๆ สําหรับระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
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ทฤษฎีบทที่ 3.5 กําหนดให (xL1, xU1, xR1) เปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงสําหรับคาฐาน β1 และ (xL2, xU2, xR2) เปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวน
แอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสําหรับคาฐาน β2 รูปแบบการแทนคาของ (xL2, xU2, xR2) บนคาฐาน 
β2 สามารถคํานวณไดจาก (xL1, xU1, xR1) บนฐาน β1 ดังสมการดังตอไปน้ี 
 ( )2 1 2 1/L Lx x β β= ×  (3.17) 
 ( )2 1 2 1/U Ux x β β= ×  (3.18) 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 1 1 12
1 1 1

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 1 1 12
1 1 1

0

0

L U R
L U L U

R

L U R
L U L U

x x xx x x x

x
x x xx x x x

β β ββ
β β β

β β ββ
β β β

⎧ ⎛ ⎞+⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + +      + ≥⎡ ⎤⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠= ⎨

⎛ ⎞+⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − + +      + <⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠⎩

 (3.19) 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแยกพิจารณาออกเปนสองสวน คือ xL2 xU2 และ xR2 
 
การพิสูจนสวนแรก การพิสูจน xL2 และ xU2 จะอางอิงจากสมการที่ 3.1 และ 3.2 โดยจะ
พิจารณาพรอมกันดังนี้ 
 
 ( )/L Lx X Mβ= ×  ( )/U Ux X Mβ= ×  
 ( )1 /L LX x M β= ×  ( )1 /U UX x M β= ×  
 ( )2 /L LX x M β= ×  ( )2 /U UX x M β= ×  
 ( )2 1 2 1/L Lx x β β= ×  ( )2 1 2 1/U Ux x β β= ×  
 
การพิสูจนสวนที่สอง การพิสูจน xR2 ในกรณีที่ (xL1 + xU1) ≥ 0 จะเร่ิมจากสมการที่ 3.4 นั่นคือ 

( ) ( )( )R L U L U L Ux sign x x x x x x β= + × ⎡ + ⎤ − + ×⎢ ⎥  

สามารถเขียนใหอยูในรูปของ xL + xU ไดวา 
( )/L U L U Rx x x x x β+ = + −⎡ ⎤⎢ ⎥  

จากสมการที่ 3.1 และ 3.2 สามารถสรุปไดวา 
 ( )( ) ( )/ /L U L U RX X x x x Mβ β+ = + − ×⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.20) 

เม่ือนําสมการที่ 3.20 มาเปรียบเทียบกันระหวาง β1 กับ β2 จะไดวา 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2/ / / /L U R L U Rx x x M x x x Mβ β β β+ − × = + − ×⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  

ซึ่งก็คือ 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
2 2 2 2 1 1 2 1 1 2 1/R L U L U Rx x x x x xβ β β β β= + − + + ×⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  
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และจากสมการที่ 3.17 และ 3.18 จะได 

( ) 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2 1 1 2
1 1 1

L U R
R L U

x x xx x x
β β ββ

β β β
⎛ ⎞+⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + +⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠
 

สวนการพิสูจน xR2 ในกรณีที่ (xL1 + xU1) < 0 นั้น จะใชวิธีพิสูจนในเชิงเดียวกันโดยเปลี่ยนจาก
การพิจารณา 1 1L Ux x+⎡ ⎤⎢ ⎥ เปน 1 1L Ux x+⎢ ⎥⎣ ⎦ซึ่งจะไดผลลัพธดังสมการขางลางนี้ 

  ( ) 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2 1 1 2
1 1 1

L U R
R L U

x x xx x x
β β ββ

β β β
⎛ ⎞+⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
 ■ 

 
ตัวอยางที่ 3.5 กําหนดให X = [19.6, 25.7] บนคาฐาน β = 10 และ M = 100 ทําการแปลงคา
ฐานไปยังฐานอ่ืนๆ รูปแบบการแทนจํานวนของ X บนฐาน 10 ไปยังฐานอื่นๆ สามารถแสดงได
ดังตารางที่ 3.5 
 

ตารางที่ 3.5 แสดงการแปลงคาฐานของ X = [43.61, 45.18] บนฐาน 10 ไปยังฐานอ่ืนๆ 
β xL xU xR 
10 1.96 2.57 4.7 
9 1.764 2.313 8.307 
8 1.568 2.056 3.008 
7 1.372 1.799 5.803 
6 1.176 1.542 1.692 
5 0.98 1.285 3.675 
4 0.784 1.028 0.752 
3 0.588 0.771 1.923 
2 0.392 0.514 0.188 

 � 
 
3.7 ตัวดําเนินการทางคณิตศาสตรพื้นฐานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

 การคํานวณทางคณิตศาสตรของงานวิจัยนี้ จะมุงเนนไปที่ตัวดําเนินการพื้นฐาน
ทางคณิตศาสตร (fundamental arithmetic operations) ซึ่งประกอบไปดวยการบวก ลบ คูณ 
และหาร เนื่องจากระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดนําความรูเรื่องเลขคณิตแบบชวง
มาประยุกตใช ดังน้ันจึงไมสามารถทําการคํานวณแบบทั่วไปได แตตองนําความรูเรื่องการ
คํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานของระบบแทนจํานวนแบบชวงมาประยุกตใชกับระบบจํานวน
แอนะล็อกแบบใหมนี้ดวย [19, 20, 21, 22] 

 ลําดับขั้นตอนการทํางานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงเริ่มตน
จากการกูคาความผิดพลาดของขอมูลขาเขาเปนอันดับแรก หลังจากนั้นจึงนําขอมูลที่กูคาความ
ผิดพลาดแลวมาทําการคํานวณทางคณิตศาสตรตอไปโดยแสดงดังรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.1 แบบจําลองการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

 
3.7.1 ตัวดําเนินการบวกของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
ทฤษฎีบทที่ 3.6 การบวกของจํานวนจริงแบบชวงสองจํานวนที่มีคาไมเกิน M และมีรูปแบบการ
แทนจํานวน คือ X = (xL, xU, xR) และ Y = (yL, yU, yR) ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวงที่มีคาฐาน β ที่ซึ่ง β ≥ 2 รูปแบบการแทนจํานวนของผลลัพธสามารถแทนไดดวย (zL, zU, 

zR) ผลลัพธจากการบวกสามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 
 ( , )L L Lz f x y β= +  (3.21) 
 ( , )U U Uz f x y β= +  (3.22) 

 
( , ) )
( , ) )

R R L U
R

R R L U

f x y z z
z

f x y z z
β β
β β

+ +           ( + ≥ 0⎧
= ⎨ + −           ( + < 0⎩

 (3.23) 

โดยที่ 

 
/ 0

( , )
/ 0

a b a b a
f a b

a b a b a
⎧ −      ≥⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ −      <⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎩

 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวา คาของดิจิตผลลัพธ คือ (zL, zU, zR) ที่ไดจากการคํานวณจะยังคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู เพ่ือที่จะทําใหดิจิตเหลานี้สามารถทํา
การกูคาจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ได หลังจากที่ดําเนินการบวกแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 
 

กําหนดให [ZL, ZU] เปนคาจํานวนจริงแบบชวงของ (zL, zU, zR) ซึ่งคาของดิจิต
เหลานี้สามารถนิยามไดตามสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 ดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lz Z Mβ= ×  
 ( )/U Uz Z Mβ= ×  

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

z z z z z z
z

z z z z z z

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

IRANS Arithmetic Operation Model 

ly′ uy′ ry′  

lx′ ux′ rx′  

Error 
Recovery 
Module

Error 
Recovery 
Module

ly uy ry  

lx ux rx

Arithmetic 
Operation 
Module 

lz′ uz′ rz′  
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ทําใหการพิสูจนถูกแบงออกเปนสามกรณี คือ 
 
กรณีที่ 1 การพิสูจน zL 
จากสมการ 3.21 
 ( ),L L Lz f x y β= +  

 ( )( ) ( )( )( )/ / ,L Lf X M Y Mβ β β= × + ×  

 ( ) ( )( )/ ,L Lf X Y Mβ β= + ×  
 ( )( )/ ,Lf Z Mβ β= ×  
 ( )/LZ Mβ= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zL ที่ไดจากการบวกกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 2 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.22 
 ( ),U U Uz f x y β= +  

 ( )( ) ( )( )( )/ / ,U Uf X M Y Mβ β β= × + ×  

 ( ) ( )( )/ ,U Uf X Y Mβ β= + ×  
 ( )( )/ ,Uf Z Mβ β= ×  
 ( )/UZ Mβ= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zU ที่ไดจากการบวกกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 3 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.23 

( , ) )
( , ) )

R R L U
R

R R L U

f x y z z
z

f x y z z
β β
β β

+ +           ( + ≥ 0⎧
= ⎨ + −           ( + < 0⎩

 

เน่ืองจาก zR เปนไดทั้งคาบวกและคาลบ ดังน้ันการพิสูจน zR จะสามารถแบงออกไดเปนอีกสอง
กรณียอย คือ 
 
กรณีที่ 3.1 คือ ผลลัพธของชวงมีคาเปนบวกหรือ (zL + zU) ≥ 0 
กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X และ Y มีคาเปนบวกทั้งคูและจากสมการที่ 3.23 
 ( ),R R Rz f x y β β= + +  

 ( )( ) ( )( )( ),L U L U L U L Uf x x x x y y y yβ β β β= + − + + + − + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  

 ( ) ( )( )( )( ),L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + + + − + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  (3.24) 
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จากสมการที่ 3.24 สามารถวิเคราะหไดวา 
ถา L U L U L U L Ux x y y x x y y+ + + = + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( )( )( ),R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + + + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + + + − + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.25) 

แตถา 1L U L U L U L Ux x y y x x y y+ + + = + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( )( )( )1 ,R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + + + + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )( )2 ,L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + + + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + + + − + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.26) 

 
กรณีที่ 3.2 คือ ผลลัพธของชวงมีคาเปนลบหรือ (zL + zU) < 0 
กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X และ Y มีคาเปนลบทั้งคูและจากสมการที่ 3.23 
 ( ),R R Rz f x y β β= + −  

 ( )( ) ( )( )( ),L U L U L U L Uf x x x x y y y yβ β β β= + − + + + − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 ( ) ( )( )( )( ),L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + + + − + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (3.27) 

จากสมการที่ 3.27 สามารถวิเคราะหไดวา 
ถา L U L U L U L Ux x y y x x y y+ + + = + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( )( )( ),R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + + + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + + + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.28) 

แตถา 1L U L U L U L Ux x y y x x y y+ + + = + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( )( )( )1 ,R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + + + − − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )( )2 ,L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + + + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + + + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.29) 

 จากสมการที่ 3.25 3.26 3.28 และ 3.29 แสดงใหเห็นวา zR ที่ไดจากการบวกกัน
ของชวงจํานวนสองจํานวน ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู
เหมือนเดิม  ■ 
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ตัวอยางที่ 3.6 การบวกของ X = [13.39, 16.84] และ Y = [-4.16, 5.29] ในระบบทีมี่คาฐาน β 

= 2 และ M = 32 ซึ่งมีคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเทากับ 18% เทากันทั้งระบบ การ
ดําเนินการบวกในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.6 
 

ตารางที่ 3.6 แสดงการดําเนินการบวกของ X = [13.39, 16.84] และ Y = [-4.16, 5.29] 
ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

n L U R 
xn 0.836875 1.0525 0.22125 
yn -0.26 0.330625 1.85875 
zn 0.576875 1.383125 0.08 
z′n 0.6807125 1.6320875 0.0944 
z*

n 0.576875 1.383125 0.08 
 
คําตอบที่ได คือ (0.576875, 1.383125, 0.08) ซึ่งมีคาเทากับ [9.23, 22.13] � 
 
3.7.2 ตัวดําเนินการลบของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
ทฤษฎีบทที่ 3.7 การลบของจํานวนจริงแบบชวงสองจํานวนที่มีคาไมเกิน M และมีรูปแบบการ
แทนจํานวน คือ X = (xL, xU, xR) และ Y = (yL, yU, yR) ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวงที่มีคาฐาน β ที่ซึ่ง β ≥ 2 รูปแบบการแทนจํานวนของผลลัพธสามารถแทนไดดวย (zL, zU, 

zR) ผลลัพธจากการลบสามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 
 ( , )L L Uz f x y β= −  (3.30) 
 ( , )U U Lz f x y β= −  (3.31) 

 
( , ) )
( , ) )

R R L U
R

R R L U

f x y z z
z

f x y z z
β β
β β

− +           ( + ≥ 0⎧
= ⎨ − −           ( + < 0⎩

 (3.32) 

โดยที่ 

 
/ 0

( , )
/ 0

a b a b a
f a b

a b a b a
⎧ −      ≥⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ −      <⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎩

 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวา คาของดิจิตผลลัพธ คือ (zL, zU, zR) ที่ไดจากการคํานวณจะยังคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู เพ่ือที่จะทําใหดิจิตเหลานี้สามารถทํา
การกูคาจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ได หลังจากที่ดําเนินการลบแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 
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กําหนดให [ZL, ZU] เปนคาจํานวนจริงแบบชวงของ (zL, zU, zR) ซึ่งคาของดิจิต
เหลานี้สามารถนิยามไดตามสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 ดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lz Z Mβ= ×  
 ( )/U Uz Z Mβ= ×  

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

z z z z z z
z

z z z z z z

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

ทําใหการพิสูจนถูกแบงออกเปนสามกรณี คือ 
 
กรณีที่ 1 การพิสูจน zL 
จากสมการ 3.30 
 ( ),L L Uz f x y β= −  

 ( )( ) ( )( )( )/ / ,L Uf X M Y Mβ β β= × − ×  

 ( ) ( )( )/ ,L Uf X Y Mβ β= − ×  
 ( )( )/ ,Lf Z Mβ β= ×  
 ( )/LZ Mβ= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zL ที่ไดจากการลบกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 2 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.31 
 ( ),U U Lz f x y β= −  

 ( )( ) ( )( )( )/ / ,U Lf X M Y Mβ β β= × − ×  

 ( ) ( )( )/ ,U Lf X Y Mβ β= − ×  
 ( )( )/ ,Uf Z Mβ β= ×  
 ( )/UZ Mβ= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zU ที่ไดจากการลบกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 3 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.32 

( , ) )
( , ) )

R R L U
R

R R L U

f x y z z
z

f x y z z
β β
β β

− +           ( + ≥ 0⎧
= ⎨ − −           ( + < 0⎩

 

เน่ืองจาก zR เปนไดทั้งคาบวกและคาลบ ดังน้ันการพิสูจน zR จะสามารถแบงออกไดเปนอีกสอง
กรณียอย คือ 
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กรณีที่ 3.1 คือ ผลลัพธของชวงมีคาเปนบวกหรือ (zL + zU) ≥ 0 
กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X มีคาเปนบวก Y มีคาเปนลบและจากสมการที่ 3.32 
 ( ),R R Rz f x y β β= − +  

 ( )( ) ( )( )( ),L U L U L U L Uf x x x x y y y yβ β β β= + − + − + − + +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦  

 ( ) ( )( )( )( ),L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + − + − + + + +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦  (3.33) 

จากสมการที่ 3.33 สามารถวิเคราะหไดวา 
ถา ( ) ( )L U L U L U L Ux x y y x x y y+ − + = + − +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ( ) ( )( )( ),R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + − + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( ) ( ) ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + − + − + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.34) 

แตถา ( ) ( ) 1L U L U L U L Ux x y y x x y y+ − + = + − + +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ( ) ( )( )( )1 ,R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + − + + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( ) ( ) ( )( )( )2 ,L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + − + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( ) ( ) ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + − + − + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.35) 

กรณีที่ 3.2 คือ ผลลัพธของชวงมีคาเปนลบหรือ (zL + zU) < 0 
กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X มีคาเปนลบ Y มีคาเปนบวกและจากสมการที่ 3.32 
 ( ),R R Rz f x y β β= − −  

 ( )( ) ( )( )( ),L U L U L U L Uf x x x x y y y yβ β β β= + − + − + − + −⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥  

 ( ) ( )( )( )( ),L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + − + − + + + −⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥  (3.36) 

จากสมการที่ 3.36 สามารถวิเคราะหไดวา 
ถา ( ) ( )L U L U L U L Ux x y y x x y y+ − + = + − +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ( ) ( )( )( ),R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + − + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + − + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.37) 

แตถา ( ) ( ) 1L U L U L U L Ux x y y x x y y+ − + = + − + −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ( ) ( )( )( )1 ,R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + − + − − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( )( )( )2 ,L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + − + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + − + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.38) 
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 จากสมการที่ 3.34 3.35 3.37 และ 3.38 แสดงใหเห็นวา zR ที่ไดจากการลบกันของ
ชวงจํานวนสองจํานวน ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู
เหมือนเดิม  ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.7 การลบของ X = [-5.29, -4.16] และ Y = [-13.39, 16.84] ในระบบที่มีคาฐาน 
β = 2 และ M = 32 ซึ่งมีคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเทากับ 18% เทากันทั้งระบบ การ
ดําเนินการลบในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.7 
 

ตารางที่ 3.7 แสดงการดําเนินการลบของ X = [-5.29, -4.16] และ Y = [-13.39, 16.84] 
ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

n L U R 
xn -0.330625 -0.26 -0.81875 
yn -0.836875 1.0525 1.56875 
zn -1.383125 0.576875 -0.3875 
z′n -1.6320875 0.6807125 -0.45725 
z*

n -1.383125 0.576875 -0.3875 
 
คําตอบที่ได คือ (-1.383125, 0.576875, -0.3875) ซึ่งมีคาเทากับ [-22.13, 9.23] � 
 
3.7.3 ตัวดําเนินการคูณของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
ทฤษฎีบทที่ 3.8 การคูณของจํานวนจริงแบบชวงสองจํานวนที่มีคาไมเกิน M และมีรูปแบบการ
แทนจํานวน คือ X = (xL, xU, xR) และ Y = (yL, yU, yR) ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวงที่มีคาฐาน β ที่ซึ่ง β ≥ 2 รูปแบบการแทนจํานวนของผลลัพธสามารถแทนไดดวย (zL, zU, 

zR) ผลลัพธจากการคูณสามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 

 ( )min , , , ,L L L L U U L U U
Mz f x y x y x y x y β
β

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.39) 

 ( )max , , , ,U L L L U U L U U
Mz f x y x y x y x y β
β

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.40) 

 
( )( ) ( )
( )( ) ( )

min max min max

min max min max

0

0
L U

R
L U

w w w w z z
z

w w w w z z

β

β

⎧ + − + ×           + ≥⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥= ⎨
+ − + ×           + <⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

 (3.41) 

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , )

) ( , ) ( , )
,

L U L U L U T L U T

R R
T T L U R L U R T R T R

g x x g y y g x x y g y y x
x yx y g x x y g y y x x y y x

Mw f

β

β β
β β

+ × + − + − +⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪+ − + − + + + +
⎪ ⎪= ×⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (3.42) 
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โดยที่ 

 
/ 0

( , )
/ 0

a b a b a
f a b

a b a b a
⎧ −      ≥⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ −      <⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎩

 

 ( , ) ( )g a b sign a a b= × ⎡ ⎤ ×⎢ ⎥  

ที่ซึ่ง 
 สําหรับ wmin minT L Ux x x x= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  และ minT L Uy y y y= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  
 สําหรับ wmax maxT L Ux x x x= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  และ maxT L Uy y y y= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  
โดยที่ xmin ymin xmax และ ymax คือ คา x และ y ที่ถูกเลอืกจาก zL กับ zU ตามลําดบั 
 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวา คาของดิจิตผลลัพธ คือ (zL, zU, zR) ที่ไดจากการคํานวณจะยังคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู เพ่ือที่จะทําใหดิจิตเหลานี้สามารถทํา
การกูคาจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ได หลังจากที่ดําเนินการคูณแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 
 

กําหนดให [ZL, ZU] เปนคาจํานวนจริงแบบชวงของ (zL, zU, zR) ซึ่งคาของดิจิต
เหลานี้สามารถนิยามไดตามสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 ดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lz Z Mβ= ×  
 ( )/U Uz Z Mβ= ×  

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

z z z z z z
z

z z z z z z

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

ทําใหการพิสูจนถูกแบงออกเปนสามกรณี คือ 
กรณีที่ 1 การพิสูจน zL 
จากสมการ 3.39 

( )min , , , ,L L L L U U L U U
Mz f x y x y x y x y β
β

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

กําหนดให xmin และ ymin เปนคาที่ถูกเลือกจากอัลกอริทึมการคูณในสมการที่ 3.39 ดังนั้น 

 min min ,L
Mz f x y β
β

⎛ ⎞
= × ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 min min ,Mf X Y
M M
β β β

β
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × × × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 ( )min min ,f X Y
M
β β⎛ ⎞= × ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 min ,f Z
M
β β⎛ ⎞= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 minZ
M
β

= ×  
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จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zL ที่ไดจากการคูณกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 2 การพิสูจน zU 
จากสมการ 3.40 

( )max , , , ,U L L L U U L U U
Mz f x y x y x y x y β
β

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

กําหนดให xmax และ ymax เปนคาที่ถูกเลือกจากอัลกอริทึมการคูณในสมการที่ 3.40 ดังนั้น 

 max max ,U
Mz f x y β
β

⎛ ⎞
= × ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 max max ,Mf X Y
M M
β β β

β
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × × × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 ( )max max ,f X Y
M
β β⎛ ⎞= × ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 max ,f Z
M
β β⎛ ⎞= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 maxZ
M
β

= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zU ที่ไดจากการคูณกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 3 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.41 และ 3.42 จะเห็นวาคาของดิจิต zU จะยังคงอยูในระบบดิจิตแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงก็ตอเม่ือ wmin และ wmax มีคาเทากับดิจิต zL และ zU ตามลําดับ ดังน้ันการ
พิสูจน zU จึงแบงการพิสูจนออกเปนอีกสองกรณียอย ดังนี้ 
 
กรณีที่ 3.1 การพิสูจน wmin 
จากสมการที่ 3.42 

 

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , )

) ( , ) ( , )
,

L U L U L U T L U T

R R
T T L U R L U R T R T R

g x x g y y g x x y g y y x
x yx y g x x y g y y x x y y x

Mw f

β

β β
β β

+ × + − + − +⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪+ − + − + + + +
⎪ ⎪= ×⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

 
2

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , ) )
( , ) ( , ) ,

L U L U L U T L U T T T

L U R L U R T R T R R R

g x x g y y g x x y g y y x x y
f g x x y g y y x x y y x x y M β

β β β β β β

+ × + − + − + +⎧ ⎫
⎪ ⎪= + +⎨ ⎬− − + + + ×⎪ ⎪⎩ ⎭
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 ,

L U L U L U L U

L U L U T L U L U T

T T

L U L U R L U L U R

T R T R R R

sign x x x x sign y y y y

sign x x x x y sign y y y y x

x y

sign x x x x y sign y y y y x
f

x y y x x y M
β β

β
β β β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ × + × ⎡ + ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟− + × ⎡ + ⎤ × − + × ⎡ + ⎤ ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟+
⎪ ⎪⎝ ⎠
⎪

+ × ⎡ + ⎤ × + × ⎡ + ⎤ ×⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎬
⎪
⎪

+ + + ×⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

 

 
( )

( ) ,

R
L U L U T

R
L U L U T

xsign x x x x x
f

y Msign y y y y y

β

β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞
+ × ⎡ + ⎤ − − ×⎪ ⎪⎜ ⎟⎢ ⎥

⎪⎝ ⎠ ⎪= ⎨ ⎬
⎛ ⎞⎪ ⎪+ × ⎡ + ⎤ − − ×⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

จากเหตุผลที่วา xT และ yT ของ wmin ไดมาจาก x และ y ที่ถูกเลือกจากสมการที่ 3.39 ดังนั้น 

 ( )min min min ,Mw f x y β
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
= × ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Lz=  
 
กรณีที่ 3.2 การพิสูจน wmax 
จากสมการที่ 3.42 

 

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , )

) ( , ) ( , )
,

L U L U L U T L U T

R R
T T L U R L U R T R T R

g x x g y y g x x y g y y x
x yx y g x x y g y y x x y y x

Mw f

β

β β
β β

+ × + − + − +⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪+ − + − + + + +
⎪ ⎪= ×⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

 
2

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , ) )
( , ) ( , ) ,

L U L U L U T L U T T T

L U R L U R T R T R R R

g x x g y y g x x y g y y x x y
f g x x y g y y x x y y x x y M β

β β β β β β

+ × + − + − + +⎧ ⎫
⎪ ⎪= + +⎨ ⎬− − + + + ×⎪ ⎪⎩ ⎭
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 ,

L U L U L U L U

L U L U T L U L U T

T T

L U L U R L U L U R

T R T R R R

sign x x x x sign y y y y

sign x x x x y sign y y y y x

x y

sign x x x x y sign y y y y x
f

x y y x x y M
β β

β
β β β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ × + × ⎡ + ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟− + × ⎡ + ⎤ × − + × ⎡ + ⎤ ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟+
⎪ ⎪⎝ ⎠
⎪

+ × ⎡ + ⎤ × + × ⎡ + ⎤ ×⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎬
⎪
⎪

+ + + ×⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

 

 
( )

( ) ,

R
L U L U T

R
L U L U T

xsign x x x x x
f

y Msign y y y y y

β

β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞
+ × ⎡ + ⎤ − − ×⎪ ⎪⎜ ⎟⎢ ⎥

⎪⎝ ⎠ ⎪= ⎨ ⎬
⎛ ⎞⎪ ⎪+ × ⎡ + ⎤ − − ×⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

จากเหตุผลที่วา xT และ yT ของ wmax ไดมาจาก x และ y ที่ถูกเลือกจากสมการที่ 3.40 ดังนั้น 

 ( )max max max ,Mw f x y β
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
= × ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Uz=  
 จากการพิสูจนจะเห็นวา wmin และ wmax ในสมการที่ 3.41 มีคาเทากับ zL และ zU 
ตามลําดับ ซึ่งทําใหสามารถสรุปไดวา zU ที่ไดจากยังคงการคูณกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.8 การคูณของ X = [2.11, 3.76] และ Y = [5.38, 7.49] ในระบบที่มีคาฐาน β = 

2 และ M = 32 ซึ่งมีคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเทากับ 12% เทากันทั้งระบบ การ
ดําเนินการคูณในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.8 

ตารางที่ 3.8 แสดงการดําเนินการคูณของ X = [2.11, 3.76] และ Y = [5.38, 7.49] 
ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

n L U R 
xn 0.131875 0.235 1.26625 
yn 0.33625 0.468125 0.39125 
zn 0.7094875 1.76015 1.060725 
z′n 0.794626 1.971368 1.188012 
z*

n 0.7094875 1.76015 1.060725 
 
คําตอบที่ได คือ (0.7094875, 1.76015, 1.060725) ซึ่งมีคาเทากับ [11.3518, 28.1624] � 
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3.7.4 ตัวดําเนินการหารของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
ทฤษฎีบทที่ 3.9 การหารของจํานวนจริงแบบชวงสองจํานวนที่มีคาไมเกิน M และมีรูปแบบการ
แทนจํานวน คือ X = (xL, xU, xR) และ Y = (yL, yU, yR) ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวงที่มีคาฐาน β ที่ซึ่ง β ≥ 2 รูปแบบการแทนจํานวนของผลลัพธสามารถแทนไดดวย (zL, zU, 

zR) ผลลัพธจากการหารสามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 

 min , , , ,U UL L
L

L U L U

x xx xz f
y y y y M

β β
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3.43) 

 max , , , ,U UL L
U

L U L U

x xx xz f
y y y y M

β β
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3.44) 

 
( )( ) ( )
( )( ) ( )

min max min max

min max min max

0

0
L U

R
L U

w w w w z z
z

w w w w z z

β

β

⎧ + − +           + ≥⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥= ⎨
+ − +           + <⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

 (3.45) 

 ( )
( )

,
,

,
L U T R

L U T R

f x x x x
w f

f y y y y M
β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ − −⎪ ⎪= ×⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟+ − −⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
 (3.46) 

โดยที่ 

 
/ 0

( , )
/ 0

a b a b a
f a b

a b a b a
⎧ −      ≥⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ −      <⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎩

 

 ( , ) ( )g a b sign a a b= × ⎡ ⎤ ×⎢ ⎥  

ที่ซึ่ง 
 สําหรับ wmin minT L Ux x x x= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  และ minT L Uy y y y= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  
 สําหรับ wmax maxT L Ux x x x= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  และ maxT L Uy y y y= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  
โดยที่ xmin ymin xmax และ ymax คือ คา x และ y ที่ถูกเลอืกจาก zL กับ zU ตามลําดบั 
 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวา คาของดิจิตผลลัพธ คือ (zL, zU, zR) ที่ไดจากการคํานวณจะยังคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู เพ่ือที่จะทําใหดิจิตเหลานี้สามารถทํา
การกูคาจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ได หลังจากที่ดําเนินการหารแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 
 

กําหนดให [ZL, ZU] เปนคาจํานวนจริงแบบชวงของ (zL, zU, zR) ซึ่งคาของดิจิต
เหลานี้สามารถนิยามไดตามสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 ดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lz Z Mβ= ×  
 ( )/U Uz Z Mβ= ×  

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

z z z z z z
z

z z z z z z

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
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ทําใหการพิสูจนถูกแบงออกเปนสามกรณี คือ 
กรณีที่ 1 การพิสูจน zL 
จากสมการ 3.43 

min , , , ,U UL L
L

L U L U

x xx xz f
y y y y M

β β
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

กําหนดให xmin และ ymin เปนคาที่ถูกเลือกจากอัลกอริทึมการหารในสมการที่ 3.43 ดังนั้น 

 min min ,Lz f x y
M
β β⎛ ⎞= ÷ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 min min ,f X Y
M M M
β β β β⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × ÷ × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 ( )min min ,f X Y
M
β β⎛ ⎞= ÷ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 min ,f Z
M
β β⎛ ⎞= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 minZ
M
β

= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zL ที่ไดจากการหารกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 2 การพิสูจน zU 
จากสมการ 3.44 

max , , , ,U UL L
U

L U L U

x xx xz f
y y y y M

β β
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

กําหนดให xmax และ ymax เปนคาที่ถูกเลือกจากอัลกอริทึมการหารในสมการที่ 3.44 ดังนั้น 

 max max ,Uz f x y
M
β β⎛ ⎞= ÷ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 max max ,f X Y
M M M
β β β β⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × ÷ × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 ( )max max ,f X Y
M
β β⎛ ⎞= ÷ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 max ,f Z
M
β β⎛ ⎞= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 maxZ
M
β

= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zU ที่ไดจากการหารกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
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กรณีที่ 3 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.45 และ 3.46 จะเห็นวาคาของดิจิต zU จะยังคงอยูในระบบดิจิตแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงก็ตอเม่ือ wmin และ wmax มีคาเทากับดิจิต zL และ zU ตามลําดับ ดังน้ันการ
พิสูจน zU จึงแบงการพิสูจนออกเปนอีกสองกรณียอย ดังนี้ 
 
กรณีที่ 3.1 การพิสูจน wmin 
จากสมการที่ 3.46 

 ( )
( )

,
,

,
L U T R

L U T R

f x x x x
w f

f y y y y M
β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ − −⎪ ⎪= ×⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟+ − −⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
( )( )
( )( )

,L U L U T R

L U L U T R

sign x x x x x x
f

Msign y y y y y y

β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ × − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟= ×⎨ ⎬⎜ ⎟+ × ⎡ + ⎤ × − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
( )

( )
,

R
L U L U T

R
L U L U T

xsign x x x x x
f y Msign y y y y y

ββ β

β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟= ×⎨ ⎬
⎜ ⎟⎪ ⎪+ × ⎡ + ⎤ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

จากเหตุผลที่วา xT และ yT ของ wmin ไดมาจาก x และ y ที่ถูกเลือกจากสมการที่ 3.43 ดังนั้น 

 ( )min min min/ ,Mw f x y β
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Lz=  
 
กรณีที่ 3.2 การพิสูจน wmax 
จากสมการที่ 3.46 

 ( )
( )

,
,

,
L U T R

L U T R

f x x x x
w f

f y y y y M
β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ − −⎪ ⎪= ×⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟+ − −⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
( )( )
( )( )

,L U L U T R

L U L U T R

sign x x x x x x
f

Msign y y y y y y

β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ × − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟= ×⎨ ⎬⎜ ⎟+ × ⎡ + ⎤ × − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
( )

( )
,

R
L U L U T

R
L U L U T

xsign x x x x x
f y Msign y y y y y

ββ β

β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟= ×⎨ ⎬
⎜ ⎟⎪ ⎪+ × ⎡ + ⎤ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

จากเหตุผลที่วา xT และ yT ของ wmax ไดมาจาก x และ y ที่ถูกเลือกจากสมการที่ 3.44 ดังนั้น 

 ( )max max max/ ,Mw f x y β
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Uz=  
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 จากการพิสูจนจะเห็นวา wmin และ wmax ในสมการที่ 3.45 มีคาเทากับ zL และ zU 
ตามลําดับ ซึ่งทําใหสามารถสรุปไดวา zU ที่ไดจากยังคงการหารกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.9 การหารของ X = [2.11, 3.76] และ Y = [5.38, 7.49] ในระบบที่มีคาฐาน β = 

2 และ M = 32 ซึ่งมีคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเทากับ 12% เทากันทั้งระบบ การ
ดําเนินการหารในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.9 
 

ตารางที่ 3.9 แสดงการดําเนินการหารของ X = [2.11, 3.76] และ Y = [5.38, 7.49] 
ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

n L U R 
xn 0.131875 0.235 1.26625 
yn 0.33625 0.468125 0.39125 
zn 0.0176068091 0.0436802974 1.877425787 
z′n 0.0197196262 0.0489219331 2.102716881 
z*

n 0.0176068091 0.0436802974 1.877425787 
 
คําตอบที่ได คือ (0.0176068091, 0.0436802974, 1.877425787) ซึ่งมีคาเทากับ 
[0.2817089453, 0.6988847584] � 
 
3.8 สรุป 

 ในบทนี้เราไดนําเสนอระบบจํานวนรูปแบบใหมสําหรับการทํางานบนระบบ
จํานวนแอนะล็อก ซึ่งระบบจํานวนรูปแบบใหมนี้มีชื่อเรียกวา ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
แบบชวง โดยเปนระบบที่นําความสามารถของระบบแทนจํานวนแบบชวงมาประยุกตใชบน
พ้ืนฐานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ทําใหระบบจํานวนแบบใหมนี้นอกจากจะสามารถกู
คาความผิดพลาดไดแลว ยังสามารถรองรับปญหาที่เกิดจากความผิดพลาดของขอมูลขาเขาและ
ปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษไดอีกดวย ในระบบที่มีคาความผิดพลาดอยูในรูป
ของตัวประกอบที่ใชสามแอนะล็อกดิจิตในการแสดงจํานวนแตละจํานวน ผลลัพธที่ไดจาก
อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจะมีความถูกตอง
แมนยําสําหรับกรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาเทากันทั้งระบบ แตในกรณีที่คาความ
ผิดพลาดมีคาไมเทากัน อัลกอริทึมการประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซํ้าซอนแบบชวงจะสามารถประมาณชวงใกลเคียงของคําตอบที่แทจริงได ซึ่งในกรณีที่ไมทราบ
วาคาความผิดพลาดมีคาเทากันทั้งระบบหรือไม จะสามารถใชการประมาณชวงใกลเคียงไดเลย 
เน่ืองจากชวงการประมาณที่ได จะครอบคลุมคาจริงอยางแนนอน อีกทั้งในบทนี้ยังไดนําเสนอ
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การแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่ไมเทากันและอัลกอริทึมการดําเนินการทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอีกดวย 



บทที่  4 
 

บทวิเคราะหระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
 

 เน้ือหาในบทนี้กลาวถึงบทวิเคราะหในแงมุมตางๆ ของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวง โดยมุงเนนไปที่การวิเคราะหความสัมพันธของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
แบบชวงกับคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นและสงผลตอระบบ 
 
4.1 การวิเคราะหคาความผิดพลาดที่สงผลตอผลลัพธหลังจากการกูคาความผิดพลาด
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

 ในความเปนจริงแลว คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในแตละสัญญาณนั้นไม
สามารถควบคุมใหเทากันได ทําใหผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีความผิดเพี้ยนไป ดังน้ันเนื้อหา
ในสวนน้ีจะวิเคราะหถึงความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่เกิดจากคาความผิดพลาดที่ไมเทากัน 
และความคลาดเคลื่อนที่สูงที่สุดที่เกิดขึ้นไดในระบบ โดยเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของ
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงสามารถคํานวณไดดังทฤษฎีบทที่ 4.1 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดให dL dU dR เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่
คํานวณไดของ xL xU xR ตามลําดับ และ εL εU εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับ xL xU xR 
ตามลําดับ และ ε* เปนคาความผิดพลาดที่คํานวณไดจากอัลกอริทึมที่ 3.1 เปอรเซ็นตของความ
คลาดเคลื่อนของผลลัพธที่คํานวณไดเปรียบเทียบกับผลลัพธจริงสามารถแสดงไดตามสมการ
ดังตอไปน้ี 

 * 1 100L
Ld ε

ε
⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.1) 

 * 1 100U
Ud ε

ε
⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.2) 

 * 1 100R
Rd ε

ε
⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.3) 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแบงออกเปนสามกรณี 
 
กรณีที่ 1 คือ การพิสูจน dL 
กําหนดให xL คือ คาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลาง และ x′L คือ คาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางที่
ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดที่อยูในรูป 
 L L Lx x ε′ = ×  
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และกําหนดให diff คือ ความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงซึ่ง
คํานวณไดจาก 

 *
L

L
xdiff x
ε

′
= −  (4.4) 

จากสมการที่ 4.4 สามารถนํามาเทียบเปนเปอรเซ็นตไดดังนี้ 

 100L
L

diffd
x

= ×  

 
*

100
L

L

L

x x

x
ε

′
−

     = ×  

 1 100L

L

x
x ε ∗

⎛ ⎞′
     = − ×⎜ ⎟×⎝ ⎠

 

 1 100Lε
ε ∗

⎛ ⎞     = − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

เน่ืองจาก 1Lε
ε ∗

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 อาจเปนไดทั้งคาบวกและลบ ดังนั้นเราสามารถสรุปใหมไดวา 

 1 100L
Ld ε

ε ∗

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
กรณีที่ 2 คือ การพิสูจน dU 
กําหนดให xU คือ คาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน และ x′L คือ คาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนที่
ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดที่อยูในรูป 
 U U Ux x ε′ = ×  
และกําหนดให diff คือ ความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงซึ่ง
คํานวณไดจาก 

 *
U

U
xdiff x
ε
′

= −  (4.5) 

จากสมการที่ 4.5 สามารถนํามาเทียบเปนเปอรเซ็นตไดดังนี้ 

 100U
U

diffd
x

= ×  

 
*

100
U

U

U

x x

x
ε
′

−
     = ×  

 1 100U

U

x
x ε ∗

⎛ ⎞′
     = − ×⎜ ⎟×⎝ ⎠

 

 1 100Uε
ε ∗

⎛ ⎞     = − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠
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เน่ืองจาก 1Uε
ε ∗

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 อาจเปนไดทั้งคาบวกและลบ ดังนั้นเราสามารถสรุปใหมไดวา 

 1 100U
Ud ε

ε ∗

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

กรณีที่ 3 คือ การพิสูจน dR 
กําหนดให xR คือ คาดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน และ x′R คือ คาดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนที่ไดรับ
ผลกระทบจากคาความผิดพลาดที่อยูในรูป 
 R R Rx x ε′ = ×  
และกําหนดให diff คือ ความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงซึ่ง
คํานวณไดจาก 

 *
R

R
xdiff x
ε

′
= −  (4.6) 

จากสมการที่ 4.6 สามารถนํามาเทียบเปนเปอรเซ็นตไดดังนี้ 

 100R
R

diffd
x

= ×  

 
*

100
R

R

R

x x

x
ε

′
−

     = ×  

 1 100R

R

x
x ε ∗

⎛ ⎞′
     = − ×⎜ ⎟×⎝ ⎠

 

 1 100Rε
ε ∗

⎛ ⎞     = − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

เน่ืองจาก 1Rε
ε ∗

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 อาจเปนไดทั้งคาบวกและลบ ดังนั้นเราสามารถสรุปใหมไดวา 

 1 100R
Rd ε

ε ∗

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ■ 

จากทฤษฎีบทที่ 4.1 เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณในอัลกอริทึมที่ 3.1 เปรียบเทียบกับผลลัพธที่แทจริง ซึ่งเปอรเซ็นตดังกลาวจะมีคาไม
เกินไปกวา dmax ที่เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณกับผลลัพธจริงในทฤษฎีบทที่ 4.2 ดังนี้ 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.2 กําหนดให dmax เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่
ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงที่คาความผิดพลาดมีคาไมเกินคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อน
ที่ยินยอม บนฐาน β เม่ือ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 เปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของ
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงสามารถแสดงไดดังสมการดังตอไปน้ี 

 max
1 1 100

1 1/ 2
d

β
⎛ ⎞

= − ×⎜ ⎟+⎝ ⎠
 (4.7) 
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พิสูจน 
กําหนดใหไมมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นเลยในแตละสัญญาณ และคาความผิดพลาดที่คํานวณได
จากอัลกอริทึมที่ 3.1 เปนคาที่สูงสุดเทาที่จะเปนไปที่ไมเกินคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมได และกําหนดให dLmax dUmax และ dRmax เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมาก
ที่สุดของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงในแตละสัญญาณที่ซึ่งพิจารณามาจากคา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนยินยอม 
 
จากสมการที่ 4.1 4.2 และ 4.3 สามารถสรุปไดดังนี้ 

 max
1 1 100

1 1/ 2Ld
β

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 max
1 1 100

1 1/ 2Ud
β

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 max
1 1 100

1 1/ 2Rd
β

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 
 จากการพิสูจนจะเห็นไดวาเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่
ไดจากการคํานวณกับผลลพัธจริงในแตละสัญญาณจะมีคาเทากับสมการที่ 4.7 ■ 

จากสมการที่ 4.3 ในทฤษฎีบทที่ 4.2 จะเห็นวาเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อน
มากที่สุดของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงน้ันมีความสัมพันธกันกับคาฐาน β ทํา
ใหสามารถสรุปความสัมพันธระหวางเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่ได
จากการคํานวณกับผลลัพธจริงกับคาฐานออกมาเปนกราฟไดดังรูปขางลางนี้ 
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รูปที่ 4.1 แสดงเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากทีสุ่ดของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ 
กับผลลัพธจรงิเปรียบเทยีบกับคาฐาน 

Base (β) 

dmax 
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จากรูปที่ 4.1 จะเห็นไดวาเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่
ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงจะมีคาเพิ่มมากขึ้นเม่ือคาฐานมีคาลดลง 
 
ตัวอยางที่ 4.1 กําหนดใหชวงของ X = [31.36, 47.19] ในระบบที่มีคา β = 10 และ M = 100 
ที่ประกอบไปดวย xL xU และ xR โดยไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดเทากับ 4% 3% และ 
5% ตามลําดับ ความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงแสดงไดดัง
ตารางที่ 4.1 
 

ตารางที่ 4.1 แสดงความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่คํานวณไดกับผลลัพธจริง 
สําหรับระบบที่มีคาความผดิพลาดไมเทากัน 

 xL xU xR 

xn 3.136 4.719 1.45 

x'n 3.26144 4.86057 1.5225 

x*n 3.153335767 4.699460737 1.472034961 

dn 0.5527986926 0.4140551542 1.519652513 

dmax 4.761904762 4.761904762 4.761904762 

 
 จากตารางที่ 4.1 จะเห็นไดวาความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับ
ผลลัพธจริงเม่ือเทียบเปนเปอรเซ็นตจะมีคาไมเกินกวาเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนสูงสุดจริง � 
 
4.2 การวิเคราะหคาความผิดพลาดที่สงผลตอระบบในการแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่
มีคาไมเทากันของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

เน่ืองจากสาเหตุที่วา ในวงจรแอนะล็อกนั้นไมมีความจําเปนที่คาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมในแตละสวนของวงจรตองมีคาเทากัน และทฤษฎีบทที่ 3.5 ไดแสดงให
เห็นถึงความสัมพันธระหวางคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมกับคาฐานที่เลือกใช ดังน้ัน
เน้ือหาในสวนนี้จะกลาวถึงความเปนไปไดในการแปลงดิจิตเซตไปยังคาฐานที่เลือกใชโดยไม
ผานอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดกอน เพ่ือเปนการลดขั้นตอนในการทํางานลงซึ่งผลที่ได
จากการวิเคราะหแสดงดังทฤษฎีบทที่ 4.3 ขางลางนี้ 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.3 กําหนดให (x′L1, x′U1, x′R1) เปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนแอนะ 
ล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดสําหรับคาฐาน β1 และ (x′L2, x′U2, 

x′R2) เปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ไดรับผลกระทบจาก
คาความผิดพลาดสําหรับคาฐาน β2 รูปแบบการแทนคาของ (x′L2, x′U2, x′R2) บนคาฐาน β2 
สามารถคํานวณไดจาก (x′L1, x′U1, x′R1) บนฐาน β1 ดังสมการดังตอไปน้ี 
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 ( )2 1 1 2/L Lx x β β′ ′= ×  (4.8) 
 ( )2 1 1 2/U Ux x β β′ ′= ×  (4.9) 

 

( ) ( )

( ) ( )
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β β ββ
β β β

β β ββ
β β β

⎧ ⎛ ⎞′ ′+⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′
′ ′ ′ ′− + +      + ≥⎡ ⎤⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠′ = ⎨

⎛ ⎞′ ′+⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⎪ ′ ′ ′ ′− + +      + <⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠⎩

(4.10) 

 
พิสูจน 
การพิสูจนสมการที่ 4.8 4.9 และ 4.10 จะพิจารณาเหมือนทฤษฎีบทที่ 3.5 ซึ่งจะใหผลลัพธตรง
กับสมการที่ 4.8 4.9 และ 4.10 ■ 

แตขอสังเกตของสมการที่ 4.4 4.5 และ 4.6 คือ ผลกระทบของคาความผิดพลาดที่
ไดหลังจากการแปลงคาฐานตอการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวง 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.4 ระบบจํานวนแอนะล็อกซํ้าซอนแบบชวงที่ผานการแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่
ไมเทากันแลวโดยไมผานอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดกอน อัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาดหลังจากการแปลงดิจิตเซตแลวจะไมสามารถทํางานไดอยางถูกตอง 
 
พิสูจน 
จากสมการที่ 4.8 4.9 และ 4.10 สามารถวิเคราะหไดดังนี้วา 
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⎛ ⎞′ ′+⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⎪ ′ ′ ′ ′− + +      + <⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠⎩

 

 จะเห็นไดวา คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นที่คาฐานใหมจะมีคาเทากับคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นที่คาฐานเดิมไมไดเปลี่ยนไปตามคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมได
ของคาฐานใหม ซึ่งจะสงผลตอการกูคาของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงทําใหไม
สามารถทํางานไดอยางถูกตอง ■ 
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ตัวอยางที่ 4.2 กําหนดให X = [14.65, 17.28] บนฐาน β = 2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M 

= 32 ทําการแปลงคาฐานไปที่ β = 10 ที่ประกอบไปดวย xL xU และ xR โดยไดรับผลกระทบจาก
คาความผิดพลาดเทากับ 20% 11% และ 17% ตามลําดับ ผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาด
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงบนคาฐานใหมสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.2 
 

ตารางที่ 4.2 แสดงผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดหลังจากการแปลงคาฐาน 
โดยไมผานการกูคาความผดิพลาดมากอน 

 xL xU xR 

xn1 0.915625 1.08 0.00875 

x'n1 1.09875 1.1988 0.0102375 

x'n2 5.49375 5.994 0.2559375 

x*n2 5.725964709 6.24735921 0.2667556938 

x*n1 1.145192942 1.249471842 0.01067022775 

dn 25.07226668 15.69183722 21.94545714 

dmax 20.00 20.00 20.00 

 
 จากตารางที่ 4.2 จะเห็นไดวาคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นหลังจากการแปลงคาฐาน
อาจสงผลใหอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดทํางานผิดเพี้ยนไป ซึ่งในบางสัญญาณผลลัพธก็
ยังอยูในขอบเขตสูงสุด dmax แตในบางสัญญาณผลลัพธที่ไดนั้นมีคาเกินขอบเขตสูงสุด dmax โดย 
dmax จากทฤษฎีบทที่ 4.2 นั้นคือเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่ไดจาก
การคํานวณกับผลลัพธจริงที่ซึ่งพิจารณาจากคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม ทําใหเรา
ไมสามารถสรุปไดวาการแปลงคาฐานกอนการกูคาความผิดพลาดจะถูกตองเสมอไป � 
 
4.3 การวิเคราะหคาความผิดพลาดที่สงผลตอชวงของผลลัพธหลังจากการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

เน้ือหาในสวนนี้จะกลาวถึงการวิเคราะหคาความผิดพลาดในระบบ ในกรณีที่คา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาไมเทากันและสงผลตอชวงของผลลัพธที่คํานวณได จากอัลกอรทิมึที ่
3.1 จะเห็นไดวา ถาคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาไมเทากันจะทําให ε ที่ไดจากสมการที่ 3.8 มี
ความผิดเพี้ยนไป 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.5 กําหนดให ε* เปนคาความผิดพลาดที่กูไดจากอัลกอริทึมที่ 3.1 สําหรับกรณีที่
คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบมีคาไมเทากัน εL εU และ εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิด
ขึ้นกับสัญญาณ xL xU และ xR ตามลําดับ ถาคาความผิดพลาด εL εU และ εR มีคานอยกวา ε* 
แลว ผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดจะมีคาลดลงจากเดิม 
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พิสูจน 
กําหนดใหคาความผิดพลาด εL εU และ εR มีคานอยกวาคาความผิดพลาดที่กูไดแสดงดัง
อสมการขางลางนี้ 
 *

Lε ε<  *
Uε ε<  *

Rε ε<  

 * 1Lε
ε

<  * 1Uε
ε

<  * 1Rε
ε

<  

ดังนั้น 

 *
L

L
x x
ε

′
<  *

U
U

x x
ε
′

<  *
R

R
x x
ε

′
<   

จากการพิสูจนจะเห็นวาผลลัพธจากการกูคาจะมีคาลดลงจากคาจริง ■ 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.6 กําหนดให ε* เปนคาความผิดพลาดที่กูไดจากอัลกอริทึมที่ 3.1 สําหรับกรณีที่
คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบมีคาไมเทากัน εL εU และ εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิด
ขึ้นกับสัญญาณ xL xU และ xR ตามลําดับ ถาคาความผิดพลาด εL εU และ εR มีคามากกวา ε* 
แลว ผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดจะมีคาเพิ่มขึ้นจากเดิม 
 
พิสูจน 
กําหนดใหคาความผิดพลาด εL εU และ εR มีคามากกวาคาความผิดพลาดที่กูไดแสดงดัง
อสมการขางลางนี้ 
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จากการพิสูจนจะเห็นวาผลลัพธจากการกูคาจะมีคาเพิม่ขึ้นจากคาจริง ■ 
จากทฤษฎีบทที่ 4.5 และ 4.6 จะเห็นวาผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดในกรณี

ที่คาความผิดพลาดไมเทากันอาจมีทั้งคาที่ลดลงและเพิ่มขึ้น ดังนั้นการวิเคราะหเน้ือหาในสวนนี้
จะแบงการพิจารณาออกเปน 2 กรณี 
 
กรณีศึกษาที่ 1 คือ คาความผิดพลาดของดิจิต xL มีคานอยกวาคาความผิดพลาดที่กูได และ xU 
มีคามากกวาคาความผิดพลาดที่กูได 

กําหนดให εL εU และ εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL xU และ xR 
ตามลําดับ ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง X = [23.83, 27.26] บนฐาน β = 10 และ 
M = 100 ที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 2% 4% และ 3% ตามลําดับ ผลลัพธจากการวิเคราะห
แสดงไดดังตารางที่ 4.3 
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ตารางที่ 4.3 แสดงผลลัพธจากการกูคาความผิดในกรณีที่คาความผดิพลาดของดิจิต xL มีคา 
นอยกวาคาความผิดพลาดที่กูได และ xU มีคามากกวาคาความผิดพลาดที่กูได 

 xL xU xR 

xn 2.383 2.726 8.91 

x′n 2.43066 2.83504 9.1773 

x*
n 2.358555041 2.750939203 8.905057546 

 
กรณีศึกษาที่ 2 คือ คาความผิดพลาดของดิจิต xL มีคามากกวาคาความผิดพลาดที่กูได และ xU 
มีคานอยกวาคาความผิดพลาดที่กูได 

กําหนดให εL εU และ εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL xU และ xR 
ตามลําดับ ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง X = [23.83, 27.26] บนฐาน β = 10 และ 
M = 100 ที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 4% 2% และ 3% ตามลําดับ ผลลัพธจากการวิเคราะห
แสดงไดดังตารางที่ 4.4 
 
ตารางที่ 4.4 แสดงผลลัพธจากการกูคาความผิดในกรณีที่คาความผดิพลาดของดิจิต xL มีคา 

มากกวาคาความผิดพลาดที่กูได และ xU มีคานอยกวาคาความผิดพลาดที่กูได 

 xL xU xR 

xn 2.383 2.726 8.91 

x′n 2.47832 2.78052 9.1773 

x*
n 2.407472109 2.701033099 8.914947943 

 
จากการวิเคราะหจะสามารถสรุปไดวา ถามีคาความผิดพลาดที่ไมเทากันเกิดขึ้นใน

ระบบแลว อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดจะไมสามารถใหผลลัพธที่ครอบคลุมคาจริงไดทุก
กรณี � 

ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแกไขปญหาที่เกิดจากบทวิเคราะห
นี้ได โดยการนําชวงผลลัพธจากการประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงในทฤษฎีบทที่ 3.4 มาใชเปนชวงคําตอบสุดทาย เน่ืองจากชวงผลลัพธจากการ
ประมาณชวงใกลเคียงน้ันจะใหชวงผลลัพธท่ีครอบคลุมคําตอบทุกๆ คาในชวงจริงเสมอ จาก
กรณีศึกษาที่ 1 และ 2 ชวงผลลัพธจากการประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.5 และ 4.6 

 
 
 



 

 

52 

ตารางที่ 4.5 แสดงชวงผลลัพธที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียงเปรียบเทยีบกบั 
ผลลัพธจากการกูคาความผดิพลาดในกรณีศึกษาที่ 1 

 xL xU xR 

xn 2.383 2.726 8.91 

x′n 2.43066 2.83504 9.1773 

x*
n 2.358555041 2.750939203 8.905057546 

xnest 2.254407016 2.889513089 8.56079895 

 
ตารางที่ 4.6 แสดงชวงผลลัพธที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียงเปรียบเทยีบกบั 

ผลลัพธจากการกูคาความผดิพลาดในกรณีศึกษาที่ 2 

 xL xU xR 

xn 2.383 2.726 8.91 

x′n 2.47832 2.78052 9.1773 

x*
n 2.407472109 2.701033099 8.914947943 

xnest 2.30079586 2.837217778 8.61986362 

 
จากตารางที่ 4.5 และ 4.6 จะเห็นไดชัดวาชวงผลลัพธ (xLest, xUest) ที่ไดจากการ

ประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจะครอบคลุมคําตอบ
ในชวงจริง (xL, xU) ทั้งในกรณีศึกษาที่ 1 และ 2 � 



บทที่  5 
 

สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลงานวจิัย 

งานวิจัยนี้นําเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบใหมบนระบบแอนะล็อก ที่มีชื่อ
เรียกวา ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง ซึ่งเปนระบบที่สามารถควบคุมและตรวจสอบ
ปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษ ความผิดพลาดของจํานวนที่เกิดจากความ
คลาดเคลื่อนของขอมูลขาเขา รวมทั้งยังสามารถกูคาความผิดพลาดไดอยางถูกตองในกรณีที่คา
ความผิดพลาดเทากันทั้งระบบและอยูภายใตคาคลาดเคลื่อนที่ยินยอม แตถาคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นมีคาไมเทากันแตยังอยูภายใตคาคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบ ระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงก็สามารถประมาณชวงใกลเคียงกับคําตอบจริงได ซึ่งตรงกับวัตถุประสงคของ
งานวิจัยน้ี 

ผลจากทฤษฎีการคํานวณคาประมาณชวงใกลเคียงดังกลาว ทําใหไดขอสรุปที่
นาสนใจมากอยางหนึ่ง คือ ถาในระบบมีคาความผิดพลาดไมเทากันทั้งระบบแตคาความ
ผิดพลาดยังอยูภายใตเง่ือนไขของคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมแลว การประมาณชวง
ใกลเคียงดังกลาวสามารถนํามาใชเปนคําตอบที่ถูกตองไดเชนเดียวกัน ทั้งน้ีเปนเพราะสามารถ
พิสูจนไดวา คาประมาณชวงใกลเคียงที่คํานวณไดจะครอบคลุมชวงของคาที่ถูกตองแนนอน 
ดังนั้น คําตอบที่ถูกตองทั้งหมด (พิจารณาเปนชวงจํานวน) จะอยูภายในคําตอบของคาที่
ประมาณไดทุกคา ซึ่งเปนไปตามหลักการของการคํานวณแบบชวงแตคาประมาณชวงใกลเคียง
นี้อาจไมเปนคําตอบที่ดีที่สุด 

นอกจากนี้ ยังไดออกแบบอัลกอริทึมการแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่ไมเทากันและ
อัลกอริทึมการบวก ลบ คูณ และหาร สําหรับระบบจํานวนแบบใหมนี้อีกดวย 

ผลจากการวิเคราะหงานวิจัยน้ี ในสวนแรกพบวาเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อน
มากที่สุดของผลลัพธที่คํานวณไดเปรียบเทียบกับผลลัพธจริงจะมีคานอยเม่ือคาฐานสูงและจะมี
คามากเมื่อคาฐานต่ํา ซึ่งจะมีคามากที่สุดเม่ือคาฐานเทากับสองโดยที่คาฐานนั้นมีคามากกวาหรือ
เทากับสองตามคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง และจะมีคาลดลงเมื่อคา
ฐานมีคาเพิ่มขึ้น สาเหตุที่ทําใหเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่คํานวณ
ไดเปรียบเทียบกับผลลัพธจริงมีคาเปลี่ยนแปลงตามคาฐานเพราะเปอรเซ็นตของความ
คลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่คํานวณไดเปรียบเทียบกับผลลัพธจริงน้ีพิจารณาจากคา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงซึ่ง
เปลี่ยนแปลงตามคาฐานเชนเดียวกัน และจากเหตุผลที่วาบางสวนของวงจรที่แยกหนาที่กัน
ทํางานไมจําเปนตองใหคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมมีคาเทากัน ทําใหสามารถเลือก
ฐานที่เหมาะสมกับแตละระบบตามคาฐานที่เลอืกใชไดถาทราบคาความคลาดเคลื่อนที่มากที่สุด
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ที่เกิดขึ้นไดกับแตละระบบ โดยการแปลงคาฐานของระบบนั้นไปยังคาฐานที่สูงขึ้น ซึ่งจะสงผลให
คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบนั้นมีคาลดลง 

สวนที่สองเปนการวิเคราะหเพ่ือลดขั้นตอนการทํางานลงสําหรับการแปลงคาฐาน 
การแปลงคาฐานในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้นจําเปนตองทําการกูคาความ
ผิดพลาดกอน เพ่ือไมใหคาความผิดพลาดสงผลกระทบถงึระบบจํานวนที่แปลงคาฐานไปแลว ซึ่ง
การวิเคราะหในสวนนี้แสดงใหวา ไมสามารถแปลงคาฐานโดยไมผานอัลกอริทึมการกูคาได 
เพราะคาความผิดพลาดจากคาฐานแรกอาจมีคามากกวาคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมของคาฐานที่สองไดในกรณีที่เกิดการแปลงจากระบบที่มีคาฐานแรกนอยกวาไปยังคา
ฐานที่สองที่มีคามากกวา 

การวิเคราะหในสวนสุดทายเปนการวิเคราะหผลกระทบของคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นในระบบที่มีคาไมเทากันตอชวงของผลลัพธที่ไดหลังจากการกูคาความผิดพลาด ซึ่งผล
จากการวิเคราะหพบวา ในบางกรณีจะทําใหผลลัพธมีคาลดลงและในบางกรณีจะทําใหผลลัพธมี
คาเพิ่มข้ึน ซึ่งไมสามารถสรุปไดวาถามีคาความผิดพลาดที่ไมเทากันเกิดขึ้นในระบบแลว 
อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดจะใหชวงของผลลัพธครอบคลุมคาจริงเสมอ 
 
5.2 ขอเสนอแนะ 

ขอเสนอแนะจากงานวิจัยนี้คือ ถามีสัญญาณแอนะล็อกขาเขาสองสัญญาณซึ่ง
ประกอบไปดวยสัญญาณแสดงคาและสัญญาณซ้ําซอนที่ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาด
แลว จากนั้นนําทั้งสองสัญญาณมาทํากูคาความผิดพลาด สิ่งที่นาสนใจคือ จะสามารถใหผลลัพธ
เปนชวงแทนสัญญาณแสดงคาที่สามารถครอบคลุมสัญญาณแสดงคาจริงเสมอไดหรือไม โดยที่
คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบนั้นไมทราบวาเปนเทาใดและตางกันหรือไม ทราบแตเพียงวา
มีคาไมเกินคาคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบ ทําใหผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดนั้นไม
สามารถยืนยันไดวาจะมีคาเทากับคาจริงที่ไมไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดเสมอไป ซึ่ง
ตรงจุดนี้ไมสามารถใชการประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง
ในหาการชวงของผลลัพธได เน่ืองจากสัญญาณขาเขานั้นไมไดอยูในระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงมากอน และถาสามารถหาไดจะสามารถหาชวงของผลลัพธไดใกลเคียงกับ
สัญญาณแสดงคาจริงไดมากที่สุดไดอยางไร จึงยังคงเปนปญหาที่นาสนใจอยู 
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อภิธานศัพท 
 
สัญกรณทางคณิตศาสตร 
 
X คาเชิงตวัเลข (numerical value) 
XL คาเชิงตวัเลขขอบเขตลาง (lower bound numerical value) 
XU คาเชิงตวัเลขขอบเขตบน (upper bound numerical value) 
M คาระยะสูงสุดแบบพลวัต (maximum dynamic range) 
β คาฐาน (base) 
min() การเลือกคาทีน่อยที่สุด (minimum) 
max() การเลือกคาทีม่ากที่สุด (maximum) 
[ ]n Rounded
x  การคํานวณฟงกชันการปดเศษ (rounded function) 

nx⎡ ⎤⎢ ⎥  การคํานวณฟงกชันเพดาน (ceiling function) 

nx⎢ ⎥⎣ ⎦  การคํานวณฟงกชันพ้ืน (floor function) 

( )nsign x  เครื่องหมายของ xn 
ε  คาความผิดพลาด (error) 

nε  คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xn 
*ε  คาความผิดพลาดที่กูได 

nx′  ดิจิตแอนะล็อก xn ที่ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาด 
*
nx  ดิจิตแอนะล็อก xn ที่ไดจากการกูคาความผิดพลาด 

[ ]n R
x′′  ผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดที่ดิจิต xn ในระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

xv ดิจิตแอนะล็อกคาสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
xr ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
xL ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
xU ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
xR ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
xLest ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียง 
xUest ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียง 
zL ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบ

จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
zU ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบ

จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
zR ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบจํานวน

แอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
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dL เปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธทีค่ํานวณไดเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธจริงของดิจิต xL 

dU เปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธทีค่ํานวณไดเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธจริงของดิจิต xU 

dR เปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธทีค่ํานวณไดเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธจริงของดิจิต xR 

dmax เปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สดุของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ
เปรียบเทียบกบัผลลัพธจริง 
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